


A. ©. laweHko, J1 .B. Konomuey, B. ®. Opoben, H. I'. CypbaHMHOB

YNCINEHHO-AHANTUTUYECKN
METO[O NrPAHNYHBIX 3JIEMEHTOB

Tom 2



BBK38. 112473
B163
VK 531/534:624(075.8)

Jamenko A. @., Komomwmen JI. B., Opobeit B. ®., CypwsaunoB H. T'. /YucnenHo-
QHAJIUTUYECKMH METoJ| TpaHH4YHbIX d3jemMeHToB / B 2-x Tomax. T.2. — Opecca. —
BMB, 2010. — 510 c.

ISBN 978-966-413-179-4

B  MoHorpadum  mpeacraBieHO — Haubojee  IOJHOE  PYKOBOACTBO O  TEOPHH U
HPUMEHEHUIO YHCJICHHO-aHAJIUTUYECKOTO BapHaHTa MeToza IPaHUYHBIX 9JIEMEHTOB
JUIS  pacueTa  pa3IMYHbIX  JIMHEHHBIX ~ CUCTEM  OJHOMEpHbIX  Moayseil. B kadectBe
TEXHUYECKOro TPHIIOKEHUS PaccMOTPEHBI JIMHEIHO-yTpyTHe CTepIKHEBBIE,
IUIACTUHYATHIC u 000104eYHBIC KOHCTPYKIHUH, HCTIBITHIBAIOLIHE CTAaTHYECKHUE,

JIMHAMHUYeCKHe M OndypKalMOHHbIC BO3ACHCTBHSL.

ToapodHO U3JI0KEH AJIrOPUTM MID, OCHOBaHHBIN Ha HCIOJb30BaHUU
(byH1aMEHTAIbHBIX OPTOHOPMMPOBAHHBIX byHKumit u arnmapara 00001IEHHBIX
¢bynkuuit.  TlpuBeseHsl  HOBble  pemieHMs  aubQEpPEeHUMANbHBIX  YPAaBHEHMH  JIMHEHHBIX
3ama4 u MPUMEpBI, WUTIOCTPUPYIOLINE 3¢ dexTHBHOCTD Ppa3paboTaHHOTO MeToza.
MHoro BHUMaHUs yIEIeHO PpeLICHHIO 0OBIKHOBEHHBIX nuddepeHInaTbHbIX
ypaBHEHUi c NepEMEHHBIMU ko3 durmenramu. HIupoko UCIIONB3yeTCs cpena

nporpammupoBanuss ~ MATLAB. Marepuan ~ MoHorpaduum  pazOuT Ha  JaBa  TOMa W
oTpaxaeT 25-JIeTHHUI epros paboThl aBTOPOB 1O Pa3BUTHIO METOJIA.

s CTYJICHTOB, acITMPaHTOB u npernoyiapaTenei BBICIINX TEXHUYECKHX
YUEOHBIX 3aBeJICHHUIA, CIIENUAINCTOB B obnacti MEXaHUKH nehopmMupyeMoro

TBEPIAOTO TE€JIa U CTpOHTeIILHOﬁ MCXaHHUKH.

PeuenzenTsr:

J.T.H., npo¢., 3aB. Kad. BbICIIEI MATEMAaTUKU ¥ MOZEIUPOBaHus cucteM OJIeccKoro
HAlMOHAIBHOTO MOJIUTEXHUUECKOT0 YHHBepcuTeta Ycoe Anamonuii Bacunveeuu.
JI.T.H., npo¢., 3aB. Kad. TEOPETHUECKON U NPUKIaJHON MexaHHKH OJeCCKOro
HAIMOHAIBLHOTO MOPCKOTro yHuBepcuteta I puwmun Bnaoumup Anexcanoposuu.
JI.T.H., npod., 3aB. Kad. CTpoUTENbHOM MexaHHKH OJIeCCKOM roCyJapCTBEHHOM

aKaJIeMUH CTPOUTENIBCTBA U apXUTEKTYphl Apemenko Anexcanop Pedopogun.
ISBN 978-966-413-179-4

© HMamenko A. @., Komomuen JI. B.,
Opobeit B. @., Cyppsuunos H. I'., 2010.



OT'JABJIEHUE

BBEJIEHMUE..........coovvveeeeeeeeoeeeeeeseoeseess oo eesseese e see e sesesesesssesesessssseeseess e 7
TJIABA 6. IPUMEHEHUE CPEJIBI MATLAB........cvveceeeeeeeeseeeeeeeeeeeeseeereeseeeeeeseesseenene 10

6.1. OCHOBEI SI3bIKa MPOTPAMMHUPOBAHKS U BU3yaIN3allnH Pe3yIbTaToB

pacueToB 12
6.2. 3a1auM BEIYUCTUTEIIBHON MATEMATHK. ......cucuiueimienieeeteeiieeaiaceseces st ssessecss e 32
6.2.1. TaOYIUPOBAHUE DYHKLIHH. ......c.erveuemiriereerietieereetesiteteeiesesesesieseneeseenesesesesbeneneesenes 32
6.2.2. Pemenne cucteM JIMHEHHBIX anreOpandeckKuX ypaBHEHHI

METOJIOM HUCKITFOUCHHS LAY CCA. c.e.evuniieiiiieteeiet ettt ettt 36
6.2.3.  ANNPOKCUMAIUS QYHKIIH. ......cuvivinniieiaeieiiceieeeeecietseese e escaesenaes 40
6.2.4. YucneHHoe penieHHe 0OBIKHOBEHHBIX JH((HepeHInATbHBIX

YPABHECHI. ...ttt ettt ettt sttt ettt b et b et ettt b bt sttt ebene 46
6.2.5. TIpuOamKeHHOE BBIYHCICHHE OMPEACTCHHBIX HHTETPATIOB. .....ceveeereereaeeeeceeneeneenenes 50
6.2.6. UYucieHHOE pelICHHE HEMTHHEHHBIX YPABHEHHUI........cveuvvvieiiereiiieiceeeieeeeieec e 53

6.2.7. UHCIICHHOE PEIICHUE ONTUMH3AIMOHHBIX 32/IAU. ... evnimeerenerrresereeueseaeeseseensereseanene 55

6.2.8. Tlonck MEUHHMYMa (yHKIUH HECKOIBKHUX MEPEMEHHBIX. ...c.eurueererrerneeeseeseenennseneaes 58
6.3. Pacyer CTaTHYECKH OMPEISITIMOM OATKHM . ...c..cuvirerininierenirenteteneerentaeeseneseneeseaeeseseneneenes 61

6.3.1. Mcronb30BaHKUE JHATOTOBOTO PEIKUMA......eeevreneereneereenenes 74
6.4. PacyeT HEPABPE3HOM OAITKH. ......c.cuvevireruenieeeteienirtetesesteteee et esese st teb st st ebes e ene e sesene e 82
6.5. PemieHne 3a1a4 JHUHAMUKH HEPA3PEZHOM GATKH. ......ovvvreererereieeeieeereneeereaeieneienenenenes 91

6.6. YCTOWYNBOCTD HEPABPEIHOM OAITKHL......c.coveveminrrenitteetreeienieerenesteseeesteueseasesesenessesesesnene 106
6.7. Pacder mI0oCKoi paMbl Ha CTATHIECKYIO HATPY3KY .....ooveveueeerierruereieereneeneneesnenenesnenens 111
6.8. JlnHaMHKa IDTOCKOW paMBl... 124
6.9. YCTOMUUBOCTD INIOCKOM PAMBL........cuveueuinirerireeueniaeesenemseneseeueseeseneseenenesennes . 145
6.10. BaKy Ha YIIPYTOM OCHOBAHH. ........veuvmeerieenrentaeenentnusesensesesesessesensesestsesseseseseseassnes 151
TJIABA 7. OCHOBHBIE BbIBO/JIbI ITIPAKTUYECKOI'O

TTPUMEHEHHUS AJITOPUTMA MI'D B 3AJAYAX CTATHKU,

JUHAMUKU U YCTOMUMBOCTU CTEPXKHEBBIX CUCTEM.... 193



TJIABA 8. ABYMEPHBIE 3AJAYM TEOPUM TOHKUX

TITTACTHIH. ..ottt 199
8.1. Bapuanuonsslii Meroq Kanroposuda-Biacosa cBenenus

JIBYMEPHBIX 32144 K OJTHOMEPHBIM. .......ceuevimrerenrmrererennsentateuesentsesensesesestssesensesesentssesensssesesennes 200

8.2, M3ru0 MPSAMOYTOMBHBIX TIACTHH. ....vuvetveeeeeneereseeestseesaseseasesssssesssssesesesesesnsesssnsessssnes 202

8.2.1. BriGop (yHKUMH HONEPEYHOTO PaclpeaeeHus Mporudos

TITTACTHHBL. ...ttt ettt ee st h et e e s e st e et ee b ea et ee et en e eaeneanenne 203
8.2.2. DYHIAMEHTATBHBIC PEIICHM. .....cuvuvvererterirterenentterentsteseseeeeuesaseseststeseseseesesessesenennns 205
8.2.3. Omuenka TounocTu MeToga KaHTOpOoBUUA-BIacoBa..........ccccovuiiviiciiiiccccce 215
8.3, VIBrUO KPYTTIBIX ITACTHH. c...c.eueueeieeneetstcstreseseseesestsestsestsssesesestse st esssssessstseessessesnas 222
8.3.1. dyHaaMeHTaIbHbBIC PEIICHHS. .. 224
8.3.2. PemIeHHE OCECHMMETPHUHBIX 3AAU. ... c.eeveverrereererenenenereneeaeseeeesesemsereneanes 231
8.4. Pacuer IIaCTUH C KOMOMHHUPOBAHHBIM KOHTYPOM....c.ccveutritereneererintruereneesesesesseseeneenes 234
8.5. YcTOHUMBOCTD M AMHAMHKA MPAMOYTOIBHBIX IIACTHH. ......vevveveerererevenineereseeueneenenenenens 238
8.6. YCTOHYMBOCTB MPSMOYTOJIBHBIX IIACTHH C HEOXHOPOIHBIMH

TPAHUYHBIMHI YCTOBHAMUI. ....c..eevuinieteneaeeienteeeseeeeseseeeeseseseeseseaeeseneseseseaesaesesesesesesaesesesseseneaes 252
8.6.1. AcuMITOTHYECKUIT METOZ HA OCHOBE TEOPUH BOBMYIICHMUM. ......ceveveieenneeieneiiene 253
8.6.2. TIpHMEHEHNE MID...cooiiiiiiiiiiiiiiicec e 257
8.7. YCTOMYMBOCTD NPSMOYTOJIBHBIX [UIACTHH OT COCPEIOTOUCHHBIX

CHIL ettt ettt ettt ettt ettt ettt 262
8.8. YCTOWYMBOCTD M TUHAMUKA KPYTIIBIX TUIACTHH. ......euverveneererenirieneneeseres ceeesesenenseneseenes 279
8.8.1. DYHIAMEHTATBHBIC PEIICHHMS. .....evrvevereatesieeeeesenereesenentesestesesenensesenessssesenes 282
8.8.2.  OcecMMMETPUYHBIC 32/1a4l HA COOCTBEHHBIC BHAUCHHS. ... ..veneevereneeereneeeneneaneeeneas 285
8.9. Omnpenenenne cOOCTBEHHBIX 3HAYCHHUH ITACTUH C

KOMOMHHUPOBAHHBIM KOHTYPOM. ......tututneaetestntueneneesesentasesensesesestasesensesesestasesenesesesessssensnsesene 287
8.10. Iloctpoenue cootHomeHuiH MI'D [uIs CKITaAYaTHIX U ITOJIOTUX

OOOITOUCK. ...c.teeiaeait ettt ettt ettt ettt ettt sttt ettt sttt et en e beennas 290
8.10.1. PacueT MUIMHAPUYECKHUX CKITATUATBIX CHCTEM.....ocvovvirirreireiereisenenesenesenenenenas 291
8.10.2. HHTerpupoBaHue yPaBHEHUH CTATUKH TOIOTHUX OOOMOUCK . .....euveverereereecaerieneaeenns 297



I'JIABA 9. IINIOCKAS 3BAJAYA TEOPUU YITPYT'OCTH.
PEBPUCTBIE INTACTHUHBI 1 IUWJIMHJAPUYECKUE OBOJIOYKMN.. 317
9.1. Ilnockas 3a1aua TEOPUU YIPYTOCTU IS MIPSMOYTOJIbHBIX IIIACTUH 317

9.1.1.  OcHOBHbIE ypaBHEHHs TEOPHH YIPYTOCTH H CHOCOOBI HX

peLIeHHs. ... 317
9.1.2. TlocTaHOBKA IUNIOCKOM 334a4U TEOPHUH YIPYTOCTH. ......ceenverenraereneenereneenenneeenenennnene 319
9.1.3. TlpeoOpa3oBaHye OCHOBHOIO ypaBHEHUs IIOCKOH 3a/1a4u

TEOPHH YIPYTOCTH C HCIOJIb30BaHHeM MeTona KanTopoBnua-BiacoBa............coeveeeeee. 320
9.1.4. Pemenue paspematoniero ypapHeHus. ®yHnaMeHTaIbHbIE

DYHKIIAU TUTOCKOM BAAUM. ¢....veeeventeeteneneeseseaeeseteseesesesteseseneseseseasesenessesentasssenenseseseseasensnsanas 324
9.1.5. Tlpeobpa3oBaHne BHENIHEH HArpy3KH B TIOCKOI 3a/jaue TCOPUH

YIIPYTOCT . ¢ eueeettteeeteseneeeese et tese st eees st eteb e eases et e s e e s e bes et b e st e ebes et eb e st e et es e et et eb e e eeeneneabeseneas 346
9.1.6. TlocTpoeHHEe QYHKIMU IPHHA.....c.ovviiiriieiiieeeeiietenesieici et 357
9.1.7. DOPMHUPOBAHUE BEKTOPA HATPYZK . . .e.veveerrereniareretuseseseeseneasesestassseseasesesenseseensnnes 359
9.1.8. Tlpumep pelIeHus INIOCKOH 3a/[a4il TCOPUH YIPYTOCTH METOIOM

TPAHUUHBIX DJIEMEHTOB. ...t tuteteuentetesetetesenteeeseataseseseesesestaseseneaeesesesteseseaeebesestasesenseseseneaseneneas 362
9.1.9. Ilpumep pereHns IIOCKOH 331a41 TCOPUH YIPYTOCTH METOA0OM

KOHEYHBIX 3J1eMEeHTOB B porpamme ANSYS... 364
9.2.  CraTH4eCKUH U3THO PEOPHCTBIX TIACTHH. ...c...veueeeeverenirereneenesertnseseneesesesensesenessenesens 371
9.2.1. TlocraHoBKa 3aJa4u U y4eT pedep B IPOAOIbHOM HANPABJICHHUH. . 371
9.2.2. OmpeneneHne GyHIAMEHTATBHBIX QPYHKIIHH. .....covvveueiereiirinieiiieieienenteeeeeeiesesneneneas 376
9.2.3. TIOCTPOCHHE QYHKIIMH IPHHA......vuvevveiiriiieiitee ettt 382
9.2.4. TIpeoOpa3oBaHue BHEIIHEH HATPY3KU B PEOPUCTBIX TIIACTHHAX. ... 384
9.2.5. MDOpPMHUPOBAHUE BEKTOPOB BHELIHUX HATPY3O0K. .....cvererreeerreuesineerenetnseseseeseseseeseneens 387
9.2.6. TIpumepbl pacueToB peOPUCTHIX IUTACTHH METOOM IPAHUYHBIX

DIIEMEHTOB. ....c..vetiietieteietetete bt ies et ee bbb bbb bbbk b bbb bbb bbb ea bbb es et sa bbb bnes 398
9.2.7. Pacuer mIacTuH, MOJKPEIJICHHBIX PeOpaMu jKECTKOCTH, B

TPOTPAMME ANSY'S Lottt ettt 404

9.3.  OcecMMMETpPHYHBIC 33491 U3H0A IMITHHAPHICCKHX O0O0TOUCK. ......evveveneeeeeeenenes 412



9.3.1. Tlpunoxxenue Teopuu U3ruba 6anku Ha ypyroM OCHOBaHHHU K

pacyeTy KpyroBoi LMIMHAPUYECKOIT 000I0YKHU IIPU 0CECHMMETPUYHO

HATPYBKC. ..ttt et tesee et st sttt ee s et st e e s s ea e et s et e s s e e e s et e e ae st eeea et s st et a s e e e neaean 412
9.3.2. dyHpaMeHTaIbHbIC PEIICHHS JUIS HMTHHAPHICCKON O00JIOUKH. ......evvvereeeveennene 420
9.3.3. Tlpumeps! pacyeTa IINHAPUUECKHX 000I0YEK METOIOM

TPAHUTHBIX JTICMEHTOB. ......evutevereaieeueateteteteseueateseuentssesenteeetestssesesesseseststeseseasesesessssenenseneseneas 435

9.4.  IIpumepsl pacyeTa HUINHAPHIECKUX 000I0UYEK METOIOM

KOHEYHBIX JIEMEHTOB B MAKETE ANSY'S ..ottt 442
JIATEPATYPA ..ottt ettt sttt bttt b bbbttt s s es s ssessebenes 445
TTIPHITOIKEHIS. ¢ttt ettt ettt ettt sttt ettt b et ee bt 464



