


MATHEMATISCHE
FORMELN

Von Dipl.-Ing. HANS-JOCHEN BARTSCH

5., erweiterte Auflage

Mit 336 Bildern

fv

VEB FACHBUCH VERLAG LEIPZIG 1966



INHALTSVERZEICHNIS

1. Arithmetik

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.
1.5.

Mengenlenre ........cceeeveeieeiienieeiieiie e 15
1.1.1. Grundbegriffe..... .. 15
1.1.2. Mengenoperationen 16
1.1.3. Abbildungen, Méachtigkeit........cccceeeveeruienrenveennen. 17
Reelle Zahlen .......c.coccoeiveneinincineneinencieeseeene 19
1.2.1. AllZEMEINeS....c.ceeieieeeieeieeiieree et etee e e eseeeee s 19
1.2.2. Addition und Subtraktion von reellen

ZaNLeN. ..o 21
1.2.3. Multiplikation von reellen Zahlen.. . 22
1.2.4. Division von reellen Zahlen .........ccccocevcerienennenn. 24
1.2.5. Bruchrechnung.........cccoceevveeiieiiieniiniieicesieeiens 27
1.2.6. Potenzieren von reellen Zahlen .........cccccceeenene 28
1.2.7. Radizieren von reellen Zahlen...........ccccoeveuenene. 30
1.2.8. Irrationale Zahlen..........ccoceeevenenininenenineneeenne 34
1.2.9. Binomialkoeffizienten, Binomischer

SALZ vt 34
Imaginédre und komplexe Zahlen...........cccooeevverieennnns 38
1.3.1. Imagindre Zahlen.........cccccoevevienieecienieeieeeeee, 38
1.3.2. Komplexe Zahlen in arithmetischer Form........... 39
1.3.3. Komplexe Zahlen in goniometrischer

FOrm .oooooiiiiiii e 41
1.3.4. Komplexe Zahlen in Exponentialform ............... 43
1.3.5. Naturliche Logarithmen von komplexen

und negativen Zahlen............cccceveveniienienienineens 45
1.3.6. Graphische Verfahren 46
Proportionen.........ccuccvieeieeeieieieeceeeeiee e 50
Logarithmieren und Rechenstab..........c.ccccoveevveiiieennenns 53
1.5.1. Logarithmieren..........ccoeceecieenieniienieniecieeeeeenn 53
1.5.2. Bestimmung von dekadischen Logarith-

men aus Logarithmentafeln 55

1.5.3. Der Rechenstab .......ccccccveeeies weveeiiienieiiienie e 57



8 Inhaltsverzeichnis

1.6. Kombinatorik... .. 68
1.6.1. Permutationen 68
1.6.2. Variationen 70
1.6.3. Kombinationen 71

1.7. Prozentrechnung, Zinsrechnung...........cccccocovivviecveennnenns 72
1.7.1. Prozentrechnung (Promillerochnung) ... 72
1.7.2. Zinsrechnung..........cccccovevviinieienienie e 72

1.8. Folgen und Reihen.........ccocceeniiiiieeiieiiienieciieieeieeie e .73
1.8.1. AllGeMEINesS....ccueevieieieiieiieeireere e ese e e sreeeeae e 73
1.8.2. Arithmetische Folgen und Reihen....................... 75
1.8.3. Geometrische Folgen und Reihen .... 77
1.8.4. Zinseszinsrechnung 78
1.8.5. Rentenrechnung..........cccoccovvieviiiiieiciiiiceieeeeens 80

1.9. Determinanten ........ccccccceeeeeieeieenienieeieeneeeeeeseeesee e 82
1.9.1. Allgemeines 82
1.9.2. Determinantengesetze ... 84
1.9.3. Anwendungen der Determinanten...................... 89

1.10. MAtriZen....ccouieiieeeiieieeeiieeie et cie e eee e s eeaeesaee e

1.10.1. Allgemeines
1.10.2. Matrizengesetze
1.10.3. AnWendungen..........cccecvveeeeerieeseeeneeseeseeenneeenns

2. Gleichungen, Funktionen, Vektorrechnung'

2.1, GleiChUNGeN......cccvieiieciiece et 103
2.1.1. AllZEMEeINes.....ccueevueerureeiieniieeeieeieenieeeveenieeseaeeneens 103
2.1.2. Algebraische Gleichungen mit einer

Variablen........cooeveiiiiriee e

2.1.2.1. Lineare Gleichungen
2.1.2.2. Quadratische Gleichungen
2.1.2.3. Kubische Gleichungen...........cccccuenen.
2.1.2.4. Bestimmungsgleichung n-ten

Grades

2.1.3. Transzendente Gleichungen
2.1.3.1. Exponentialgleichungen........................ 110
2.1.3.2. Logarithmische Gleichungen . ... ... 111

2.1.4. Néherungsverfahren zur Bestimmung der
Wurzeln einer Gleichung...........cccccveeveviienieennnnnn. 112



Inhaltsverzeichnis

2.1.4.1. Regula falsi ......ccccceevvievrienienieeiiciienenns 112
2.1.4.2. Newtonsche Niherungsmethode ......... 113
2.1.4.3. Iterationsverfahren.........c.ccccecueevueennnnne 114
2.1.4.4. Graphische Losung von Glei-

ChUNZEN ..ooivicie e

2.1.5. Gleichungssysteme
2.1.5.1. Linearo Gleichungen mit 2 Ver-

anderlichen ........cccocvveveneniiineniiens 110
2.1.5.2. Lineare Gleichungen mit 3 Ver-

dnderlichen ......c.cccccovviiiininiinincnens 117
2.1.5.3. GauBischer Algorithmus ..........ccceeueenneen 119
2.1.5.4. Quadratische Gleichungen mit

2 Verdnderlichen.........c.ccooeevvevevencennnne 120

2.1.5.5. Graphische Losung von Glei-
chungssystemen mit 2 Verander-

Behen ..o 122
2.2, Funktionen ........cccceeeiviiiiiieniienie e 124
2.2.1. AlIZEMEINES ... coveeeereeeieeieenieeieeerie e sieeeeseeenaes 124

2.2.2. W eitere Arten der analytischen Darstellung..... 128
2.2.3. Graphische Darstellung von Funktionen

2.3, Vektorrechnung..........ccocevevieviieniieniiniieieeie e 137
2.3.1. Grundbegriffe.........ccceevvrevieriieiieieeecee e 137
2.3.2. Multiplikation von Vektoren .......c..cccoocevirvennenne 141
2.3.3. Geometrische Anwendungen der Vektor-

TECHNUNG ..o 144

3. Geometrie

3.1, AlIGEMEINES ...veeeeveeeiieiieeieeciee et 150
3.2, Planimetrie .....ccccovieiieeie e eie et 156
3.2.1. Das Dreieck ABC.......cooovoeeeeeeeeeeeeeeeeevenne. 156
3.2.2. VIETECKE.....ccuiiiiiiiieiieeiie ettt 162
3.2.3. Vielecke (12-EcKe) ...ccccoevvveiieviiniieiieniecieeeeeees 164
3.2.4. Der KreiS....cooueeiieiieieeieeieeeiie e saae e 168
3.3, StErEOMEtIIC....uiicuiierierieetieetieeieeneeeveesreestaeesreebeensneenseas 171
3.3.1. Allgemeine SAtZe.......ccceeevvveeevieeerieeeniieeerieenreennns 171

3.3.2. Ebenfliachig begrenzte Korper
3.3.3. Krummflachig begrenzte Korper..........ccceevennee. 177



3.4.

3.5.

Inhaltsverzeichnis

Goniometrie, ebene Trigonometrie, Hyperbel-

funktionen e 184
3.4.1. GONIOMELTIE. .c..evtiriieieriieiierie ettt 184
3.4.2. Trigonometrische Formeln fiir das schief-

winklige DreiecK.......ooveevierierieecieciieciecieeee e

3.4.3. Goniometrische Gleichungen
3.4.4. Inverse trigonometrische Funktionen
(zyklometrische Funktionen, Arcusfunk-

BIOMEIL) 1cevvieieiieeeere ettt et e e e eans 207
3.4.5. Hyperbelfunktionen.........c..ccocovevveriinerensenenenne 210
3.4.6. Inverse Hyperbelfunktionen (Areafunk-

19 16) 0 =3 o) O OURURRPURUSRPRP 215
Sphérische Trigonometrie..........ccceeeveeveeveecreeeeeesreennnns 217
3.5.1. AllGEmEINes.....cceecuieeriesriesrieeieeieeeeeesieesreeeeve e 217
3.5.2. Das rechtwinklige sphérische Dreieck ............... 218
3.5.3. Das schiefwinklige sphéirische Dreieck. ............. 219
3.5.4. Mathematische Geographie...........ceceeeveevueennnnnne 225

4. Analytische Geometrie

4.1.

4.2.

Analytische Geometrie der Ebene ..........cccoecvvevvenuvennnnns 228
4.1.1. Die verschiedenen Koordinatensysteme............. 228
4.1.2. Punkte und Strecken.........cccccoceverenn 230

4.1.3. Die Gerade .............. . 232
4.1.4. Der KreiS....ccoooievieniiiiienie et 236
4.1.5. Die Parabel.........cccceevieviieniiecieeieeeeeeeceeee e 241
4.1.6. Die EIIIPSe.....ccoieeiieiieciiieiieniieeie et eeeeesvee e e 248
4.1.7. Die Hyperbel ........cccceevieviiiiiiiieciece e 257
4.1.8. Die allgemeine Gleichung 2. Grades in x; y...... 267
Analytische Geometrie des Raumes .........ccoceveeuveeenene 273
4.2.1. Die verschiedenen Koordinatensysteme............. 273
4.2.2. Punkte und Strecken im Raum........c.cccevuenenee. 276
4.2.3. Die Ebene im Raum .....cc.ccccceveveveinencincncnnnne. 278
4.2.4. Die Gerade im Raum........ccccceeeveininennincncnnne 282
4.2.5. Flachen 2. Ordnung ........cccccceevveeceeeneenneeneeeneenns 287

4.2.6. Die allgemeine Gleichung 2. Grades in



Inhaltsverzeichnis 11

5. Differentialrechnung

5.1, GTENZWEITE ..ecvievveiirieiieniesieeeieiesteereesresesseesentesaeeseeneennas 296
5.2. Differenzenquotient, Differentialquotient,

Differential.........cccceiieeierieneeeeieeeeeee e 298
5.3. Differentiationsregeln ..........cccoceevvevereeienieneeeeieneeeens 300
5.4. Ableitungen der Elementarfunktionen..............ccccuenenn. 306
5.5.  Differentiation einer Vektorfunktion .........cccccovvrernns 308
5.6.  Graphische Differentiation...........ccccoevvvevrienieevnecineenennns 309
5.7. Extremstellen von Funktionen (Maxima und

MDA .t teiieeiieeie ettt 310
5.8, MittelWertSAtZe.....couvvveirereieeeieeiieeeie et 316
5.9. Unbestimmte Ausdricke.......cccceervieiniiiinieinnieeenieens 318
5.10. Unendliche Reihen..........cccccooviiniiniiiniiniiicieeeeeee 321

5.10.1. Konvergenzkriterien..
5.10.2. Einige unendliche konvergente Zahlen-

TEINEN Lottt 323
5.10.3. Potenzreihen.........ccoccevienienieeiieenieniceniiesieeenenn 324
5.10.4. Naherungsformeln ...........cceceevveveeveneneeieneenns 329

6. Differentialgeometrie

6.1. Ebene Kurven......c.cccoovirieiencniniinienieece e
6.1.1. Hauptelemente ebener Kurven ..
6.1.2. Einige wichtige ebene Kurven...........ccccccuevuennennee.
6.2.  RaumKurven.........cccccocvieiinininiciininiciencneeeee
6.3.  Krumme Flachen .......cccocooininiiiniininiiicniicicnce

7. Integralrechnung

7.1.  Definition des unbestimmten Integrals.........c..c.cceun...
7.2, Grundintegrale ........ccccoceevieiieniieeiieieeieee e
7.3.  Integrationsregeln .........ccccooceviiiiieenieniie it
7.4. Einige besondere Integrale .........cccccovvueiviiviiniviiennienns
7.4.1. Integrale rationaler Funktionen .........c.cccccoeuun...

7.4.2. Integrale irrationaler Funktionen
7.4.3. Integrale trigonometrischer Funktionen 375
7.4.4. Integrale der Hyperbelfunktionen....................... 381



12

1 nhattsverzeichnis

7.4.5. Integrale der Exponentialfunktionen................ 384
7.4.6. Integrale von logarithmischen Funktionen. 385
7.4.7. Integrale der Arcusfunktionen.................. .. 387
7.4.8. Integrale der Areafunktionen...........cccccoeevveuenns 388
7.5. Das bestimmte Integral.
7.5.1. AllZemeInes.......cccvverierieeieeieeeeeenieesiee e eieeeeens
7.5.2. Mittelwertsétze der Integralrechnung.............. 389
7.5.3. Geometrische Deutung des bestimmten
Integrals 390
7.5.4. Naherungsmethoden fiir bestimmte Inte-
GTALE oviiiiieieee e e 392
7.5.5. Graphische Integration.........ccccoeeeveeevveenieenreennnns 394
7.5.6. Uneigentliche Integrale...........cccceevuervienceennnnnns 395
7.5.7. Einige bestimmte Integrale............cccccvvvevrennn. 396
7.5.8. Anwendungen der bestimmten Integrale 398
7.6.  Linienintegral.........cccocceeviiiiieniiiiieenieeie e 402
7.6.1. Linienintegral in der Ebene..........ccccocvevueennenns 402
7.6.2. Linienintegral im Raum..........ccccecveevuveiinneennnns 404
7.6.3. Linienintegral eines VeKtors..........cceevueevueerueennes 404
7.7.  Mehrfache Integrale.........ccccceevveiieniieceeniecieeciieie e 406
7.7.1. Doppelintegral ........c.ccccveeveevriecrieeieerieeeeerveeieens 406
7.7.2. Dreifache Integrale........cccoevevveieneeniecieeieeeene 411
8. Differentialgleichungen
8.1.  AlIZEMEINES ....oevevieieeeiiieieeeeeeeie et 414
8.2. Gewohnliche Differentialgleichungen  1.0rd-
nung 415
8.2.1. Trennung der Variablen ..........cccceeveverviienrennnnns 415
8.2.2. Homogene Differentialgleichung.. 416
8.2.3. Inhomogene Differentialgleichung... . 417
8.2.4. Totale (exakte) Differentialgleichung................ 420
8.2.5. Integrierender Faktor.........ccccoovvenerenienniniennnn. 421
8.2.6. Bernoullische Differentialgleichung................... 422
8.2.7. Clairautsche Differentialgleichung.................... 423
8.2.8. Riccatische Differentialgleichung ...................... 424
8.3.  Gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ord-



I nhaltsverzeichnis 13

8.3.1. Sonderfalle.......ccoceveieiiininniiiinineeencccieene 425
8.3.2. Lineare homogene Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten ......... 429

8.3.3. Lineare homogene Differentialgleichung
2. Ordnung mit verédnderlichen Koeffizien-

BOIL Lttt 431
8.3.4. Eulersche Differentialgleichung..........c..ccceueene. 432
8.3.5. Lineare inhomogene Differentialgleichung

2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.......... 436

8.3.6. Lineare inhomogene Differentialgleichung
2. Ordnung mit verédnderlichen Koeffi-
FA TS o3 s RSOOSR 439

8.4. Gewohnliche Differentialgleichungen 3. Ord-

TAUILE ovvuiviveeeeeeennuinrereeeeeesastnreteeesessnssseaaeeessennsnreeeeessssnnnsnne 442
8.4.1. Lineare homogene Differentialgleichung
3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten......... 442
8.4.2. Lineare inhomogene Differentialgleichung
3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten......... 443
8.5. Integration von Differentialgleichungen durch
Potonzreihen..........cccovvieviniiiiininincnceeee, 443
8.6. Partielle Differentialgleichungen..............cceevvveueennnnn. 444
8.6.1. Einfache partielle Differentialgleichungen........ 445
8.6.2. Lineare partielle Differentialgleichung
1.0rdnung fir z = f(X;) e 445
9. Fourier-Reihen und Fourier-Integral
9.1, AllZEMEINES .eocvviceiieiieiiieiieetie et cerre e eee e eeeeeee s 448
9.2. Besondere Fourier-Reihen........c..cccocoeiininiinininnincnn. 452
9.3.  Fourier-Integral .........ccceeoeeiiiiiiiiiienieiie s 460

10. Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik, Fehler-
und Ausgleichungsrecchnung

10.1. Wahrscheinlichkeitsrechnung...........c.cccveeveevieenreesnieennen. 461
10.2. StAtiStIK..ueeriiiiiiiieeeie et 466
10.3. Fehlerrechnung...........cccoevuieviieeieeiecieecicceeeeee e 471

10.4. Ausgleichungsrechnung.........c.cccoeeevveeviieviiesiesie e, 472



14 Inhaltsverzeichnis

Anhang

Mathematische Zeichen (Auszug aus TGL 0-1302) ................. 478
Das dyadische System........ccccceeviiriiiiiiiiieiieeiiceeeeeee e 481
Das romische Zehnersystem..........ccoceeeeueeveevceeiiieeseesie e e 481
Griechisches Alphabet........ccccierieeieeiieiienieeieesee e 482

Deutsches Alphabet

Haufig gebrauchte Zahlen und ihre dekadischen Log-
arithmen

Literaturverzeichnis

Sachwortverzeichnis...............ccocooooveiiiiiiiicecee, 490



