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Є. С. АНАНЬЇН, А. С. ЛЯШЕНКО, Р. В. ПРОТАСОВ, А. В. ГРАБОВСЬКИЙ 
 
ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ ТА ВЛАСНИХ ЧАСТОТ І ФОРМ  
КОЛИВАНЬ МОСТОВИХ КОНСТРУКЦІЙ 
 

Розглянуто процес створення моделі прототипу арочного залізничного моста і розрахунок його власних частот і форм коливань і напружено-
деформований стан на всіх етапах проектування. Для моделювання геометрії використовується програмний комплекс Аutodesk Іnventor, а для 
розрахунку скінченно-елементної моделі – Autodesk Nastran In-CAD та Autodesk Simulation Mechanical. На основі геометричних даних створено 
балкову модель моста для двох залізничних колій. За допомогою аналізу напружено-деформованого стану підібрано профілі для певних груп 
елементів конструкції в умовах рівного запасу міцності. Використовуючи параметри балкової моделі, побудовано поверхневу модель для більш 
точного аналізу напружено-деформованого стану, особливо в місцях з'єднань декількох профілів. Розрахунок власних частот і форм коливань 
здійснюється на кожному етапі модернізації (вдосконалення) геометричних параметрів моста для перевірки цілісності скінченно-елементної 
моделі. На завершення наведені власні частоти конструкції будуть використані при подальшому проектуванні залізничного полотна 

Ключові слова: напружено-деформований стан, метод скінченних елементів, мостова конструкція, модель моста, напруження, наванта-
ження, власні частоти, форми коливань, резонанс 

 
Е. С. АНАНЬИН, А. С. ЛЯШЕНКО, Р. В. ПРОТАСОВ, А. В. ГРАБОВСКИЙ 
ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ И СОБСТВЕННЫХ  
ЧАСТОТ И ФОРМ КОЛЕБАНИЙ МОСТОВЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

Рассмотрен процесс создания модели прототипа арочного железнодорожного моста и расчет его собственных частот и форм колебаний и напря-
женно-деформированное состояние на всех этапах проектирования. Для моделирования геометрии используется программный комплекс 
Аutodesk Иnventor, а для расчета конечно-элементной модели – Autodesk Nastran In-CAD и Autodesk Simulation Mechanical. На основе геометри-
ческих данных создано балочную модель моста для двух железнодорожных путей. С помощью анализа напряженно-деформированного состоя-
ния подобрано профили для определенных групп элементов конструкции в условиях равного запаса прочности. Используя параметры балочной 
модели, построено поверхностную модель для более точного анализа напряженно-деформированного состояния, особенно в местах соединений 
нескольких профилей. Расчет собственных частот и форм колебаний производится на каждом этапе модернизации (совершенствование) геомет-
рических параметров моста для проверки целостности конечно-элементной модели. В завершение приведенные собственные частоты конструк-
ции будут использованы при дальнейшем проектировании железнодорожного полотна 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, метод конечных элементов, мостовая конструкция, модель моста, напряже-
ние, нагрузка, собственные частоты, формы колебания, резонанс 

 
E. S. ANANIN, A. S. LIASHENKO, R. V. PROTASOV, A. V. GRABOVSKIJ 
RESEARCH OF STRESS-STRAIN STATE AND NATURAL FREQUENCIES AND WAVEFORMS  
OF BRIDGE CONSTRUCTIONS VIBRATIONS 

The process of creating a prototype model of an arched railway bridge and calculation of its natural frequencies and vibration modes and the stress-strain 
state at all design stages are considered. Autodesk Іnventor is used for geometry modeling, and Autodesk Nastran In-CAD and Autodesk Simulation Me-
chanical are used to calculate the finite element model. Based on the geometric data, a beam bridge model for two railway tracks was created. Using analysis 
of the stress-strain state, profiles were selected for certain groups of structure elements under conditions of equal stress margin. Using the parameters of the 
beam model, a surface model was constructed for a more accurate analysis of the stress-strain state, especially at the joints of several profiles. The calculation 
of natural frequencies and waveforms is performed at each stage of modernization (improvement) of the bridge's geometric parameters to verify the integrity 
of the finite element model. In conclusion, given natural frequencies of the structure will be used in the further design of the railway tracks 

Keywords: stress-strain state, finite element method, bridge construction, bridge model, stress, load, natural frequencies, vibration forms, resonance 
 

Вступ. Напружено-деформований стан (НДС) 
конструкції – сукупність внутрішніх напружень і 
деформацій, що виникають при дії на неї зовнішніх 
навантажень, температурних полів та інших факторів. 
НДС визначається розрахунковими і експеримента-
льними методами у вигляді розподілу напружень, 
деформацій і переміщень. 

Знання параметрів власних частот стає важли-
вим в умовах динамічного навантаження і при моде-
люванні вібрацій і перехідних процесів у конструкці-
ях. Частотний аналіз є лінійним і може враховувати 
ефекти загасання, але ігнорує пластичну текучість 
матеріалу і контактну жорсткість. 
 

Розрахунок параметрів власних частот конс-
трукції – перший етап вібраційного дослідження 
конструкції. Його метою є визначення ступеня не-
безпеки можливих резонансних режимів. Якщо не-
безпечні гармоніки не потрапляють у робочий діапа-
зон діючих зовнішніх навантажень, то конструкція 
зазвичай вважається задовільною з точки зору міцно-
сті при вібраціях. В іншому випадку здійснюються 
спроби змінити конструкцію таким чином, щоб виве-

сти її власні частоти за робочий діапазон наванта-
жень, і (або) проводиться оцінка небезпеки резонанс-
них коливань за величиною виникаючих деформацій і 
напружень у конструкції. 

Предметом роботи є проектування залізничного 
мосту з урахуванням того, що конструкція буде до-
статньо надійною, щоб витримати два потяги по всій 
поверхні мосту. 

Для оцінки НДС мостових конструкцій у проце-
сі випробувань необхідно вимірювати напруження від 
випробувального навантаження у характерних пере-
тинах найбільш навантажених елементів, прогини 
прогонових будов, періоди їх вільних коливань, ди-
намічні коефіцієнти. У деяких випадках необхідно 
також визначати декременти коливань, а у вантових і 
висячих мостах – ще й зусилля у канатах. 
 

Аналіз останніх досліджень та літератури. Для 
дослідження НДС мостових конструкцій використо-
вують аналітичні, чисельні та інші методи розрахунку. 
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Підтвердити ці розрахунки можливо експерименталь-
но, наприклад, магнітно-коерцитивним методом або 
тензометричним методом. Розрахунок НДС мостових 
конструкцій чисельним методом можна виконати за 
допомогою методу скінченних елементів (МСЕ). МСЕ 
дає можливість здійснювати розрахунки мостових 
конструкцій із різними видами навантаження [1]. 

Необхідність у розрахунку власних частот і від-
повідних їм форм коливань нерідко виникає при ана-
лізі динамічної поведінки конструкції під дією змін-
них навантажень. Найбільш поширена ситуація при 
проектуванні – це з’ясувати малу ймовірність появи в 
умовах експлуатації такого механічного явища, як 
резонанс. Як відомо, суть резонансу полягає у знач-
ному (у десятки разів і більше) посиленні амплітуд 
вимушених коливань на частотах зовнішніх впливів, 
так званих резонансних частот, що співпадають з 
власними частотами [2]. У більшості випадків виник-
нення резонансу є вкрай небажаним явищем у плані 
забезпечення надійності та міцності виробу. 

Загальновідомо, що резонанси спостерігаються 
на частотах, близьких до частот власних коливань 
конструкції. Перевірка спектральних властивостей 
конструкцій на можливість співпадіння власних час-
тот із робочим діапазоном частот зовнішніх впливів 
на стадії проектування дає змогу вносити у конструк-
цію зміни, котрі здатні змінювати спектр власних 
частот. Це дасть можливість уникнути або значно 
знизити ймовірність появи резонансів у процесі екс-
плуатації. Умова вібростійкості за критерієм власних 
частот може бути сформульована за формулою fi  

 вплвпл ff maxmin 3.1,7.0 , де fi – і-та власна частота конструк-

ції, а вплвпл ff maxmin,  – нижня і верхня частоти діапазону зов-

нішніх вібраційних впливів. 
Зазвичай найбільшу небезпеку представляє ре-

зонанс на низьких власних частотах (i  5), оскільки 
саме на них накопичується більша частина механічної 
енергії. 

Для збільшення власних частот необхідно надати 
конструкції більшої жорсткості і (або) зменшити її 
масу. Наприклад, для протяжного об’єкта можна під-
вищити жорсткість, зменшивши довжину або збільши-
вши поперечний розмір об’єкта. Для зменшення влас-
ної частоти, навпаки, необхідно зменшити жорсткість. 

Для мостів за економічними, соціальними і еко-
логічними наслідками їх відмов згідно з ДБН В.1.2-14 
[3] споруду треба запроектувати так, щоб за умови 
відповідності проекту і при виконанні правил утри-
мання її складові елементи мали протягом проектного 
строку служби надійність не нижче від нормованої. 
Споруда має залишитися придатною до функціону-
вання, спроможною витримувати всі навантаження та 
впливи, які регламентовано відповідними стандарта-
ми і які можуть виникати в процесі спорудження та 
експлуатації. Проект розробляється з дотриманням 
таких умов, щоб мінімізувалися можливість руйну-
вання мосту та втрати від ушкодження його елементів 
у результаті аварій транспорту, пожежі, терористич-
них актів і людських помилок при експлуатації. 

Вимоги надійності згідно ДБН В.2.3-22:2009 [4] 

будуть задовольнятися, якщо споруда та її елементи 
будуть запроектовані згідно з правилами цих норм, 
які мають за мету регламентувати процедури процесу 
проектування мостів і труб: належний вибір матеріа-
лів, їх механічних і фізичних характеристик та коефі-
цієнтів надійності; достовірність фізико-механічних 
властивостей ґрунту основи; достовірність гідрологі-
чних впливів із заданою забезпеченістю; належне 
визначення розрахункових комбінацій навантажень 
та відповідних коефіцієнтів надійності на всіх етапах 
роботи споруди; застосування достовірних розрахун-
кових моделей; урахування динамічних, аеродинамі-
чних і кліматичних впливів; перевірка елементів за 
граничними станами І та II груп та  належне конс-
труювання елементів споруд. 

У зв’язку зі значним темпом зростання автомо-
більного руху останнім часом збільшується обсяг 
будівництва автомобільних доріг, в тому числі йдуть 
інтенсивні роботи із відновлення і реконструкції ста-
рих мостів для приведення їх вантажопідйомності і 
пропускної здатності у відповідність сучасним вимо-
гам. Складні умови будівництва мостів у великих 
містах (мало місця для будівельного майданчика, 
неможливість влаштування тимчасових опор без 
перекриття і так сильно ускладненого руху автомобі-
лів) змушують використовувати у мостобудуванні 
оригінальні конструкції і новітні технології, які вима-
гають великого обсягу контрольних вимірювань і 
додаткового аналізу НДС. 

Таким чином, ефективне визначення НДС мос-
тових конструкцій, як в процесі будівництва, так і при 
різних типах випробувань і в процесі експлуатації, 
стає вельми актуальним. 

Відправною точкою для дослідження виникнен-
ня резонансу в спорудах послугувало руйнування 
моста в м. Анже у 1850 році, коли при переході через 
міст строєм рота солдат марширувала з частотою, що 
збіглася з власною частотою моста, в результаті чого 
сталося руйнування. З того часу у зв’язку з розвитком 
автомобільного та залізничного транспорту динаміч-
ний вплив на мостові споруди значно зріс.  

У зв’язку з цим потрібно постійно вдосконалю-
вати конструкції мостових споруд та матеріали, з 
яких їх виготовляють. У процесі експлуатації у мос-
товій споруді з’являються дефекти і пошкодження, 
які навіть при короткочасному впливі змінюють ха-
рактер коливань споруд при рухомому навантаженні і 
можуть вплинути на довговічність споруди.  

У цих умовах вивчення і аналіз коливальних 
процесів транспортних споруд і, перш за все, – авто-
дорожніх мостів під дією рухомого навантаження 
набуває все більш важливе значення. Розрахунок 
конструкції на коливання дає можливість не допусти-
ти явище резонансу. Зростання амплітуди коливань 
здатне привести до руйнування конструкції. 
 

Мета роботи. Мета роботи полягає в удоскона-
ленні методів аналізу НДС мостових конструкцій від 
зовнішніх статичних і динамічних дій за результатами 
натурних досліджень за рахунок використання сучас-
них приладів, вимірювальних систем, методик прове-
дення випробувань та аналізу отриманих даних [5].  
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Для досягнення поставленої мети розв’язуються 
наступні задачі:  

1) постановка задач та створення розрахункової 
моделі мосту для дослідження НДС конструкції;  

2) створення поверхневої моделі мосту для роз-
рахунків на власні частоти та форми;  

3) аналіз одержаних результатів та формування 
висновків. 
 

Результати роботи. Сучасні мости бувають різ-
них конструкцій. Одна з них –  арочний міст. Він дає 
можливість створювати прольоти більшої довжини, 
ніж балковий міст. Однак такий міст розпирає опори 
аркою. Тому опори повинні бути масивними, мати 
велику площу основи, міцний фундамент і по можли-
вості бути не високими (через розпирання арки). Такі 
мости знаходять застосування в горах, де скелі забез-
печують міцну основу і немає можливості побудувати 
додаткові опори. Однак при їзді посередині або знизу 
моста є можливість замкнути розпираючі зусилля 
арки дорожнім полотном – затягуванням. У поданій 
роботі за основу був узятий комбінований міст 
(рис. 1), що складається з балочного з гратчастою 
фермою і арочного. У роботі досліджувалася тільки 
арочна частина мосту. 

Геометрія служить базою для балкової моделі у 
додатку Nastran In-CAD, де проводились розрахунки 
напружено-деформованого стану. 

Щоб розрахувати балкову модель без додатко-
вих навантажень за допомогою додатку Autodesk 
Nastran In-CAD, було задано силу тяжіння, яка діє на 
усю модель, жорстке закріплення опор мосту, взято 
один переріз на усю конструкцію, був обраний мате-
ріал – Сталь 20. 

Задавши граничні умови закріплення та наван-
таження, а також силу тяжіння та закріпивши конс-
трукцію на опорах мосту, було виконано тестовий 
розрахунок конструкції на статичну міцність від вла-
сної ваги.  

Результат даного розрахунку свідчить, що конс-
трукція не зруйнується, бо максимальні напруження 
становлять 178,6 МПа, а межа міцності матеріалу 
становить від 340 до 490 МПа. 

Для поставленої задачі потрібно було побудува-
ти балкову модель, провести необхідні розрахунки та 
на її підставі створювати поверхневу модель для про-
ведення розрахунків. На основі фотографії Ханти-
Мансійського мосту (рис. 1) будувалась тривимірна 
модель. Для отримання розрахункової моделі було 
побудовано геометрію мосту за поверхнею моде-
лі (рис. 2).  

 

 
 

Рисунок 1 – Прототип проекту 
 
На рис. 3 зображено результат розрахунку пере-

міщення конструкції, з якого видно, що максимальні 
переміщення незначні – 107,9 мм і вони знаходяться у 
центрі ваги конструкції. 

 

 
 

Рисунок 2 – Розрахункова модель 
 

 

 
 

Рисунок 3 – Результат розрахунку переміщення 
 

У результаті першого розрахунку отримано не-
достатньо раціональні значення без прикладених на 
міст розподілених навантажень, тобто потрібна більш 
надійна конструкція. 

Для отримання надійності конструкцію було по-
силено в більшості вузлах за допомогою варіації пе-
рерізів. Було додано 13 типів перерізів з урахуванням 
критичних точок конструкції. За матеріал знову обра-
на Сталь 20, тип перерізу – двутавр по усій моделі, 
який є вигідним у питаннях забезпечення міцності і 
частіше усього застосовується у мостових спорудах. 

Після підбору перерізів для різних областей 
конструкції були проведені розрахунки в програмі 
Autodesk Nastran In-CAD. 

Отримано результати за напруженнями, перемі-
щеннями та по коефіцієнтам запасу. Максимальне 
еквівалентне напруження становить 98,8 МПа. Отже, 
конструкція витримує навантаження навіть у небез-
печних вузлах. Максимальне значення переміщення 
становить 59 мм у центральній точці, для мосту дов-
жиною 147 м такий прогин  незначний.  

Після отримання таких результатів є можливість 
стверджувати, що отримані дані – це раціональний 
варіант, більшість показників покращено, а мінімаль-
ний показник коефіцієнту запасу становить 3,1. 

Отримана конструкція може бути навантажена 
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ще приблизно у три рази в залежності від своєї ваги, 
отже, припускається, що ця модель витримає вагу 
двох складів потягів. 

Далі на міст було прикладено розподілене нава-
нтаження, рис. 4, що буде рівнозначне наван–
таженню двох потягів, прийнявши за вагу одного 
вагону близько 20 т, що становить 177,9 кН. Довжина 
вагону в середньому 24 м, отже, на один метр розпо-
ділене навантаження дорівнює q = 7414 Н/м. Тому 
розподілене навантаження на усю довжину мосту 
складає q ∙ 147 = 1089809 Н / м. Оскільки було два 
залізничних состави на двох коліях, навантаження 
збільшується в два рази. Отримане розподілене нава-
нтаження q = 2 МН / м. 

 

  
Рисунок 4 – Схема розподіленого навантаження на міст 

 
Результати розрахунку навантаженого мосту 

мають наступний вигляд: загальне навантаження в 
небезпечних перерізах становить 98 МПа; макси-
мальні переміщення посередині мосту – 97 мм 
(рис. 5); мінімальний коефіцієнт запасу – 2,5. 

 

 
Рисунок 5 – Результати розрахунку переміщень  

 

Отже, конструкцію можна навантажити ще при-
близно у 2 рази. Отримані результати задовольняють 
вимогам щодо міцності та допустимих навантажень. 

На основі 3D-ескізу мосту були змодельовані 
поверхні балок. Для отримання надійності конструк-
цію було посилено в більшості вузлах за допомогою 
варіації перерізів. Для отримання результатів будь-
яких розрахунків, більш приближених до реальності, 
було побудовано поверхневу модель усієї конструк-
ції, та з початку було створено модель четвертої час-
тини конструкції, це спрощує саме моделювання і час 
виконаної роботи.  

Для отримання цілісної сітки було потрібно від-
редагувати вузли конструкції, рис. 6. Для отримання 
усієї конструкції було використано інструмент віддзе-
ркалення, побудувавши для цього поверхню симетрії. 

 

 
 

Рисунок 6 – Відредагований вузол 

Таким чином було отримано цілісну модель для 
розбиття на сітку скінченних елементів. 

Далі проект було відкрито у програмі Autodesk 
Simulation Mechanical і обрано аналіз типу – «Natural 
(modal) frequency» для розрахунку власних частот і 
форм. На основі моделі було побудовано сітку. 

Для усіх поверхонь мосту було задано товщину, 
що становила 10 мм, та матеріал Steel і запущено на 
аналіз власних частот до 10–ї форми.  

Для розрахунку були закріплені нижні опори 
моста. Завдання однакової товщини дозволило прове-
сти аналіз цілісності моделі та в разі проблем доопра-
цювати геометрію. Але в такому випадку змінюється 
топологія геометрії, і потрібно заново перебудовувати 
сітку і задавати різні товщини. 

Для прикладу на рис. 7 продемонстровано сьому 
власну форму коливань власної частоти мосту. Як 
видно з рисунку, модель не руйнується, всі елементи 
мосту з’єднані у єдине ціле. Частота становить – 
0,916 Гц, що обумовлено невеликою товщиною мета-
лу при значних габаритах мосту. 

 

 
 

Рисунок 7 – Деформація мосту на сьомій формі коливання 

Аналіз власних частот робиться для того, щоб 
перевірити цілісність розрахункової моделі. Це особ-
ливо важливо в разі таких конструкцій, як арочний 
міст в оболонковій постановці, де дуже багато повер-
хонь і важко перевірити, щоб усі елементи конструк-
ції були з’єднанні. 

У результаті розрахунків були отримані на-
ступні власні частоти, наведені у табл. 1. Завдання 
розрахунку власних частот – визначити частоти, 
при яких може виникнути резонанс. Суть резонансу 
полягає в значному посиленні амплітуд вимушених 
коливань на частотах зовнішніх впливів. Для конс-
трукції класу арочний міст – це критично важливо 
знати, тому що цей міст розрахований на залізнодо-
рожний проїзд. 
 

Таблиця 1 – Власні частоти 
 

№ форми 
коливання 

Значення,  
Гц 

№ форми 
коливання 

Значення,  
Гц 

1 0,105 6 0,617 

2 0,322 7 0,916 

3 0,367 8 0,943 

4 0,384 9 0,943 

5 0,450 10 1,004 
 

Отже, відомі швидкості проїзду потягу, відстань 
між осями коліс і відстань між колісними візками; 

 

рр

рр 
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тож можна визначити частоту від мінімальної до 
максимальної, з якої колеса будуть проїжджати по 
можливим стикам рейок.  

Для виключення резонансу мосту потяг може 
рухатися або повільно, або на максимальній швидко-
сті. Це зазвичай робиться для виключення збігу час-
тоти ударів коліс по стиках рейок з власною частотою 
коливань мосту (з цієї ж причини ділянку рейок на 
мосту часто виконують суцільною, тобто без стиків). 
 

Висновки. При сучасному рівні проектування і 
будівництва з використанням новітніх проектних рі-
шень і технологій тільки електронні прилади у складі 
комп’ютерних вимірювальних систем дають можли-
вість отримати найбільш повну картину НДС і дати 
детальний аналіз отриманих результатів вимірювань.  

У ході досліджень було спроектовано удоскона-
лену конструкцію залізничного мосту. Побудовано 
розрахункову модель мосту, на підставі якої були 
підібрані перерізи балок, прикладені навантаження 
та розраховано напружено-деформований стан. 
Отримано твердотільну модель, яка має приблизні 
розміри балок і типів перерізу. Результати останньо-
го розрахунку мають наступний вигляд: загальне 
навантаження в небезпечних перерізах становить 
98 МПа; максимальні переміщення по середині мосту 
– 97 мм; мінімальний коефіцієнт запасу – 2,5. Отже, 
конструкцію можна навантажити ще приблизно у 
2 рази. Отримані результати задовольняють вимогам 
щодо міцності та допустимих навантажень. 

Побудовано поверхневу модель мостової конс-
трукції для отримання результатів будь-яких розрахун-
ків, більш приближених до реальності. Було створено 
модель четвертої частини конструкції, що спрощувало 
саме моделювання і час виконання роботи. Для отри-
мання усієї конструкції було використано інструмент 
віддзеркалення, побудувавши для цього поверхню 
симетрії. Результати розрахунків власних частот і форм 
показали, що модель конструкції є цілісною. Для усіх 

поверхонь мосту було задано товщину, що становила 
10 мм, а також побудовано більш точну поверхневу 
модель та скінченно-елементну сітку і розраховано на 
власні частоти до десятої форми конструкції. 
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СИНТЕЗ ГЕОМЕТРІЇ РОБОЧОГО КАНАЛУ ТА ЇЇ ВПЛИВ НА ПРОДУКТИВНІСТЬ 
ГІДРООБ’ЄМНОЇ ПЕРЕДАЧІ ТИПУ ГОП-900 

 
Однією із основних нерухомих частин гідрооб'ємної передачі типу ГОП-900 є блок цапфових розподільників (БЦР). Робочі канали блоку 
сполучають порожнини гідронасоса і гідромотора передачі, через які циркулює рідина під тиском, передаючи потік потужності. 
Геометрія робочих каналів впливає не тільки на гідравлічний коефіцієнт корисної дії (ККД) гідропередачі, а також на жорсткість блоку, 
яка, в свою чергу, обумовлює вибір номінального значення зазорів та, відповідно, об’ємний та механічний ККД. У роботі здійснена 
спроба параметризації та синтезу раціональної форми робочого каналу БЦР. Жорсткість останнього визначається за результатами 
визначення напружено-деформованого стану БЦР методом скінченних елементів. Як критерій раціональності форми обрано максимальне 
значення загального ККД гідропередачі. 

Ключові слова: напружено-деформований стан, метод скінченних елементів, радіальна гідрооб’ємна передача із кульковими 
поршнями, синтез, раціональна геометрія каналу, ККД 

 
 Д. В. БИБИК  
СИНТЕЗ ГЕОМЕТРИИ РАБОЧЕГО КАНАЛА И ЕЕ ВЛИЯНИЕ НА ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТЬ 
ГИДРООБЪЕМНОЙ ПЕРЕДАЧИ ТИПА ГОП-900 
Одной из основных неподвижных частей гидрообъемной передачи типа ГОП-900 является блок цапфенных распределителей 

(БЦР). Рабочие каналы блока соединяют полости гидронасоса и гидромотора передачи, по которым циркулирует жидкость под 
давлением, передавая поток мощности. Геометрия рабочих каналов влияет не только на гидравлический коэффициент полезного 
действия (КПД) гидропередачи, а также на жесткость блока, которая, в свою очередь, обусловливает выбор номинального значения 
зазоров и, соответственно, объемный и механический КПД. В работе предпринята попытка параметризации и синтеза рациональной 
формы рабочего канала БЦР. Жесткость последнего определяется по результатам определения напряженно-деформированного состояния 
БЦР методом конечных элементов. В качестве критерия рациональности формы избран максимальное значение общего КПД 
гидропередачи. 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, метод конечных элементов, радиальная гидрообъемная передача с 
шариковыми поршнями, синтез, рациональная геометрия канала, КПД 

 
D. BIBIK 
SYNTHESIS OF THE WORKING CHANNEL GEOMETRY AND ITS E FFECT ON THE 
PERFORMANCE OF THE GOP-900 TYPE HYDROSTATIC TRANSMI SSION 

One of the main fixed parts of the hydrostatic transmission of the GOP-900 type is a block of trunnion distributors (BCR). Working channels of the 
block combine the cavities of the hydraulic pump and the transmission hydromotor through which the fluid circulates under pressure, transmitting a 
flow of power. The geometry of the working channels affects not only the hydraulic efficiency (efficiency) of the hydraulic transmission, but also 
the rigidity of the block, which, in turn, determines the choice of the nominal value of the gaps and, accordingly, the bulk and mechanical 
efficiency. The paper attempts to parametrize and synthesize the rational form of the working channel of the BCR. The rigidity of the latter is 
determined by the results of determining the stress-strain state of BCR by the finite element method. As the criterion of the form rationality the 
maximum value of the total efficiency of the hydraulic transmission is selected. 

Keywords: stress-strain state, finite element method, radial hydrostatic transmission with ball pistons, synthesis, rational channel geometry, 
efficiency 

 

 
Вступ. Одним із напрямків суттєвого 

підвищення показників рухливості гусеничних 
машин є впровадження ефективних 
безступінчастих трансмісій. Одним із можливих 
типів таких трансмісій є гідромеханічна трансмісія 
на основі гідрооб'ємних передач (ГОП), що 
працюють в паралельному потоці потужності. 
Ґрунтовний аналіз сильних та слабких сторін 
гідрооб'ємних механічних трансмісії (ГОМТ) 
здійснено у роботі [1], які, зокрема, мають наступні 
переваги: 

- застосування ГОМТ забезпечує плавне 
безступінчасте регулювання передавального 
відношення трансмісії та швидкості руху, а також 
регулювання повороту з будь-яким радіусом, що 
значно підвищує керованість гусеничних машин; 

- ГОМТ дозволяє роботу двигуна машини як у 
режимі максимальної потужності, так і в режимі 
мінімальної витрати палива у всіх швидкісних 
діапазонах руху; 

- гусенична машина, оснащена ГОМТ, має 
кращу тягову характеристику порівняно з 
машиною, оснащеною традиційною ступінчастою 

механічною трансмісією. 
Спільними зусиллями Харківського 

конструкторського бюро з машинобудування 
ім. О.О. Морозова, ЗАТ «НДІГідропривод» і 
Національного технічного університету 
«Харківський політехнічний інститут» було 
створено інноваційну радіальну ГОМТ із 
кульковими поршнями типу   ГОП-900 (рис. 1) [2]. 
Однією з головних переваг гідромашини 
радіального типу з кульковими поршнями є 
швидкохідність, а також той факт, що така 
гідропередача, що є системою з гідронасосом і 
гідромотором (ГН і ГМ), має приблизно на 30% 
меншу масу, ніж окремо мотори і насоси інших 
типів. Для гідропередачі типу ГОП-900 питання 
удосконалення методів аналізу, раціонального 
вибору матеріалів і конструктивних параметрів є й 
досі актуальним. Зокрема, актуальним є питання 
вибору зазорів між рядом контактуючих елементів 
та загальна оцінка ефективності гідропередачі. Ця 
стаття якраз і присвячена розгляду цих питань. 

© Д.В. Бібік, 2019 
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Аналіз стану питання. Питання 

енергетичних характеристик, ефективності та втрат 
потужності гідропередач типу ГОП-900 
досліджувалось колективом на чолі із 
проф. Самородовим В.Б. [3, 4]. 

Кількісною мірою ефективності гідропередачі 
може служити показник коефіцієнта корисної дії 
(ККД). При цьому, попередніми дослідженнями [5] 
встановлено, що в широкому діапазоні зміни 
робочих режимів гідропередачі її ККД є істотно 
нелінійної величиною. 
 

 

1 – корпус гідропередачі;  
2 – кулькові поршні; 3 – блок 
циліндрів гідронасоса; 4 – блок 
циліндрів гідромотора; 5 – блок 
цапфових розподільників;  

6 – опорні роликові 
підшипники; 7 – статорне 

кільце гідронасоса; 
8 – статорне кільце 
гідромотора;  

9 – робочий канал;  
10 – привідний вал;  
11 – вихідний вал 

 
 

Рисунок 1 – Схема гідропередачі ГОП-900 
 

Особливостями роботи гідропередачі типу 
ГОП-900 є наявність елементів, що рухаються один 
відносно одного у контакті через певний зазор із 
робочою рідиною під тиском. Насамперед – це 
пари кульковий поршень (поз. 2) – циліндр ГН/ГМ 
(поз. 3, 4), ротор ГН/ГМ (поз. 3, 4) та цапфові 
поверхні БЦР (поз. 5), які показані на рис. 1. 
Умовою безаварійної роботи гідропередачі є 
гарантована відсутність стикання цих елементів, 
для чого критичним є дотримання зазорів. Отже, 
враховуючи необхідні умови функціонування 
гідропередачі зі збереженням певних зазорів у 
цілому діапазоні роботи, для оцінки її ефективності 
має сенс обмежитися розглядом ККД на режимі 
максимального робочого тиску.  

Як зазначено у [3], цей режим виникає, коли 
весь потік потужності двигуна передається до 
ведучого колеса одного борта з максимальним 
обертовим моментом. 

Для визначення параметрів, що варіюються, 
та змінних стану в роботі застосовано основні 
положення узагальненого параметричного підходу, 
розробленого проф. Ткачуком М.А. [6]. 

 
Постановка задачі. Як робочу гіпотезу 

обрано припущення, що зміна конфігурації та 
площі поперечного перерізу робочих каналів БЦР 
має вплив як на згинальну жорсткість цапф, так і на 
показники ККД. Гіпотеза ґрунтується на 
попередніх дослідженнях автора, опублікованих 
раніше [7–9]. Перевірка гіпотези здійснюється 
шляхом багатоваріантного пошуку раціональної 
форми і площі поперечного перерізу. Показниками, 
що порівнюються, є: ККД, згинальна жорсткість 
цапфи, максимальний рівень еквівалентних 
напружень в БЦР, маса БЦР, необхідне значення 
конструктивного зазору між ротором ГН/ГМ та 
цапфовою поверхнею БЦР. 

Матеріали складових частин гідропередачі та 
їх механічні властивості наведені у табл. 1. 

Визначення напружено-деформованого стану 
елементів ГОП, згинальної жорсткості цапф, 
розподілу зазору здійснюється методом скінченних 
елементів за методикою, описаною у [9]. 
Вважається, що складові елементи деформуються 
лінійно та пружно. 

Визначення ККД здійснюється згідно 
методики, що описана у роботах [7, 8]. 

 
Таблиця 1 – Матеріали складових елементів 

гідропередачі 
 

Елем. 
Матеріал 
(сталь) 

Модуль 
пружності 
Е, ГПа 

Межа 
плиності 
σт, МПа 

Коеф. 
Пуассо-
на ν 

БЦР 20Х2Н4А 203 1080 0,3 
ротор 
ГМ/ГН 

18Х2Н4МА 200 835 0,3 

ролики ШХ15СГ 211 370…410 0,3 
 
Опис дослідження. Розглядаються 8 варіантів 

конфігурацій поперечного перерізу робочого 
каналу, які наведені на рис. 2. У базовій 
конструкції гідропередачі типу ГОП-900 робочі 
канали мають кругову форму із базовим діаметром 
d = 20 мм (варіант № 2). Як альтернативні варіанти 
пропонується канал зменшеного на 10% діаметру 
(варіант № 1) та канали з діаметром, збільшеним на 
10% та 30% (варіанти № 3 та № 4 відповідно). 
Окрім кругових, розглядається варіант овальної 
форми каналу, який досліджувався розробниками 
гідропередачі (варіант № 5), а також пропонується 
нова конфігурація секторальної форми у 3 
варіантах (варіанти №№ 6–8). Варіант № 8 є 
граничним і розглядається для порівняння з 
іншими. Загалом, порівняльні характеристики 
кожної моделі за площею перерізу каналу S, масою 
блоку цапфових розподільників, еквівалентного 
діаметру каналу (приведеного до каналу кругової 
форми), призначений конструктивний зазор за 
результатами обчислення відносних переміщень 
цапфових поверхонь блоку розподільників та 
відповідних поверхонь ротора наведені у табл. 2.  

Режиму максимального крутного моменту 
відповідає максимальне значення робочого тиску  
pmax = 35 МПа та оборотів двигуна nmax = 3200 мин-1.  
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Як пропонується у роботі [4], під загальним 
ККД ГОМТ будемо розуміти добуток механічного 
ККД 1-ї и 2-ї гідромашини 

М1η  и 
М2η  (гідронасоса 

и гідромотора, відповідно), гідравлічного ККД 
Гη  

та об’ємного ККД Оη : 
 

ОГММГОМТ ηηηηη 21= .  (1) 
 

Результати розрахунку НДС для кожного 
конструктивного варіанта використовуються для 
обчислення складових та загального ККД (рис. 3), 
визначення максимального рівня еквівалентних 
напружень та згинальної жорсткості цапфи (рис. 4), 
значення необхідного конструктивного зазору 
(рис. 5). По горизонтальній осі на графіках 
відкладено відповідний номер моделі.  

Для визначення тенденцій зміни параметрів 
стану (маса БЦР, жорсткість цапфи, рівень 
напружень, значення зазору) в залежності від 
конфігурації перерізу робочого каналу (а саме – 
його площі), побудовані лінії чутливості у 

безрозмірних координатах, приведених до базового 
значення відповідного показника, який відповідає 
моделі №2. Лінії чутливості наведено на рис. 6 та 
рис. 7 для кругового перерізу та секторального 
разом із овальним відповідно. 

Із результатів обчислення ККД видно, що 
зміна конфігурації форми каналу впливає 
переважно на гідравлічний ККД, ніж на об’ємний 
або механічний. Беручи до уваги показники ККД, 
жорсткості, напружень та зазору, видається, що 
конструктивний варіант №7 є найбільш вигідним. 
При подальшому збільшенні площі каналу не 
відбувається істотного зростання ККД, водночас 
рівень максимальних напружень та конструктивних 
зазорів залишається співмірним із значеннями для 
моделей №№ 1–7. Натомість, подальше збільшення 
площі перетину призводить до значного зростання 
рівня напружень та зниження жорсткості цапфи, 
що тягне за собою необхідність значно збільшувати 
зазори.  

 

 
Модель № 1 

 

 
Модель № 2 

 

 
Модель № 3 

 

 
Модель № 4 

 
Модель № 5 

 
Модель № 6 

 
Модель № 7 

 
Модель № 8 

 

Рисунок 2 – Варіанти конфігурації робочого каналу 
 

  
 

 Рисунок 3 – Графіки зміни загального ККД і за складовими 
 

 

 Рисунок 4 – Згинальна жорсткість цапфи та рівень 
напружень 
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Рисунок 5 – Площа перерізу каналу та необхідний 

конструктивний зазор 
 

 
Рисунок 6 – Чутливість зміни параметрів стану від 
площі перерізу каналу – для кругового перерізу 

 

 
Рисунок 7 – Чутливість зміни параметрів стану від площі 
перерізу каналу – для овального та секторальних перерізів 

 

 

 
Висновки. Головним підсумком роботи є 

спроба синтезу раціональної форми перерізу 
робочого каналу БЦР, який би, з одного боку, давав 
можливість працювати гідромашинам у режимі 
максимального навантаження із якомога більшим 
показником ККД, а з іншого – через вибір значення 
необхідного конструктивного зазору забезпечував 
би безаварійну роботу гідропередачі. 

Проте отримані значення мають лише 
рекомендаційний характер, оскільки у кінцевому 
результаті вибір конструктивних параметрів буде 
здійснюватися конструктором на основі всебічного 
аналізу конструкторських, технологічних, 
матеріалознавчих факторів, а не лише отриманого 
розподілу НДС.  

Отримані криві чутливості можуть бути 
корисними для такої конструкторської та експертної 
оцінки. 
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№ 
моделі 

S каналу, 
м2 
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БЦР, кг 

Екв. 
діаметр 

каналу, мм 

Констр. 
зазор, 
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С.П. БІСИК, А.В. ШИРОКОВ, О.А. СЛИВІНСЬКИЙ, О.М. АРІСТАРХОВ 
 
ВИЗНАЧЕННЯ УДАРНОЇ В’ЯЗКОСТІ СТАЛІ WELDOX 460-E ЗА ДОПОМОГОЮ  
ЧИСЕЛЬНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 

 
Представлено результати чисельного моделювання ударного згину за Шарпі для сталі Weldox 460-E за допомогою програми LS-DYNA. Розра-
хунки проведено для двох широковживаних моделей поведінки матеріалів за умов динамічного навантаження: Джонсона-Кука і Купера-
Саймондса. Оцінено можливість використання літературних коефіцієнтів для вищезазначених моделей без оптимізації під конкретний вид нава-
нтаження. Показано необхідність врахування швидкості деформації при розрахунках динамічних процесів. Проведено оцінку точності розрахун-
кової моделі з використанням додаткових критеріїв руйнування, що дозволяють значно підвищити точність рішення.  

Ключові слова: ударна в’язкість, швидкість деформації, моделювання, LS-DYNA 
 

С.П. БИСЫК, А.В. ШИРОКОВ, А.А. СЛИВИНСКИЙ, О.М. АРИСТАРХОВ 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ УДАРНОЙ ВЯЗКОСТИ СТАЛИ  WELDOX 460-E С ПОМОЩЬЮ  
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Представлены результаты численного моделирования ударного изгиба по Шарпи для стали Weldox 460-E с помощью программы LS-DYNA. 
Расчеты проводили для двух широкоиспользуемых моделей поведения материалов при динамическом нагружении: Джонсона-Кука и Купера-
Саймодса. Оценена возможность использования литературных коэфициентов для вышеупомянутых моделей без оптимизации под конкретный 
вид нагружения. Показана необходимость учета скорости деформации при расчетах динамических процессов. Проведено оценку точности рас-
четной модели с ичпользованием дополнительных критериев разрушения, что позволяет значительно повысить точность решения. 

Ключевые слова: ударная вязкость, скорость деформирования, моделирование, LS-DYNA 

 
S.P. BISYK, A.V. SHIROKOV, O.A. SLYVINSKYY, O.M. ARISTARXOV  
NUMERICAL MODELING OF IMPACT TOUGHNESS DETERMINATIO N  
OF WELDOX 460-E STEEL   

The results of numerical modeling of a Charpy impact test for steel Weldox 460-E with LS-DYNA program using are presented. The simulation carried out 
for two widely known models of material behavior at dynamic loading. These are Johnson-Cook and Cowper-Symonds models. The possibility of literary 
coefficients using for above-mentioned models without optimization to a necessory loading condition is estimated. The necessity of strain rate accounting in 
dynamic processes numerical simulation is shown. The accuracy appraisal of design model with usage additional resolution criteria which allows signifi-
cantly to increase accuracy of solution were carried out. The results of numerical modeling conduction proved its qualitative character. The disarrangement 
in 39,6% don’t allow us to advise to use experimental characteristics from literature without their optimization in accordance with certain type of load. Al-
though, the difference value is  4,8% in case of introduction of additional resolution criterion with maximum magnitude of strains, that’s point out the neces-
sity of experimental tests of materials and definition of its limit values of resolution under different velocities of deformation and use of these values during 
performance of numerical modeling. Cowper-Symonds model showed much better convergence while performing  modeling of this experiment. It could be 
related to low values of deformation velocity (level 102 с-1) in experiments on impact strength. 

Keywords: impact toughness, strain rate, modeling, LS-DYNA 
 

Вступ. Використання методів чисельного моде-
лювання для задач високошвидкісного нелінійного де-
формування матеріалів дозволяє уникнути недоліків 
натурних випробувань і є одним з найбільш ефектив-
них способів оцінки  міцності, прогнозування стійкості 
й оптимізації конструкцій при ударних навантаженнях. 

Саме тому, враховуючи сучасні можливості ком-
п'ютерної техніки, все частіше вдаються до проведення 
чисельних експериментів, в тому числі при досліджен-
ні динамічних процесів. 

Зазвичай спочатку експериментально визначають 
параметри моделі поведінки матеріалу і на основі цих 
даних проводять чисельне моделювання,  результати 
якого мають не тільки якісне, а й кількісне співпадіння 
з експериментальними даними [1–6]. 

В той же час, в літературі недостатньо висвітлена 
можливість використання сторонніх параметрів моделі 
матеріалу без оптимізації під конкретний вид наванта-
ження, що є важливим для оцінки межі їх застосуван-
ня. Однією із значних проблем при дослідженні 
протимінної та балістичної стійкості бойових машин є 
використання достовірних експериментальних значень 
властивостей матеріалу при різних швидкостях 
деформації та застосування моделей матеріалів з 
відомими значеннями точності для конкретного випад-
ку навантаження [7–21]. 

 

Метою статті є оцінка точності чисельного моде-

лювання з використанням відомих літературних пара-
метрів для моделей матеріалів Джонсона-Кука і Купе-
ра-Саймондса. 

 

Основна частина. Для дослідження був взятий 
стандартний тест на ударний згин за Шарпі. В літе-
ратурі моделювання подібних експериментів було 
неодноразово проведено, наприклад, в роботах [6, 
22].  

В [22] показано, що кінетика розповсюдження трі-
щини у зразку Шарпі з двомірною (2D) моделлю дає 
завищені значення просування тріщини порівняно із 
тривимірною (3D) моделлю і відзначається, що розмір 
скінченно-елементної сітки 50 мкм забезпечує достат-
ню точність чисельного моделювання. Тому для під-
вищення точності результатів в даній роботі було об-
рано тривимірну постановку задачі і розмір скінченно-
елементної сітки 50 мкс. 

Для чисельного моделювання застосовували па-
кет прикладних програм LS-Dyna який призначений 
для моделювання динамічних процесів [30]. На рис. 1 
наведено алгоритм, за яким проводили чисельне моде-
лювання. 

На рис. 2. наведено побудовану геометричну мо-
дель з розмірами в мм. Розміри зразка, опор і ударника 
брали стандартні з [23, 24]. Ширина зразка складала 

© С.П. Бісик, А.В. Широков,  
    О.А. Сливінський, О.М. Арістархов, 2019  
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8 мм, а площа перерізу в зоні удару S0 – 64 мм2.  
Далі геометричну модель розбивали на скінченні 

елементи, тобто будували скінченно-елементну модель 
(СЕМ) (рис. 3). З метою економії розрахункового часу 
та об’єму даних, що отримуються, згущення сітки ви-
конували тільки у зоні вирізу зразка Шарпі та в області 
контакту зразка із опорами. 

 

 
 

Рисунок 1 – Алгоритм проведення чисельного  
моделювання ударного згину за Шарпі 

 

 
Рисунок 2 – Геометрична модель чисельного  

моделювання ударного згину за Шарпі 
 

 
Рисунок 3 – Загальний вигляд скінченно-елементної моделі 

 
При проведених розрахунках ударник і опори роз-

глядалися як тверді недеформівні тіла. Маса ударника 
складала 19,5 кг, а швидкість його руху в зоні контакту 
зі зразком – 5,5 м/с.  

Чисельне моделювання проводили з використан-
ням моделі матеріалу Джонсона-Кука [25, 26] і Купера-
Саймондса [27]. Ці моделі є одними з загальновжива-
них для чисельних розрахунків динамічних процесів в 
металевих матеріалах. 

Модель Джонсона-Кука описується рівняннями:  
 

( ) ( ) ( ),1ln1 ** mp
y TcBA

n

−⋅ε+⋅ε+=σ &               (1) 
 

де А, В, С, n і m –  константи матеріалу; pε  – ефектив-

на пластична деформація; 0
* / εε=ε &&&

p  – швидкість 

ефективної пластичної деформації для 1
0 1 −=ε s& ; 

)/()(*
roommeltroom TTTTT −−=  – гомологічна темпера-

тура. 
Деформація при руйнуванні задається залежніс-

тю: 

[ ] [ ] [ ],1ln1exp **
4

*
321 TDDDDf −⋅ε+⋅σ+=ε &          (2) 

 

де effp σ=σ /*  – співвідношення тиску до ефектив-

них напружень. 
Руйнування відбувається за умови, якщо параметр 

руйнування fpD εε=∑ /  досягає значення 1. 

При використанні об’ємних елементів застосову-
валося рівняння стану Мі-Грюнайзена: 

 

[ ]
,)(

)1(1
)1(1

2/)2/1(1
0

2

3

3

2

21

2
0

2
0 Ea

SSS

aC
p µ+γ+

































+µ
µ−

+µ
µ−µ−−

µ−µγ−+µ⋅⋅ρ= (3) 

 

де С – кутовий коефіцієнт кривої Vs–Vp; S1, S2, S3 – кое-
фіцієнти нахилу кривої Vs-Vp; γ0 – постійна Грюнайзе-
на; a – корекція об’єму першого порядку γ0; µ=ρ/ρ0 -1. 

Модель Купера-Саймондса описується наступни-
ми рівняннями: 
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Швидкість пластичних деформацій визначається 
як різниця між швидкостями повних і пружних дефор-

мацій e
ijij

p
ij ε−ε=ε &&& . 

У якості модельного матеріалу для проведення 
тестового моделювання взято сталь Weldox 460-E. Для 
цієї сталі є достатня кількість публікацій із визначени-
ми механічними характеристиками в широкому діапа-
зоні швидкостей деформації, температур та з викорис-
танням різних методів визначення механічних власти-
востей [1, 2, 4]. Характеристики Weldox 460-E наведе-
но в табл. 1. 

 
Таблиця  1 –  Характеристики сталі WELDOX 460-E 

 

E, ГПa ν ρ, кг/м3 A, MПa B, MПa 
200 0.33 7850 490 807 

kgK

J
Cp  α 

K
a

1
 Tm (K) T0 (K) 

452 0.9 1,1×10-5 1800 293 

n 
s

rp
1

, 00 &&  C Dc pd 

0.73 5×10-4 0.0144 0.30 0 
m D1 D2 D3 D4 D5 

0.94 0.0705 1.732 -0.54 -0.015 0 
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Підхід до побудови скінченно-елементної моделі 
та методологія ідентифікації фізико-термомеханічних 
властивостей матеріалів ґрунтується на даних робіт 
[22, 23]. 

Динамічну в’язкість матеріалу визначали за вира-
зом: 

0S

K
KCV = ,    ,

2

)( 2
1

2
0 vvm

K
−

=              (5) 

 

де S0 – площа поперечного перерізу зразка в зоні ви-
різу; m – маса ударника; v0, v1 – швидкість ударника 
до та після зламу зразка відповідно. 

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 
 

Рисунок 4 – Типовий розподіл напружень  
за Мізесом зразка Шарпі в різні моменти часу  

для моделі Купера-Саймондса 
 
Чисельне моделювання якісно та коректно відо-

бражає процес руйнування зразку Шарпі. Так, на рис. 4 
показано типовий розподіл напружень по Мізесу у 
ньому в різні моменти часу для моделі Купера-
Саймондса.  

З метою визначення впливу швидкості деформації 
розрахунок проводили для статичних параметрів моде-
лей і з врахуванням динамічних властивостей матеріа-

лу. Додатковим параметром при проведенні чисельно-
го моделювання стало застосування додаткового кри-
терію руйнування для моделі матеріалу Купера-
Саймондса. 

Отримані значення ударної в’язкості звели в таб-
лицю і порівняли їх із експериментальним (табл. 2, тут 
KCVЕ – експериментальне значення ударної  в’язкості 
для сталі Weldox 460-E, а KCVР – ударна в’язкість, яку 
отримано з розрахунків). 

Експериментальне значення ударної в’язкості для 
даного матеріалу не було вказано в літературних дже-
релах, з яких брали коефіцієнти матеріалу, тож воно 
було взято із даних виробника даної сталі. Відповідно, 
реальне значення ударної в’язкості матеріалів із літера-
турних джерел може незначно відрізнятись. 

 
Таблиця 2 – Значення ударної в’язкості за різними моделями 

Модель 
Швидкість 
деформації 

KCVЕ, 
Дж/см2 

KCVР, 
Дж/см2 

Віднос-
на похи-
бка, % 

Джонсона-
Кука 

– 45 149,1 231,3 

Джонсона-
Кука 

+ 45 120 166,7 

Купера-
Саймондса 

– 45 13,8 69,2 

Купера-
Саймондса 

+ 45 27,2 39,6 

Купера-
Саймондса* 

+ 45 47,2 4,8 

* – з додатковим критерієм руйнування за максимальними 
значеннями напружень. 

 
Обговорення результатів досліджень та висно-

вки. Результати проведеного чисельного моделювання 
свідчать про їх якісний характер. Розбіжність в 39,6% 
не дозволяє рекомендувати використання експеримен-
тальних параметрів, що взяті з літератури без їх опти-
мізації під конкретний вид навантаження. Разом з тим, 
при введені додаткового критерію руйнування за мак-
симальними значеннями напружень значення  розбіж-
ності складає 4,8%, що вказує на необхідність експе-
риментальних випробувань матеріалів та визначення їх 
граничних значень руйнування при різних швидкостях 
деформації та використання цих значень при прове-
денні чисельного моделювання. 

Модель Купера-Саймондса показала значно кра-
щу збіжність при моделюванні даного експерименту. 
Це може бути пов’язано з низькими значеннями швид-
кості деформації (рівень 102 с-1) в експериментах на 
ударну в’язкість.  

Результати розрахунків за обома моделями пока-
зують суттєве підвищення точності отриманих даних 
при врахуванні ефектів, що пов’язані зі швидкістю де-
формації. Це свідчить про необхідність врахування ди-
намічних характеристик матеріалу при чисельному 
моделюванні ударного навантаження. 

З’ясування причин більшої точності моделі Купе-
ра-Саймондса і розробка рекомендацій оптимізації чи-
сельних розрахунків по відомим літературних даним з 
метою їх кількісного співпадіння з експериментальни-
ми значеннями ударної в’язкості є завданням подаль-
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ших досліджень. 
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О. В. БОНДАРЕНКО, І. Є. КЛОЧКОВ, О. В. УСТИНЕНКО 

АЛГОРИТМ ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТУВАННЯ ТРАНСМІСІЇ ГУСЕНИЧНОГО 
ТРАНСПОРТЕРА-ТЯГАЧА МТ-ЛБ ЗА МАСОЮ 

Розв'язання задачі оптимізації трансмісії легкого багатоцільового гусеничного транспортера-тягача МТ-ЛБ є перспективним напрямком дослі-
джень, тому що дає змогу поліпшити масові характеристики машини, забезпечити навантажувальну здатність та довговічність трансмісії при 
модернізації. Побудовано систему обмежень, які накладаються на змінні проектування, та послідовність їхньої перевірки у порядку зростання 
орієнтовного обсягу обчислень, що дає змогу суттєво зменшити загальний час розрахунків. Розроблено прикладну методику та докладний алго-
ритм оптимального проектування трансмісії. Вони враховують конструктивні, технічні та технологічні особливості останньої, а також дають 
змогу підвищити точність розрахунків за рахунок керуванням похибками обчислень передавальних відношень та рівності міжосьових відстаней 
зачеплень коробки передач та додаткового редуктора трансмісії. Алгоритм містить наступні етапи: ввід вхідних даних; генерування зовнішньої 
ЛПτ-послідовності; перевірка відповідних обмежень; перевірка обмеження на міжосьові відстані; розрахунок для пробної точки передавальних 
відношень коробки передач; визначення граничних чисел зубців; генерування внутрішньої ЛПτ-послідовності; перевірка відповідних обмежень; 
пошук найкращого варіанта; збільшення точності розрахунків; уточнення параметрів; додаткові перевірочні розрахунки. 

Ключові слова: оптимізація, багатоцільовий транспортер-тягач МТ-ЛБ, трансмісія, цільова функція, змінні проектування, обмеження 
на змінні проектування. 

А. В. БОНДАРЕНКО, И. Е. КЛОЧКОВ, А. В. УСТИНЕНКО 
АЛГОРИТМ ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ ТРАНСМИССИИ ГУСЕНИЧНОГО 
ТРАНСПОРТЕРА-ТЯГАЧА МТ-ЛБ ПО МАССЕ 

Решение задачи оптимизации трансмиссии легкого многоцелевого гусеничного транспортера-тягача МТ-ЛБ является перспективным направле-
нием исследований, так как позволяет улучшить массовые характеристики машины, обеспечить нагрузочную способность и долговечность 
трансмиссии при модернизации. Была построена система ограничений, которые накладываются на переменные проектирования, и последова-
тельность их проверки в порядке возрастания ориентировочного объема вычислений, что позволяет существенно уменьшить общее время рас-
четов. Также была разработана прикладная методика и подробный алгоритм оптимального проектирования трансмиссии. Они учитывают кон-
структивные, технические и технологические особенности последней, а также позволяют повысить точность расчетов за счет управления по-
грешностями вычисления передаточных отношений и равенства межосевых расстояний зацеплений коробки передач и дополнительного редук-
тора трансмиссии. Алгоритм содержит следующие этапы: ввод начальных данных; генерирование внешней ЛПτ-последовательности; проверка 
соответствующих ограничений; проверка ограничений на межосевые расстояния; расчет для пробной точки передаточных отношений КП; 
определение граничных чисел зубьев; генерирование внутренней ЛПτ-последовательности; проверка соответствующих ограничений; поиск 
наилучшего варианта; увеличение точности расчетов; уточнение параметров; дополнительные проверочные расчеты.  

Ключевые слова: оптимизация, многоцелевой транспортер-тягач МТ-ЛБ, трансмиссия, целевая функция, переменные проектирова-
ния, ограничения на переменные проектирования. 

 

O. V. BONDARENKO, I. E. KLOCHKOV, O. V. USTYNENKO 
ALGORITHM OF OPTIMAL DESIGN FOR TRANSMISSION OF TRACKED LOAD-CARRIER/PRIME  
MOVER MT-LB BY MASS 

Solving the problem of optimizing for transmission of light multipurpose tracked load-carrier/prime mover MT-LB is a perspective area of research be-
cause it improves the mass characteristics of the machine, to ensure the load capacity and durability of transmission at upgrading. A system of constraints 
on variables planning and the sequence of their verification in the order of growth of the estimated volume of computing is constructed. This allows you to 
significantly reduce the total settlement time. The applied methodology and detailed algorithm for optimal design of the transmission has been developed. 
They take into account the constructive, technical and technological features. They also allow to reduce the error of the calculations due to the error-control 
of the calculations of gear ratios and the equality of the axes distance for gearbox and additional reducer meshing's. The algorithm contains following eth-
ics: the task of the input data; generation of an external LPτ-sequence; check the relevant constraints; checking the limit constraints on the inter-axes dis-
tances; calculation for the test point of gear ratios; determination of boundary numbers of teeth; generation of internal LPτ-sequence; check the relevant 
constraints; search for the best option; increase the accuracy of calculations; clarification of parameters; additional verification calculations. 

Keywords: optimizing, multipurpose load-carrier/prime mover MT-LB, transmission, objective function, variables planning, limits on the vari-
ables planning. 

Вступ. Актуальність задачі. В Україні та в ін-
ших країнах широко застосовується легкий багатоці-
льовий гусеничний транспортер-тягач МТ-ЛБ. Він 
випущений в Україні, Польщі та Болгарії у кількості 
приблизно 9600 машин, з яких орієнтовно 7500 на 
теперішній час ще знаходяться у експлуатації [1]. 
Сьогодні він вже не відповідає сучасним тактико-
технічним характеристикам з точки зору потужності 
двигуна та середніх швидкостей руху. У зв'язку з 
цим за останні роки запропоновано багато варіантів 
його модернізації, більшість з яких полягає в заміні 
двигуна на більш потужний. При цьому виникає 
проблема перевантаження інших агрегатів, насампе-
ред трансмісії. Просте підвищення її навантажуваль-
ної здатності шляхом збільшення габаритів практич-
но неможливо, що зумовлено габаритами його мотор-

но-трансмісійного відділення (МТВ). 
Тому проектування нової оптимальної за масою 

трансмісії при забезпеченні її навантажувальної зда-
тності, довговічності та умови розміщення в існуюче 
МТВ є актуальною науково-практичною задачею. 

Постановка задачі. Як відомо [2], розв'язання будь-
якої задачі оптимізації складається з наступних етапів:  

1. Постановка оптимізаційної задачі, яка склада-
ється з побудови цільової функції, визначення змінних 
проектування та формування системи обмежень. 

2. Обрання чи розробка методів розв'язання за-
дачі оптимізації. 

3. Побудова методики та алгоритму розв'язання 
задачі. 

© О. В. Бондаренко, І. Є. Клочков, О. В. Устиненко, 2019
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4. Виконання тестових і перевірочних розрахунків 
для підтвердження та оцінки отриманих теоретичних ре-
зультатів. 

У попередніх роботах [3–5] авторами було викона-
но узагальнену постановку задачі, розроблено математи-
чну модель оптимізації, а також запропоновано систему 
обмежень на змінні проектування та послідовність їхньої 
перевірки, тобто завершено етап 1. 

Для розв'язання задачі (етап 2) обрано метод, 
який добре себе зарекомендував під час оптимізації 
тривальних коробок передач [6], а саме, зондування 
простору параметрів, де у якості пробних точок в 
одиничному багатомірному кубі використовуються 
точки ЛПτ-послідовності [7]. 

З метою суттєвого збільшення кількості пробних 
точок (до (220)2 [5]) було запропоновано застосувати два 
цикли ЛПτ-пошуку: у зовнішньому циклі буде генеру-
ватися ЛПτ-послідовність для усіх змінних проекту-
вання, окрім чисел зубців провідних коліс КП zКПµ,1, а у 
внутрішньому – ЛПτ-послідовність для пробних точок 
zКПµ,1 з урахуванням звуження діапазонів zКПµ,1min, 
zКПµ,1max. 

Таким чином, метою статті буде виконання 
етапу 3, а саме, побудова методики та алгоритму ро-
зв'язання задачі. 

Загальний вигляд цільової функції. У роботі [3] 
було побудовано цільову функцію для випадку мінімі-
зації маси трансмісії: 
 min,MF M   (1) 

де ∑М – сумарна маса основних елементів трансмісії, 
кг, 
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де 
2

ЗК ГП
1

i
i

M

 – сумарна маса зубчастих коліс голо-

вної передачі трансмісії (ГП);  
MBГП – маса вхідного валу ГП;  

ЗК КП

ЗК КП
1

n

i
i

M

  – сумарна маса зубчастих коліс ко-

робки передач (КП) (nЗК КП – кількість зубчастих ко-
ліс КП, nЗК КП = 2(k–1)+1, де k – кількість передач пе-
реднього та заднього ходу); 

2

В КП
1

i
i

M

  – сумарна маса валів КП;  

СКП

СКП
1

n

i
i

M

  – сумарна маса синхронізаторів КП 

(nС КП – кількість синхронізаторів); 
2

ЗК ДР
1

2 i
i

M

  – сумарна маса зубчастих коліс до-

даткового редуктора (ДР);  
2MBФ – сумарна маса валів фрикціонів механіз-

му повороту та передач (МПП); 
2MФГ – сумарна маса фрикціонів та гальм МПП; 

ЗК CПР

ЗК CПР
1

2
n

i
i

M

  – сумарна маса зубчастих коліс 

планетарного ряду, що підсумовує (СПР) (nЗК CПР – 
кількість зубчастих коліс СПР); 

В П Р

В CПР
1

2
n

i
i

M

  – сумарна маса валів та осей СПР 

(nВ CПР – кількість валів та осей СПР); 
2МВДСПР – сумарна маса водил СПР; 
2МКВ – сумарна маса карданних валів; 
2МЗГ – сумарна маса зупиночних гальм; 

ЗК БП

ЗКБП
1

2
n

i
i

M

  – сумарна маса зубчастих коліс бор-

тової передачі (БП) (nЗК БП – кількість зубчастих коліс 
БП); 

В БП

В БП
1

2
n

i
i

M

  – сумарна маса валів та осей БП 

(nВП – кількість валів та осей БП); 
2МВДБП – сумарна маса водил БП; 

П

П
1

n

i
i

M

  – сумарна маса підшипників трансмісії 

(nП – кількість підшипників трансмісії); 
МК МПП – маса картеру МПП; 
2МК БП – сумарна маса картерів БП. 
Маси зубчастих коліс обчислюються безпосере-

дньо через значення змінних проектування з ураху-
ванням системи обмежень. Маси інших деталей та 
вузлів – згідно з розрахунками на міцність, витрива-
лість та (або) жорсткість у відповідності із наванта-
женням на них, яке будемо розраховувати для кож-
ного набору змінних проектування.  

Загальна методика рішення нашої задачі бу-
ла докладно викладена у роботах [3, 4]. Доповнимо 
цю методику етапами вводу-виводу даних, складання 
таблиці можливих комбінацій параметрів, пошуку 
найкращого варіанта (пробної точки, що відповідає 
мінімальному значенню цільової функції) та зведемо 
їх у єдиний алгоритм, який представлено на рис. 1. 
Далі докладно розглянемо його роботу. 

Функціонування алгоритму оптимального 
проектування проходить наступним чином. 

1. Задаються вхідні данні. Їхньою основою є ге-
ометричні, кінематичні параметри та фізико-
механічні властивості матеріалів базової трансмісії 
МТ-ЛБ. Розглянемо їх докладніше. 

Числові обмеження на змінні проектування: 
mКПµ, mДР, mСПР, mБП – модулі зубців циліндрич-

них передач обираються зі стандартного ряду та об-
межуються значеннями min maxm m m  ; 
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Рис. 1 – Схема алгоритму оптимального проектування  
трансмісії транспортера-тягача МТ-ЛБ 

mnГП – модулі зубців конічної головної передачі 
тільки обмежуються значеннями min maxn n nm m m  ; 

zmin, zmax – мінімальне та максимальне значення 
чисел зубців з міркувань області існування зачеплен-
ня та технології виготовлення; 

βmmin, βmmax – мінімальне та максимальне зна-
чення кутів нахилу зубців конічних коліс; 

ΔiT, Δaw – похибки передавальних відношень та 
рівності міжосьових відстаней зачеплень КП та ДР 
трансмісії. 

Вхідні данні, що відповідають конструкторсь-

ким та технологічним вимогам: 
Tвх – обертовий момент на вхідному валі транс-

місії з урахуванням коефіцієнту використання дви-
гуна; 

nвх – оберти вхідного валу; 
iТµ – передавальні числа трансмісії; 
HBi, HRCi, HVi – твердість зубчастих коліс для 

всіх зачеплень відповідно за Бринелем, Роквелом та 
Вікерсом; 

ступінь точності для всіх зубчастих зачеплень; 
t1,…,tk – час роботи трансмісії на передачах від-

повідно до загального ресурсу; 
ρЗК, ρВ, ρВД, ρК МПП – відповідно густини матеріалів 

зубчастих коліс, валів, водил, картеру МПП та картеру 
БП; 

Fβ1,…,Fβs – допуск на напрям зубця; 
fpb1,…,fpbs – граничне відхилення шагу зачеплен-

ня; 
[τк] – напруження при скручуванні валів, що до-

пускається; 
σFlim1,…,σFlims – межа витривалості зубців при 

згині; 
[yΣ] – граничне відхилення при прогині валу; 
lвх.вал та lвих.вал – відповідно довжини хвостовиків 

вхідного та вихідного валів; 
lКВ – довжина карданних валів; 
LМППmax, ВМППmax, НМППmax, DК БПmax, ВК БПmax – відпо-

відні максимально можливі габарити із умови роз-
міщення МПП та БП, що відповідають розмірам ба-
зової трансмісії; 

еМПП, eК БП та eкрК БП – відповідно товщина стінки 
картеру МПП, товщина стінки картеру БП та його 
кришки; 

додаткові розміри та зазори у МПП та БП – до-
кладніше дивись [4]; 

С КП

СКП
1

n

i
i

M

  – сумарна маса синхронізаторів КП; 

2MФГ – сумарна маса фрикціонів та гальм МПП; 
2МЗГ – сумарна маса зупиночних гальм; 

П

П
1

n

i
i

M

  – сумарна маса підшипників трансмісії. 

Маси синхронізаторів, фрикціонів, гальм та пі-
дшипників приймаємо як у базової трансмісії. 

2. Генерування зовнішньої ЛПτ-послідовності 
для усіх змінних проектування, окрім zКПµ,1, а саме,  

– для ГП: mnГП, zГП1, zГП2, βmГП; 
– для КП: mКПµ (µ = 2,…,k – 1 – номер передачі 

переднього ходу); 
– для ДР: mДР, zДР1, zДР2; 
– для СПР: mСПР, zСПРс, zСПРе; 
– для БП: mБП, zБПс, zБПе. 
Нагадаємо, що числа зубців ведених коліс КП 

zКПµ,2 не є змінними проектування, а розраховуються 
через zКПµ,1 та попередньо задані передавальні від-
ношення трансмісії iТµ [5]. 

3. Перевірка обмежень на: 
– модулі,  

nm 2; 2,25; 2,5; 2,75; 3; 3,5; 4; 4,5; 5; 5,5; 6,…, maxnm ; (3) 

– числа зубців,  
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{zГП1, zГП2, zДР1, zДР2, zСПРс, zСПРст, zСПРе, zБПс, zБПст, zБПе} N; 
zmin ≤ {zГП1, zГП2, zДР1, zДР2, zСПРс, zСПРст, zСПРе, 

 zБПс, zБПст, zБПе} ≤ zmax; (4) 

– умови співвісності, збірки та сусідства для 
планетарних рядів,  

 ст э с0,5 ;z z z   с э ст ціле число;z z n   

    с ст ст стsin 2 ,z z n z     (5) 

де пст – кількість сателітів; 
– кути нахилу зубців конічних коліс, 

 min maxm m m     . (6) 

4. Перевірка обмеження на міжосьові відстані 
зачеплень КП на передньому ходу та ДР, які повинні 
бути рівні між собою, а саме, з урахуванням похибки 
внаслідок того, що числа зубців є цілими, 
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де Δawсер – середнє арифметичне розрахункових 
міжосьових відстаней. 

5. Розрахунок для пробної точки передавальних 
відношень КП iКПµ, 
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 2,..., 1.k    (8) 

6. Визначення граничних чисел зубців zКПµ,1min та 
zКПµ,1max, починаючи з другої передачі. Якщо iКПµ > 1,  

 max
КП ,1min min КП ,1max

КП

, ;
z

z z z
i

 


   (9) 

якщо iКПµ < 1,  

 min
КП ,1min КП ,1max max

КП

, .
z

z z z
i

 


   (10) 

7. Генерування внутрішньої ЛПτ-послідовності 
для змінних проектування zКПµ,1 та розрахунок zКПµ,2. 

 zКПµ,2 = zКПµ,1·iКПµ. (11) 

8. Перевірка обмежень на: 
– розрахункові передавальні відношення транс-

місії розр
Ti  , 
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 2,..., 1;k    (13) 

– передавальні відношення зубчастих пар тран-
смісії, 

max
1

2

2

1
min i

z

z
ii 




 , 

max
с

э
min p

z

z
pp  ; (14) 

– контактну та згинну витривалість, а також мі-
цність при перевантаженнях;  

– коефіцієнти ширини зубчастого колеса ψbd для 
циліндричних зачеплень та ψm для конічних, 

 maxbdbd  , maxmm  ; (15) 

– габаритні обмеження (умова розміщення нової 
трансмісії в існуюче МТВ). Для картеру МПП: 

МПП МППmax,L L МПП МППmax,B B МПП МППmax;H H  (16) 

для картеру БП: 

 К БП К БП max ,D D К БП К БП max .B B  (17) 

Така послідовність перевірки обмежень у по-
рядку зростання орієнтовного обсягу математичних 
обчислень дозволяє зменшити час розрахунків. 

Якщо пробна точка проходить всі умови, то во-
на потрапляє до таблиці можливих варіантів. Табли-
ця являє собою двовимірний масив, у якому кожно-
му номеру точки відповідає набор параметрів проек-
тування та значення цільової функції. 

9. Пошук найкращого варіанта (пробної точки, 
що відповідає мінімальному значенню цільової фун-
кції). Він здійснюється сортуванням, наприклад [6], 
методом вставки, який хоч і не є самим швидким з 
методів, але дуже простий у програмній реалізації. 

10. На етапі збільшення точності розрахунків 
проводиться поступове зменшення похибки рівності 
міжосьових відстаней зачеплень КП та ДР. При не-
обхідності можливо також зменшувати похибку пе-
редавального відношення трансмісії. Але при цьому 
слід враховувати, що це може привести до різкого 
зменшення кількості можливих варіантів рішення. 

11. Уточнення параметрів. Наприклад, забез-
печення точної рівності міжосьових відстаней зачеп-
лень КП та ДР розрахунком необхідного сумарного 
коефіцієнта зміщення похідного контуру xΣ = x1 + x2 
для кожного зачеплення. Після цього він розподіля-
ється із умов максимальної контактної міцності або 
рівності відносних швидкостей ковзання (при цьому 
також забезпечується рівноміцність зубців шестерні 
та колеса по згинним напруженням). 

12. Додаткові перевірочні розрахунки, напри-
клад, міцності та жорсткості валів та картеру, дина-
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мічної та статичної вантажопідйомності підшипни-
ків, міцності синхронізаторів та інші.  

Висновки:  
1. Оптимізація трансмісії легкого багатоцільо-

вого гусеничного транспортера-тягача МТ-ЛБ є пер-
спективною науково-прикладною задачею, розв'я-
зання якої дає можливість покращити масові харак-
теристики машини, а також забезпечити навантажу-
вальну здатність та довговічність трансмісії при мо-
дернізації. 

2. Побудовано систему обмежень, які наклада-
ються на змінні проектування, та послідовність їх-
ньої перевірки у порядку зростання орієнтовного об-
сягу обчислень, що дає змогу суттєво зменшити за-
гальний час розрахунків. 

3. Розроблено прикладну методику та докладний 
алгоритм оптимального проектування трансмісії гусе-
ничного транспортера-тягача МТ-ЛБ. Вони врахову-
ють конструктивні, технічні та технологічні особли-
вості останньої, а також дозволяють підвищити точ-
ність розрахунків за рахунок керування похибками 
обчислень передавальних відношень та рівності міжо-
сьових відстаней зачеплень КП та ДР трансмісії. 
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О. В. БОНДАРЕНКО, О. В. УСТИНЕНКО, В. І. СЄРИКОВ  
 
МОЖЛИВІСТЬ ВИКОРИСТАННЯ ТА АДАПТАЦІЯ ГЕНЕТИЧНИХ АЛГОРИТМІВ  
ДЛЯ РАЦІОНАЛЬНОГО ПРОЕКТУВАННЯ ЗУБЧАСТИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ РЕДУКТОРІВ  
ТА КОРОБОК ПЕРЕДАЧ 

 
Стаття присвячена можливості використання та адаптації генетичних алгоритмів (ГА) для раціонального проектування зубчастих циліндричних 
редукторів та коробок передач. Розглянуто основні теоретичні положення методу ЛПτ-пошуку, які дають змогу оцінити можливості цього мето-
ду та проаналізувати перспективи його розширення, використовуючи ідеологію ГА. Розглянуто основні теоретичні положення, що стосуються 
ГА. Надано основні відмінності ГА від класичних методів оптимізації. Описано алгоритмічну схему класичного ГА. Приведено аналіз основних 
генетичних операторів обрання батьків, схрещування та мутацій. Проведено оцінку основних генетичних операторів за їх продуктивністю та 
зручністю використання, і визначено їх вибір для подальшої роботи. Розглянуто можливі варіанти модифікацій послідовностей ГА, зважаючи на 
особливості задачі раціонального проектування зубчастих циліндричних редукторів та коробок передач. Першим надано алгоритм, який дає змо-
гу значно збільшити кількість життєздатних особин, тобто пробних точок, що задовольняють числовим та функціональним обмеженням задачі, 
тим самим нівелювати недолік обмеження на максимально можливу кількість пробних точок у ЛПτ-пошуку. Наступним описано алгоритм, який 
направлений насамперед на відбір більш якісних пробних точок та створення відповідної популяції, що притаманно генетично-еволюційним ал-
горитмам (ГЕА). Він базується на операторі – відсіві менш якісних точок, а також обов’язковому використанні оператора мутації. Таким чином, 
створено теоретичну базу для подальшої апробації запропонованих модифікацій алгоритмів ГА. 

Ключові слова: проектування, редуктор, коробка передач, раціональні параметри, генетичний алгоритм, ЛПτ-пошук 

А. В. БОНДАРЕНКО, А. В. УСТИНЕНКО, В. И. СЕРИКОВ  
ВОЗМОЖНОСТЬ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ И АДАПТАЦИЯ ГЕНЕТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ ДЛЯ  
РАЦИОНАЛЬНОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ ЗУБЧАТЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ РЕДУКТОРОВ  
И КОРОБОК ПЕРЕДАЧ 

Статья посвящена возможности использования и адаптации генетических алгоритмов (ГА) для рационального проектирования зубчатых цилин-
дрических редукторов и коробок передач. Рассмотрены основные теоретические положения метода ЛПτ-поиска, которые позволяют оценить 
возможности этого метода и проанализировать перспективы его расширения, используя идеологию ГА. Рассмотрены основные теоретические 
положения, касающиеся ГА. Приведены основные отличия ГА от классических методов оптимизации. Описана алгоритмическая схема класси-
ческого ГА. Приведен анализ основных генетических операторов выбора родителей, скрещивания и мутаций. Проведена оценка основных гене-
тических операторов по их производительности и удобства использования, и определен их выбор для дальнейшей работы. Рассмотрены возмож-
ные варианты модификаций последовательностей ГА, учитывая особенности задачи рационального проектирования зубчатых цилиндрических 
редукторов и коробок передач. Первым предоставлен алгоритм, который позволяет значительно увеличить количество жизнеспособных особей, 
то есть пробных точек, удовлетворяющих числовым и функциональным ограничением задачи, тем самым нивелировать недостаток ограничения 
на максимально возможное количество пробных точек в ЛПτ-поиске. Следующим описан алгоритм, который направлен в первую очередь на от-
бор более качественных пробных точек и создание соответствующей популяции, что характерно генетически-эволюционных алгоритмов (ГЕА). 
Он базируется на операторе – отсеве менее качественных точек, а также обязательном использовании оператора мутации. Таким образом, созда-
на теоретическая база для дальнейшей апробации предложенных модификаций алгоритмов ГА. 

Ключевые слова: проектирование, редуктор, коробка передач, рациональные параметры, генетический алгоритм, ЛПτ-поиск 

 
О. V. BONDARENKO, О. V. USTYNENKO, V. І. SERYKOV  
РOSSIBILITY OF USE AND ADAPTATION OF GENETIC ALGORITHMS FOR RATIONAL DESIGN  
OF TOOTHED HELICAL REDUCERS AND GEARBOXES 

The article is devoted to the possibility of using and adapting genetic algorithms  (GA) for rational design of cylindrical reducers gearboxes. The main theory 
of the LP-search method are considered, which allow to evaluate the possibilities of this method and analyze the prospects of its expansion using the ideol-
ogy of GA. The basic theory concerning GA are considered. The main differences between GA and classical optimization methods are given. The algo-
rithmic scheme of classical GA is described. An analysis of the main genetic selection of parents, cross-breeding and mutations is given. An estimation of the 
basic genetic operators is made on their productivity and convenience of use, and determined by their choice for further work. Possible variants of modifica-
tions of GA sequences are considered considering the features of the problem of rational design of geared cylindrical gearboxes. The first one provides an al-
gorithm that allows a significant increase in the number of viable individuals, that is, test points satisfying the numerical and functional limitations of the 
data, thereby offsetting the lack of limitation on the maximum possible number of test points in the LP-search. The following describes an algorithm that fo-
cuses primarily on the selection of more qualitative test points and the creation of an appropriate population that is inherent in genetic-evolutionary algo-
rithms (GEAs). It is based on the operator - the withdrawal of less quality points, as well as the mandatory use of the operator mutation. Thus, a theoretical 
basis for further testing of proposed modifications of GA algorithms was created. 

Keywords: design, reducer, gearbox, rational parameters, genetic algorithm, LPτ search 
 
 
Актуальність задачі. У машинобудуванні ши-

роке застосування набули зубчасті приводи, які вико-
нують функції зміни обертального моменту та часто-
ти обертання, найбільш яскравими та розповсюдже-
ними представниками яких є зубчасті циліндричні 
редуктори та коробки передач. Частіше застосову-
ються двоступінчасті редуктори, які можуть бути ви-
конані як у розгорнутій, так і у співвісній компонов-
ках. Широко вживаними представниками коробок 
передач є дво- та тривальні [1]. На кожний (не пря-
мій) передачі вони працюють як одно- та двоступене-

вий співвісний редуктор. 
Складністю проектування такого типу приводів є 

розподілення передаточних чисел між ступенями та 
забезпечення рівноміцності усіх зубчастих зачеплень 
при головній вимозі – поліпшення масогабаритних ха-
рактеристик. Зазвичай, при проектуванні технічних си-
стем інженер стикається з дилемою, бо широкий 
спектр вимог до виробу приводить до появи декількох 
критеріїв якості. Більшість задач раціонального проек-
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тування зубчастих ступінчастих приводів також є бага-
токритеріальними. Одночасне досягнення кращих ха-
рактеристик завжди є суперечливим, складним та 
суб’єктивним процесом, тому доцільно використати 
при проектуванні підходи багатокритеріальної матема-
тичної оптимізації.  

Сучасний погляд проектувальників при 
розв’язанні прикладних задач оптимізації технічних 
об’єктів полягає у тенденції відходу від «класичних» 
методів оптимізації та уподобання методів дослі-
дження простору параметрів проектування шляхом 
його зондування так званими пробними точками. 

Ідеалістичним підходом для даного типу задач є 
метод пошуку розв’язання прямим послідовним пе-
ребором параметрів. Цей метод є універсальним, мо-
же використовуватися як при дискретних параметрах, 
так і при розподілених, бо розподілені параметри при 
розв’язанні технічних задач можуть бути представле-
ні у вигляді дискретних. Рівень дискретизації розпо-
ділених параметрів, тобто мінімально можливий 
крок, може визначатися технічними та технологічни-
ми умовами або досвідом та побажаннями проектува-
льника. Але розв’язання задач пошуку кращого варіа-
нту комбінації параметрів цим методом перетворю-
ється у досить ресурсо- та часозатратну процедуру, 
що вимагає значних фінансових затрат. Автори вва-
жають, що цей метод є кращім, але у реаліях сього-
дення недосяжним для більшості проектувальників 
технічних систем. 

Для розв’язання даного типу задач пропонується 
використовувати методи зондування простору пара-
метрів закономірним та псевдовипадковим способом.  

Авторами розвивається методика пошуку, що ба-
зується на зондуванні простору параметрів, де у якості 
пробних точок в одиничному багатомірному кубі вико-
ристовуються точки ЛПτ-послідовності [2], а усі крите-
рії об’єднуються в один [3]. Але ріст кількості парамет-
рів проектування та розширення їх числових обмежень 
призводить до зменшення щільності пробних точок у 
просторі параметрів, бо ЛПτ-послідовність має обме-
ження на кількість пробних точок. Для вирішення цієї 
проблеми було запропоновано [4] суміщення методів 
ЛПτ-пошуку та звуження околів параметрів відносно 
можливих розв’язань. При розв’язанні задач раціональ-
ного проектування цей підхід якісно зарекомендував се-
бе, але у деяких випадках показує швидку збіжність, що 
може привести до локального розв'язання. 

Іншим виходом з ситуації автори бачать викорис-
тання суміщення ЛПτ-пошуку з «керованими» мето-
дами пошуку, наприклад, варіаціями генетичних алго-
ритмів. 

Таким чином, аналіз адаптаційних можливостей 
генетичних алгоритмів та розробка варіантів їх вико-
ристання сумісно з ЛПτ-пошуком при раціональному 
проектуванні зубчастих циліндричних редукторів та 
коробок передач є актуальною задачею. 
 

Метод ЛПτ-пошуку. Як відомо з [2], метод 
ЛПτ-пошуку базується на ЛПτ-рівномірно-
розподілених послідовностях та дає змогу оперувати 
значною кількістю параметрів (до 51) та кількістю рі-
вномірно-розподілених пробних точок (до 220). 

Приведемо деякі теоретичні викладки стосовно 
рівномірно розподілених послідовностей. 

Одиничний n-мірний куб nK , що складається з 
точок Р, які мають декартові координати 1,..., nx x , 

( )1,..., nP x x= , задовольняють нерівностям 0 1jx≤ ≤  

при j=1, 2, …, n. 

Оберемо в nK  довільний n-мірний паралелепі-
пед П. Позначимо через ( )NS П  кількість точок iP  з 

номерами 1 i N≤ ≤ , що належать П. 
Послідовність точок 1,..., ,...iP P має назву рівно-

мірно розподіленої в nK , якщо для будь-якого П 
 

( )
lim N

П
N

S П
V

N→∞
= , 

(1) 
 

де ПV  – об’єм (n-мірний) паралелепіпеда П. 

Якщо точки Qi з декартовими координатами 

( ),1 ,,...,i i nq q  є рівномірно розподіленою послідовніс-

тю в nK , то точки iA  з декартовими координатами 

( ),1 ,,...,i i nα α , де при nj ,...,2,1=  
 

( ), ,i j j j j i ja b a qα = + − ⋅ , 
(2) 

 

є рівномірно розподіленою послідовністю в парале-
лепіпеді П, що складається з точок ( )1,..., nα α , коор-

динати яких задовольняють нерівностям 

j j ja bα≤ ≤ . 

Декартові координати ,i jq  для ЛПτ-

послідовності обчислюються за арифметичним алго-
ритмом. Цей алгоритм базується безпосередньо на 

розрахунках за таблицею чисельників ( )l
jr . За зада-

ним номером точки і обчислюємо верхню границю 

суми [ ]1 ln ln 2m i= + , а потім для кожного парамет-

ру j (j=1,2,…,n) обчислюємо координату: 
 

{ } ( ){ }1 1
,

1

1
2 2 2 2

2

m m
lk l k l

i j j
k l k

q i r− + − − −

= =

    = ⋅       
∑ ∑ , 

(3) 
 

де [ ]z  – ціла частина, а { }z  – дрібна частина числа Z.  

Підхід до пошуку побудовано на позиції дослі-
дження точками ЛПτ-рівномірно-розподіленої ( iА ) 

послідовності усього можливого простору параметрів 
(W ), який визначається технічними та технологічни-
ми вимогами до типу привода, що розглядається. По-
тім точки проходять перевірку у певній послідовнос-
ті, яка дає змогу вчасно відсіяти “непридатні” точки і 
тим самим скоротити час машинних розрахунків. З 
точок, що пройшли перевірку, складається множина, 
що задовольняє умовам проектування (Q , WQ∈ ).  

 

Генетичні алгоритми. Генетичні алгоритми 
(ГА) [5–7] – це евристичні процедури пошуку, що ви-
користовуються для розв’язання задач оптимізації та 
моделювання шляхом випадкових дій та процесів з 
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параметрами; такі процеси є подібними механізмам 
відбору та наслідування в природі. Прикладна сфера 
використання ГА в механіці – розв’язання багатопа-
раметричних задач при проектуванні [8-10]. Від тра-
диційних методів оптимізації ГА відрізняються пев-
ними відмінними властивостями: 

– кодування параметрів – задача формалізується 
таким чином, щоб обробляти не значення параметрів 
самої задачі, а їх закодовану форму – сукупність ге-
нів, що утворюють геном, який відповідає певній то-
чці – особині; 

– особливості початку пошуку – ГА починають 
пошук не з однієї точки, а з деякої сукупності точок, 
що складають популяцію; 

– мінімум інформації про цільову функцію – ГА 
використовують тільки цільову функцію і не викори-
стовують її похідні та іншу додаткову інформацію; 

– випадковість – ГА для багатьох дій та операцій 
використовують випадкові правила вибору.  

Останні три властивості також притаманні мето-
ду ЛПτ-пошуку, що дає можливість до їхнього більш 
якісного об’єднання. 

Для розуміння функціонування ГА покажемо 
його основні етапи для класичної реалізації [11,12] на 
рис. 1. 

 

 
 

Рисунок 1 – Етапи ГА 
 
Першим кроком ГА пошуку є створення почат-

кової популяції. Популяція складається з особин, ко-
жну особину визначає хромосома, яка вміщує в собі 
генотип, тобто сукупність генів. Ген – одна з характе-
ристик особини, він може бути закодованим або бути 
явним значенням, наприклад, фізичною величиною. 

Серед початкової популяції обираються батьки, 
які приймають участь у схрещуванні (обміні генів) 
або піддаються мутаціям. У наслідок цього процесу 
отримують нове покоління – нащадків.    

Подальший перебіг ГА – селекція – відбір жит-
тєздатних або цікавих особин, може проводитись як з 
участю батьків, так і без них. У результаті цього етапу 
формується нове покоління. Якщо воно відповідає 
певним вимогам, що висуває генетик, то робота ГА 

припиняється, якщо ні – процеси «схрещування-
селекція» повторюються до досягнення мети. 

Генотип, аналіз генетичних операторів та ва-
ріантів послідовностей ГА для розширення мож-
ливостей ЛПτ-пошуку. Розкриємо базові визначення 
для проведення паралелей з раціональним проекту-
ванням циліндричних редукторів та коробок передач. 
Ген – структурна та функціональна одиниця насліду-
вання особин, вони визначають признаки, що пере-
даються від батьків до нащадків. Алелі – різні форми 
одного і того ж гена, що розташовані в однакових ло-
кусах хромосоми. Локус – місце розташування певно-
го гена на генетичній карті хромосоми. Генотип – су-
купність генів даного організму. Якщо особину хара-
ктеризує одна хромосома, то визначені генотип та 
хромосома співпадають – це типова ситуація при 
розв’язанні задач оптимізації з використанням ГА.  

Як було показано у [2], пробні точки у просторі 
параметрів проектування, що обираються за ЛПτ-
послідовнстю, мають набір певних координат, у термі-
нології ГА – геном, де кожен з параметрів проектуван-
ня є геном. В залежності від кінематичних структур, 
що розглядаються, геном може приймати різну довжи-
ну. Узагальнену схему генома при раціональному про-
ектуванні циліндричних редукторів та коробок передач 
(дивись постановку задачі у [1,13]) запропоновано 
представити у вигляді, наданому на рис. 2. 

 

 
Рисунок 2 – Узагальнена схема генома 

 
Як бачимо на рисунку 2, структура генома скла-

дається з 3-х ділянок D1, D2, D3, у локусах яких згрупо-
вано споріднені гени, тобто конструктивні параметри 
зубчастого привода, що мають однаковий змістовний 
сенс. Ділянці D1 відповідають k модулів зубчастих за-
чеплень, ділянці D2 відповідають r чисел зубців 3, ді-
лянці D3 відповідають t кутів нахилу зубців у зачеп-
леннях, які входять до параметрів проектування при 
формулювання постановки певної задачі. Наприклад, 
при розв’язанні задачі раціонального проектування ци-
ліндричного двоступінчастого співвісного редуктора 
методом ЛПτ-пошуку маємо пробну точку, що харак-
теризується геномом зображеним на рис. 3. 

 

 
 

Рисунок 3 – Приклад генома пробної точки  
двоступінчастого співвісного редуктора 

 

На рис. 3 прийняті наступні позначення: µm  – 

відповідні модулі пар зубчастих коліс ( µ =1,2); kz ,µ  – 

відповідні числа зубців коліс, k – номер колеса у за-
чепленні (k=1 – ведуче колесо, k=2 – ведене колесо); 

µβ  – кути нахилу зубців у зачепленнях. 

Обрання батьків зазвичай проходить за наступ-
ними стратегіями: 
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– panmixia – дві особини, що входять у батьків-
ську пару, обираються з популяції випадковим чином, 
також зазначимо, що будь-яка особина може прийма-
ти участь у декількох батьківських парах;  

– inbreeding – перша особина пари обирається 
випадково, а друга – максимально геометрично на-
ближена у просторі параметрів до першої;  

– outbreeding – пари формуються з особин, які 
максимально геометрично віддалені одна від одної у 
просторі параметрів.  

Для розв’язання представленої задачі пропону-
ється використовувати стратегію panmixia, бо вона 
дає змогу отримати кількість батьківських пар до 

( )[ ]!22/! −⋅ pp , що дає змогу отримати популяцію 

нащадків, яка перевершує батьківську у рази. Також 
пропонується обирати батьківські пари за допомогою 
ЛП-τ послідовностей, що значно підвищує рівень 
розподіленості, а також зручно реалізовується при ге-
нерації програмного коду.  

Розглянемо на прикладі наведеного на рис. 3 ге-
на широко вживані оператори схрещування та мута-
цій, які можна використати при розв’язанні вказаної 
задачі.  

Як вже було сказано, особина (пробна точка) має 
гени, які є дійсними значеннями. У такому випадку 
застосовують дискретне одноточкове і багаточкове 
схрещування, а також однорідне дискретне та промі-
жне схрещування. При одноточковому схрещенні 
обирається будь-яким способом точка схрещування, і 
після неї проводиться обмін фрагментами хромосом 
двох батьків (Б1 та Б2) з формуванням двох нащадків 
(Н1 та Н2), як показано на рис. 4.  

 

 
 

 Рисунок 4 – Ілюстрація одноточкового схрещування  
 
При багатоточковому схрещування обирають 

дві та більше точок, потім батьки обмінюються відпо-
відними фрагментами, як показано на рис. 5. 

 

 
 

 Рисунок 5 – Ілюстрація багатоточкового схрещування  
 

При однорідному дискретному схрещуванні ген 
нащадка створюється шляхом копіювання відповід-
ного гена від першого або другого з батьків. Для цьо-
го будь-яким способом, зазвичай випадковим, генеру-
ється маска нащадка, довжина якої відповідає довжи-
ні хромосоми батьків. Наповнення маски складається 
з цифр 1 та 2, які відповідають номеру одного з двох 
батьків, ген яких входить до геному нащадка, як по-
казано на рис. 6. 

 

 
 

Рисунок 6 – Ілюстрація однорідного дискретного 
 схрещування  

 
При проміжному схрещуванні значення гену 

нащадка визначається за залежністю 
/ min( , )А АB В Аα= + ⋅ − , де /А  – значення ге-

ну нащадка відповідно до значень генів батьків 
( ВА, ), а [ ]1,0∈α  – випадковий множник. Таким чи-

ном, хромосома одного або двох нащадків формуєть-
ся за окремими компонентами генома, як показано на 
рис. 7. 

 

 
 

Рисунок 7 – Ілюстрація проміжного схрещування  
 
Зважаючи на специфіку описаних операторів 

схрещування, можна рекомендувати як достатній ме-
тод багатоточкового схрещування з можливістю при-
мусового обрання точок схрещування. В залежності 
від обмежень на змінні проектування це дасть змогу 
проектувальнику керовано оперувати ділянками хро-
мосоми, при необхідності залишаючи їх цілими або 
розривати їх у певних місцях. Але для збільшення кі-
лькості нащадків у деяких випадках можливо викори-
стати і інші надані оператори схрещування. 

Розглянемо далі більш вживані оператори му-
тацій. Зазвичай мутацію використовують для того, 
щоб відвести процес пошуку від локальних сплесків 
цільової функції. Також мутація дає можливість збі-
льшити кількість популяції. Для задачі, що розгляда-
ється, пропонується використати наступні оператори. 



ISSN 2079-0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 7 (1332) 2019 27 

Широко вживають оператор «інверсію», принцип 
якого показано на рис. 8. Але, на відміну від класич-
ного підходу, де точки розриву обираються випадко-
во, пропонуємо використовувати варіант оперування 
лише у межах певних ділянок, щоб не сплутати смис-
лове наповнення локусів хромосоми.   

 

 
 

Рисунок 8 – Ілюстрація мутації інверсії  
 
Інший варіант мутації – крокова. У даному ви-

падку значення випадкового гену випадково зміню-
ється (зменшується або збільшується) на деяке зна-
чення – крок( ∆ ), яке може бути як постійним, так і 
змінним, що залежить від порядкового номеру поко-

ління ∆±= АА/ . 
Використання зазначених операторів мутацій 

дає змогу значно збільшити та урізноманітнити як 
початкову, так і проміжні популяції. 

Зважаючи на особливості задачі раціонального 
проектування зубчастих циліндричних редукторів та 
коробок передач, а також на рекомендовані для реалі-
зації її розв’язання оператори ГА, розглянемо можли-
ві варіанти модифікацій послідовностей ГА.  

Першим пропонуємо модифікацію алгоритму, 
що дає змогу ліквідувати недолік обмеження на мак-
симально можливу кількість пробних точок у ЛПτ-
пошуку [2, 4], схему алгоритму надано на рис. 9.  

 

 
 

Рисунок 9 – Етапи модифікованого ГА 
 

Використовуючи представлений алгоритм, мож-
ливо значно збільшити кількість життєздатних осо-
бин, тобто пробних точок, що задовольняють число-

вим та функціональним обмеженням задачі. Початко-
ва популяція обирається за ЛПτ-послідовністю у ме-
жах числових обмежень на параметри проектування, 
що обумовлені постановкою задачі. Потім початкова 
популяція проходить селекцію, тобто перевірку фун-
кціональних умов задачі. Особини, що пройшли пе-
ревірку, утворюють життєздатне покоління, яке залу-
чається до схрещення за стратегією panmixia для 
утворення нащадків. Батьки не відкидаються і разом з 
нащадками формують групу, що знов проходить се-
лекцію. Таким чином, проходячи певне число циклів, 
популяція життєздатних особин поступово розширю-
ється. Кількість циклів «селекція-схрещування» ви-
значається проектувальником окремо для кожної за-
дачі експериментально або може бути динамічною 
величиною та обмежуватися, наприклад, у випадку 
припинення збільшення популяції. Після виходу з 
циклу сформована результуюча популяція проходить 
аналіз – обчислення значення цільової функції для 
кожної особини (пробної точки) та сортування за цим 
показником. На виході маємо одну чи декілька пере-
дових точок, що визначають розв’язання задачі. 

Наступним пропонуємо алгоритм, який направ-
лений насамперед на відбір більш якісних пробних 
точок та створення відповідної популяції, що прита-
манно генетично-еволюційним алгоритмам (ГЕА). 
Схему модифікації ГЕА надано на рис. 10. 

 

 
 

Рисунок 10 – Етапи модифікованого ГЕА 
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Як і у попередньому випадку, початкова попу-
ляція обирається за ЛПτ-послідовністю. Потім почат-
кова популяція проходить мутацію для збільшення та 
урізноманітнення. Батьки не відкидаються на всіх 
етапах та складають популяцію на рівні з нащадками. 
Наступним етапом є селекція за функціональними 
умовами. Відібрані особини піддаються аналізу та со-
ртуванню за значенням цільової функції. Отримана 
впорядкована популяція проходить етап певної селе-
кції – відсів певного відсотка «слабих» генів, що про-
грають за «якістю» – значенням цільової функції. 
Відсоток відсіву може бути однаковим на кожному 
кроці, а може і змінюватися, наприклад, бути функці-
єю номеру кроку. Особини, що пройшли відсів, утво-
рюють життєздатне покоління, яке залучається до 
схрещення за стратегією panmixia для утворення на-
щадків та подальшої їх мутації. Таким чином, прохо-
дячи певне число циклів, популяція життєздатних 
якісних особин поступово поповнюється. На виході з 
циклу отримуємо результуючу популяцію, яка прохо-
дить аналіз за значенням цільової функції та сорту-
вання. На виході маємо одну чи декілька передових 
точок, що визначають розв’язання задачі. 

 

 Висновки:  
1. Розглянута актуальність поставленої задачі та 

доведено необхідність аналізу можливості викорис-
тання та адаптації генетичних алгоритмів для раціо-
нального проектування зубчастих циліндричних ре-
дукторів та коробок передач. 

2. Розглянуто основні теоретичні викладки ме-
тоду ЛПτ-пошуку, які дають змогу оцінити можливо-
сті цього методу та проаналізувати перспективи його 
розширення, використовуючи ідеологію ГА. 

3. Розглянуто основні теоретичні викладки, що 
стосуються ГА. Надано основні відмінності ГА від 
класичних методів оптимізації. Описано алгоритміч-
ну схему класичного ГА. Приведено аналіз основних 
генетичних операторів обрання батьків, схрещування 
та мутацій. Це дало змогу критично оцінити генетич-
ні оператори за їх продуктивністю та зручністю вико-
ристання і визначитися з їх вибором для подальшої 
роботи.  

4. Розглянуто можливі варіанти модифікацій по-
слідовностей ГА, зважаючи на особливості задачі ра-
ціонального проектування зубчастих циліндричних 
редукторів та коробок передач. Перший наданий ал-
горитм дає змогу значно збільшити кількість життє-
здатних особин, тобто пробних точок, що задоволь-
няють числовим та функціональним обмеженням за-
дачі, тим самим нівелювати недолік обмеження на 
максимально можливу кількість пробних точок у 
ЛПτ-пошуку. Наступним пропонується алгоритм, 
який направлений насамперед на відбір більш якісних 
пробних точок та створення відповідної популяції, що 
притаманно генетично-еволюційним алгоритмам 
(ГЕА). Він базується на операторі – відсіві менш якіс-
них точок, а також обов’язковому використанні опе-
ратора мутації. Таким чином створено теоретичну ба-
зу для апробації запропонованих модифікацій алго-
ритмів ГА, що буде відображено у наступних працях. 
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Я.М. БАРАНІКОВ  
 
СТВОРЕННЯ ІНСТРУМЕНТУ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ АНАЛІЗУ ПРОЦЕСІВ І СТАНІВ,  
А ТАКОЖ СИНТЕЗУ ПРОЕКТНИХ РІШЕНЬ І ПАРАМЕТРІВ БРОНЕКОРПУСІВ  
ЛЕГКОБРОНЬОВАНИХ МАШИН 

 
У роботі виконується розробка методологічних основ проведення комп’ютерних розрахунків при проектуванні систем протимінного захисту. На 
сьогодні найбільш широко для проведення проектних досліджень використовуються програмні комплекси, що реалізують метод скінченних 
елементів. Виконується дослідження напружено-деформованого стану днища корпусу під дією ударно-хвильового навантаження від мінного 
підриву з варіацією вхідних параметрів, таких як вид днища. Розробляється спеціалізований програмно-модельний комплекс, за допомогою 
якого автоматизується моделювання вибуху заряду, що містить вибухівку. Створена програма є автономною, орієнтованою на предметну об-
ласть і використовує ANSYS і LS-DYNA.  

Ключові слова: вибух, комп’ютерні розрахунки, протимінний захист, метод скінченних елементів, ударно-хвильове навантаження, спеці-
алізований програмно-модельний комплекс, ANSYS, LS-DYNA 
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Я.Н. БАРАНИКОВ  
СОЗДАНИЕ ИНСТРУМЕНТА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ АНАЛИЗА ПРОЦЕССОВ И СОСТОЯНИЙ, 
А ТАКЖЕ СИНТЕЗА ПРОЕКТНЫХ РЕШЕНИЙ И ПАРАМЕТРОВ БРОНЕКОРПУСОВ  
ЛЕГКОБРОНИРОВАННЫХ МАШИН 

В работе выполняется разработка методологических основ проведения компьютерных расчетов при проектировании систем противоминной 
защиты. На сегодня наиболее широко для проведения проектных исследований используются программные комплексы, реализующие метод 
конечных элементов. Выполняется исследование напряженно-деформированного состояния днища корпуса под действием ударно-волновой 
нагрузки от минного подрыва с вариацией входных параметров, таких как вид днища. Разрабатывается специализированный программно-
модельный комплекс, с помощью которого автоматизируется моделирование взрыва заряда, содержащего взрывчатку. Созданная программа 
является автономной, ориентированной на предметную область и использует ANSYS и LS-DYNA. 

Ключевые слова: взрыв, компьютерные расчеты, противоминная защита, метод конечных элементов, ударно-волновые нагрузки, 
специализированный программно-модельный комплекс, ANSYS, LS-DYNA. 
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CREATION OF THE TOOL FOR PROBLEMS SOLVING OF PROCES SES AND STATES ANALYSIS  
AND ALSO SYNTHESIS OF DESIGN SOLUTIONS AND PARAMETE RS OF ARMORED HULLS  
OF LIGHTLY ARMORED VEHICLES  

The flexible and effective tool for problems solving of processes and states analysis, as well as the synthesis of design solutions and parameters of armored 
corps of lightly engineered machines is created in this work. The methodological foundations of computer calculations in design of mine protection systems 
is developing. At present, the most widely used for carrying out project studies are software packages that implement the finite element method. Studies of 
the stress-strain state of the bottom of the hull under the action of shock-wave load from a mine explosion with a variation of input parameters, such as the 
type of the bottom, are performed. A specialized software-model complex is being developed, with the help of which the simulation of the explosion of a 
charge containing explosives is automated. The created program is autonomous, domain-oriented, and uses ANSYS and LS-DYNA.  

Keywords: explosion, computer calculations, antimine protection, finite element method, shock-wave loads, specialized program-model complex, 
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Вступ. По всьому світу час від часу виникають 

збройні конфлікти. Таким чином, населення змушене 
жити в умовах військових протистоянь. У ці періоди, а 
також у часи нестабільності після закінчення проти-
стояння вкрай важливо, щоб гуманітарні поставки 
продовольства, медикаментів, а також перевезення 
людей були забезпечені необхідним захистом [1‒3].  

Згідно до статистики з бойових дій, міни різної 
потужності є одним з найбільш розповсюджених засо-
бів ураження військової техніки під час збройних кон-
фліктів. Під час вибуху пошкоджується не тільки тех-
ніка, але й уражається особовий склад, що розміщений 
у корпусі машин. Великою проблемою є не тільки 
можливість ураження підвищеним тиском від ударної 
хвилі, але й те, що навіть при збереженні цілісності 
бронекорпусу за рахунок великих пластичних дефор-
мацій елементів бронекорпусу та великих швидкостей 
та прискорень самого корпусу особовий склад може 
постраждати. Цього можна уникнути через створення 

системи елементів, що мають підвищені властивості до 
поглинання енергії вибуху, згладжування піків швид-
костей та прискорень, для зменшення можливості ура-
ження особового складу. На розробку нових техноло-
гій і конструктивних методів комплексного захисту 
щорічно виділяються величезні кошти. Підвищена 
увага приділяється розрахунковому проектуванню із 
застосуванням програмних продуктів, що дозволяють 
отримати попередні результати на будь-якій стадії 
проектування. 

Незважаючи на широкий інтерес до даної про-
блематики, на сьогоднішній момент завдання, які по-
стають перед розробниками техніки такого типу, вирі-
шені далеко не у повній мірі. Це визначає актуальність 
даної роботи. У цій роботі розглянуті особливості 
конструкції, загальні тенденції і концепції системи 

© А.Ю. Васильєв, С.В. Куценко, М.О. Бондаренко,  
    В.В. Шеманська, Т.О. Васильєва, Я.М. Бараніков, 2019 
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протимінного захисту. Основним науковим завданням 
представленої роботи є розробка методологічних основ 
проведення комп’ютерних розрахунків при проекту-
ванні систем протимінного захисту із залученням пе-
редових наукових розробок, програмних комплексів.  
Комп’ютерна реалізація роботи здійснена із застосу-
ванням ліцензійного програмного забезпечення – паке-
тів SolidWorks, ANSYS та LS-DYNA. Для розв’язання 
поставленої складної задачі залучені наукові розробки 
вчених Національного технічного університету «Хар-
ківський політехнічний інститут». 

 

Аналіз стану питання. Головною науково-
дослідною установою Міністерства оборони України 
у сфері розвитку озброєння та військової техніки є 
Центральний науково-дослідний інститут озброєння 
та військової техніки Збройних Сил України. Серед 
інших напрямків досліджень, багато вчених працюють 
над питаннями нових технологій і конструктивних 
методів комплексного захисту, у тому числі ‒ забезпе-
чення протимінної стійкості [4‒9]. Зокрема, у роботах 
Чепкова І.Б., Бісика С.П., Васьківського М.І., Чернозу-
бенка О.В., Давидовського Л.С. велика увага приділя-
ється оцінці протимінної стійкості та дослідженню 
підриву мін, у тому числі ‒ дослідженню впливу чин-
ників ураження підриву мінно-вибухових пристроїв на 
організм людини. Перераховані дослідження викону-
ються із залученням математичного моделювання. 
Розрахункове проектування бойових машин, у тому 
числі питання забезпечення протимінної стійкості, є 
також напрямком досліджень Ткачука М.А., Васильє-
ва А.Ю., Баранікова Я.М. [10‒14]. Зокрема, ці вчені 
займаються розробкою методологічних основ прове-
дення чисельних досліджень у сучасних програмних 
комплексах. Бараніковим Я.М. та Ткачуком М.А. роз-
роблено інтегрований модуль для розрахунку процесів 
вибуху у середовищі ANSYS. Над питаннями розробки 
саме захисних систем від мінного підриву, а також їх 
адаптації до транспортних засобів гуманітарного при-
значення працює Мазур І.В [15]. Якщо для потреб 
армії і поліцейських підрозділів спеціально спроекто-
вані і застосовуються різного типу броньовані автомо-
білі і гусенична техніка, то для гуманітарних миротво-
рчих цілей доводиться застосовувати або транспорт 
цивільного призначення, або армійський, або деміліта-
ризований, або кустарно виготовлені бронеавтомобілі і 
зарезервовану техніку. Останнім часом у багатьох 
країнах світу розробляються транспортні засоби, на 
яких уже встановлений або може бути встановлений 
додатковий захист від мінного підриву, від ураження 
стрілецькою зброєю і гранатометами. Як правило, цей 
транспорт розроблений для армії і виходячи з її вимог. 
Проте досвід створення захисту армійської техніки 
можна застосувати і при розробці транспорту для до-
ставки гуманітарних вантажів та безпечного транспор-
тування людей [15]. Як методологічні основи залучені 
також роботи [16‒27]. 

 

Постановка задачі. У даній роботі пропонується 
розглянути різні види і способи протимінного захисту і 
виробити загальні вимоги та підходи до побудови про-
тимінного захисту, інтегрованого в загальну систему 

комплексного захисту бойових машин. Кінцевою ме-
тою є розробка принципової схеми комплексного захи-
сту бойових машин. На даний момент серед військових 
немає єдиної думки про доцільність застосування пев-
ного типу днища. У випадку V-подібного днища опти-
мальний кут нахилу броньових листів підбирається 
таким, що дає можливість підвищити захист людей, які 
сидять у бойовій машині, від бічного обстрілу із стрі-
лецької зброї [28]. Натомість пласке днище мінімізує 
деформації у результаті вибуху міни, збільшуючи жор-
сткість корпусу машини. Саме така конструкція плас-
кого днища розглянута у цій роботі.  

Для наочності і спрощення розрахункової моделі 
приймемо кілька припущень: 

- для розрахунків візьмемо тільки 1/4 частину ко-
рпусу, вирізану симетрично щодо двох вертикальних 
площин; 

- корпус знаходиться паралельно площині відо-
браження.  

Розрахункову модель схематично представлено 
на рис. 1. Вона складається з таких шарів: ґрунт, вибу-
хівка, повітря, днище корпусу. 

 

 
 

 Рисунок 1– Розрахункова модель 
 

 У ході досліджень пропонується розглянути такі 
варіанти виконання конструкції днища:  

1) основна броня без додаткових елементів 

(рис. 2, а); 
2) основна броня з фальшдном та ребрами 

жорсткості (рис. 2, б); 
3) основна броня з фальшдном та ребрами 

жорсткості. Фальшдно виконано з отворами (рис. 2, в). 
 

   
а б в 

Рисунок 2 – Конструктивні рішення для днища корпусу 
 
Передбачається, що ребра жорсткості та фальшд-

но при деформуванні повинно гасити енергію удару, 
причому третій варіант є проміжним між двома пер-
шими. 

 

 Математична модель пружно-пластичного 
деформування і руйнування бронекорпусів при 
мінному підриві. Одним з актуальних науково-
практичних завдань при проектуванні і виробництві 
бойових легкоброньованих машин (ЛБМ) є обґрунту-
вання таких конструктивних і технологічних рішень, 
які б найбільшою мірою забезпечували захищеність їх 
бронекорпусів від впливу уражаючих факторів [4, 6]. 
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Серед цієї множини факторів виділяється, зокрема, 
мінний підрив. Він здійснює розподілений по певній 
поверхні вплив на днище бронекорпусу. Для опису 
реакції корпусів на такий вплив потрібне істотне вдос-
коналення математичних моделей даного процесу, для 
чого були залучені моделі поширення газодинамічного 
потоку від ударної хвилі вибуху міни та пружно-
пластичного деформування елементів корпусу. 

При аналізі швидкоплинних процесів поведінка 
конструкційних матеріалів стає залежною від швидко-
сті деформування. Для адекватного опису процесів 
деформування бронекорпусів у зоні великих і зростаю-
чих пластичних деформацій необхідне застосування 
теорії інкрементального типу [29], що зв'язує швидко-
сті (збільшення) деформацій і напружень при активно-
му навантаженні співвідношеннями 

 

 .3,2,1,;
2

21 =ε
ε∂
Φ∂+σ

σ∂
Φ∂++δσν−=ε jidd

G

ds
d

E
d ij

ij
ij

ij

ij
ijij &

&
 (1) 

 

Тут iiσ=σ 3
1  – шарова (гідростатична) частина тензо-

ра напружень; σδ−σ= ijijijs  – девіаторна його частина 

відповідно; ν,,GE  – модулі пружності І та ІІ роду і 

коефіцієнт Пуассона відповідно; ijδ  – символ Кроне-

кера, а 0),( =εσΦ ijij &  – поверхня текучости.  

Враховуючи наявність у конструкції великих де-
формацій, справедливий нелінійний зв'язок компонен-
тів тензора деформацій і вектора переміщень [29] – 
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Умови рівноваги у диференціальному вигляді 
 

utrf ijij &&ρ=+σ ),(, ,                             (3) 

де ρ  – щільність матеріалу. 

Співвідношення (2), (3), переписані у прирощен-
нях або швидкостях, утворюють початково-крайову 
задачу. Ця система замикається співвідношеннями (1), 
а також відповідними початковими і крайовими умо-
вами: 

 )()0,();()0,( 00 rrrr uuuu && == ;           (4) 
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 Тут r  – радіус-вектор точок бронекорпуса, а t  – час. 
У даному випадку у (5) присутнє рухоме наван-

таження ),( trp , що описує дію ударної хвилі, яка 

рухається зі швидкістю v  в обраній системі коорди-
нат. При обтіканні бронекорпусів машин виникає не-
стаціонарний нерівномірний розподіл надлишкового 
тиску, визначення і опис якого докладно описано у 
роботах [31‒333]. Таким чином, до ускладненої моделі 
поведінки матеріалу додається також і рухоме нестаці-
онарне навантаження. У результаті отримана система 
диференціальних рівнянь, початково-крайових умов і 
навантажень, і на цьому можна вважати завершеним 
етап формування математичної моделі у загальному 
вигляді. 

При цьому модель газодинамічного обтікання яв-
ляє собою систему рівнянь Нав'є-Стокса у нестаціона-
рній постановці. Вони відображають закони збережен-
ня маси, імпульсу та енергії [354‒3838]:  
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Тут t – час, u – швидкість текучого середовища, ρ – її 
щільність, р – тиск у ній, сгенерованій вибуховою ре-
човиною, яка міститься в міні, Si – зовнішні масові 
сили, Е – повна енергія одиничної маси середовища, 

ikτ  – тензор в'язких зсувних напружень, а qi – дифуз-

ний тепловий потік.  
Представлена система рівнянь описує процес га-

зодинамічного обтікання перешкоди (у даному випад-
ку ‒ днища бронекорпуса) для загального випадку. З 
огляду на певні особливості можна для кожного за-
вдання визначити додаткові умови обтікання. 

Розв’язання представленої системи рівнянь дає 
вихідні дані для обчислення розподілу надлишкового 
тиску на днище бронекорпуса. Таким чином, отримує-
мо набір таких узагальнених і традиційних параметрів 
як форма бронекорпуса, його габарити і розміри бро-
непанелі, властивості і маса вибухової речовини, гли-
бина закладки міни і властивості грунту. 

Отримане рухливе ударно-хвильове навантажен-
ня прикладається до бронекорпусу, викликаючи в ньо-
му пружно-пластичні деформації і руйнування. Для 
аналізу процесів руйнування використовується велика 
кількість різних методів і підходів. При цьому запису-
ється повна система рівнянь [39‒41]: рівняння стану; 
модель для опису залежності межі текучості від досяг-
нутого рівня пластичних деформації, швидкості плас-
тичних деформацій, щільності матеріалу і температу-
ри; модель формування руйнувань в структурі матеріа-
лу; модель, що враховує вплив руйнувань на межу 
текучості і модуль зсуву. Ця система рівнянь в прин-
ципі аналогічна системі рівнянь для пружно-
пластичного деформування, однак, оскільки швидкість 
процесів у цьому випадку набагато вище, а основним 
фізичним процесом є порушення суцільності матеріа-
лу, сама структура співвідношень набагато складніше, 
причому додається новий вид нелінійності ‒ структур-
на [31‒333]. 

 

Підготовка та проведення чисельних дослі-
джень. Геометрична модель для проведення розрахун-
ків була побудована у програмному комплексі 
SolidWorks [42, 43] і складається із твердих (ґрунт, 
вибухівка) та поверхневих тіл (днище корпусу).  

Безпосередньо чисельні дослідження проводили-
ся у пакеті скінченно-елементного аналізу ANSYS [44], 
у модулі для моделювання швидкоплинних процесів 
Explicit Dynamics. Для елементів розрахункової моделі 
із бібліотеки ANSYS задані характеристики матеріалу: 
сталь марки 4340 ‒ для днища корпусу, пісок – для 
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моделювання ґрунту, тринітротолуол – як вибухова 
речовина. На рис. 3 наведено задані параметри товщин 
для трьох конструктивних рішень виконання днища 
корпусу, які досліджуються. Товщини панелей підби-
ралися таким чином, щоб у результаті маса конструкції 
була однаковою для усіх розглянутих варіантів. Задані 
крайові умови: 

1) властивість симетрії, адже, як зазначалося, 
розраховується ¼ конструкції, рис. 4. 

2) фіксований край пластини основного броню-
вання, рис. 5. 

Для досліджуваного об’єкта була побудована упо-
рядкована сітка, що включає 40,8 тис. вузлів, 37,7 тис. 
елементів, рис. 6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3 – Розподіли товщин для розглянутих конструктивних рішень днища корпусу 
 

 

 

 
 

 
Рисунок 6 – Скінченно-елементна сітка 

Рисунок 4 – Задані умови симетрії Рисунок 5 – Закріплення моделі 

 
Для ударної хвилі та бронелистів задано тип кон-

такту – Лагранжеве зв’язування, що працює між вуз-
лами сіток. Навантаження моделюється шляхом нала-
штування елементу для імітації підриву, доступного у 
модулі Explicit Dynamics. 

 

Аналіз результатів. Для оцінки протимінної стій-
кості аналізувалися напруження, переміщення та при-
скорення в елементах днища для трьох варіантів конс-
трукції (рис. 7‒16). Порівнюючи тиск ударної хвилі, що 
діє на бронелист при різних конструкціях днища, бачи-
мо, що він є найвищім для варіанту №1 (див. рис. 7).  

Отримані результати підтверджують ефективність 
запропонованих рішень для підвищення протимінної 
стійкості. Дещо інша тенденція спостерігається віднос-
но напружень, переміщень та прискорень, рис. 8, 9. У 
даному випадку найнижчі показники спостерігаються у 
1-шому варіанті виконання днища корпусу – основна 
броня без додаткових елементів. Також можна 
відмітити більш хвилястий характер залежностей 
оцінюваних характеристик від часу для варіанту днища 
№ 3. На рис. 10–15 наведені розподіли напружень та 
переміщень у 3-х варіантах конструкції. 

Таким чином, можна заключити, що запропоно-
вані варіанти конструкції днища дійсно підвищують 
протимінну стійкість, гасячи енергію удару, але треба 
приділити більшу увагу підбору раціональних параме-
трів додаткових елементів. У даному випадку 

помилковим було зменшувати товщину основного 
бронелиста аж удвічі. Тому видається доцільним 
створення спеціалізованого програмно-модельного 
комплексу для проведення багатоваріантних 
досліджень, який дає змогу варіювати як конструктивні 
параметри днища, так і вихідні умови. 

  
Створення програмно-модельного комплексу. 

У розвиток запропонованої математичної моделі ство-
рено спеціалізований програмно-модельний комплекс, 
за допомогою якого моделюється вибух заряду, що 
містить вибухівку. Створена програма є автономною, 
орієнтовано на предметну область, і використовує 
ANSYS і LS-DYNA як «чорна» скринька. У його скла-

ді – модуль, який запускається автономно. У ньому 
необхідно лише ввести вихідні дані про проектований 
захист і вибрати тип вибухівки. Все інше модуль вико-
нує самостійно, без втручання інженера, тобто формує 
моделі, проводить розрахунок і створює файл звіту 

(рис. 17–24). Програмний комплекс створений і проте-
стований на основі відкритих даних Internet-бібліотеки 
http://stinet.dtic.mil/.  

Параметри, доступні для варіювання у створено-
му програмному модулі (рис. 17): 1) розміри досліджу-
ваного зразка; 2) висота від ґрунту до основної броні; 
3) величина заглиблення вибухівки у ґрунт; 4) маса 
вибухівки у тротиловому еквіваленті; 5) варіант конс-
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труктивного рішення та параметри товщин.  
У процесі розрахунку модуль виконує наступні 

дії: викликає ANSYS для підготовки моделі; формує 
непередбачувані в ANSYS моделі вибухівки та методи 
розв’язання, а також файл вихідних даних у форматі, 
що сприймається LS-DYNA; передає модель на розра-
хунок в LS-DYNA; викликає ANSYS для обробки 

результатів; формує і виводить на екран звіт з ілюстра-
ціями напружень, деформацій і швидкостей, реакціями 
на захист, а також зберігає в окремий каталог звіт і 
анімовані картини реакції системи на вибуховий вплив. 
Робота модуля повністю автоматизована і не вимагає 
втручання в процесі розрахунку. 

 

 
Рисунок 8 – Максимальні еквівалентні напруження за Мізесом 

 

 
Рисунок 7 – Тиск від ударної хвилі, що діє на бронелист 

 
 

 
 

 Рисунок 9 – Максимальні переміщення у бронелисті 
 

 
Рисунок 10 – Максимальні прискорення у бронелисті 

 

            
Рисунок 11 – Розподіл переміщень у конструкції днища № 1 з плином часу, м 

 

          
 Рисунок 12 – Розподіл переміщень у конструкції днища №3 з плином часу, м 
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Рисунок 13 – Розподіл 
напружень у конструкції 
днища № 1 з плином часу, 

Па 

Рисунок 14 – Розподіл  
переміщень у конструкції  
днища № 2 з плином часу, м 

Рисунок 15 – Розподіл  
напружень у конструкції дни-
ща № 2 з плином часу, Па 

Рисунок 16 – Розподіл 
напружень у конструкції 
днища №3 з плином часу, 

Па 
 

 

 
Рисунок 17 – Варійовані параметри 

 

 
Рисунок 19 – Схема розташування вибухів-
ки по відношенню до захисту (перетин) 

 

 
 

Рисунок 18 – Інтерфейс визначення вихідних даних програми 

 
При роботі вирішувача LS-DYNA на екрані моні-

тора (рис. 19-24) демонструється поточний час проце-
су, розвиток ходу рішення, крок за часом і реакції на 

захист. Програма працює автономно, але може бути 
легко вбудована в меню ANSYS. Вона має такі можли-
вості комплексного моделювання: розрахувати удар від 
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різних типів вибухівки; варіювати кількість шарів за-
хисту, матеріал кожного шару; кількість шарів в пере-
хресно армованому композиті, величину заглиблення 
вибухівки в землю, відстань від першого аркуша захис-
ту до вибухівки, масу вибухівки та властивості стали 
(тобто можна імітувати будь-який ізотропний матеріал 
з нелінійними властивостями); допускає можливість 
склейки шарів захисту. На рис. 20–23 наведені прикла-
ди розрахунку підриву міни вагою 10 кг З-4 під компо-
зитної бронею, що складається з пеноалюмінія, обли-
цьованого скловолокном типу S-glass. Створений роз-
рахунковий модуль дає можливість проводити при 
необхідності модифікацію. Можливі шляхи його пода-
льшого розвитку: урахування дії осколків на бронеза-
хист, завдання довільного закону дії тиску від вибухів-
ки (власні властивості матеріалу); розширення кількос-
ті шарів захисту; урахування довільної геометрії листів 
захисту і стандартних елементів армування (кутки, 
швелери, ребра).  

Таким чином, можна зробити висновок, що у спе-
ціалізованому програмно-модельному комплексі, який 
постійно вдосконалюється, для аналізу реакції бронеко-

рпусів на дію ударної хвилі введені додаткові, порівняно 
з відомими, модулі та враховані додаткові чинники.  

Із застосуванням запропонованих в роботі вдос-
коналених моделей та спеціалізованого програмно-
модельного комплекса може бути проведено поглиб-
лений аналіз реакції бронекорпусів на дію ударної 
хвилі від мінного підриву та розроблені на цій базі 
обґрунтовані проектні рекомендації для підвищення 
захищеності ЛБМ.  

 

Висновки. У роботі запропонована загальна стру-
ктура математичної моделі, а також варіант реалізації 
спеціалізованого програмно-модельного комплексу для 
оцінки та забезпечення захищеності, міцності і жорст-
кості бронекорпусів легкоброньованих машин при дії 
мінного підриву. При цьому реалізований підхід до 
розв’язання задач синтезу проектних рішень і парамет-
рів бронекорпусів легкоброньованих машин і дослі-
дження фізико-механічних процесів і станів при їх 
бойовому використанні на основі результатів комп'ю-
терного моделювання.  

 

 
Рисунок 21 – Процес моніторингу розв’язання задачі 

 

 

 
 

Рисунок 20 – Розподіл швидкості продуктів  
детонації, ґрунту і деформація композитної і пено-

металічної броні 
 

 

 

Рисунок 22 – Схема розташування вибухівки по 
відношенню до захисту і деформація броні під час 

вибуху (перетин) 

 
Рисунок 23 – Реакції, напруження і деформації на листах бронезахисту  

під час вибуху 
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Отримані результати дають підставу для наступних 

висновків. 
1. Комп'ютерна реалізація здійснена не шляхом зву-

ження або спрощення вихідних фізичних і математичних 
моделей, процесів і станів, а навпаки, шляхом повнофун-
кціонального їх втілення у вигляді спеціалізованого про-
грамно-модельного комплексу. 

2. Створювані спеціалізовані програмно-модельні 
комплекси мають властивості варіювання основних па-
раметрів бронекорпусів, а також характеристик чинників 
ураження.  

3. Принциповими перевагами запропонованого у 
роботі спеціалізованого програмно-модельного комплек-
су для дослідження процесів і станів бронекорпусів є 
поєднання потужних можливостей універсальних про-
грамних комплексів і врахування специфіки того чи ін-
шого класу досліджуваних об'єктів за допомогою спеціа-
лізованих модулів.  

Таким чином, створено гнучкий і ефективний ін-
струмент розв’язання задач аналізу процесів і станів, а 
також синтезу проектних рішень і параметрів бронекор-
пусів легкоброньованих машин. 
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4. Chepkov I. B.,  M. I. Vasʹkivśkyy, S. P. Bisyk, S. I. Sheremetov, V. H. 
Korbach Doslidzhennya pidryvu min u kanali stvola 120-mm minometa. 
Ozbroyennya ta viysʹkova tekhnika.  2017,  no 2,  pp. 23‒28. 

5. Bisyk S. P. Pidkhid do otsinky protyminnoyi stiykosti korpusiv 
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Д. Р. ВАСИЛЬЧЕНКО, І. П. ГРЕЧКА, А. В. ГРАБОВСЬКИЙ  
 
ЧИСЕЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ АМПЛІТУД КОЛИВАНЬ НЕВРІВНОВАЖНОГО РОТОРА  

 
У статті наведено результати проведення дослідження коливальних характеристик спроектованої роторної системи, а саме побудовано амплітудно-
частотні характеристики на різних діапазонах частот та при різних неврівноважених масах. Висвітлюються основні етапи  проведення динамічного 
аналізу в ANSYS на прикладі гармонійного аналізу. Визначено критичні частоти для неврівноваженого ротора, при яких спостерігається резонанс. 
Проаналізовані значення амплітуд переміщень при критичних частотах та на робочій частоті при різних величинах дисбалансу. Побудований графік 
залежності амплітуди від величини дисбалансу на робочій частоті обертання насоса. Отримані значення порівняні з максимальною допустимою 
величиною зазору між роторною та статорною частинами насоса та з урахуванням цього визначені допустимі значення величин дисбалансу для 
спроектованого насоса. На основі дослідження розроблені практичні рекомендації щодо динамічного балансування насоса при визначеній допусти-
мій величині дисбалансу.  

Ключові слова: консольний насос, коливання ротора, критичні частоти, дисбаланс, балансування ротора, амплітудно-частотні характеристики, 
динамічний аналіз, гармонійний аналіз 

 
Д. Г. ВАСИЛЬЧЕНКО, И. П. ГРЕЧКА, А.В. ГРАБОВСКИЙ 
 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ АМПЛИТУДЫ КОЛЕБАНИЙ НЕУРАВНОВЕШЕННОГО  
РОТОРА 
 

В статье приведены результаты проведения исследования колебательных характеристик спроектированной роторной системы, а именно по-
строено амплитудно-частотные характеристики на разных диапазонах частот и при различных неуравновешенных массах. Освещаются основ-
ные этапы проведения динамического анализа в ANSYS на примере гармонического анализа. Определены критические частоты для неуравно-
вешенного ротора, при которых наблюдается резонанс. Проанализированы значения амплитуд перемещений при критических частотах и на 
рабочей частоте при различных величинах дисбаланса. Построен график зависимости амплитуды от величины дисбаланса на рабочей частоте 
вращения насоса. Полученные значения сравнению с максимальной допустимой величине зазора между роторной и статорной частями насоса и 
с учетом этого определены допустимые значения величин дисбаланса для спроектированного насоса. На основе исследования разработаны 
практические рекомендации по динамической балансировки насоса при определенной допустимой величине дисбаланса. 

Ключевые слова: консольный насос, колебания ротора, критические частоты, дисбаланс, балансировка ротора, амплитудно-частотные 
характеристики, динамический анализ, гармонический анализ 

 
D. R. VASILCHENKO, І. P. GRECHKA, A. V. GRABOVSKIY 
NOMERICAL ANALYSIS OF UMBALANCED ROTOR  
 

The article presents the research results of the vibrational characteristics of the designed rotor system, namely, the amplitude-frequency characteristics 
are constructed in different frequency ranges and at various unbalanced masses. The main stages of conducting dynamic analysis in ANSYS are 
highlighted on the example of harmonic analysis. The critical frequencies for unbalanced rotor are determined at which resonance is observed. The 
values of the displacement amplitudes at critical frequencies and at the operating frequency under different imbalance values are observed. The plot of 
amplitude dependence is constructed on the imbalance magnitude at the pump operating frequency. The obtained values are compared with the 
maximum allowable gap between the rotor and stator pump parts, and with that in mind, the permissible values of the unbalance values for the 
designed pump are determined. On the basis of the research, practical recommendations for the pump dynamic balancing have been developed for a 
given permissible imbalance magnitude. 

Keywords: cantilever pump, rotor oscillation, critical frequencies, imbalance, rotor balancing, amplitude-frequency characteristics, dynamic analysis, 
harmonic analysis 
 
 

Постановка проблеми. На сьогодні при про-
ектуванні насосів [1–13] виникають проблеми, що 
суперечать одна одній: бажання підвищити продук-
тивність та спростити конструкцію. 

На вихідні характеристики насосів впливають 
різні чинники. Основними факторами, що визна-
чають надійну, довговічну роботу відцентрового 
насоса, є: конструктивна схема, забезпечення зов-
нішньої герметичності, розрахунок проточної час-
тини та інших елементів насоса, правильний підбір 
матеріалів основних деталей і якісне виготовлення, 
кваліфікований монтаж та експлуатація. 

При проектуванні або модернізації насоса 
значну увагу приділяють його проточній частині. 
Від якості проектування і виготовлення проточної 
частини багато в чому залежить економічність 
(ККД) відцентрового насоса.  

При проектуванні машин та механізмів із ура-
хуванням процесів, що з ними відбуваються, та їх 
фізичної природи часто використовують цілий ряд 

припущень. Такий вид моделювання процесів пов'яза-
ний з тим, що математичний апарат, що повинен дозво-
лити описати ці процеси, відсутній або настільки склад-
ний, що його застосування досить ускладнене громізд-
кими розрахунками, що потребують багато часу, та, як 
наслідок, унеможливлює проектування.  

З іншої сторони, моделювання шляхом спрощення 
з кожним таким припущенням дає немалу похибку на 
поточному етапі розрахунку. Таким чином, в результаті 
дослідження дуже важко судити про правдоподібність 
результатів зроблених при накопиченій похибці. 

Тому одним із важливих завдань для конструктора 
є знайти баланс між спрощеною та реальною моделлю 
процесів у машині, що проектується. Засобами, що 
дають можливість вирішити цю проблему, є, з однієї 
сторони, вже розроблена теорія певних фізичних проце-
сів (наприклад, теорія коливань), що дає їх математич-
ний опис, та, з іншої сторони, пакет комп’ютерних про-
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грам CAE для аналізу (ANSYS), що дає незамінну 
допомогу у виконанні громіздких розрахунків за 
певною математичною моделлю. 

Саме для того, щоб перевірити, чи здатна буде 
працювати спроектована на основі припущень ма-
шина за реальних умов, описаних складними мате-
матичними рівняннями та функціями, зашитими в 
основі CAE-системи, було запропоновано провести 
один із видів динамічного аналізу ротора – гармо-
нійний аналіз для визначення його поведінки при 
втраті стабільної роботи внаслідок дисбалансу. 

 

Аналіз конструкції. Об’єктом дослідження 
став вже спроектований та описаний у попередній 
статті [1] модернізований насос 2КО 32-150. Моде-
рнізація проходила на основі насоса-аналога 3КО 
32-150 шляхом зменшення числа ступенів. 

Насос консольного типу 3КО 32-150, який є 
відцентровим, горизонтальним, триступінчастим, з 
осьовим входом, ущільненнями сальникового типу, 
з підшипниками кочення, з приводом від електро-
двигуна. Насос 3КО 32-150 призначений для пере-
качування конденсату в пароводяних мережах 
теплових електростанцій, що працюють на органі-
чному паливі, а також для перекачування води в 
системах тепло- і водопостачання. 

 

Аналіз останніх досліджень. Джерелом ко-
ливань або вібрацій відцентрових насосів, що по-
роджують нестабільну роботу насоса, є неврівно-
важеність ротора (дисбаланс), відхилення валів 
насоса і привода від співвісного положення (розце-
нтрування) і гідродинамічні фактори, що діють у 
проточній частині, головним чином – у шпаринних 
ущільненнях [14]. 

Роторні машини перестають бути стабільними 
при чергуванні сил на підшипниках (динамічна 
реакція) і допоміжних структурах. Ці сили мають 
відцентровий характер, виникають в результаті обе-
ртання неврівноваженого ротора і викликають різ-
номанітні відхилення в залежності від швидкості 
обертання. Неврівноваженості (дисбаланс) ротора 
мають різну природу: неоднорідність матеріалу 
ротора, похибки виготовлення і складання, зношен-
ня вузлів, осідання на роторі забруднюючих части-
нок, зміна стану ротора під час роботи машини. 

Крім того, роторні машини, можуть втратити 
стабільність при обертанні разом із машиною тіл, 
що випадково потрапили в її камери, якщо їх маса 
перевищує допустиму, визначену при попередньо-
му балансуванні. 

Традиційним розрахунком динаміки ротора 
відцентрового насоса є розрахунок на критичні 
частоти обертання або «на критику», який передба-
чає визначення власних частот поперечних коли-
вань ротора. 

У [14] було проведено аналіз роторної динамі-
ки на визначення форм і власних частот обертання 
ротора, також визначено частоти, за яких наступає 
резонанс частот обертання та власних частот рото-
ра. На основі цього виникла ідея дослідити виник-
нення резонансу для системи, що піддається впливу 
розбалансування, наприклад, шляхом додавання в 

неї неврівноваженої маси.  
Цінним також буде вважатися дослідження амплі-

туд коливання ротора при робочій частоті обертання. 
Побудувавши графік залежності амплітуди коливань від 
маси неврівноваженої частинки та порівнявши значення 
амплітуд з мінімально можливими зазорами між ротор-
ною на статорною частиною насоса, також можна зро-
бити висновок про максимально дозволені за масою 
неврівноважені частинки та дати рекомендації щодо 
динамічного балансування ротора. 

Вважається [15], що нормальна робота насоса з то-
чки зору динаміки його ротора забезпечується послідо-
вним виконанням декількох умов: 

1. Розрахункове значення першої власної частоти 
ротора повинно бути вище частоти обертання із запасом 
більше 30% при номінальних і «зношених» зазорах. 

2. Добротність системи [14], що визначається від-
ношенням амплітуди «резонансних» коливань вала при 
співпадінні власних частот з частотами обертання до 
початкової амплітуди коливання ротора при нульовій 
частоті обертання, повинна лежати у проміжку  

.5,12,1
0

max −<=
a

a
A  

Добротність системи можна визначити за безроз-
мірною амплітудно-частотною характеристикою (АЧХ) 
(рис. 1). 

Якщо одночасно не виконується жодна з вище 
описаних умов, то насос буде працювати з високим 
рівнем вібрацій або взагалі виявиться непрацездатним. 

 

 
Рисунок 1 – Амплітудно-частотна характеристика  

ротора відцентрового насоса при низькому (1), середньому (2) 
і високому (3) демпфіруванні у шпарин них ущільненнях 

 
Існують рекомендації щодо максимально можли-

вих значень амплітуд [15], при яких ще можлива норма-
льна робота насоса: якщо амплітуда коливань ротора  не 
перевищує 30%–40% величини радіального зазору у 
шпаринному ущільненні. 

Сучасні засоби чисельного моделювання дають 
змогу провести розрахунок не лише власних частот і 
форм ротора, але і амплітуд його вимушених коливань, 
амплітудних частотних характеристик. Такі розрахунки 
відкривають можливості підвищення ефективності та 
технічних характеристик спроектованого або модерні-
зованого насосного обладнання. 

 

Мета і задачі досліджень. Метою дослідження є 
провести один із видів динамічного аналізу ротора – 
гармонійний аналіз для визначення його поведінки при 
втраті стабільної роботи внаслідок дисбалансу. 

Для цього поставлені такі задачі: 
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1) Визначити критичні частоти для неврівно-
важеного ротора, при яких спостерігається резо-
нанс; 

2) Дослідити коливання та значення амплітуд 
при знайдених резонансних частотах, при значен-
нях частот, близьких до них, а також при частотах 
обертання від 0 до робочої частоти обертання валу 
насоса.  

3) Дослідити значення амплітуд коливання 
ротора при робочій частоті обертання при різних 
значеннях дисбалансу (неврівноваженості маси): 
1г, 10г, 100 г, 1000 г; 

4) Побудувати графік залежності амплітуди 
коливань від маси неврівноваженості при робочій 
частоті обертання насоса; 

5) Визначити максимально дозволену вели-
чину дисбалансу, яка відповідає допустимій вели-
чині зазору між статорною і роторною частинами 
насоса; 

6) Дати рекомендації по динамічному балан-
суванню ротора. 

 

 Постановка задачі, методика та основні 
етапи розрахунку. Процедура динамічного аналізу 
ротора в ANSYS аналогічна іншим видам аналізу. 
Наступні кроки пояснюють загальну процедуру 
виконання такого типу аналізу за допомогою 
ANSYS:  

1) побудувати геометричну модель роторної 
системи;  

2) визначити тип елементів і відповідний клю-
човий параметр;  

3) визначити необхідні реальні значення по-
стійних параметрів;  

4) створити скінченно-елементну сітку для 
моделі;  

5) призначити властивості матеріалу;  
6) застосувати відповідні граничні умови;  
7) визначити силу і швидкість обертання;  
8) врахувати гіроскопічний ефект;  
9) визначити тип аналізу;  
10) вибрати потрібний вирішувач;  
11) запустити вирішувач потрібного типу ана-

лізу;  
12) проаналізувати отримані з постпроцесу ре-

зультати. 
Вхідними параметрами для аналізу слугують  

побудована тривимірна розрахункова модель рото-
ру у зборі (рис. 2) та скінченно-елементна модель 
ротору у зборі методом Tetrahedrons (рис. 3).  

Задані граничні умови: ділянки валу під під-
шипники (жорсткість підшипників – 100 кН/мм) 
(рис. 3); напрям обертання ротора (рис. 4), діапазон 
частот обертання (0 – 700 Гц); величина незбалан-
сованої маси (1г, 10г, 100г, 1000г). 

Гармонійний аналіз або аналіз гармонійного 
відгуку застосовується для визначення відгуку конс-
трукції, щоб стабілізувати гармонійні навантаження. 
При гармонійному аналізі оцінюється напружено-
деформований стан конструкції при вимушених 
коливаннях, які порушуються зовнішніми періодич-
но змінними силами. Особливо небезпечними є 

резонансні коливання, що виникають при збігу власної 
частоти конструкції і частоти зовнішніх сил.  

Усі вали, що обертаються (навіть за відсутності 
зовнішнього навантаження) будуть відхилятися від 
початкового положення (відхилятиметься вісь вала) 
[16]. 

 
Рисунок  2 – Тривимірна розрахункова модель ротору  

у зборі 

 
Рисунок  3 – Скінченно-елементна модель ротору у зборі 

 

 
Рисунок  4 – Ділянки валу під підшипники:  

закріплення у зонах А, В 
 

 
Рисунок 5 – Напрям обертання ротора 

 
Гармонійний аналіз у контексті аналізу роторної 

динаміки можна провести з метою визначення мож-
ливої поведінки ротора при виведенні його зі збалан-
сованого стану шляхом попадання в систему обер-
тання незбалансованої маси. Дана незбалансована 
маса приводить до деформації вала ротора і створює 
резонансну вібрацію при критичній швидкості. Такий 
дисбаланс призводить до виникнення сили на підши-
пники, що змінюється за синусоїдальним законом. 

Встановлені такі параметри для гармонічного 
аналізу (Harmonic Response): метод – Full; ефект Ко-
ріоліса – On; демпфірування – без демпфірування 
(Structural Damping Coefficient – 0 RPM). 
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Результати досліджень. Отримано для не-
великого числа точок приблизні амплітудно-
частотні характеристики коливань неврівноваже-
ного ротора при дисбалансі 10 г для діапазону – 
від 0 до 700 Гц (робочий діапазон частот – 0÷50 Гц) 
(рис. 6). 

На основі побудованої АЧХ визначено в 
першому наближенні для нової системи неврів-
новаженого ротора значення критичних частот, 
при яких відбувається резонанс: 1 – 122,5 Гц 
(амплітуда – 1,4508 мм); 2 – 140 Гц (амплітуда – 
28,531 мм); 3 – 423,5 Гц (амплітуда – 0,34808 мм); 
4 – 700 Гц (амплітуда – 0,11402 мм); 

У зв’язку з тим, що для дослідження було 
взято великий діапазон частот та невелика кіль-
кість точок з нього, дійсні значення резонансних 
частот можуть відрізнятись від визначених за 
графіком. Тому додатково проведено досліджен-
ня коливань та амплітуд у діапазонах частот, 
близьких до визначених резонансних. Визначені 
такі діапазони: 1 – 110÷130 Гц; 2 – 130÷150 Гц; 3 – 
400÷440 Гц; 4 –680÷720 Гц. Отримано амплітудно-
частотні характеристики коливань ротора при дис-
балансі 10 г для визначених діапазонів (рис. 7). 
Таким чином, з отриманих графічних та таблич-
них даних визначено уточнені значення критич-
них частот коливання неврівноваженого ротора: 
1 – 122 Гц (амплітуда – 2,6377 мм); 2 – 141  Гц 
(амплітуда – 49,185 мм); 3 – 423 Гц (амплітуда – 
6,0457 мм); 4 – 698 Гц (амплітуда – 0,33338 мм); 

Порівнявши значення можливих амплітуд ко-
ливань ротора в резонансі, отриманих в результаті 
приближеного та уточненого розрахунку, можна 
зробити висновок про доцільність другого дослі-
дження. Отримано амплітудно-частотні характери-
стики коливань ротора для робочої частоти 50 Гц 
при дисбалансі 1 г, 10 г, 100 г, 1000 г для визначе-
них діапазонів.  

З вище наведених графіків можна зробити ви-
сновок, що амплітуда коливань неврівноваженого 
ротора лінійно залежить від маси неврівноваженос-
ті – з ростом маси в 10 разів максимальна амплітуда 
на проміжку зростає в 10 разів. 

Наглядним підтвердженням цього висновку 
слугує графік, наведений на рис. 8 (даний результат 
отримано в лінійній постановці задачі).  

Визначимо за відношенням першої власної 

частоти обертання насоса до робочої частоти обертання, 
чи можлива нормальна робота насоса. З попередньо 
виконаної [14] роботи встановлено, що перша власна 
частота ротора становить ω1 = 123,8 Гц при його робо-
чій частоті ωр = 50 Гц. Тоді =ωω р/1  2,476. Розрахунко-

ве значення першої власної частоти ротора вище часто-
ти обертання на 248%, що задовольняє умові. 

Визначимо за показником добротності, чи можли-
ва нормальна робота насоса з неврівноваженим ротором 
(величина неврівноваженості – 10 г) для робочого діапа-
зону частот 0 – 50 Гц. 

Для даних умов максимальна амплітуда складає 

0,0381870 мм. Початкова амплітуда коливання 
ротора при нульовій частоті обертання відповідає стати-
чному прогину ротора як консольної балки під дією ваги 
неврівноваженої маси. Для визначення прогину було 
проведено для даної моделі статичний структурний ана-
ліз (static structural analysis) з прикладенням до ротора 
сили від неврівноваженої маси (10 г). Величина сили 
склала 0,1 Н. 

Отримані деформації ротора при статичному нава-
нтаженні показані на рис. 10.  

Максимальні деформації склали – 4,1835 10-5 мм. 
Добротність системи становить: 

.515975,5314
0

max ==
a

a
A  

Отримане значення набагато перевищує допусти-
му величину. Отже, за умовою добротності для цієї 
системи недозволена неврівноважена маса такої вели-
чини. 

Мінімальний зазор між статорною і роторною час-
тиною спроектованого насоса знаходиться у передньо-
му шпаринному ущільненні, радіальний розмір якого 
складає δ = 2,5 мм.  

За рекомендаціями щодо максимально можливих 
значень амплітуд [15], при яких ще можлива нормальна 
робота насоса: якщо амплітуда коливань ротора не пе-
ревищує 30%–40% величини радіального зазору у шпа-
ринному ущільненні. Таким чином, 

.1,528%%100max =⋅
δ

a
 Дана умова виконується зі знач-

ним запасом при неврівноваженості 10 г. 
 

 

 
Рисунок  6 – Амплітудно-частотна характеристика неврівноваженого ротора  

у діапазоні частот 0÷700 Гц при дисбалансі 10г 
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Рисунок 7 – Амплітудно-частотні характеристики для діапазонів: а – 110÷130 Гц; б – 130÷150 Гц; в – 400÷440 Гц; г – 680÷720 Гц 
 

Визначимо максимально можливу величину не-
врівноваженості для даної умови. Амплітуда коли-
вань, створюваних неврівноваженою частинкою мак-
симальної маси, складає 14,0'max =δ⋅=a мм. 

За функціональною залежністю, приведеною на 
рис. 8, визначаємо методом інтерполяцій, яке значен-
ня максимальної неврівноваженості відповідає отри-
маному значенню амплітуди .869,261'max гm =   

 

Висновки. У результаті виконання роботи було 
визначено критичні частоти для неврівноваженого 
ротора, при яких спостерігається резонанс; дослідже-
но коливання та значення амплітуд при знайдених 

резонансних частотах, при значеннях частот, близьких 
до них, а також при частотах обертання від 0 до робочої 
частоти обертання валу насоса; досліджено значення 
амплітуд коливання ротора при робочій частоті обер-
тання при різних значеннях дисбалансу (неврівноваже-
ності маси): 1г, 10г, 100 г, 1000 г; побудовано графік 
залежності амплітуди коливань від маси неврівноваже-
ності при робочій частоті обертання насоса. Вібрацій-
ний стан спроектованого насоса було перевірено за 
двома умовами: за першою власною частотою та за 
максимальною амплітудою від дисбалансу. Насос від-
повідає лише першій умові, але і вона забезпечує нор-
мальну роботу насоса при відсутності дисбалансу або 
при його незначній величині. 
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Рисунок  8 – Амплітудно-частотні характеристики для робочої частоти 50 Гц при дисбалансі: а – 1 г; б – 10 г; в – 100 г; г – 1000 г 
 
 

 
Рисунок  9 – Графік залежності амплітуди коливань  

(А, мм) неврівноваженого ротора від маси 
 неврівноваженої частинки (m, г) 

 

Крім того, було здійснено перевірку за знайде-
ними рекомендаціями щодо максимальних амплітуд 
по відношенню до величини радіального зазору у 
шпаринному ущільненні, в результаті якої спроекто-
вані зазори забезпечать нормальну роботу насоса в 
робочому діапазоні при дисбалансі в 10 г. 

 

 

 
 

Рисунок  10 – Деформації ротора  
при статичному навантаженні 

 
На основі останньої умови було визначено макси-

мально дозволену величину дисбалансу, яка склала 
262 г і відповідає допустимій величині зазору між ста-
торною і роторною частинами насоса. 
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РОЗРАХУНКОВО-ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ ДИНАМІЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
МОДЕЛІ МАКЕТУ БРОНЕКОРПУСУ  

 
У роботі наведено розрахунково-експериментальне порівняння динамічних характеристик фрагменту макету корпусу БТР-80. Методика 
експериментального дослідження полягала у визначенні динамічного відгуку від дії ударного навантаження прогумованим ударником. Ре-
зультати знімалися аналізатором спектру вібрацій 795М за допомогою датчика прискорень ДН-3-М1. Чисельні дослідження виконані в мо-
дулі перехідного динамічного аналізу. Для отриманих залежностей побудовані  перетворення Фур’є. Окремим етапом розрахунково-
експериментальних досліджень було виконано варіювання маси бойового модуля. Визначено, що результати, отримані експериментальним 
методом, добре узгоджуються з аналогічними результатами, які отримані розрахунковими методами.  

Ключові слова: динамічна система; експериментальні дослідження; чисельні дослідження; метод скінченних елементів; бронетранс-
портер; макет  

 
А. В. ГРАБОВСКИЙ, Н.А. ТКАЧУК, М. А. БОНДАРЕНКО, Е. В. ПЕЛЕШКО, А. Ю. ВАСИЛЬЕВ, 
А. Ю. ТАНЧЕНКО, Г. В. ЦЕНДРА, А. В. ШЕВЧЕНКО 
РАСЧЕТНО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
МОДЕЛИ МАКЕТА БРОНЕКОРПУСА  

В работе приведено расчётно-экспериментальное сравнение динамических характеристик фрагмента макета корпуса БТР-80. Методика 
экспериментального исследования заключалась в определении динамического отклика от действия ударной нагрузки прорезиненным удар-
ником. Результаты снимались анализатором спектра вибраций 795М с помощью датчика ускорений ДН-3-М1. Численные исследования 
выполнены в модуле переходного динамического анализа. Для полученных зависимостей построены преобразования Фурье. Отдельным 
этапом расчетно-экспериментальных исследований было выполнено варьирование массы боевого модуля. Определено, что результаты, 
полученные экспериментальным методом, хорошо согласуются с аналогичными результатами, которые получены расчетными методами.  

Ключевые слова: динамическая система; экспериментальные исследования; численные исследования; метод конечных элементов; 
бронетранспортер; макет 

 
A.  GRABOVSKIY, M.А. TKACHUK, M.  BONDARENKO, E.  PELESHKO, A.  VASILIEV,  
A. TANCHENKO, H. TSENDRA, A. SHEVCHENKO  
COMPUTATION AND EXPERIMENTAL STUDIES OF THE DYNAMIC CHARACTERISTICS  
OF THE ARMOUR HULL MODEL 

The paper presents a computational experimental comparison of the dynamic characteristics of a fragment of a model body of an armored personnel 
carrier. The method of experimental research was to determine the dynamic response from the action of a shock load by a rubberized drummer. The 
results were recorded with a 795M vibration spectrum analyzer using an acceleration sensor DN-3-M1. Numerical studies are performed in the module 
of transient dynamic analysis. For the obtained dependencies, the Fourier transform is constructed. A separate stage of computational and experimental 
studies was performed varying the mass of the combat module. It is determined that the results obtained by the experimental method are in good 
agreement with the similar results obtained by calculation methods. The comparison was performed for accelerations, velocities and displacements at 
control points and for Fourier transform also. The influence of tower mass on the natural oscillations spectrum was also analyzed in the work. Studies 
have shown that increasing of tower mass reduces the system's natural frequency. 

Keywords: Dynamic system; experimental studies; numerical studies; finite element method; armored personnel carrier; layout 
 
 

Вступ. Сучасні дослідження в більшості випа-
дків виконуються за допомогою чисельних методів 
із застосуванням комп'ютерів [1–5]. Такий підхід 
дозволяє отримувати велику кількість даних про 
досліджуваний об'єкт, кількість яких суттєво пере-
вершує одержуваний обсяг при виконанні експе-
рименту. Більш того, такі розрахунки виконуються 
для «ідеалізованої» конструкції, тобто матеріал, з 
якого виготовляється об'єкт, буде без дефектів, всі 
зварні шви «ідеальними», листи однієї товщини 
тощо. Однак такі методи моделювання можуть 
привести до помилкових результатів, це може бути 
пов'язано з постановкою завдання, а саме: невраху-
вання фізичних ефектів, неправильний вибір типу 
аналізу, застосування лінійних моделей. Для вери-
фікації чисельних моделей застосовуються розра-
хунково-експериментальні методи [6–8]. Суть цьо-
го методу полягає в тому, що окремі розрахункові 
моделі перевіряються експериментальним шляхом 
для верифікації та коригування чисельних дослі-
джень. Ці методи на початкових етапах можуть 

виконуватися на макетах, а перед етапом запуску 
вироба у серію – на реальних зразках. 

 

Мета і завдання досліджень. Із урахуванням 
зазначених обставин актуальною і важливою науко-
во-практичною проблемою є верифікація чисельних 
моделей, отриманих на попередніх етапах досліджень 
[9-11], а саме дослідження власних частот і власних 
форм коливань та спроба їх зміни у необхідний діапа-
зон. Для проведення експерименту розглянуто верх-
ній пояс корпусу бронетранспортера як його най-
більш навантажену частину. Верхній пояс корпусу 
являє собою зварену тонкостінну просторову конс-
трукцію і складається з підбаштового, передніх, біч-
них і задніх листів, верхньої частини моторно-
трансмісійного відділення. Макет корпусу виготовле-
ний з листів металу товщиною 1,5 мм методом зва-
рювання і має наступні габаритні розміри: довжина – 

© А. В. Грабовський, М.А. Ткачук, М. О. Бондаренко,  
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810 мм, ширина – 310 мм, висота – 33 мм, вага отри-
маної конструкції дорівнює 3,3 кг. Зовнішній вигляд 
макета фрагмента корпусу БТР-80 представлений на 
рис. 1. 

 

 
Рисунок 1 – Макет фрагменту корпусу БТР-80 з  

місцями кріплення датчику 
 
Чисельні дослідження фрагменту макету. Чи-

сельні дослідження фрагмента макету корпусу БТР-80 
були виконані в модулі для дослідження перехідних 
динамічних процесів. Геометрична та скінченно-
елементна моделі з умовами закріплення представлена 
на рис. 2. На рис. 3. наведена функція силового імпуль-
сного навантаження, яке прикладалася по черзі до вка-
заних на рис. 1 точках. 

 

 
 

Рисунок 2 – Геометрична та скінченно-елементна моделі  
з умовами закріплення 

 

На рис. 4–15 наведені чисельні розрахунки для 
прискорень, швидкостей, та переміщень від імпульсно-
го навантаження в заданих точках. Інтегрування вико-
нувалося 0.1с, з 1000 шагами інтегрування.  
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Рисунок 3 – Силове імпульсне навантаження при  
чисельному розрахунку  

 
Експериментальні дослідження. Експеримен-

тальні дослідження макету (рис. 1) виконані шляхом 
силового впливу в області зазначених точок гумовим 
ударником. В якості досліджуваних характеристик 
виступали затухаючі вільні коливання, а саме приско-
рення, швидкості та переміщення. Характерні точки 
конструкції вибиралися виходячи з результатів попе-
реднього розрахунку її власних частот і форм коли-
вань, і є місцями виникнення найбільших переміщень, 
або найбільш чутливими з точки зору працездатності 
досліджуваного корпусу (коливання навколо погону 
башти). Частотні характеристики визначалися за допо-
могою аналізатора спектра вібрацій 795М та вібропе-
ретворювача ДН-3-М1, рис. 16. 
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Рисунок 4 – Графік розподілу приско-
рень в часі в точці 1 з відкритим верхом 
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Рисунок 5 – Графік розподілу швидко-
стей в часі в точці 1 з відкритим верхом 
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Рисунок 6 – Графік розподілу переміщень 
в часі в точці 1 з відкритим верхом 
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Рисунок 7 – Графік розподілу приско-
рень в часі в точці 2 з відкритим верхом 
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Рисунок 8 – Графік розподілу перемі-
щень в часі в точці 2 з відкритим верхом 
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Рисунок 9 – Графік розподілу переміщень 
в часі в точці 2 з відкритим верхом 
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Рисунок 10 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 4 
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Рисунок 11 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 8 
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Рисунок 12 – Графік розподілу приско-
рень в часі в точці 6 з відкритим верхом 

м/с

c-0,04

-0,03

-0,02

-0,01

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 
 

Рисунок 13 – Графік розподілу швидко-
стей в часі в точці 6 з відкритим верхом 
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Рисунок 14 – Графік розподілу перемі-
щень в часі в точці 6 з відкритим верхом 
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Рисунок 15 – Перетворення Фур'є функції, показаної  

на рис. 12 
 

     
Рисунок 16 – Аналізатор спектра вібрацій  

та датчик ДН-3-М1 
 

На рис. 17–28 в графічній формі представлені 
отримані в ході експериментальних досліджень розподі-
ли прискорень в часі макету бронетранспортеру з від-
критим верхом в точках 1, 2, 6, що описують його відгук 
на ударну дію.  

 

 
 

Рисунок 17 – Графік розподілу прискорень 
в часі в точці 1 з відкритим верхом  

на інтервалі 3 с 
 

 
 

 
 

Рисунок 18 – Графік розподілу прискорень 
в часі в точці 1 з відкритим верхом  
на інтервалі від 0,84 до 1,15 с  

 

 
 

 
 

Рисунок 19 – Графік розподілу приско-
рень в часі в точці 1 з відкритим верхом 

на інтервалі від 0,84 до 0,9 с 
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Рисунок 20 – Графік розподілу прискорень 

в часі в точці 2 з відкритим верхом  
на інтервалі 3 с 

 

 
Рисунок 21 – Графік розподілу прискорень 

в часі в точці 2 з відкритим верхом  
на інтервалі від 0,965 до 1,27 с 

 

 
Рисунок 22 – Графік розподілу приско-
рень в часі в точці 2 з відкритим верхом  

на інтервалі від 0,965 до 1,05 с 
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Рисунок 23 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 18 
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Рисунок 24 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 22 
 

 
 

Рисунок 25 – Графік розподілу прискорень  
в часі в точці 6 з відкритим верхом  

на інтервалі 3 с 

 
 

Рисунок 26 – Графік розподілу прискорень  
в часі в точці 6 з відкритим верхом  

на інтервалі від 0,46 до 0,7 с 

 
 

Рисунок 27 – Графік розподілу приско-
рень в часі в точці 6 з відкритим верхом  

на інтервалі від 0,46 до 0,55 с 
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Рисунок 28 – Перетворення Фур'є функції,  
показаної на рис. 26 

 
Аналогічні графіки були отримані і для інших 

точок, в тому числі графіки швидкостей і переміщень. 
 

Чисельні дослідження фрагменту макету з ва-
рійованою масою башти. На другому етапі дослі-
джень фрагменту макету корпусу були виконані роз-
рахунки з варійованою масою башти. В розрахунках 
башта була замінена плоским листом з подвійною 
товщиною. Лист з’єднано з корпусом макету суміс-
ною скінченно-елементною сіткою, до якого приєд-
нувалася точкова маса (рис. 29). Всі інші параметри 
розрахунку залишились незмінними відносно попе-
редніх розрахунків. 

На рис. 30–37 наведені переміщення та частотний 
спектр для точки 2, зазначеній на рис. 1 з різними 
варіантами моделювання башти, а саме: башта від-
сутня; місце під башту «зашито» листом; додаткова 
маса 1 кг; та додаткова маса 2,5 кг. 
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Рисунок 29 – Зображення моделювання башти 

Експериментальні дослідження з варійованою 
масою башти. Варто зазначити, що експеримент був 
виконаний з різною вагою башти, умовно заміненої залі-
зними пластинами вагою 0.5 кг кожна (рис. 38). Тобто 
були виконані експерименти з відкритим верхом, закри-
тим верхом, масою башти 1 кг і масою башти 2,5 кг.  
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Рисунок 30 – Графік розподілу переміщень в часі в 
точці 2 з відсутньою баштою 
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Рисунок 31 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 30 
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Рисунок 32 – Графік розподілу переміщень в часі в 
точці 2 з моделюванням підбаштового листа 
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Рисунок 33 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 32 
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Рисунок 34 – Графік розподілу переміщень в часі в 
точці 2 з моделюванням башти масою 1 кг 
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Рисунок 35 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 34 
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Рисунок 36 – Графік розподілу переміщень в часі в 

точці 2 з моделюванням башти масою 2,5 кг 
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Рисунок 37 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 36 
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На рис. 39–50 наведені переміщення та спектраль-
ний відгук для точки 2, аналогічно чисельному розраху-

нку. Всі характеристики були отримані і для інших то-
чок, які в наведеній статті не показані.  

 
 

 
 

Рисунок 38 – Приклад моделювання  
башти 

(на наведеному рисунку 1 кг) 
 

 

 
 

Рисунок 39 – Графік розподілу  
переміщень в часі в точці 2  
з відсутньою баштою 

 

 

 
 

Рисунок 40 – Графік розподілу  
переміщень в часі в точці 2 з відсут-

ньою баштою (1 імпульс) 
 

 
 

Рисунок 41 – Графік розподілу перемі-
щень в часі в точці 2 з моделюванням 

підбаштового листа 

 
 

Рисунок 42 – Графік розподілу перемі-
щень в часі в точці 2 з моделюванням 
підбаштового листа (1 імпульс) 

 
 

Рисунок 43 – Графік розподілу перемі-
щень в часі в точці 2 з моделюванням 

башти масою 1 кг 
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Рисунок 44 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 40 
 

 

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

0,0

7,8

15,6

23,4

Гц

 
 

Рисунок 45 – Перетворення Фур'є функції, показаної на рис. 43 

 
 

Рисунок 46 – Графік розподілу перемі-
щень в часі в точці 2 з моделюванням 

башти масою 1 кг (1 iмпульс) 

 
 

Рисунок 47 – Графік розподілу перемі-
щень в часі в точці 2 з моделюванням 

башти масою 2,5 кг 

 
 

Рисунок 48 – Графік розподілу перемі-
щень в часі в точці 2 з моделюванням 
башти масою 2,5 кг (1 імпульс) 
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Рисунок 49 – Перетворення Фур'є функції,  
показаної на рис. 46 
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Рисунок 50 – Перетворення Фур'є функції,  
показаної на рис. 49 

 
 
Висновки. У роботі наведено порівняння роз-

рахункових та експериментальних результатів. Ці 
дослідження показали задовільну відповідність ре-
зультатів. Порівняння виконувалося за прискорен-
нями, швидкостями та переміщеннями в контроль-
них точках, а також за перетворенням Фур'є. В робо-
ті також було проаналізовано вплив маси башти на 
спектр власних коливань. Дослідження показали, що 
збільшення маси башти зменшує власну частоту си-
стеми.  
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Е. И. ЗИНЧЕНКО, С. А. НАЗАРЕНКО, С. И. МАРУСЕНКО, И.Я. ХРАМЦОВА  

ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ КУЛАЧКОВЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Обсуждается вопрос постановки задач оптимизации параметров кулачковых механизмов в свете системного подхода к проектированию. При 
оптимизации параметров этих механизмов в качестве целевой функции принимают различные критерии: износ профиля кулачка, максимальный 
угол давления, габариты механизма и т.д. Ограничения при этом могут накладываться на максимальное значение угла давления, минимальное 
значение радиусов кривизны выпуклого и вогнутого участков профиля кулачка, максимальное значение контактных напряжений и т.д. Наличие 
большого числа критериев затрудняет решение задачи в рамках системного похода к проектированию. В работе доказано, что минимизация 
целевой функции – максимальные контактные напряжения в высшей паре – приводит к уменьшению критерия, который характеризует макси-
мальный нормальный износ. Также доказано, что при одном или втором  упомянутом критерии не следует накладывать ограничения на величи-
ны максимального угла давления и минимального радиуса кривизны  выпуклого участка профиля кулачка.    

Ключевые слова: кулачковые механизмы, оптимизация, целевая функция, нормальный износ профиля кулачка, угол давления, критерии 
оптимизации, нормальная реакция, контактные напряжения.  
 

О. І. ЗІНЧЕНКО, С. O. НАЗАРЕНКО, С. І. МАРУСЕНКО, І.Я. ХРАМЦОВА  
ОПТИМІЗАЦІЯ ПАРАМЕТРІВ КУЛАЧКОВИХ МЕХАНІЗМІВ  

Обговорюється питання постановки задач оптимізації параметрів кулачкових механізмів у світі системного підходу до проектування. При опти-
мізації параметрів цих механізмів за цільову функцію приймають різні критерії: знос профілю кулачка, максимальний кут тиску, габарити меха-
нізму тощо.  Обмеження при цьому можуть накладатися на максимальне значення кута тиску, мінімальне значення радіусів кривизни опуклої і 
увігнутої ділянок профілю кулачка, максимальне значення контактних напружень тощо. Наявність великого числа критеріїв ускладнює розв’язок 
задачі у рамках системного підходу до проектування.  У роботі доведено, що мінімізація цільової функції – максимальні контактні напруження у 
вищій парі – приводить до зменшення критерію, який характеризує максимальний нормальний знос. Також доведено, що при одному або друго-
му згаданому критерії  не слід накладати обмеження на значення максимального кута тиску і мінімального радіусу кривизни опуклої ділянки 
профілю кулачка.   

Ключеві слова: кулачкові механізми, оптимізація, цільова функція, нормальний знос профіля кулачка, кут тиску, критерії оптимізації, но-
рмальна реакція, контактні напруження. 

O. I. ZINCHENKO, S. A. NAZARENKO, S. I. MARUSENKO, I. YA KHRAMTSOVA  
OPTIMIZATION OF PARAMETERS OF CAM MECHANISMS  

The problem of task setting for cam mechanisms parameters optimization is discussed in the light of a system approach. The modern state of cam gear opti-
mization synthesis is analyzed. Various criteria such as cam profile wear, maximum pressure angle, mechanism dimensions, etc. are set as objective func-
tions at gear parameters optimization. Constraints can be imposed on the maximum value of pressure angle, the minimum value of curvature radii of cam 
profile convex and concave sections, the maximum value of contact stresses etc. The presence of a large number of criteria makes it difficult to solve the 
problem within the framework of a system approach to design. It is proved that minimization of the objective function (the maximum contact stresses in the 
highest pair), which characterizes the cam profile wear, leads to a criterion decrease, which characterizes the maximum normal wear. It is also proved that 
with first or second mentioned criteria, it is not necessary to impose constraints on the values of the maximum pressure angle and the minimum curvature 
radius of the cam profile convex portion. 

Keywords: cam mechanisms, optimization, objective function, normal cam profile wear, pressure angle, optimization criteria, normal reaction, contact 
stresses.  

Введение. Вопросы проектирования кулачковых 
механизмов достаточно разработаны, им посвящено 
множество научных статей и монографий [1–7]. 

В настоящее время при оптимизации параметров 
кулачковых и кулачково–рычажных механизмов в 
качестве целевой функции принимаются самые раз-
личные критерии: одна из характеристик износа про-
филя кулачка [8], максимальные контактные напря-
жения в высшей паре [9], габариты механизма [10], 
его КПД [11], вес кулачка [12], давление в высшей 
паре [13], крутящий момент на кулачковом валу [14], 
угол давления [15], ошибка положения ведомого звена 
и др.  Не меньшим разнообразием характеризуются и 
накладываемые на проектирование ограничения. Так, 
ограничения накладываются на максимальную вели-
чину угла давления [16], максимальное значение кон-
тактных напряжений в высшей паре [17], износ про-
филя кулачка [17], минимальные значения радиусов 
кривизны выпуклого и вогнутого участков профиля 
кулачка [16] и ряд других величин, большинство из 
которых обусловлено габаритами машины. 

Наличие такого разнообразия критериев оптими-

зации затрудняет решение задачи в рамках системного 
подхода к проектированию. Обосновываются основ-
ные критерии оптимизации и рациональная постанов-
ка задачи оптимизации параметров. 

 

Обоснование выбора критериев оптимизации 
параметров и ограничений кулачковых механиз-
мов. Кулачковые и кулачково–рычажные механизмы 
нашли широкое распространение в цикловых техно-
логических машинах и автоматах. Рассмотрим обоб-
щенную кинематическую схему с кулачком (рис. 1). 
Она содержит кулачковый механизм, соединенный с 
ведомым звеном CD  при помощи передаточного ме-
ханизма. Вращающийся кулачок может быть плоским 
либо пространственным. Он образует высшую пару  с 
роликом, закрепленным на коромысле AB . Замыка-
ние высшей пары может быть как силовым, так и ки-
нематическим. Роль передаточных могут выполнять 
либо рычажные, либо зубчатые механизмы, причем 

© Е. И. Зинченко, С. А. Назаренко,  
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последние могут иметь как неподвижные, так и по-
движные оси. Передаточный механизм может вообще 
отсутствовать. 

 

 
 

 Рисунок 1 – Обобщенная схема механизма с кулачком 
 

Представленная на рис. 1 обобщенная схема не 
отражает всего многообразия механизмов с кулачка-
ми. Однако подавляющее большинство кулачковых, 
кулачково-рычажных  и кулачково-зубчатых механи-
змов, используемых в технологических машинах и 
автоматах, соответствует принятой схеме. На эту схе-
му и будем ориентироваться.  

Исходными данными при оптимизации парамет-
ров кулачковых и кулачково–рычажных механизмов 
являются: перемещение ведомого звена на всех участ-
ках интервала движения, соответствующие им фазо-
вые углы поворота кулачка и закон изменения внеш-
ней нагрузки. Искомыми являются параметры переда-
точного механизма, параметры кулачкового механиз-
ма (межцентровое расстояние, длина коромысла, ра-
диус ролика, минимальный радиус–вектор профиля 
кулачка) и параметры законов движения ведомого 
звена на каждом интервале его перемещения. 

Долговечность и работоспособность механизма 
определяется износом всех кинематических пар. Од-
нако при правильном конструировании кинематичес-
ких пар наибольшему износу подвержены высшие 
пары. Поэтому естественно принять в качестве основ-
ного критерия оптимизации (целевой функции) одну 
из величин, характеризующих износ профиля кулачка, 
т.е. либо максимальное значение контактных напря-
жений  
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либо максимальную величину нормального износа 
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Контактные напряжения и величина нормально-
го износа зависят от радиуса кривизны профиля кула-
чка и значения нормальной реакции N  в высшей па-
ре: 
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где N  – нормальная составляющая реакции в высшей 
паре; 

b  – ширина линии контакта кулачка  и ролика; 
r – радиус ролика; 

kρ  – радиус кривизны рабочего профиля кулач-

ка;  rk −ρ=ρ , где  ρ  – радиус кривизны теоретичес-

кого (центрового) профиля; 

1 2

1 2

2
( )пр

E EE E E= +
– приведенный модуль 

упругости, 1E  и 2E  – соответственно модули упруго-

сти материала ролика и кулачка; 

1τ   и 2τ – показатели степени, изменяющиеся в 

зависимости от вида износа в пределах:  
,8,15,11 ÷=τ ;65,05,02 ÷=τ  

c  – экспериментальный коэффициент;  

цN  – число циклов нагружения, соответствую-

щее числу оборотов кулачка. 
Нормальная реакция определяется в результате 

силового расчета коромысла. Для кулачкового меха-
низма, представленного на рис. 1, нормальная реакция 
находится из системы нелинейных уравнений [18]: 

/
1 2( R )

cos
M e sign NeN l

ψ α
θ

+ += , 
2 2
x yR R R= + ,

 
sin( )x xR N Pψ θ= − − ,

 
 

cos( )y yR N Pψ θ= − − − ,
 

(5)

где  1e  и  2e  – радиусы кругов трения соответственно 

в шарнирах A  и  B ;  
P  – главный вектор всех внешних сил и сил 

инерции коромысла;  
M  – главный момент всех активных сил и сил 

инерции ведомых звеньев, приведенный к оси коро-
мысла AB . 

При фиксированных значениях фазовых углов 
движения минимизация )(XFi   ( 1=i  или 2)  позво-

ляет обеспечить требуемую работоспособность меха-
низма при повышенной частоте вращения кулачка. 
Когда одновременно присутствуют оба вида износа 
профиля кулачка (контактное выкрашивание и исти-
рание), то в качестве целевой функции можно принять 
одну из функций  )(XFi   ( 1=i ,2), а другую ввести в 

виде критериального ограничения.  Однако, как будет 
показано  ниже, в этом случае достаточно минимизи-
ровать функцию (1). 

Ставшие традиционными ограничения на мак-
симальное значение угла давления θ , от которого 
зависит нормальная реакция N , и на минимальное 
значение радиуса кривизны выпуклого участка теоре-
тического профиля кулачка ρ  продолжают присутст-

вовать практически во всех работах, посвященных 
проектированию кулачковых механизмов [1]. Крити-
ческое отношение к необходимости ограничения угла 
давления можно встретить лишь в некоторых работах 
[11, 17, 19, 20].  Очень неудобные с точки зрения ма-
тематического программирования нелинейные огра-
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ничения на θ  и на ρ  чаще всего являются лишними. 

Если в качестве целевой функции или функции огра-
ничения введена хотя бы одна из функций )(XFi   

( 1=i , 2), то в результате оптимизации параметров 
механизма экстремальные значения θ  и ρ  примут 

автоматически оптимальные значения. При этом иск-
лючается как случай заклинивания механизма из-за 
больших значений угла давления, так и подрезание 
рабочего профиля кулачка из-за малого значения ра-
диуса кривизны выпуклого участка его теоретическо-
го профиля. Действительно, при θ , стремящемся  к  

2
π  или к углу заклинивания, нормальная реакция N  

согласно (5), увеличивается и стремится к бесконеч-
ности. Следовательно, и критерий )(XFi  ( 1=i ,2) 

будет увеличиваться и стремиться к бесконечности, 
что противоречит требованиям минимизации или 
ограничения этого критерия.  Аналогичная картина 
будет наблюдаться при приближении значения радиу-
са кривизны выпуклого участка профиля кулачка к 
нулю: при kρ , стремящемся к нулю, критерий )(XFi   

( 1=i , 2) стремится к бесконечности. 
Отказ от ограничений на максимальное значение 

θ  и минимальное значение ρ  не только облегчает 

решение задачи оптимизации параметров механизма, 
но и увеличивает эффект оптимизации.  Связано это с 
тем, что существующие рекомендации по выбору ма-

ксимального значения угла давления ( o45≤θ ) и ми-
нимального значения ρ  ( r)8,07,0( ÷≤ρ  не учиты-

вают специфики работы механизма, в частности, ха-
рактера нагружения ведомого звена. Так, при решении 
тестовых задач были получены оптимальные механи-
змы, у которых максимальный угол давления был ме-

ньше o45 , но были механизмы и с o71max =θ . В по-

следнем случае нагрузки на коромысло кулачкового 
механизма на интервалах удаления и сближения резко 
отличались друг от друга. 

При больших значениях угла давления сущест-
венное влияние на величину нормальной реакции мо-
гут оказывать силы трения во вращательных кинема-
тических парах.  Если при определении нормальной 
реакции силы трения не учитываются  )0( 21 == ee , 

то N  определяется  из первого уравнения системы 
(5). В противном случае  для определения нормальной 
реакции  необходимо решить систему  нелинейных 
уравнений (5). На первый взгляд это должно сущест-
венно усложнить решение оптимизационной задачи. В 
действительности же система (5) легко решается ме-
тодом итераций.  На каждой )1( +n –ой итерации реа-

кции определяются последовательно по формулам:   

/
1 2

1
( R )

cos
i i

i
M e sign N eN l

ψ α
θ+

+ +=
, 

, 1 1sin( )x i i xR N Pψ θ+ += − − , 
, 1 1cos( )y i i yR N Pψ θ+ += − − − ,

 
2 2

1 , 1 , 1i x i y iR R R+ + += + ,( 0,1,... )i k= ,
 

(6)

причем при 00 === ii NRi . Процесс вычислений 

продолжается до тех пор, пока не будет достигнута 
требуемая точность, то есть пока не будет выполнять-
ся условие   

1( )i i

i

N N
N ε+ − ≤ ,

 

(7)

где ε  характеризует требуемую относительную точ-
ность вычисления нормальной реакции  N . 

Число итераций k   зависит от заданной точности 
определения N , величин радиусов кругов трения и 
степени приближения угла θ  к углу заклинивания зθ . 

Представление об этой зависимости дают результаты 
расчетов, приведенные в таблице 1. В ней, кроме чис-
ла итераций k , приведены значения коэффициента 

возрастания усилий 
0N

N=λ  для различных значе-

ний относительного радиуса трения l
eeот =  и углов 

давления θ , где 0N  – значение нормальной реакции 

при 0=θ  и 0=отe . Каждому значению отe  соот-

ветствует определенный угол заклинивания зθ , кото-

рый также указан в таблице 1. Расчеты приведены для 
случая, когда все внешние силы приводятся к главно-
му моменту )0( =P . Расчеты выполнялись при 

0=ψ . При 2
πψ =  получились практически те же 

результаты.  
 

 Выводы. Из табл. 1 видно, что реально требуе-
мая точность определения нормальной реакции  до-
стигается за 1–3 итерации  при углах давления до 60°. 
Таблица свидетельствует также о том, что задавать 
значение ε , меньшее 0,01, нецелесообразно. При 

01,0=ε  фактическое значение относительной ошиб-

ки вычисления N  не превышает 0,1%  даже при углах 
давления, близких к заклиниванию.  

Таким образом, обосновано сделанное выше 
предположение: если минимизируется критерий, ко-
торый увеличивается с увеличением нормальной реа-
кции, например критерий (1) или (2), то вводить огра-
ничение на максимальное значение угла давления не 
следует. Этот вывод распространяется и на минима-
льный радиус кривизны рабочего профиля  кулачка. 
Ограничение его может быть оправдано только тех-
нологическими соображениями. 

Все приведенные выше рассуждения справедли-
вы для случая, когда достоверно известен диапазон 
изменения сил, действующих на коромысло кулачко-
вого механизма. При проектировании реальных меха-
низмов такая информация чаще всего имеется. Если 
же нагрузки носят случайный характер или расчеты 
ведутся для составления справочных данных по прое-
ктированию целого класса механизмов, и при этом не 
учитываются реально действующие нагрузки, то отка-
зываться от ограничений как на максимальную вели-
чину угла давления, так и на величину минимального 
радиуса кривизны не следует, но в этих случаях нево-
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зможно и вычислить значения функций (1) и (2). В 
качестве целевых функций следует принимать другие 

критерии, отражающие требования, предъявляемые к 
механизмам. 

 
Таблица 1 – Результаты расчетов 
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С. O. НАЗАРЕНКО, С. І. МАРУСЕНКО, О. І. ЗІНЧЕНКО 

АНАЛІЗ ЧУТЛИВОСТІ ФУНКЦІОНАЛІВ ДИНАМІКИ ТА МІЦНОСТІ БАГАТОКОМПОНЕНТ-
НИХ МАШИНОБУДІВНИХ КОНСТРУКЦІЙ 

У роботі проведено огляд досліджень у області аналізу чутливості функціоналів динаміки та міцності машинобудівних конструкцій до 
варіювання параметрів проектування. Умовно методи аналізу чутливості можна розділити на скінченно-різницеве наближення градієнта; 
методи прямого диференціювання і методи введення спряжених змінних. Аналіз чутливості дозволяє ефективно побудувати поліпшену 
варіацію у системах оптимального автоматизованого і інтерактивного проектування машинобудівних конструкцій; виробляти оперативні 
оціночні розрахунки великого числа варіантів при коригуванні або ідентифікації їх математичних моделей, стохастичному аналізі харак-
теристик у полі випадкових відхилень властивостей матеріалу і геометричних параметрів при вібродіагностиці і неруйнівному контролі, 
призначенні полів допусків при виготовленні. У процесі досліджень доцільно використовувати різні методи (або їх поєднання) з деякої 
доступної їх бази. Наведені приклади реалізованих прикладних інжинірингових розробок і проектування промислових виробів.  

Ключові слова: аналіз чутливості, математичне моделювання, комп'ютерна механіка, життєвий цикл, машинобудівні конструкції, 
оптимізація. 
 

С. А. НАЗАРЕНКО, С. И. МАРУСЕНКО, Е. И. ЗИНЧЕНКО 
АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ДИНАМИЧЕСКИХ И ПРОЧНОСТНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ 
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ МАШИНОСТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  

В работе проведен обзор исследований в области анализа чувствительности динамических и прочностных характеристик машинострои-
тельных конструкций к варьированию параметров проектирования. Условно методы анализа чувствительности можно разделить на ко-
нечно–разностное приближение градиента; методы прямого дифференцирования и методы введения сопряженных переменных. Анализ 
чувствительности позволяет эффективно построить улучшенную вариацию в системах оптимального автоматизированного и интерак-
тивного проектирования; производить оперативные оценочные расчеты большого числа вариантов машиностроительных конструкций 
при корректировке или идентификации их математических моделей, стохастическом анализе характеристик в поле случайных отклоне-
ний свойств материала и геометрических параметров при вибродиагностике и неразрушающем контроле, назначении полей допусков при 
изготовлении. В процессе исследований целесообразно использовать в качестве базы различные методы (или их сочетание) из некоторо-
го доступного их множества. Приведены примеры реализованных прикладных инжиниринговых разработок и проектирования промыш-
ленных изделий. 

Ключевые слова: анализ чувствительности, математическое моделирование, компьютерная механика, жизненный цикл, машино-
строительные конструкции, оптимизация. 

S.  NAZARENKO, S.  MARUSENKO, O.  ZINCHENKO 
АNALYSIS OF THE SENSITIVITY OF DYNAMIC AND STRENGTH FUNCTIONALS  
OF MULTICOMPONENT MACHINE–BUILDING STRUCTURES  

In this paper, a review was made of studies in the sensitivity analysis of the dynamic and strength characteristics of machine–building structures to 
design parameters varying. Derivatives with respect to design variables (sensitivity coefficients) characterize, without modifying the entire model, 
the direction and speed of changing the target criteria (quality functional) of machine–building structures when the parameters are varied. Conven-
tionally, sensitivity analysis methods can be divided into the finite–difference gradient approximation; methods of direct differentiation and meth-
ods for introducing conjugate variables. Sensitivity analysis allows you to effectively build improved variation in systems of optimal automated 
and interactive design; produce operational estimates of a large number of variants of machine–building structures when adjusting or identifying 
their mathematical models, stochastic analysis of characteristics in the field of random deviations of material properties and geometrical parameters 
during vibration diagnostics and non–destructive testing, designation of tolerance fields during manufacturing. In the process of research, it is ad-
visable to use as a base various methods (or their combination) of some available set. Examples of implemented applied engineering developments 
and design of industrial products are given. 

Keywords: sensitivity analysis, mathematical modeling, computer mechanics, life cycle, machine–building structures, optimization.  

Вступ. Аналіз чутливості характеристик компо-
нентів машин дозволяє вирішити цілий ряд практич-
них завдань проектування, доведення, технологічної 
підготовки виробництва і контролю ефективної екс-
плуатації конструкцій [1–16]. Похідні по проектним 
змінним (коефіцієнти чутливості) характеризують 
без модифікації всієї моделі напрямок і швидкість 
зміни критеріїв мети (функціоналів якості) J  маши-
нобудівних конструкцій при варіюванні параметрами 
проектування u . 

У статті [2] представлено огляд існуючих дис-
кретних технологій диференціювання обчислюваль-
них моделей у єдиній математичній структурі. Схеми 
диференціювання описуються як двоетапний процес: 
оцінка частинних похідних і обчислення повних по-
хідних, що залежать від частинних похідних. В робо-
ті [4] розрізняють три види технологій: скрінінг 
(грубе сортування параметрів серед їх великої кіль-

кості на найбільший вплив), заходи значущості (кі-
лькісні показники чутливості) і повне дослідження 
поведінки моделі (вимір впливу вхідних даних на всі 
варіації функціоналів якості).  

Великий теоретичний і практичний інтерес при 
дослідженні життєвого циклу складних машинобуді-
вних конструкцій представляють проблеми створен-
ня математичної моделі, яка адекватно описує масо-
во – інерційні, міцнісні та динамічні характеристики, 
їх корекцію за результатами  експериментів на реа-
льних прототипах при використанні методів аналізу 
чутливості та кількісної оцінки невизначеності (Verifi-
cation, Validation), пов'язаної з неточною або неповною 
інформацією. Невизначеності, справжні і коректовані 
значення складно структурно пов'язані [11–14].  

Аналіз чутливості характеристик машинобудів-

© C. О. Назаренко, С. І. Марусенко, О. І. Зінченко 2019 
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них конструкцій до варіювання проектних парамет-
рів дозволяє виконувати оперативні оціночні розра-
хунки великого числа варіантів при коригуванні або 
ідентифікації їх математичних моделей. Попередній 
аналіз розподілу похідних дозволяє виділити зони 
найбільшої чутливості відповідних функціоналів до 
зміни змінних проектування, внаслідок чого з'явля-
ється можливість шляхом зміни мінімального числа 
проектних змінних підвищити ефективність і швид-
кодію обчислювального процесу [6–10].  

Формально у процесі досліджень можна виділи-
ти групу уточнюючих моделей та модель, що уточ-
нюється. Побудова картин чутливості характеристик 
машинобудівних конструкцій до зміни параметрів 
дозволяє підвищити ефективність подальшої кількіс-
ної оцінки невизначеності і калібрування параметрів 
моделі, включає виявлення як вилучаємих, так і уто-
чнюючих параметрів [11–14].  

Аналіз чутливості до зміни приведеного модуля 
пружності може використовуватися при дослідженні 
конструкцій, виготовлених з композитних матеріа-
лів, а також при обліку нерівномірності фізико–
механічних властивостей, що виникає як при вигото-
вленні (наприклад, перехідні зони між різними мате-
ріалами, що утворилися в результаті зварювання або 
паяння), так і при експлуатації (наприклад, під впли-
вом градієнта температур, механічного зносу, коро-
зійного деградування, ерозії тощо) [12–16]. Крім то-
го, градієнти функціоналів також можуть застосову-
ватися при вирішенні нелінійних задач (наприклад, у 
методі інваріантного занурення). 

Умовно методи аналізу чутливості можна роз-
ділити на скінченно-різницеве наближення градієнта; 
методи прямого диференціювання і методи введення 
спряжених змінних. Відзначимо велику гнучкість 
застосування та доступність прямого диференцію-
вання, оскільки розрахунок може проводитися неза-
лежно від аналізу чутливості з використанням різно-
манітних популярних програмних комплексів і скін-
ченно-елементних пакетів [2, 11]. 

У той же час методи введення спряжених змін-
них відрізняються більшою чисельною ефективніс-
тю, що може компенсувати необхідність модифікації 
програмного забезпечення. Якщо у постановці задачі 
кількість проектних змінних значно перевищує чис-
ло функціоналів, то використання методу, заснова-
ного на введенні спряженої задачі, більш ефективно 
ніж пряме диференціювання [2, 6–11]. 

Багато програмних продуктів (NX Nastran, 
ANSYS Workbench, Abaqus тощо) оснащуються бло-
ками, які реалізують процедури обчислень чутливос-
ті до варіювання параметрів (типу «чорної» або «бі-
лої скриньки»). У роботах [14, 16] застосовуються 
технології «сірої скриньки» для визначення залежно-
сті характеристик динаміки, міцності та жорсткості 
варіацій машинобудівних конструкцій від проектних 
параметрів, причому на основі обмеженої кількості 
базових розрахунків на основі скінченно-
елементного аналізу.  

У роботі [12] будуються залежності характерис-
тик конструкцій від конструктивних параметрів мо-
делі у всьому або у виділеному діапазоні варіювання, 

а також «експрес – моделі» (обґрунтовано структур-
но спрощені на підставі різноманітних досліджень) і 
«експрес – системи» оцінки характеристик окремих 
елементів машинобудівних конструкцій (у вигляді 
аналітичних залежностей, таблиць, графіків, програ-
мних модулів або баз даних).  

Так як змінні проектування, як правило, входять 
у коефіцієнти операторів, то рівняння стану щодо 
варійованих функцій нелінійні. Математична про-
блема полягає в тому, щоб проводити дослідження 
нелінійної задачі аналізу чутливості за допомогою 
методів, які мають переваги математичних властиво-
стей лінійних операторів стану [6–10]. 

Досягнення функціонального аналізу і теорії лі-
нійних операторів дали основу для точного матема-
тичного аналізу проблеми. Математична теорія пока-
зує, що позитивна визначеність (фактично, неухиль-
на еліптичність) операторів є властивістю, яка поро-
джує більшість теоретичних результатів і робить 
чисельні методи працездатними [8–11]. Однак нероз-
виненість теорії і чисельних методів аналізу чутли-
вості для реальних задач проектування, що відрізня-
ються складною просторовою геометрією і необхід-
ністю використання комплексних моделей функціо-
нування конструкції, стримує створення і застосу-
вання відповідних програмних засобів. 

 

Результати теоретичних досліджень. Струк-
туру рівнянь стану машинобудівних конструкцій 
визначає тип досліджуваного процесу, склад систе-
ми, граничні умови, навантаження й умови сполу-
чення [5]. Реальні експлуатаційні режими машино-
будівних конструкцій моделюються навантаження-
ми, які залежать від характеру взаємодії з навколиш-
нім середовищем (газом, рідиною) або з зовнішнім 
полем (температурне, електромагнітне), а також від 
можливого контакту з іншими елементами у струк-
турі об'єкта. 

Перший базовий підхід (скінченно–вимірний) 
до аналізу чутливості передбачає таку послідовність 
обчислювальних етапів (на прикладі задачі статики): 

1) скінченно-елементна дискретизація задачі 
аналізу 

,)()(),( 0uFyuyu =−=KА  (1)

де Fy, – «узагальнені» вектори вузлових перемі-

щень і навантажень;  
( )uK  – «узагальнена» матриця жорсткості;  

u  – вектор змінних параметрів конструкції; 
2) введення вектора спряжених змінних ψ  при 

обліку рівності KKT =  і того, що спряжена задача 
повторює за винятком правої частини структуру за-
дачі статики 

( ) ( ) JKK y
T ∇=== gψuψu   (2) 

 

дозволяє знайти в вираженні скалярний добуток най-
більш економним чином: 
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3) обчислення градієнтів від функціоналів якос-
ті машинобудівної конструкції 
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де похідну від гамільтоніану ( )( ) ( )yuψy ,, JuKH −=  

беремо лише по явно вхідним змінним параметрам. 
У другій базовій методиці спряжені змінні вво-

дяться безпосередньо для варіаційного або диферен-
ціального формулювання задачі аналізу  

 

),(),( zfzya = .   (5) 
 

Після чого редукція початкової та спряженої за-
дач (перехід від безперервних змінних до дискретних 
з одночасним позбавленням від операцій диференці-
ювання і\або інтегрування), а також варіювання фун-
кцій форми конструкції (введення поняття матеріа-
льної похідної) може виконуватися як три формально 
незв'язаних етапи. При цьому для деякого фіксовано-
го віртуального переміщення можна взяти варіацію 
від обох частин рівняння стану: 

 

),()(),( zyazfzya ′−′=′ ,  (6) 
 

де в правій частині штрих ' означає варіацію біліній-
ної форми a  і лінійної форми навантаження f   по 

аргументу u , який входить явно. Відзначимо, що y′  

залежить від значення змінної проектування u , при 
якій обчислюється варіація, та є функцією незалеж-
ної змінної системи координат х і лінійно залежить 
від uδ , представляючи похідну Фреше від змінної 
стану y  по u , обчисленому в напрямку uδ . Припу-

скаючи, що y  – розв’язок (5), можна сказати, що (6) 

– варіаційне рівняння з такою ж енергетичною білі-
нійною формою для першої варіації y′ . 

Перевагою другої методики є те, що для похід-
них можуть бути отримані явні вирази у термінах 
фізичних величин, а не в термінах сум похідних від 
матриць скінченних елементів машинобудівних 
конструкції. Скінченно-вимірний і континуальний 
підходи пов'язані між собою (перший є апроксимаці-
єю другого). Після дискретизації геометрії системи і 
введення набору змінних параметрів проводиться 
перерахунок функціональних похідних в матеріальні 
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де it  – варійований параметр, 

     iΩ  – підобласть інтегрування в системі координат 

x, «що відноситься» до параметру it ;  

     ( )xu – варійована вектор – функція. 

Розглянемо задачу пошуку власних значень 
машинобудівної конструкції (скінченно-вимірний 
підхід) 

,][ 0y=λ− MK                         (8) 
 

Градієнт власного значення у випадку ізольова-

ного простого резонансу має вигляд  
 

./][ yyyy MMK TT
ui

′λ−′=λ′                (9) 
 

Як видно, із співвідношень аналізу чутливості 
власних частот або характеристик напружено-
деформованого стану (НДС) машинобудівних конс-
трукцій до варіювання параметрів обчислення похід-
них від критерію оптимізації (або функціоналів у 
постановці Парето) і функціональних обмежень 
включає не тільки диференціювання рівнянь стану, 
але і співвідношень для градієнтів від скінченно–
елементних матриць.  

Вибір способу дискретизації і типів проектних 
змінних, критерію якості і функціональних обмежень 
проводиться залежно від призначення конструкції, її 
розрахункової моделі та інших факторів. Цей ком-
плекс вимог реальних задач проектування ставить 
вирішення проблеми аналізу чутливості у ряд атри-
бутів інженерного конструкторського мистецтва, що 
погано формалізуються. Сучасні машинобудівні 
конструкції створюються як комбінація множини 
взаємодіючих між собою і з зовнішнім середовищем 
конструктивних елементів, яка описується досить 
складною математичною моделлю. При аналізі чут-
ливості складових конструкцій обсяг і складність 
обчислень настільки великі, що необхідно сегменту-
вання системи.  

Машинобудівна конструкція представляється у 
вигляді сукупності ієрархічно субпідрядних підсис-
тем різних рівнів зі збереженням структур і прина-
лежності. Дослідження чутливості всієї конструкції 
можна базувати на незалежному аналізі природно 
заданих субструктур, а потім пов'язувати ці підконс-
трукції у єдину систему. Області підконструкцій на 
своїх границях взаємопов'язані за допомогою кіне-
матичних обмежень, т. ч. компоненти взаємодіють за 
допомогою з'єднань, що зв'язують сусідні субструк-
тури, і обмежують поля можливих переміщень усе-
редині елементів. Граничні області у залежності від 
геометричної форми підконструкції можуть склада-
тися як з однієї, так і з декількох незв'язаних ділянок. 
Принцип Гамільтона–Остроградського призводить 
до об'єднаного варіаційного формулювання рівнянь 
поведінки машинобудівної конструкції, яке застосо-
вується для аналізу чутливості складових систем. 
При цьому передбачається, що задовольняються гі-
потези суворої еліптичності енергетичних білінійних 
форм. 

Викладений підхід робить можливим вилучення 
з повної розрахункової моделі певної її частини, пе-
рестроювання сітки і більш детальний аналіз для 
виділеної області. Це може підвищити ефективність 
чисельного моделювання, так як спочатку робиться 
аналіз для грубої сітки, а потім для області, що ціка-
вить, подрібнюється сітка і уточнюється аналіз чут-
ливості. При цьому можна отримати більш точну 
інформацію для частини конструкції, не збільшуючи 
складність повної її моделі. 

Способи зниження розмірності задач і змен-
шення часу аналізу чутливості складових конструк-
цій можна умовно розділити на облік окремих еле-
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ментів як зосереджених чинників, суперелементний 
підхід (статична конденсація і динамічне редукуван-
ня), облік симетрії і регулярності. Аналіз чутливості 
багатокомпонентних поворотно-симетричних конс-
трукцій (ПСК) специфічний тим, що повний набір 
перемінних параметрів визначається комплектом, що 
описує змінні проектування окремого сектора, а по-
хідні функціоналів відшукуються для цілої ПСК [11]. 

Повна або часткова статична конденсація внут-
рішньої області сектора багатокомпонентної поворо-
тно–симетричної конструкції принципово не моди-
фікує методику розв’язку. Коригування чисельної 
моделі аналізу чутливості машинобудівної констру-
кції повинно проводитися незалежно для кожної під-
конструкції, тому структуру даних необхідно органі-
зовувати ієрархічно. Облік повторюваності підсис-
тем призводить до значного зменшення кількості 
арифметичних операцій та істотного зниження обся-
гів збереженої і оброблюваної інформації. 

Знаходження функціональних похідних багато-
компонентних поворотно-симетричних конструкцій 
складається з ряду обчислювальних задач, об’єм і 
точність рішення яких не залежить від кількості сек-
торів N і визначається розмірністю виключно окре-
мого сектора. Наявність симетрії дозволяє перевести 
задачу аналізу чутливості з накладеними умовами 
циклічності до аналізу моделі окремого сектора. 

Принциповою особливістю динаміки машино-
будівної ПСК є існування кратного резонансу, при 
якому визначаються групи взаємозалежних власних 
форм, які мають фіксоване число хвиль деформацій. 
Аналіз чутливості систем ускладнюється принципо-
вою недиференційовністю (у сенсі Фреше) кратної 
власної частоти у довільному околі точки повного 
простору змінних проектування, «підозрюваної на 
оптимальність», проте диференційовністю (у сенсі 
Гато) у напрямку. 

Відповідний математичний апарат розглянемо 
для кратності 2 з потенціалом поширення на випадки 
більш високої кратності основоположних результа-
тів. Нехай 1y  і 2y  – два взаємно ортогональних, но-

рмованих вектора, що відповідають кратному зна-
ченню λ=λ=λ 21 .  

При цьому простір рішень вихідної задачі (8) 
включає два довільних параметра 

 

( )ϕ+ϕ=γ+γ= sincos 212211 yyyyy B , (10) 
 

що характеризують норму власного вектора B і його 
поворот ϕ  в підпросторі власних форм. Для визна-
ченості 1y  і 2y  , крім умов ортогональності і норму-

вання 

,2,1,: =δ= jiMy iji
T
jy   (11) 

 

треба зафіксувати "кутове" положення однієї з мод  
 

01 =yn MT .   (12) 
 

Аналіз збуреної ( )uu δ+  системи рівнянь (8) 

приводить до співвідношення для "розщеплення" 
кратного власного значення  

 

))((5.0 2
12

2
221122112,1 α+α−α±α+α=λδ , (13) 

 

де ,)( jiij MK yy δλ−δ=α sru
T

sr MM ,, ∇δ=δ u , 

sru
T

sr KK ,, ∇δ=δ u . 

Спільне рішення вихідної (12) і спряжених за-
дач  

2,1
2,1][

y
ψ

∂
∂=λ− J

MK   (14) 

призводить до умов 0=
∂
∂

j

T
i

J

y
y . 

Повні співвідношення для похідної у підпрос-
торі кратних мод формуються підсумовуванням од-

нотипних виразів yψ
uu

M
H

J T
u ∂

λ∂+
∂
∂−=∇  і мають у 

своєму розпорядженні фільтрувальну властивість до 
загальної частини спряжених рішень: 

 

,*
12121111 ψyyψ +γ+γ= *

22221212 ψyyψ +γ+γ= . (15) 
 

Відзначимо, що відхилення конструктивно–
технологічних параметрів машинобудівних констру-
кцій при виробництві та експлуатації носять випад-
ковий характер і складні для виявлення. Їх можна 
для поворотно–симетричних конструкцій умовно 
розчленувати на 2 видозміни: 

1) конструкція, повернена щодо осі обертання на 
довільний кут, кратний Nπ2 , збереже інваріантність 

власних фізичних і геометричних параметрів (власти-
вості циклічної симетрії) – регулярні похибки; 

2) порушується властивість суворої циклічної 
симетрії – нерегулярні похибки. 

При аналізі чутливості власних частот і резона-
нсних характеристик машинобудівних конструкцій 
ПСК, що залежать від власних форм, існують прин-
ципово відмінні підходи. У першому підході відпо-
відні варіації M і К мають квазіціклічну структуру, 
при цьому зберігаються вирази для похідних по 
Фреше, виконується умова нерозщеплення спектра 

λδ=λδ=λδ 21 , що накладає на варіацію змінних прое-

ктування додаткові обмеження 2211 α=α . Принци-

повим наслідком у підпросторі u  кратного резонан-
су є збереження однозначного лінійного зв'язку між 

,yδ  λδ  і uδ . При другому підході відбувається 

порушення симетрії, розщеплення кратного спектра, 
«прив'язка» в окружному напрямку форм. Варіації 
власних частот і мод коливань характеризуються 
нелінійними співвідношеннями (13). При вимушених 
коливаннях відбувається підвищення динамічної 
навантаженості (перевантаження). 

 

Результати прикладних досліджень. З метою 
демонстрації запропонованих методів аналізу чутли-
вості машинобудівних конструкцій наведемо при-
клади розв'язання практичних задач. 

На рис. 1 наведено приклад розрахунку багато-
компонентної поворотно-симетричної конструкції – 
оборотної гідромашини високонапірної ГАЕС. Кри-
шка гідротурбіни є несучою просторовою ПСК, що 
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складається з оболонок обертання, об'єднаних N реб-
рами. Отвори призначені для зменшення ваги і роз-
міщення механізмів, а також для ремонту і демонта-
жу окремих лопаток без повного розбирання направ-
ляючого апарату. На рис. 1 у якості форми ілюстрації 
результатів наведено розподіл коефіцієнтів чутливо-
сті четвертої власної частоти гідромашини до зміни 
приведеного модуля пружності. Синім кольором 
представлена зона близьких до нуля коефіцієнтів 
чутливості власних частот на відповідних формах 
коливань, червоним – екстремальних. 

 

 

Рисунок 1 – Аналіз чутливості оборотної гідромашини 
 

Розглянемо складову конструкцію – вертикаль-
ну установку підйому стальковшей ємністю 300 т, 
що складається з набору складних конструктивних 
елементів (див. рис. 2).  

 

 
 

Рисунок  2 – Вертикальна установка підйому стальковшів 
 
Розподіл полів коефіцієнтів чутливості інтегра-

льної піддатливості до зміни приведеного модуля 
пружності взаємодіючих конструктивних елементів 
наведено на рис. 3. Синім кольором представлена 
зона близьких до нуля коефіцієнтів чутливості інтег-
ральної піддатливості, червоним – екстремальних. 

 

     c 
                       а                            б                                         в 

Рисунок 3 – Аналіз чутливості:  
a –зворотного важеля; б – опори гідроциліндру; в – рами 

 

Висновки. У роботі проведено огляд дослі-
джень в області аналізу чутливості функціоналів ди-
наміки та міцності машинобудівних конструкцій до 
варіювання параметрів проектування. Умовно мето-
ди аналізу чутливості можна розділити на скінченно-

різницеве наближення градієнта; методи прямого 
диференціювання і методи введення спряжених 
змінних.  

Аналіз чутливості дозволяє ефективно побуду-
вати поліпшену варіацію в системах оптимального 
автоматизованого і інтерактивного проектування 
машинобудівних конструкцій; виробляти оперативні 
оціночні розрахунки великого числа варіантів при 
коригуванні або ідентифікації їх математичних мо-
делей, стохастичному аналізі характеристик в полі 
випадкових відхилень властивостей матеріалу і гео-
метричних параметрів при вібродіагностиці і неруй-
нівному контролі, призначенні полів допусків при 
виготовленні.  

У процесі досліджень доцільно використовувати 
різні методи (або їх поєднання) з деякої доступної їх 
бази. Наведені приклади реалізованих прикладних ін-
жинірингових розробок і проектування промислових 
виробів. 
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А. С. ПАРХОМЕНКО, А. В. БОНДАРЕНКО, Р. В. ПРОТАСОВ, Н. А. ЛЕВИН  
 
ПРОБЛЕМЫ СОВРЕМЕННОГО ПРОТЕЗИРОВАНИЯ КОНЕЧНОСТЕЙ. ОПЫТ  
ПРОЕКТИРОВАНИЯ И СИНТЕЗИРОВАНИЕ ЕЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ ПРОТЕЗА РУКИ 

 
Рассмотрены современные существующие решения по протезированию верхних конечностей, проведен их анализ с последующим 
вычленением проблем, связанных с темой научной статьи, на территории Украины. Также произведён опыт по проектированию и 
расчёту протеза кисти человека ориентированным на антропометрию входных данных аналогичных среднестатистическим размерам 
руки человека, а также последующим его возможным выполнением на принтере с применением технологии 3-D печати. Для 
моделирования геометрии был использован программный комплекс Autodesk Inventor, а для расчёта конечно-элементной модели был 
использован Autodesk Nastran In-CAD. В конце работы была произведена нагрузка элемента конструкции и высчитан НДС, а также 
подведены итоги по проведённой работе. 

Ключевые слова: протез, модель кисти руки, антропометрические данные, 3-D печать, метод конечных элементов, напряженно-
деформированное состояние 
 

А. С. ПАРХОМЕНКО, О. В БОНДАРЕНКО, Р. В. ПРОТАСОВ, Н. О. ЛЕВІН    
ПРОБЛЕМИ СУЧАСНОГО ПРОТЕЗУВАННЯ КІНЦІВОК. ДОСВІД  ПРОЕКТУВАННЯ 
І СИНТЕЗУВАННЯ ЕЛЕМЕНТІВ КОНСТРУКЦІЙ ПРОТЕЗА РУКИ 

Розглянуто сучасно існуючі рішення із протезування верхніх кінцівок на території України, проведено їх аналіз і подальше 
вичленовування проблем, пов'язаних з темою даної статті,. Також проведений досвід з проектування та розрахунку протеза кисті 
людини, який орієнтований на антропометрію вхідних даних, аналогічних середньостатистичним розмірами руки людини, а також 
подальшим його можливим виконанням на принтері із застосуванням технології 3D-друку. Для моделювання геометрії був використаний 
програмний комплекс Autodesk Inventor, а для розрахунку скінченно-елементної моделі був використаний Autodesk Nastran In-CAD. На 
завершення було проведено навантаження елемента конструкції і розрахований напружено-деформований стан, а також підведені 
підсумки за проведеною роботою. 
 Ключові слова: протез, модель кисті руки, антропометричні дані, 3D-друк, метод скінченних елементів, напружено-
деформований стан. 

 
A. PARKHOMENKO, O. BONDARENKO, R. PROTASOV, N. LEVIN  
PROBLEMS OF MODERN LIMBS PROSTHESIS. DESIGN AND SYNTHESIS EXPERIENCE  
OF HAND PROSTHESIS ELEMENTS 

The current existing solutions for upper limb prosthetics in Ukraine are considered, their analysis and subsequent isolation of problems related to 
the topic of a scientific article is carried out. An experiment was also conducted in designing and calculating a human prosthesis with 
anthropometric-oriented input data similar to the average size of a human hand, as well as its subsequent implementation on a printer using 3D 
printing technology. Autodesk Inventor software was used to model the geometry, and Autodesk Nastran In-CAD was used to calculate the finite 
element model. In conclusion, the loading of the structural element was carried out and the stress-strain state was calculated, and the results of the 
work were summed up. 

Keywords: prosthesis, hand model, anthropometric data, 3D-printing, finite element method, stress-strain state 

 
Введение. Тема статьи посвящена анализу 

имеющейся литературы проблеме потери верхних 
конечностей на территории современной Украины. 
Одним из основных факторов возникновения 
вопроса, связанного с поиском подходящего 
протеза верхних конечностей на Украине, является 
тяжёлая форма военного положения на территории 
страны, а конкретно зоны АТО. Также важен 
дефицит специализированных медико-
технологических решений для адаптации 
инвалидов, переживших потерю конечности и 
старающихся вернуть обычный образ жизни в 
социуме. Проанализировав рынок протезирования 
верхних конечностей было обнаружено 270 
протезных предприятий, из которых около 70 
занимаются протезированием верхних 
конечностей, и только 10 из них имеют технологии 
по созданию многофункциональных протезов. В 
это число вводят 8 казённых предприятий 
Украины, у которых имелись проблемы с 
финансированием персонала с задержкой по 3-6 
месяцев. К сожалению, это лишь собственные 
подсчёты, проверить их можно аналогичным 
образом по ссылке [1]. Данная информация 
предложена с целью ознакомления и понимания 
основной причины недостатка 

специализированных протезов для нуждающихся в 
них людей. На данный момент, со слов Алексея 
Краснощекова (Главы Экспертной группы по 
вопросам протезирования при Народном Совете 
Фонда социальной защиты инвалидов), несколько 
тысяч граждан Украины имеют повреждённую 
верхнюю конечность и требуют протезирования 
[2]. Для более подробного разбора темы статьи, не 
лишним будет разобраться в основных терминах, 
связанных с данным вопросом и уже 
существующими решениями для более широкого и 
глубокого понимания вопроса. 

Протезирование ‒ это замена утраченных или 
необратимо повреждённых частей тела 
искусственными заменителями ‒ протезами. 
Протезирование представляет собой важный этап 
процесса социально-трудовой реабилитации 
человека, утратившего конечности или 
страдающего заболеваниями опорно-двигательного 
аппарата. Протезирование является смежной 
дисциплиной между медициной и техникой, тесно 
связано с ортопедией, травматологией, 
восстановительной хирургией и др. Хотя 
протезирование как отдельная дисциплина 
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выделилась в XIX веке, сведения о нем 
встречаются еще в древние времена ‒ у греческого 
историка Геродота, римского историка Плиния и 
других. 
 

Виды протезов. Анализ существующих 
протезов. При создании протеза важным фактором 
является: определения степени поражения 
конечности, индивидуальные характеристики 
пациента, целевая функция использования 
протезов, а также способ его изготовления. В 
зависимости от исходных данных все протезы 
разделяются на два основных направления: по 
степени ампутации конечности и по функционалу. 

По степени ампутации конечности разделяют 
такие виды: протезы пальца, протезы кисти, 
протезы предплечья, протезы плеча. 

По назначению (функционалу) протезы 
делятся на две группы: косметические ‒ 
выполняющие декоративную функцию, 
функциональные ‒ протезы, способные совершать 
хват за счёт использования вспомогательных 
механизмов. 

В свою очередь функциональные протезы 
разделяют по категориям в зависимости от 
механизмов управления самих протезов: рабочие, 
тяговые (механические), биоэлектрические. 

Кроме того, протезы также должны крепиться 
к культе человека. На данный период есть два 
основных способа крепления протезов к культе, а 
именно: ременные и вакуумные. 

В ременном креплении ремни фиксируются к 
культе, дабы обеспечить комфортную фиксацию 
протеза для его последующего использования. 

В вакуумном способе основой крепления 
является создания вакуумного пространства между 
приемной гильзы и кожей пациента, благодаря 
которому и создается фиксация устройства. Также 
в данном способе могут использоваться 
«протягивающий чехол», который позволяет 
сглаживать складки на культе, для крепления 
вакуумной гильзы без излишнего дискомфорта. 

Ниже будут описаны одни из немногих особо 
популярных многофункциональных 
биоэлектрических и функциональных протезов. 

 

 
Рисунок 1 – Активный тяговый протез предплечья 

 «Киби» (Моторика) 
 
Активный тяговый протез предплечья «Киби» 

(Моторика). Тяговый протез предплечья «Киби» 
(рис. 1) состоит из приёмной гильзы предплечья, 
каркасного элемента, который изготавливается по 
индивидуальным меркам на 3D-принтере, и 

тяговых тросов [3].  
В тяговом протезе предплечья «Киби» схват 

осуществляется за счёт сгибания в локтевом 
суставе. Тяговые тросы установлены на опорной 
части протеза и регулируются индивидуально. 
Ротация в лучезапястном сочленении 
осуществляется пассивно. Возможность сгибания 
кисти отсутствует. 

Протез предплечья биоэлектрический с 
кистью Michelangelo (OttoBock). Управление в 
протезе предплечья с кистью Michelangelo (рис. 2) 
осуществляется с помощью биоэлектрических 
сигналов, подающихся на микропроцессор. К 
особенностям этой кисти можно отнести наличие 
отдельного привода для большого пальца, что 
позволяет устанавливать кисть в общей сложности 
в семь различных позиций. Активно 
задействованными являются средний и 
указательный пальцы, безымянный палец и 
мизинец пассивно следуют вместе с ними [4]. 

 

 
 

Рисунок  2 – Протез предплечья биоэлектрический  
с кистью Michelangelo 

 
Многоосный лучезапястный шарнир 

позволяет осуществлять ротацию кисти. 
Возможность сгибания кисти в лучезапястном 
сочленении отсутствует. 

Протез предплечья с биоэлектрическим 
управлением «Страдивари» (Моторика). Протез 
предплечья биоэлектрическим управлением 
«Страдивари» (рис. 3) состоит из модуля кисти с 
микропроцессором, ниспадающей гильзы 
предплечья, двигателей и датчиков зарубежных 
производителей и косметической оболочки [5]. 
 

 
 

Рисунок 3 – Протез предплечья с биоэлектрическим 
управлением «Страдивари» (Моторика) 

 
Активный биоэлектрический протез руки 

«Bebionic» (Моторика). Bebionic (рис. 4) – 
биоэлектрическая искусственная кисть с 
электромеханическим приводом и 
микропроцессорным контролем, созданная для 
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восстановления функции и внешнего вида 
утраченной верхней конечности (руки), дает 
возможность совершать ампутированной(ыми) 
конечностью(ями) повседневные дела. 
Биоэлектрическая кисть использует энергию 
аккумулятора, питающего отдельные 
электродвигатели в каждом пальце и 
микропроцессор, контролирующий работу каждого 
электродвигателя и позволяющий пользователю 
получать движения, близкие к реальной руке. 

Управление кистью осуществляется при 
помощи электрических импульсов, полученных от 
сохранившихся мышц ампутированной конечности 
[6]. Различные комбинации электрических 
импульсов позволяют не только управлять работой 
каждого пальца, но и переключать виды хвата. 

Крепление осуществляется с помощью 
дополнительной приёмной гильзы, в которую 
вкручивается протез. 

Активный тяговый протез предплечья 
«Handiii» (eXiii). Особого внимания заслуживает 
биоэлектрический протез предплечья Handiii 
(рис. 5), так как он имеет особую структуру 
движения пальцев руки, реализованную через 
систему сложных кинематических связей. К 
сожалению, в стандартном поиске информацию о 
данном протезе не найти, взамен можно 
пообщаться с создателями протеза, данная 
компания свободно раздаёт свои технические 
решения и делится накопленным опытом [7]. 

 

 
Ориентируясь на эталонные варианты 

изготовления протезов в современном мире, были 
выделены основные проблемы, связанные со всеми 
изделиями в большей или меньшей степени. А 
именно: заряд аккумулятора, которого хватает 
приблизительно на 6 часов (в биоэлектрических 
протезах); крепление к культе, а именно 
создаваемый дискомфорт и создаваемое 
дополнительное напряжение в точке крепления; не 
всегда полное индивидуальное соответствие 
размеров для конкретного человека; выполняемые 
хваты и способ их воссоздания, инженерия ещё не 
представила необходимых решений для данного 
вопроса; время досыла сигнала от мышц до самого 
протеза у самого «быстрого» протеза Michelangelo 
это занимает 300 мс; последней проблемой 
является цена итогового продукта, что равняется от 
~15000 грн. В опыте, представленном ниже, была 
попытка привести значения массы, цены близкими 

к минимуму, а соответствие индивидуальным 
размерам – к максимуму. Для этого было решено 
проектировать протез с учётом его последующего 
изготовления на 3-D принтере из АБС пластмассы, 
движущими элементами должны стать стальные 
тросы диаметром 1 мм оцинкованные 6:7, а также 
система управляющих сервомоторов SG5010. 
 

Проектирование протеза для 3-D принтера. 
Теоретическая часть. Изначально эскизная 
составляющая предполагает индивидуальные 
замеры человеческой культи с применением 
всевозможных приемов, способствующих 
сглаживанию неровностей на кожном покрове для 
уменьшения дискомфорта при одевании протеза. 
Немаловажным фактором также являются 
антропометрические данные кисти для создания 
естественных движений пальцами и более 
правильных их сгибаний с точки зрения теории 
кинематики и динамики. В угоду разнообразным 
техническим решениям, придуманным 
инженерами, размеры могут варьироваться от 
протеза к протезу, однако всегда существует 
определённая норма. Ниже в табл. 1 представлены 
среднестатистические размеры проксимальной, 
средней и дистальной фаланги пальцев, а также 
обхват руки человека [8, 9]. 
 

Таблица 1 – Среднестатистические размеры 
элементов руки (антропометрические данные кисти), мм 

 

Название 
элементов руки 

В
ы
со

та
 

Д
л
и
н
а 

Дисталь- 
ная 

Сред- 
няя  

 

Про- 
кси-
маль-
ная  

Большой 20,4 20 28,297 36,487 – 
Указательный 18,4 16 37,233 21,333 19,133 

Средний 18,4 16 21,767 28,067 42,967 
Безымянный 18,4 16 21,967 25,567 39,967 
Мизинец 18,4 16 18,333 16,533 29,533 

Кисть 18 95,4 
Обхват 

кисти ‒ 86 
– – 

 
Экспериментальная часть. Построение 3D-

модели, синтез элементов, сгибание разгибание 
модели (выполнения антропометрической 
кинематики кисти). Далее приведены основные 
данные о протезе, построение геометрии и расчет 
проксимальной фаланги на прочность. Протез был 
спроектирован в CAD системе Autodesk Inventor и 
рассчитан в Nastran InCAD. Сам протез 
сегментирован для уменьшения его дальнейшего 
веса/стоимости и более легкой сборки или ремонта 
отдельных деталей. Всего модель состоит из 35 
деталей, из которых 28 – это детали, которые 
имитируют фаланги пальцев человека, а именно 
дистальную, среднюю и проксимальную в 
соответствии с каждым пальцем. Каждая из фаланг 
представляет из себя элемент, разбитый пополам. 
Соединение сегментов выполняется с помощью 
креплений с лепестками. Большое внимание 
уделялось соответствию протеза антропометрическим 
данным человека. На рис. 6 продемонстрировано 

  
Рисунок 4 – Протез руки 

с биоэлектрическим 
управлением 

«Bebionic» (OttoBock) 

Рисунок 5 – Протез руки 
 с биоэлектрическим 

управлением «Handiii» 
 (eXiii) 
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последовательное построение сегмента 
проксимальной фаланги указательного пальца. 

 

 

 

 
 

Рисунок 6 – Последовательное выполнение сегмента 
проксимальной фаланги указательного пальца, 

нумерацией указаны этапы разработки 
 
Аналогичным образом выполнялось 

построение других фаланг, кроме дистальных, в 
соответствии с их антропометрическими мерами и 

функциональными особенностями. На рис. 7 
продемонстрировано последовательное построение 
сегмента дистальной фаланги указательного 
пальца.  

При выполнении условия антропометрии 
протеза возникла необходимость создания 
отдельных элементов, которые имитировали 
привычные движения большого пальца, 
безымянного и мизинца и одновременно 
выполняли бы функцию креплений сборников этих 
пальцев к основанию кисти. На рис. 8 
продемонстрировано последовательное 
выполнение этих конструкций. 

Была построена и основа, которая имитирует 
функцию ладони человека и представляет собой 
систему, вокруг которой и синтезируются все 
последующие элементы. На рис. 9 
продемонстрировано ее построение. 

Для лучшего понимания принципа соединения 
элементов приведены примеры сборки дистальных 
частей, изображенные на рис. 10. Чтобы закрепить 
два сегмента, например, дистальную и среднюю 
фалангу, использовались осевые соединения, 
аналогичным путем детали фиксировались на 
основе кисти протеза. Все элементы фиксации 
унифицированы, для уменьшения затрат на 
изготовление протеза. Сборка  элементов 
изображена на рис. 11. 

Одной из особенностей протеза является 
движения большого пальца, безымянного и 
мизинца. Для соединения этих элементов 
использовалось болтовое крепление, 
выгравированное внутри тела кисти. Сборка 
элементов изображена на рис. 11, 12. Также на рис. 
13 изображена модель протеза в полной сборке в 
«обычном» разгибе и пример сгиба сборки. 

 
Рисунок 7 – Последовательное выполнение сегмента дистальной фаланги указательного пальца  
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Рисунок 8 – Последовательное выполнение построения функционально–крепежных конструкций 

 

 

 
 

Рисунок 9 – Создание основания кисти 
 

 
Рисунок 10 – 

Пример 
соединения двух 

сегментов 
 

 

Рисунок 11 – Пример соединения 
сегментов осевым соединением 

 

 
 

Рисунок 11 – Пример 
соединения мизинца и 
безымянного пальца с 

болтом 
 

 
 

Рисунок 12 – Пример 
соединения большого пальца с 

болтом 
 

Расчет напряженно-деформированного 
состояния модели методом конечных элементов.  

Задача 1. Для реализации задачи будем 
рассчитывать проксимальную фалангу 
указательного пальца. Это условие соответствует 
тому обстоятельству, что указательный палец, 
воспринимает ~60% нагрузки, создаваемой в 
момент подъема или опускания предметов, а 
элементом, на который приложена нагрузка, 
является проксимальная фаланга. Итак, логичным 
решением будет расчет нагрузки именно на этот 
элемент. Граничными условиями будет фиксация 
поверхности в местах соединения сегмента 
проксимальной фаланги с осевым соединением. 
Аргументом в пользу данного типа закрепления 

является то, что непосредственно в сборке момент 
прокрутки сегмента фаланги будет 
компенсироваться силой натяжения тросовых 
соединений через работу сервомоторов. Также мы 
добавляем зависимость сегмента относительно 
оси y и воспроизводим симметричную зависимость 
для смежного сегмента фаланги. Условием для 
выполнения задания также будет давление на 
поверхность с силой 100 Н. Таким образом, мы 
имитируем давление на протез при подъеме 
объекта массой 10 кг. Для воспроизведения 
процесса расчета на рис. 14 изображена конечно-
элементная сетка модели. Размер элемента был 
принят 1 мм, количество узлов равно 87079, а 
элементов – 60453. 
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а  

б 
Рисунок 13 – Модель протеза в полной сборке: 

а – в развернутом виде; б – в сгибе 

На рис. 15 показано задание условий 
симметрии, граничных условий и приложение 
внешней нагрузки 100 Н. 

На рис. 16 и 17 изображены распределения 
напряжений по Мизесу (максимальное напряжение  
8,5 МПа) и перемещений (максимальное 
перемещение 0,04 мм) в проксимальной фаланге 
указательного пальца соответственно.  

 

Рисунок 14 – Конечно-
элементная сетка детали в 
программном  комплексе 

Nastran In CAD  
 

Задача 2. В следующем примере задачей 
будет проанализировать модель на растяжение при 
приложении силы на одно из отверстий под 
шарнир с аналогичными граничными условиями, 
что и в задаче 1. На рис. 18 изображено 
приложение силы в размере 100 Н на отверстие под 
шарнир. На рис. 19 и 20 продемонстрированы 
распределения напряжений при растяжении 
(максимальное значение 28 МПа) и перемещений 
при растяжении (максимальное перемещение 0,08 мм). 

 

 

 
 

Рисунок 16 – Распределение напряжений по 
Мизесу 

 

 

 
 

Рисунок 17 – Распределение перемещений 
 

 

 
 

Рисунок 19 – Распределение напряжений при 
растяжении 

 

 

 
 

Рисунок 20 – Распределение перемещений при 
растяжении 

 

 
а 

б 

 
в 

 

Рисунок 15 – Задание:  
а –  условия симметрии,  
б – шарнирное закреп-
ление; в – приложение 

внешней нагрузки 
 

Рисунок 18 – 
Приложения силы на 
отверстие под шарнир 

 

Рисунок 21 – 
Приложения силы 100 
Н на отверстие для 

шарнира 
 

 

 

Рисунок 22 – Распределение напряжений при 
сжатии 

 

 

Рисунок 23 – Распределение перемещения при 
сжатии 



ISSN 2079-0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 7 (1332) 2019 72 

Задача 3. Завершающей задачей является 
противоположная предыдущему пункту. В этой 
задаче нужно проверить напряжение при сжатии 
при аналогичных для задачи 1 граничных условиях 
и такой же приложенной силе 100 Н (рис. 21). На 
рис. 22 и 23 изображены распределения при сжатии 
напряжений (максимальное напряжение – 7,6 МПа) 
и перемещения (максимальное перемещение – 
0,04 мм). Данные задачи демонстрируют действие 
сил на проксимальную фалангу указательного 
пальца, поскольку именно он воспринимает 
наибольшую нагрузку. Результаты для других 
элементов будет аналогичным, за счет 
идентичности методов построения модели. 

 
Вывод. Проанализировав всю информацию и 

проведя эксперимент, можно подытожить, что 
никакой протез не способен решить проблему 
потери конечности. Никакое техническое решение 
на данный момент не способно выполнить такие же 
функции, как и обычная рука. Инженерной науке и 
медицине в целом потребуется огромное 
количество ресурсов и кадров для продвижении и 
развития темы протезирования. К сожалению, по 
итогу анализа информации можем констатировать, 
что подготовка необходимых квалифицированных 
специалистов в сфере протезирования и наличие 
научной литературы по данной теме на территории 
Украины нуждается в активном продвижении, т.к., 
если ничего не делать, наука о восстановлении 
потерянной конечности будет подниматься только 
в момент необходимости («крайнего срока»), как и 
показывает опыт с АТО. Однако данный опыт 
показывает, что, несмотря на всевозможные 
проблемы, в настоящие время существует 
программное обеспечение и оборудование, которые 
могут быть использованы для успешного решения 
возникающих задач. В частности, разработанные 
модели дают возможность оценить уровень 
напряжений и перемещений в исследуемых 
элементах протезов.  

Предложенные подходы и модели в 
дальнейшем будут использованы для обоснования 
структуры и параметров современных протезов с 

высоким уровнем функциональности. 
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М.В. ПРОКОПЕНКО, В.І. СЄРИКОВ, М.О. БОНДАРЕНКО  
 
АНАЛІЗ ВПЛИВУ ПОХИБКИ ЗАВДАННЯ ГРАНИЧНИХ УМОВ НА РОЗРАХУНОК  
ТЕМПЕРАТУРНОГО СТАНУ ПОРШНІВ ФОРСОВАНИХ ДИЗЕЛІВ 
 

Робота присвячена розрахунковому аналізу впливу похибки завдання граничних умов на розрахунок температурного стану поршнів форсованих дизелів. 
Проведено аналіз впливу похибки завдання граничних умов на точність розв’язання задачі теплопровідності щодо швидкохідного дизеля з різними формами 
камери згоряння. Проаналізовано вплив похибки завдання граничних умов вздовж чотирьох характерних зон поршня. Надано рекомендації щодо способу 
завдання граничних умов для вирішення задачі теплопровідності поршня. Результати роботи можуть бути використані для отримання емпіричних 
залежностей визначення граничних умов на різноманітних режимах роботи дизелів із різними формами камер згоряння. 

Ключові слова: температурний стан, граничні умови, швидкохідний дизель, камера згоряння, коефіцієнт теплопровідності, поршень 
 

Н.В.ПРОКОПЕНКО,  В.И. СЕРИКОВ, М.А. БОНДАРЕНКО  
АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ПОГРЕШНОСТИ ЗАДАНИЯ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ НА РАСЧЕТ 
ТЕМПЕРАТУРНОГО СОСТОЯНИЯ ПОРШНЕЙ ФОРСИРОВАННЫХ ДИЗЕЛЕЙ 

Работа посвящена расчетному анализу влияния погрешности задания граничных условий на расчет температурного состояния поршней форсированных 
дизелей. Проведен анализ влияния погрешности задания граничных условий на точность решения задачи теплопроводности относительно быстроходного 
дизеля с различными формами камеры сгорания. Проанализировано влияние погрешности задания граничных условий вдоль четырех характерных зон 
поршня. Предоставлены рекомендации относительно способа задания граничных условий для решения задачи теплопроводности поршня. Результаты работы 
могут быть использованы для получения эмпирических зависимостей определения граничных условий на разнообразных режимах работы дизелей с 
различными формами камер сгорания.  

Ключевые слова: температурное состояние, граничные условия, быстроходный дизель, камера сгорания, коэффициент теплопроводности, поршень 
 

M. PROKOPENKO, V. SIERYKOV, M. BONDARENKO 
ANALYSIS OF INFLUENCE OF ERROR TASK OF BORDER TERMS ON CALCULATION OF THE 
TEMPERATURE STATE PISTONS OF FORCE DIESELS 

Work is sanctified to the calculation analysis of influence of error of task of border terms on a calculation temperature состо-яния pistons of force diesels. The analysis of 
influence of error of task of border terms is conducted on exactness of decision of task of heat conductivity of relatively high-speed diesel with the different forms of 
combustion chamber. Analyzed  influence of error of task of border terms along four characteristic zones of piston. Given to recommendation in relation to the method of 
task of border terms for the decision of task of heat conductivity of piston. results  of work can be used for the receipt of empiric dependences of determination of border 
terms on the various modes of operations of diesels with the different forms of combustion chambers.  

Keywords: the temperature state, border terms, high-speed diesel, combustion, termal heat conductivity coefficient, piston 
 
 
Вступ. Відомо, що для чисельного 

моделювання температурного стану поршнів 
форсованих дизелів можуть використовуватись 
граничні умови  3-го роду. Відповідно, питання саме 
коректного прогнозування граничних умов є 
актуальною задачею. При цьому при розв’язанні 
задачі теплопровідності для поршнів форсованих 
швидкохідних дизелів можуть бути розходження 
між експериментальними та розрахунковими 
значеннями до 30% [1-4].  

Таким чином, аналіз впливу похибки завдання 
граничних умов на точність розв’язання задачі 
теплопровідності є актуальним та складає мету і 
зміст роботи.  

Аналіз впливу похибки завдання граничних 
умов на точність розв’язку задачі теплопровідності 
був проведений щодо поршнів з відкритою та 
напіввідкритою камерами згоряння (КЗ) 
швидкохідного дизеля 4ЧН12/14 на режимах 
номінальної потужності (відповідно Nл = 19,5 кВт/л i 
Nл =12 кВт) та холостого ходу (при n = 2000 хв-1).  

Вихідні граничні умови (коефіцієнт 
тепловіддачі α і температура середовища Tср) були 
прийняті за даними [5]. Задача розв’язувалась 
регіонально-структурним методом за допомогою 
програмного комплексу [6]. Результати розрахунків 

наведено в табл.  1. Тут t1-t4 – значення температур в 
контрольних точках з рис. 1. Похибка 
розрахункових значень температур  порівняно з 
експериментальними даними не перевищує 3%. 

Стосовно основних зон поршня (див. рис.1) 
було проведено аналіз впливу похибки завдання 
граничних умов. Слід зазначити, що в зоні юбки 
поршня значення α и Tср в усіх розрахунках 
приймались згыдно [5]. 
 

Таблиця 1 – Розрахункові значення температур в 
контрольних точках поршня дизеля 4ЧН12/14 

 

Режим Тип 
КЗ 

t1, 
°С 

t2, 
°С 

t3, 
°С 

t4, 
°С 

Номін. Відкрита 312 281 244 263 
режим Напіввідкрита 334 263 229 231 

Холостий Відкрита 201 189 173 176 
хід Напіввідкрита 219 190 181 174 

 
Проаналізуємо отримані результати за всіма 

зонами. 
Зона I. Як відомо, для оцінки коефіцієнта 

тепловіддачі α використовують різноманітні 
емпіричні та напівемпіричні залежності [2, 3, 7–10].  

 

 М.В. Прокопенко, В.І. Сєриков,  
 М.О. Бондаренко, 2019  
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У [3, 8] зазначено, що спосіб завдання і похибка 
визначення α несуттєво впливає на температурний 
стан поршня. У роботах [9, 10], навпаки, вказано на 
те, що значення α сильно впливає на загальний 
температурний стан поршня. У цій зоні 
запропоновано використовувати квадратичну 

апроксимацію α: 
 

 αI= a + b⋅l + c⋅l2,                                (1) 
 

де l – поточна координата утворюючої огневої 
поверхні донця поршня, яка рахується від осі КЗ. 

 
 

а         б 
Рисунок 1. – Основні зони завдання граничних умов: 

I – зона вогневої поверхні донця поршня; II – бокова зона поршня до поршневих кілець; III – зона поршневих кілець; 
IV – зона внутрішньої поверхні поршня, що охолоджується мастилом; а – з відкритою КЗ; б – з полувідкритою КЗ; 

цифри у колах – номера контрольних точок 

 
Коефіцієнти a, b ы c можуть бути визначені на 

основі завдання трьох значень функції для трьох 
характерних точок, наприклад, точки 1, 2 та 4 на рис. 1. 

Установлено, що при зміні значень αI в точках 2 
або 4 на 50% (0,2...0,3 кВт/(м2

град)) розрахункове 
температурне поле поршня відрізняється від 
вихідного не більше, ніж на 0,6–2%. З іншого боку, 
зміна αI в точці 1 на 10% (0,4...0,45 кВт/(м2

град)) 
призводить до зміни розрахункового значення 
температури в цій точці до 4%. Для поршнів 
форсованих швидкохідних дизелів в точках 2 ы 4 
значення коефіцієнту αI  знаходяться в межах 
0,2...0,3 кВт/(м2

град), а в точці 1 – в межах 
0,4...0,8 кВт/(м2

град). Таким чином, суттєвий вплив 
на температурний стан поршня чинить точність 
завдання коефіцієнту α1 в зоні кромки КЗ (точка 1). 

У роботах [2, 3, 5, 7], запропоновано 
враховувати локальність значення температури газа в 
різних зонах камери згоряння. Виконано 
співставлення результатів розрахунку з 
використанням граничних умов відносно TсрI з [5] з 
результатами розрахунків при TсрI = const. Отримано 

розходження результатів не більше 1%. Таким 
чином, в зоні I допустимо задавати TсрI = const. 

Зона II. Уздовж цієї зони в [5,12] пропонують 
αII приймати постійним, близьким до α1 в точці 2, а 
TсрII = var. Для цієї зони виконано ряд розрахункових 
експериментів із визначення раціонального закону 
апроксимації TсрII. Отримані результати і похибка 
розрахунку дає можливість зробити висновок, що в 
зоні II можно αII задавати постійним значенням, а 
TсрII лінійно апроксимувати від TсрI/2 в точці 2 до 
TсрII = TсрIII  в точці 3. 

Зона III. У роботах [7,8] зауважено, що через 
кільця відводиться значна (до 65%) частина тепла, 
яка підведена до вогневої поверхні донця поршня, а 
значить, важливо точно визначати αIII . І, навпаки, у 
[3, 10] зазначається, що похибка при завданні αIII  не 
призводить до суттєвих похибок у розрахунках 
температур. З урахуванням цього виконано низку 
розрахункових експериментів, які дають можливість 
оцінити вплив похибки завдання αIII  на 
температурний стан поршня. Було доведено, що 
зміна значень αIII  незначним чином впливає на 
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загальний тепловий стан поршня.  
На відміну від коефіцієнта αIII  зміна TсрIII , 

наприклад, на 10% (200...220°С) призводить до зміни 
температурного поля поршня не менше, ніж на 4%. 
При цьому зміна TсрIII  на 10% тільки в зоні перших 
двух кілець призводить до зміни температур в 
контрольных точках на 3,3%.  

За різними літературними джерелами TсрIII  в зоні 
перших двох кілець приймається в межах 175...230°С 
і залежить від режиму роботи двигуна, режиму 
охолодження гільзи циліндра, розмірів порожнини 
охолодження, профіля бокової поверхні поршня 
тощо.   Зрозуміло, що значення TсрIII  при розрахунках 
теплового стану поршня слід задавати достатньо 
точно.  

Зона IV. Відносно завдання граничних умов в 
цій зоні в  [2, 5] відзначається, що αIV залежить від 
способу охолодження поршня і може відрізнятись до 
7 разів. При цьому в [7] зазначено, що при 
підвищенні інтенсивності масляного охолодження 
вплив коефіцієнтів αI–αIII  на точність розрахунків 
зменшується. У [8] зауважується, що αIV впливає на  
температурний стан поршня більш суттєво, ніж αI, 
тобто необхідно найбільш точно задавати граничні 
умови в зоні IV.  

Із цієї причини було оцінено вплив похибки 
завдання αIV на результати температурного стану 
поршнів. Установлено, що при зростанні αIV у 7 разів 
з 0,5 до 3,5 кВт/(м2

град) похибка визначення 
температур у контрольных точках сягає 6–7,5%. Ці 
результати добре корелюються з 
експериментальними даними, які підтверджують, що  
спосіб охолодження поршня суттєво впливає на його 
тепловий стан. У випадку зміни αIV на 50%, 
наприклад, з 0,5 до 0,75 кВт/(м2

град) похибка 
розрахунків не перевищує 0,9...1,2%. Разом із тим, 
установлено, що при зміні TсрIV (температура 
мастила) від 75°С до 100°С різниця результатів 
розрахунків не перевищує 0,3%. Таким чином, 
похибка у завданні αIV и TсрIV суттєво не впливає на 
рівень температур поршня. 
 

Висновки. У результаті проведеного 
розрахункового дослідження можна зробити наступні 
висновки: 

1. В зоні вогневої поверхні донця поршня (зона 
I) похибка завдання αI суттєво впливає на точність 
визначення температурного поля поршня. 
Температуру газів TсрI можно при цьому задавати 
постійною по всій зоні. 

2. На боковій поверхні поршня до поршневих 
кілець (зона II) можна прийняти αII = const [2-3,5-8], а 
температуру газів TсрII лінійно апроксимувати від 
TсрI/2 в точці 2 до температури TсрIII  в точці 3. 

3. В зоні поршневих кілець (зона III) важливо 
забезпечити точність завдання температури газів 
TсрIII , особливо в зоні першого і другого кілець. 

Точність завдання αIII  в рекомендованих межах 
практично не впливає на температурний стан 
поршня. 

4. Похибка при завданні αIV і TсрIV (зона IV) в 
межах одного типу масляного охолодження не 
впливає суттєво на розрахункові температури. 

Результати, отримані при аналізі впливу 
похибки завдання граничних умов 3-го рода на 
результати розрахунків теплового стану поршнів 
форсованих дизелів, можуть бути використані для 
отримання емпіричних залежностей, які визначають 
ці граничні умови на різноманітних режимах роботи 
дизелів із різними камерами згоряння. При цьому 
математичне моделювання теплонапруженого стану 
деталей стає більш достовірним. 
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А.В. РУДИЙ, Я.С. МІЩЕНКО, О.Є.ШАТАЛОВ 
 
АНАЛІЗ ДОЦІЛЬНОСТІ ВИКОРИСТАННЯ ТЯГОВИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ ПРИВОДІВ  
НА ЗРАЗКАХ ОЗБРОЄННЯ ТА ВІЙСЬКОВОЇ ТЕХНІКИ 

 
Розглянута проблема доцільності використання двигунів внутрішнього згорання на перспективних зразках озброєння та військової техні-
ки. Проведено аналіз останніх досліджень та публікацій щодо зовнішніх характеристик дизельних та електричних двигунів з метою 
визначення перспектив їх застосування у складі силових установок бойових броньованих машин. Показано недосконалість існуючих 
науково-методичних підходів. Обґрунтовано актуальність науково-технічної проблеми вибору типу силової установки для перспектив-
них зразків бойових броньованих машин. Аналіз модельного ряду асинхронних електричних двигунів вітчизняного виробництва вказав 
на значне зростання маси електроприводу у залежності від встановлювальної потужності, що значно обмежує діапазон використання 
тягових електроприводів на наземній військовій техніці середньої та важкої категорії за масою. 

Ключові слова: озброєння та військовa техніка,  бойова броньована машина, двигун внутрішнього згорання, тяговий електричний 
двигун, силова установка 
 

А.В. РУДИЙ, Я.С. МИЩЕНКО, О.Е. ШАТАЛОВ 
АНАЛИЗ ЦЕЛЕСООБРАЗНОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ТЯГОВЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
 ПРИВОДОВ ДЛЯ ОБРАЗЦОВ ВООРУЖЕНИЯ И ВОЕННОЙ ТЕХНИКИ 

Рассмотрена проблема целесообразности использования двигателей внутреннего сгорания на перспективных образцах вооружения и 
военной техники. Проведен анализ последних исследований и публикаций по внешним характеристикам дизельных и электрических 
двигателей с целью определения перспектив их применения в составе силовых установок боевых бронированных машин. Показано 
несовершенство существующих научно-методических подходов. Обоснована актуальность научно-технической проблемы выбора типа 
силовой установки для перспективных образцов боевых бронированных машин. Анализ модельного ряда асинхронных электрических 
двигателей отечественного производства указал на значительный рост массы электропривода в зависимости от установочных мощности, 
что значительно ограничивает диапазон использования тяговых электроприводов на наземной военной технике средней и тяжелой кате-
гории по массе. 

Ключевые слова: вооружение и военная техника, боевая бронированная машина, двигатель внутреннего сгорания, тяговый элек-
трический двигатель, силовая установка 

 

A. RUDIJ, YА. MІSHCHENKO, O. SHATALOV  
FEASIBILITY STUDY OF THE USE OF TRACTORY ELECTRIC DRIVES FOR SAMPLES  
OF ARMAMENT AND MILITARY TECHNIQUE 

The feasibility problem is considered of internal combustion engines use on perspective models of weapons and military technique. The analysis of 
recent researches and publications concerning the external characteristics of diesel and electric motors was conducted in order to determine the 
prospects for their use in the armored vehicle power units. The imperfection of existing scientific and methodological approaches is shown. The 
relevance of the scientific and technical problem of choosing a power unit type for perspective models of armored combat vehicles is substantiated. 
The analysis of range of domestic production asynchronous electric motors is indicated a significant increase in electric drive mass, depending on 
the installation capacity, which significantly limits the range of use of traction electric drives on the ground military equipment of medium and 
heavy category by mass. 

Keywords: armament and military technique, military armored vehicle, internal combustion engine, traction electric motor, power plant 

 

 
Постановка проблеми. Досвід воєнних конфлі-

ктів останніх десятирічь, у тому числі військові дії на 
сході України, свідчать про те, що бойові броньовані 
машини (ББМ) продовжують відігравати важливу 
роль у вирішенні широкого спектру бойових завдань, 
що покладаються не тільки на підрозділи сухопутних 
військ, а і на підрозділи інших силових структур.  

Сучасний парк ББМ Збройних Сил (ЗС) Украї-
ни, сформований у 70-х роках минулого століття, 
склад якого визначався вимогами воєнної доктрини, 
прийнятої в СРСР після Другої світової війни та оріє-
нтованої на ведення наступальних фронтових та ар-
мійських операцій на усій території Європи в умовах 
застосування зброї масового ураження, не враховує 
змін умов бойового застосування ББМ, які відбулися 
з тих часів.  

В основі існуючих підходів до розробки ББМ 
лежать фундаментальні підходи, що ґрунтуються на 
намаганні реалізувати в ББМ максимальні експлуата-
ційні властивості. При цьому вони не враховують 
змінених умов бойового застосування ББМ, обмеже-
них економічних можливостей України та існуючих 

інноваційних способів компоновок їх трансмісії. Це 
призводить до створення високовартісної, енергона-
сиченої техніки, параметри та режими функціонуван-
ня якої не завжди відповідають реальним умовам її 
застосування.  

Оборонний характер Воєнної доктрини України 
[1] дозволяє стверджувати те, що ББМ повинні бути 
максимально пристосовані до ведення бойових дій, у 
першу чергу, на власній території. В той же час, об-
межені економічні можливості України зобов’язують 
до пошуку раціональних шляхів компоновки трансмі-
сії перспективних ББМ для потреб її ЗС.  

Для вирішення сучасних бойових задач необ-
хідні ББМ, які б мали силову установку,  спромож-
ну підтримувати необхідні параметри рухомості в 
залежності від зміни вагових показників зразка 
ББМ та умов місцевості.  

Проведений аналіз існуючих науково-
методичних підходів [2, 3] щодо вибору компоновки 
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трансмісії ББМ показав, що вони не дозволяють до-
статньо враховувати необхідні показники тягових 
зусиль в умовах сучасного бойового застосування 
ББМ при різних навантаженнях на силову установку 
та визначати їх клас за призначенням. Зокрема, вони 
не дозволяють враховувати переваги сучасних підхо-
дів компоновки військової техніки (у тому числі ро-
ботизованої) з електричним тяговим приводом при 
різних умовах їх бойового застосування. 

 
Аналіз останніх досліджень та публікацій. Під 

час аналізу різних типів силових установок встанов-
лено, що найбільшою популярністю користуються 
дизельні або бензинові двигуни внутрішнього зго-
ряння (ДВЗ). Силові блоки з електричними та гібрид-
ними силовими установками зразків техніки військо-
вого спрямування знаходяться на етапі експеримен-
тальних випробовувань та використовуються на до-
слідних зразках, до прикладу: машина AHED з коліс-
ною формулою 8х8, з гібридною силовою установ-
кою, бойова система Thunderbolt компанії United 
Defense з гібридною силовою установкою, бойова 
машина розвідки, спостереження та цілевказання 
RST-V та інші. Використання тягового електричного 
приводу, яка, наприклад, дозволяє зробити днище 
машини пласким і суцільним, забезпечує конструкти-
вну перевагу. Метою військових, в першу чергу, є 
інтеграція сучасних підходів розробки перспективних 
зразків для власних ЗС. Наприклад, в американській 
програмі – бойовій системі майбутнього (FCS) – ди-
зель-електричний комбінований привід став основ-
ною формою приводу, перетворившись на один з 
найважливіших елементів конфігурації всього сімей-
ства машин. Незважаючи на призупинення програми 
FCS в цілому, результатом її став повноцінний окре-
мий зразок самохідної гаубиці ХМ1203 NLOS-C з 
гібридною силовою установкою. 

На даний момент близькі до серійних дослідні 
зразки машин, оснащені електричними приводами, 
проходять стадію випробувань (AHED фірми GDLS з 
електричним приводом в маточині колеса фірми 
Magnet-Motor). 

Під час проектування зразка військової техніки 
виникає питання щодо оцінки його пробігу шляхом 
вибору конструктивних параметрів тягового приводу, 
що включають параметри електродвигуна, трансмісії 
і джерела живлення.  

Існуючі методики вибору конструктивних пара-
метрів тягового приводу електромобіля для досяг-
нення заданого пробігу, засновані на вже добре ви-
вчених характеристиках батарей (свинцево-
кислотних, нікель-кадмієвих та ін.). Виробники су-
часних тягових акумуляторних батарей (ТАБ) (ні-
кель-металогідридних, літій-іонних і ін.) вказують 
ємності батарей і інші характеристики при різних 
умовах (температура, час і струм розряду), що ускла-
днює їх порівняльний аналіз і призводить до неодно-
значного підходу у оцінці зарядно-розрядних харак-
теристик, що істотно впливає на оцінку пробігу перс-
пективного зразка техніки. Крім цього існуючі мето-
дики використовують спрощені рівняння руху елект-

ромобіля при постійній швидкості або в циклах, що 
не відповідають реальним умовам їх бойового засто-
сування. Тому вдосконалення методик розрахунку і 
вибору конструктивних параметрів електромобіля з 
урахуванням процесу розряду сучасних ТАБ і повно-
масштабної моделі руху транспортного засобу в су-
часних бойових умовах є актуальним напрямком 
розвитку методик з метою підвищення експлуатацій-
них характеристик перспективних зразків військової 
техніки під час його проектування [4]. 

 
Метою статті є проведення аналізу зовнішніх 

характеристик дизельних та електричних двигунів з 
метою визначення перспектив їх застосування у скла-
ді силових установок ББМ. 

За результатами аналізу типових компонуваль-
них схем існуючих зразків техніки з різними видами 
тягових приводів встановлено, що як одні, так і інші 
не позбавлені недоліків. 

Одним із суттєвих недоліків силової установки з 
тяговим електричним двигуном та живленням ви-
ключно від акумуляторів є невисока автономність 
зразка техніки, оснащеного нею. Втім, важливою 
перевагою такого приводу є відносна його безшум-
ність. Враховуючи це, такі технічні рішення доцільно 
використовувати на перспективних зразках ББМ 
невеликої маси, призначених для визначення специ-
фічних завдань військової розвідки.  

Вагомим недоліком тягового приводу від ДВЗ є 
його габаритні показники і відповідно нижчі тягові 
характеристики на початку руху зразка ББМ, а також 
велика кількість пально-мастильних матеріалів під 
час експлуатації на відміну від трансмісій з приводом 
від електродвигуна. Також слід пам’ятати про те, що 
дизельні двигуни зазвичай випромінюють звукові 
хвилі у спектрі низьких частот, що є значною демас-
куючою ознакою. 

У порівнянні з вищевказаними типами трансмі-
сій більш збалансованими характеристиками володі-
ють зразки ББМ з гібридними силовими установками. 
Принцип дії гібридних зразків техніки полягає у цик-
лічній роботі системи «ДВЗ – накопичувач енергії – 
привід». В залежності від завдань, які ставляться 
перед конструкторами сучасних ББМ, можуть бути 
виконані за різними схемами, що мають як переваги, 
так і недоліки. За способом підключення двигуна та 
накопичувача енергії до приводу схеми поділяються 
на: послідовні, паралельні та паралельно-послідовні. 

Послідовна схема виключає можливість механі-
чного зв’язку ведучого колеса з первинним джерелом 
енергії, використовуються подвійне перетворення 
енергії, виникає необхідність використання електро-
машин та силового перетворювача на повну потуж-
ність двигуна привода, відносно висока вартість ком-
плекту тягового обладнання. Проте електрична схема 
також доволі проста, її можна використовувати як з 
ДВЗ, так і з альтернативними джерелами енергії (па-
ливними елементами тощо). Вона дозволяє стабілізу-
вати режим роботи теплового двигуна в плані макси-
мальної паливної ефективності, виключити конструк-
тивні елементи механічної передачі, а також забезпе-
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чити будь-яку компоновку елементів привода (відсу-
тня передача енергії по механічному каналу). 

Паралельна схема забезпечує передачу енергії на 
колеса як від ДВЗ, так і паралельно від електродвигу-
на. При цьому накопичувач енергії працює так само, 
як в послідовній схемі. Електродвигун компенсує 
нерівномірності роботи ДВЗ та коливання крутного 
моменту і при цьому забезпечує плавність ходу і 
економію палива за рахунок енергії, отриманої при 
рекуперативному гальмуванні. При невеликих наван-
таженнях рух може забезпечувати тільки електродви-
гун, а ДВЗ вмикається в роботу лише для підтриман-
ня необхідного тягового зусилля через диференціал, 
який забезпечує формування необхідного передава-
льного числа трансмісії. Схема має відносно вищий 
ККД та хороші масогабаритні показники, до того ж 
вона відносно недорога (електрообладнання застосо-
вується тільки на частину повної потужності). До 
недоліків схеми відноситься складність механічної 
синхронізації роботи ДВЗ та електропривода, обме-
ження в компоновці, необхідність застосування при-
строїв механічної синхронізації (коробок передач 
спеціальної конструкції).  

Комбінована схема поєднує переваги послідов-
ної і паралельної схем за рахунок спеціального при-

строю узгодження роботи ДВЗ і електродвигуна (на-
приклад, несиметричний планетарний диференціал). 
У такій схемі може працювати як одне джерело енер-
гії (ДВЗ або накопичувач електроенергії), так і відразу 
два (ДВЗ і накопичувач), а обертання передається на 
колеса як механічним, так і електричним двигунами, 
або тільки одним з них (будь-яким). Така схема за-
безпечує високу економічність, максимальну гнуч-
кість в режимах роботи системи тягового приводу, 
але є досить складною в розробці і реалізації, вимагає 
створення складних і дорогих механічних елементів 
[5, 6].  

Головне завдання гібридного зразка ББМ – зни-
ження витрати палива, а також зниження шуму робо-
ти силової установки в районах їх бойового застосу-
вання.  

Аналіз існуючих зразків ББМ, що знаходяться на 
озброєнні ЗСУ, показав, що найбільш вживаними для 
них є двигуни з діапазоном потужностей 87-330 кВт. 
На відміну від існуючих зразків ББМ, що обладнані 
дизельними двигунами сучасні електродвигуни мають 
більші значення потужностей з діапазоном 109–
778 кВт. Порівняльні характеристики двигунів внутрі-
шнього згоряння та електродвигунів представлені в 
табл. 1.  

 
Таблиця 1 – Зовнішні характеристики двигунів внутрішнього згоряння та електродвигунів 
 

Марка машини  Маса машини, т Марка двигуна 
Потужність двигуна, 

к.с./(кВт) 
Крутний мо-
мент, Нм 

ДВЗ 

КрАЗ «Cougar» 4,2 Toyota 1GR-FE 4.0i 239/(178) 377 

Козак 4,7 Iveco Daily 3.0TDI 176/(130) 400 

Дозор-Б 6,3 Deutz BF4M 1013FC 118/(87) 700 

БРДМ-2 7,0 Газ-41 140/(103) 350 

Козак-2 11,0 Iveco Eurocargo 5.9 279/(205) 950 

БТР-80 13,6 КамАЗ-7403 260/(191) 765 

БМП-2 14,0 УТД-20С1 300/(221) 980 

БТР-4Е 22,1 Deutz BF6M 1015CP 453/(330) 2080 

ЕЛЕКТРОДВИГУНИ 

Tesla Model S 2,4 420/(310) 600 

Tesla Model X P90D 2,5 762/(560) 967 

Tesla 3 1,6 238/(175) 430 

Tesla Model S P100D 1,8 778/(572) 734 

Chevrolet EV1 1,4 

Трифазна асинхронна машина 

137/(100) 149 

Nissan Lief 1,5 109/(80) 280 

BMW i3 1,3 
Синхронна машина 

170/(125) 250 

 
 
Перспектива використання тягових електропри-

водів на зразках ББМ обумовлена результатом аналізу 
наявних на ринку електроавтомобілів (Zero Emission), 
які є серійними і вже використовуються. Вагомою 
перевагою електродвигунів у порівняні з ДВЗ є те, що 
максимальний крутний момент можна отримати від 
початку обертання валу двигуна, тобто від нуля обер-
тів. З метою визначення різниці ефективності коефіці-

єнта тягового зусилля ДВЗ та електродвигунів для 
порівняні були обрані подібні за значеннями максима-
льного крутного моменту двигуни Deutz BF4M 1013FC 
та Tesla Model S P100D (рис. 1). Характеристики зазна-
чених двигунів були апроксимовані із точністю 
R2=0,99 і отримані відповідні емпіричні залежності для 
дизельних двигунів (1) та для електродвигунів (2) 
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З метою визначення ефективності застосування 
електродвигунів отримані функції коефіцієнтів корис-
ного тягового зусилля (Kktz), які були проінтегровані в 
межах робочих обертів двигунів (3), (4). 
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За результатом обчислення отриманих функцій 
Kktz для зазначених двигунів коефіцієнти складають: 
для електродвигуна – KktzE = 0,776, для ДВЗ – 
KktzD = 0,518, що дозволяє стверджувати про більш 
ефективне використання потужності електродвигуна-
ми, особливо в нижньому діапазоні обертання вала 
двигуна, який характеризує етап розгону зразка ББМ. 

З метою обґрунтування комплексного коефіцієнту 

доцільності використання електродвигунів на зразках 
ББМ необхідно провести аналіз залежності вагових 
параметрів електродвигунів від їх зовнішніх характе-
ристик. Сучасні підходи з використанням інноваційних 
матеріалів та технологій під час розробки електродви-
гунів дозволяють отримувати тягові електродвигуни 
номінальної потужності до 600 кВт при їх масі до 70кг. 
Втім на вітчизняному ринку такі технології недоступні. 
На даний час в Україні активно впроваджується техно-
логія обмотки асинхронних електродвигунів за комбі-
нованою схемою «Слов’янка», яка використовує у 
якості основи існуючі на ринку промислові електро-
двигуни. Модернізовані таким чином двигуни викори-
стовуються під час розробки перспективних вітчизня-
них зразків автономного електротранспорту. Однак 
використання даної інновації не позбавляє сучасні 
вітчизняні тягові електричні двигуни основного недо-
ліку – значного зростання маси при збільшенні необ-
хідної потужності двигуна. Частково ця проблема ви-
рішується шляхом підняття обертів двигуна, що дозво-
ляє зменшити габаритні розміри. Але, в цілому, отри-
мана емпіричним шляхом залежність маси тягового 
електроприводу від його потужності представлена на 
рис. 2 і виглядає як (5): 

 

1,1835691,90121,0)( 2 −+−= PPPme ,    (5) 

 
де me – маса тягового електродвигуна, кг;  
Р – потужність тягового електродвигуна.  

 

 
 

Рисунок 1 – Порівняльні характеристики двигунів Deutz BF4M 1013FC та Tesla Model S P100D 
 

 
 
 

 Рисунок 2 – Залежність маси асинхронних електродвигунів від їх потужності 
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Точність апроксимації функції me(P) склала 
R2=0,9866. 

За результатами аналізу отриманої функції вста-
новлено, що маси електродвигунів вітчизняного виро-
бництва високої потужності є більшими від аналогіч-
них за потужністю ДВЗ. Проте маси електродвигунів з 
меншими потужностями цілком порівняні з масами 
ДВЗ, що дає підстави стверджувати про наявність пер-
спективи використання тягових електродвигунів неве-
ликої потужності замість ДВЗ на ряді ББМ вузькоспе-
ціалізованого призначення. Таким чином, постає нау-
кова проблема пошуку та обґрунтування критеріїв, які 
дозволять визначити доцільність використання сило-
вих установок того чи іншого типу для перспективних 
зразків ББМ.  

 
Висновки. За результатами проведених дослі-

джень зроблені наступні висновки. 
1. Зі зростанням рівня сучасних технологій 

набуває актуальності питання використання альтерна-
тивних джерел механічної енергії на наземних зразках 
військової техніки, зокрема тягового електроприводу. 

2. Порівняльний аналіз зовнішніх характерис-
тик дизельних та електричних силових установок вка-
зує на переваги останніх з питання раціонального ви-
користання потужності. 

3. Аналіз модельного ряду асинхронних елек-
тричних двигунів вітчизняного виробництва вказує на 
значне зростання маси електроприводу у залежності 
від встановлювальної потужності, що значно обмежує 
діапазон використання тягових електроприводів на 
наземній військовій техніці середньої та важкої катего-
рії за масою. 

4. Враховуючи вищезазначене, актуальним за-
вданням залишається пошук критерію визначення 
доцільності використання тягових електроприводів для 

перспективних зразків ББМ. 
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А.Ю. ТАНЧЕНКО  

ВПЛИВ АПРОКСИМАЦІЙНИХ СПОТВОРЕНЬ ГЕОМЕТРІЇ ІМПУЛЬСУ ЗМУШУЮЧОГО 
ПЕРІОДИЧНОГО СИЛОВОГО НАВАНТАЖЕННЯ НА СТАБІЛЬНІСТЬ СУБГАРМОНІЙНИХ 
РЕЖИМІВ КОЛИВАНЬ НА ПРИКЛАДІ СИСТЕМИ З ДВОМА СТУПЕНЯМИ СВОБОДИ 

Робота присвячена подальшому тестуванню запропонованого раніше підходу до дослідження субгармонійних режимів в нелінійних 
коливальних системах. Підхід передбачає оцінку кожного коливання окремо та їх безпосереднє порівняння між собою, використовуючи 
базові, первинні результати коливального процесу - амплітуди та швидкості їх зміни. Даний аспект дозволяє працювати з неспотворени-
ми даними, а також не вносити додаткові зміни в процедуру чисельного розв’язання. На відміну від методу оцінки по перетинах Пуанка-
ре, де бере участь лише одна точка з фазової площини для кожного коливання, запропонований підхід проводить інтегральну оцінку 
відразу для множини точок, що виключає помилкове, випадкове спрацьовування в разі збігу лише декількох точок. Для оцінки стабіль-
ності субгармонійних режимів коливань в рамках даної статті акцент зроблено на варіюванні геометрією імпульсу періодичного впливу 
змушуючої сили. Для цієї мети був застосований алгоритм апроксимації, заснований на Фур'є-перетворенні та виникаючих при цьому 
особливостей - паразитних осциляцій, також відомих як явище Гіббса. На прикладі двохмасової системи з двома ступенями свободи 
наведено результати, що підтверджують стабільність виявлених раніше субгармонійних режимів коливань.  

Ключові слова: вимушені коливання, нелінійна коливальна система, апроксимація, явище Гіббса, базис Фейєра, субгармонійний 
режим, фазовий портрет, перетин Пуанкаре 

 
А.Ю. ТАНЧЕНКО  
ВЛИЯНИЕ АППРОКСИМАЦИОННЫХ ИСКАЖАНИЙ ГЕОМЕТРИИ ИМПУЛЬСА 
ВЫНУЖДАЮЩЕГО ПЕРИОДИЧЕСКОГО СИЛОВОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ НА УСТОЙЧИВОСТЬ 
СУБГАРМОНИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ КОЛЕБАНИЙ НА ПРИМЕРЕ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ 
СИСТЕМЫ С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 
 

Работа посвящена дальнейшему тестированию предложенного ранее подхода исследования субгармонических режимов в нелинейных 
колебательных системах. Подход подразумевает оценку каждого колебания в отдельности и их непосредственное сравнение между со-
бой, используя базовые, первичные результаты колебательного процесса – амплитуды и их скорости изменения. Данный аспект позволя-
ет работать с неискаженными данными, а также не вносить дополнительные искажения в процедуру численного решения. В отличие от 
метода оценки по сечениям Пуанкаре, где участвует лишь одна точка из фазовой плоскости для каждого колебания, предложенный под-
ход проводит интегральную оценку сразу для множества точек, что исключает ложное, случайное срабатывание в случае совпадения 
лишь нескольких точек. Для оценки устойчивости субгармонических режимов колебаний в рамках данной статьи упор сделан на иска-
жение геометрии импульса периодического воздействия вынуждающей силы. Для этой цели был применен алгоритм аппроксимации, 
основанный на Фурье-преобразовании и возникающих при этом особенностей – паразитных осцилляций, также известных как явление 
Гиббса. На примере двухмассовой системы с двумя степенями свободы представлены результаты, подтверждающие устойчивость выяв-
ленных ранее субгармонических режимов.  

Ключевые слова: вынужденные колебания, нелинейная колебательная система, аппроксимация, явление Гиббса, базис Фейера, 
субгармонический режим, фазовый портрет, сечение Пуанкаре  
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THE INFLUENCE OF APPROXIMATION DISTORTIONS OF GEOMETRY STABILITY 
PROMOTIONAL PERIODIC POWER INFLUENCE ON THE ІМPULSE OF VIBRATION 
SUBHARMONIC REGIMES ON THE EXAMPLE OF VIBRATING SYSTEM WITH TWO DEGREES 
OF FREEDOM 
 

The work is devoted to further testing the previously proposed approach to the study of subharmonic modes in nonlinear oscillatory systems. The 
approach implies an assessment of each vibration separately and their direct comparison with each other, using the basic, primary results of the 
oscillatory process — the amplitudes and their rates of change. This aspect allows you to work with undistorted data, and also does not introduce 
additional distortions in the procedure of numerical solution. Unlike the Poincare’ section estimation method, where only one point from the phase 
plane for each oscillation is involved, the proposed approach carries out an integral assessment for a set of points at once, which eliminates false, 
random triggering if only a few points coincide. To assess the stability of subharmonic oscillation modes in this article, emphasis is placed on the 
distortion of the pulse geometry of a periodic effect of a driving force. For this purpose, an approximation algorithm was applied, based on the 
Fourier transform and the resulting features — parasitic oscillations, also known as the Gibbs phenomenon. Using the example of a two-mass sys-
tem with two degrees of freedom, the results are presented confirming the stability of previously identified subharmonic modes. 

Keywords: forced vibrations, nonlinear vibration system, approximation, Gibbs phenomenon, Fejer basis, subharmonic mode, phase portrait, 
Poincare’s cross section 

 

 
Вступ. Багато коливальних процесів характе-

ризуються яскраво вираженими фазами, безпосере-
дньо пов'язаними з фазами активного навантажен-
ня [1–6]. Так, багато швидкоплинних процесів при-
йнято описувати прямокутним імпульсом певної 
тривалості, «ступінчасті» функції типу Хевісайда, 
які характеризуються логічним елементом («1» або 
«0») і деякою тривалістю імпульсу. Прикладами 
можуть бути signum(sin(x)) або |x|/x . 

Складність в даному випадку полягає в аналі-
тичному описі «активного» імпульсу, однак завжди 
може бути застосований універсальний механізм 
Фур'є-перетворення. З іншого боку, в разі Фур'є-
перетворення ступінчастих функцій на перший 
план можуть вийти паразитні зміни в найбільш 
значущих для апроксимації місцях – областях зміни 
зон моделюємого процесу [7, 8]. Часом навіть 
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утримання досить значної кількості членів ряду 
(десятки і сотні) не повною мірою покращує карти-
ну опису ступеневої зміни – рис.1. 

 
 

 
а 

 
б 

Рисунок  1 – Апроксимація ступінчастої функції сумами 
Фур'є: а  – 50 членів ряду; б – 200 членів ряду 

 

З наведених графічних розподілів видно, що по-
близу зламу має місце суттєве відхилення від заданої 
ступінчастої траєкторії, яке при класичному розкла-
данні практично непереборне і характеризується вели-
чиною локального відхилення порядку 10% (див. 
рис. 1). Крім того, збільшення числа утримуваних чле-
нів ряду, спрямовано на підвищення точності опису 
вихідної функції, само по собі може стати ініціатором 
паразитного коливального процесу, який обумовлений 
лише математичним апаратом апроксимації і нічим 
більше. Особливо небезпечна подібна апроксимація 
при використанні такої функції як кінематичне наван-
таження. 

Також існує метод, що дає можливість нівелюва-
ти паразитні спотворення одержуваного графіка: для 
цього пропонується вибрати особливим чином базис 
елементарних функцій, на якому буде будуватиме роз-
кладання в ряд, і сформувати ядро – так зване ядро 
Фейєра [7, 8]. Цей підхід передбачає заміну класичного 
базису функцій sin(nx), n =1, .., N, базисом 
sin(nx+x/2)/(sin(x/2)), (де n – номер базисної функції, N 
– кількість утримуваних членів ряду). На основі піді-
браних таким чином базисних функцій може бути 
отримане ядро sin2(nx/2)/(n·sin2(x/2)), також відоме як 
ядро Фейєра: 
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При цьому сама апроксимуюча функція з викори-
станням ядра Фейєра запишеться наступним чином: 
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де T – період функції, а f (ξ) – функція, що апроксиму-
ється. 
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Рисунок 2 – Апроксимація ступінчастої функції 
чезаровськими сумами Фур'є з використанням ядра 
Фейєра: а – 50 членів ряду, б – 200 членів ряду 

 

З графіків, наведених на рис. 2, видно, що при ви-
користанні такого підходу (2) результуюча функція 
виходить набагато більш плавною, і з ростом кількості 
утримуваних членів точність опису вихідного ступене-
вого імпульсу підвищується без внесення штучних 
осциляцій (також відомих як явище Гіббса). 

В рамках цієї статті досліджується можливий 
вплив подібного роду спотворень на стабільність коли-
вального процесу. 

Мета і завдання досліджень – дослідити стабіль-
ність виявлених раніше [9, 10] субгармонійних режи-
мів коливань на прикладі системи з двома ступенями 
свободи внаслідок зміни форми імпульсу активної фа-
зи навантаження. 

 

Постановка задачі. Як досліджувана модель ви-
користана нелінійна двомасова система з двома ступе-
нями свободи (вільності) з нелінійним елементом – 
рис. 3 (перша з двох пружин має білінійну залежність 
жорсткості від переміщення – рис. 4).  

Параметри, використані при математичному мо-
делюванні, представлені у табл. 1. Базою для ма-
тематичного модулювання був програмний пакет 
Maple, який має широкий функціонал для розв’язання 
поставленої задачі [11–14]. 
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 Рисунок  3 – Схема досліджуваної коливальної системи 
 

 
 

Рисунок 4 – Характеристика білінійної пружини  
(С1 => C11/C12) 

 
Система рівнянь буде мати вигляд  
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де f2(t) – збуджуюча функція, графік якої наведено на 
рис. 5. 
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Рисунок 5 – Графік збуджуючої сили:  
а – періодичне імпульсне навантаження F2 / кусочно-

лінійний прямокутний імпульс; б –  за допомогою Фур’є-
перетворення  

 
Задля кількісної оцінки відмінності коливань одне 

від іншого, використовуючи період збуджуючого на-
вантаження T як опорний, пропонується скористатися 
формулою (4) 
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нульові значення котрої будуть свідчити про повний 
збіг досліджуваних номерів коливань між собою. Та-
ким чином, стає можливо дослідити кратність (доль-
ність) субгармонійних (або гіпергармонійних) режимів. 

 

Результати досліджень. На рис. 6–13 наведено 
графіки, що характеризують коливальний процес із 
параметрами, які відповідають табл. 1. Так, рис. 6, 7 
демонструють початок коливального процесу та 
сталий режим відповідно. Обрані параметри відпо-
відають субгармонійному режиму кратності три. 
Видно, що змінений після  перетворення Фур’є ім-
пульс практично не впливає на отримані результати 
коливального процесу ні на початковій стадії, ні 
після стабілізації.  

 

Таблиця 1 – Параметри розрахункової моделі 
 

Маса m1, [кг] 10 000 
Маса m2, [кг] 1300 
Момент інерції I1, [кг*град] 10000 
Момент інерції I2, [кг*град] 5200 
Жорсткість C1, [Н/град] C1=8·105·C1coef 
C1coef  1 

Жорсткість C2, [Н/град] 
C21=3.5·105 

C22=C21·C22coef 
C22coef 5 
Демпфування D1, [Н/град·с] 1·106 
Демпфування D2, [Н/град·с] 1·103 
Амплітуда імпульсу F2, [Н] 60 000 
Тривалість імпульсу F2, [c] 0,01 
Частота збудження F2, [Гц] 5 

 

Звертає на себе увагу майже повна ідентичність 
результатів. Так, зображені на рис. 8 та 9 результати 
дозволяють наочно дослідити, співставити кожне ко-
ливання окремо та порівняти їх в межах одного пері-
оду. Так, рис. 8, 9 демонструє безпосередньо амплітуди 
коливань та їх зміни в межах одного періоду, рис. 10 – 
порівняння за формулою (4), нульові значення якої 
свідчать про повний збіг досліджуваних номерів коли-
вань.  

Розроблений програмно-модельний комплекс до-
зволяє порівнювати як окремі коливання та фази, так і 
їх набори. Так створюється тривимірний графічний 
розподіл для всього коливального процесу – кожне 
коливання сепарується та зберігається окремо, створю-
ється матриця результатів, що дає змогу надалі вико-
ристовувати повною мірою математичний апарат лі-
нійної алгебри.  

Рис. 11 демонструє фазові портрети для різних ді-
апазонів. На рис. 12 наведено окремі фазові портрети 
для маси m1 і m2 та зображено періоди кожного з 
трьох характерних повторюваних коливань. 

Також одним з наочних засобів аналізу субга-
рмонійних режимів є використання перерізів Пуан-
каре – рис. 13 (умовні позначки: коло – перше ко-
ливання з діапазону, прямий та похилий хрест – 
останнє парне та непарне коливання відповідно), 
що в цьому випадку також підтверджує субгармо-
ніку кратності три. Графічне відображення траєк-
торій сумісного руху коливань мас m1 та m2 наве-
дено на рис. 14, що також дає змогу вести мову про 
сталий коливальний процес. 
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Субгармонійний кратності 3 
Рисунок  6 – Часові розподіли переміщень:  

а – перші 10 коливань / кусочно-лінійний прямокутний  імпульс; б – після перетворення Фур’є 
 

 
а 
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Рисунок 7 – Часові розподіли переміщень:  
а – сталий режим / кусочно-лінійний прямокутний  імпульс; б –  за допомогою  перетворення Фур’є 

 

   
 

Рисунок  8 – Часові розподіли переміщень (субгармоніка кратності три) – прямокутний імпульс 
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Рисунок  9 – Часові розподіли переміщень (субгармоніка кратності три) – за допомогою  перетворення Фур’є 

 

  
 

а 

 
  

б 
Рисунок  10 – Характеристика зміни коливання, обчислена за формулою (4):  

 а – прямокутний імпульс, б – за допомогою перетворення Фур’є 
 

перші 100 коливань з 100 по 200 коливань 

  
а 

 
 

б 
Рисунок 11 – Фазові траєкторії: а – прямокутний імпульс, б – після  перетворення Фур’є 
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m1 

 

    а 

 

 

m2 

 

          б 

 

 
Рисунок 12 – Фазові траєкторії для повторюваної трійки коливань (колами позначено початок та напрямок руху кожного  

коливання): а – прямокутний імпульс, б – за допомогою перетворення Фур’є 
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Рисунок 13 – Переріз Пуанкаре: а – прямокутний імпульс, б – за допомогою  перетворення Фур’є 
 
 

Висновки. Аналіз отриманих результатів дає під-
ґрунтя для наступних висновків: 

1) запропонований підхід може бути базою для 
виявлення та досконалого дослідження субгармо-
нійних режимів у нелінійних системах; 

2) змодельовані спотворення прямокутного ім-
пульсу після перетворення Фур’є призвели до незна-
чної зміни характеру коливального процесу – субга-
рмонійного режиму. Однак слід зауважити, що збу-
джуючий імпульс використовувався як силове нава-
нтаження, що певною мірою нівелювало паразитне 
викривлення. Напрямком подальших досліджень 
може бути аналіз ситуації при кінематичному наван-

таженні. 
3) на прикладі системи з двома ступенями ві-

льності продемонстровано стабільність субгармо-
нійних режимів при зміні параметрів збуджуючого 
силового навантаження; 

4) створений програмний комплекс дає змогу 
наочно та з високою долею вірогідності дослідити 
можливість виникнення субгармонійних режимів 
коливань для різноманітних діапазонів варійованих 
параметрів нелінійної системи. 

У подальшому запропонований підхід може бу-
де застосовано до дослідження широкого класу реа-
льних машинобудівних конструкцій. 
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коливання з 
100 по 200 
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трійка  
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ник коли-
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       б  
 

 Рисунок  14 – Траєкторії сумісного руху мас m1 та m2. а – прямокутний імпульс, б – за допомогою Фур’є перетворення 
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НОВИЙ ПІДХІД ДО ПРОЕКТУВАННЯ ІННОВАЦІЙНИХ ТОНКОСТІННИХ КОНСТРУКЦІЙ 
 

Для визначення раціональних технічних рішень для інноваційних виробів, у складі яких є тонкостінні машинобудівні конструкції, запропо-
новано постадійний процес. Цей процес передбачає визначення структури і параметрів тонкостінних машинобудівних конструкцій, які задо-
вольняють традиційним критеріям та обмеженням. Надалі здійснюється варіативний аналіз та будується функція відгуку, яка характеризує 
залежність техніко-економічних показників від варіювання певної групи параметрів. Після цього проектні параметри обираються із умови 
незначної зміни техніко-економічних показників при варіюванні проектних та економічних умов. Завдяки такій процедурі визначається 
технічне рішення та проектні параметри, які забезпечують задовільні техніко-економічні показники для визначеної області варіювання усіх 
обставин життєвого циклу виробу. 

Ключові слова: тонкостінна машинобудівна конструкція, інноваційний виріб, конструктивні параметри, транспортер, метод скінчен-
них елементів  

Н. А. ТКАЧУК, М. А. БОНДАРЕНКО, Р. И. ШЕЙЧЕНКО, А. Ю. ШУТЬ, Я. Н. ЛИСОВОЛ, 
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НОВЫЙ ПОДХОД К ПРОЕКТИРОВАНИЮ ИННОВАЦИОННЫХ ТОНКОСТЕННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

Для определения рациональных технических решений для инновационных изделий, в составе которых есть тонкостенные машиностроите-
льные конструкции, предложено постадийный процесс. Этот процесс предполагает определение структуры и параметров тонкостенных 
машиностроительных конструкций, которые удовлетворяют традиционным критериям и ограничениям. В дальнейшем осуществляется ва-
риативный анализ и строится функция отклика, характеризующая зависимость технико-экономических показателей от варьирования опре-
деленной группы параметров. После этого проектные параметры выбираются из условия незначительного изменения технико-
экономических показателей при варьировании проектных и экономических условий. Благодаря такой процедуре определяется техническое 
решение и проектные параметры, которые обеспечивают удовлетворительные технико-экономические показатели для определенной области 
варьирования всех обстоятельств жизненного цикла изделия. 

Ключевые слова: тонкостенная машиностроительная конструкция, инновационный продукт, конструктивные параметры, транспор-
тер, метод конечных элементов 
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THE NEW APPROACH TO DESIGNING OF INNOVATIVE THIN-WA LLED STRUCTURES 

To determine the rational technical solutions for innovative products, which include thin-walled machine-building constructions, a fast-moving process 
is proposed. This process involves structure and parameters determining of thin-walled engineering constructions that meet the traditional criteria and 
constraints. Then the variational analysis is carried out and a response function is constructed, which characterizes dependence of technical and eco-
nomic factors on parameters variation. After that, design parameters are chosen from condition of slight technical and economic factors change with 
variation of design and economic conditions. This procedure determines the technical solution and design parameters that provide satisfactory techni-
cal and economic performance for a given region of all circumstances variation in the product life cycle. 
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Вступ. Новітні тенденції при проектуванні, тех-
нологічній підготовці виробництва та виготовлення 
тонкостінних машинобудівних конструкцій (ТСМБК) 
полягають у тому, щоби  забезпечити їхні високі тех-
нічні та тактико-технічні характеристики за дотри-
мання певних додаткових умов.  Таким чином, форму-
ється група критеріальних вимог. Перша з них (тради-
ційно звана функцією якості) визначає показник, який 
прагнуть зробити екстремальним (мінімізувати чи 
максимізувати). Друга група – обмеження,  які накла-
даються на  створювані конструкції (вимоги  до міц-
ності, ступеня деформування,  до збудливості коли-
вань тощо). Досить часто ці вимоги формуються у 
вигляді  нормативів, які обов'язкові для задоволення 
для тих чи інших груп конструкцій. Третя група є, як 
правило, сукупністю техніко-економічних показників, 
які визначають конкурентні переваги виробів порів-
няно із аналогічними або попередниками. Звільнення 
перших двох груп критеріальних вимог формує тра-
диційну оптимізаційну постановку для визначення 
проектно технологічних рішень нових ТСМБК. Третя 
ж група чинників призводить до неоднозначних рі-
шень.  Це пояснюється, зокрема,  тим, що ця група 
вимог досить чутлива до економічних обставин, пара-
метрів та характеристик. Дійсно, для цивільних ма-

шин  вимагається більш низька вартість виготовлення 
(критерії виробника),  більш висока ефективність екс-
плуатації (для користувача), а також адаптованість до 
ремонту, експлуатації та утилізації. Крім цих вимог, 
для машин військового призначення актуальними є 
питання уніфікації, бойового постачання, авіатранс-
портабельності тощо. 

Таким чином, спільною для критеріальних вимог 
третьої групи чинників є сильна залежність від варто-
сті матеріалів, спектру можливих та доступних техно-
логічних операцій при виготовленні, наявності відпо-
відного обладнання виробничих потужностей тощо. 
Усі ці чинники  слід приймати до уваги на етапі виго-
товлення. На етапі експлуатації  важливими є, напри-
клад, рівень споживання електроенергії, паливно-
мастильних матеріалів, обсяг витрат на поточне об-
слуговування та ремонт тощо. 

У результаті складається ситуація, коли тради-
ційна постановка та розв'язки задач синтезу втрачають 
цінність при розв'язанні конкретних задач на практиці: 
розв'язок, оптимальний за одних значень критеріїв із 
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третьої групи, перестає ним бути за незначних коли-
вань чи то цін на матеріали, чи то експлуатаційних 
витрат, чи то рівня розвитку інфраструктури тощо. Це 
становить суттєву перепону при створенні тонкостін-
них машинобудівних конструкцій. 

Таким чином, необхідно здійснювати адаптацію 
традиційних постановок до розв'язання прикладних за-
дач обґрунтування раціональних технічних рішень інно-
ваційних ТСМБК із урахуванням мінливих техніко-
економічних вимог. Це становить зміст цієї роботи. 

Аналіз існуючих методів обґрунтування техні-
чних рішень тонкостінних машинобудівних конс-
трукцій. Питання структурної та параметричної оп-
тимізації дуже часто підіймаються у сучасній науково-
технічній літературі [1‒7]. Розроблений проект при-
ймається або відхиляється після порівняння змінних 
стану (наприклад, напруження, переміщення, власні 
частоти тощо) із діючими нормами та вимогами замо-
вника. Після цього проектні змінні можуть 
змінюватися, і знову здійснюється чисельний аналіз, 
поки критерій міцності не буде виконаний. Це є пер-
винною задачею процесу проектування.  

Останніми роками у багатьох областях науки і 
техніки набрав популярність метод аналізу поверхні 
відгуку, який дає можливість скоротити кількість чисе-
льних розрахунків та залучити методи оптимізації, ви-
користовуючи для опису залежності змінних стану від 
проектних змінних поліноміальні моделі різного ступе-
ня точності. Також стає можливим одночасне накла-
дання додаткових вимог (наприклад, за масою, жорст-
кістю тощо). Завдяки цьому техніка аналізу поверхні 
відгуку отримала практичне застосування у проектних 
дослідженнях. Для роз’язання таких задач сьогодні ду-
же часто застосовують програмні комплекси для скін-
ченно-елементного аналізу, в яких уже реалізовані ал-
горитми пошуку «найкращої» конструкції [3, 4]. 

Ще одним підходом до розв’язання задач оптимі-
зації є застосування еволюційного моделювання [5, 6]. 
Еволюційні алгоритми відрізняються від інших чисе-
льних методів самою стратегією пошуку оптимально-
го розв’язку. Він проводиться в цьому випадку шля-
хом моделювання розвитку деякої ситуації замість 
розрахунку за детермінованими залежностями. Мето-
ди еволюційного моделювання на теперішній час є 
дуже популярними і стрімко розвиваються, у тому 
числі вони знайшли своє застосування і були адапто-
вані до розв’язання прикладних задач оптимізації про-
сторових тонкостінних конструкцій [7–9]. 

На противагу традиційним підходам, моделям та 
засобам у деяких роботах [10‒13] пропонуються аль-
тернативні підходи до розв'язання задачі обґрунтуван-
ня проектно-технологічних параметрів ТСМБК  із 
урахуванням  додаткових мінливих техніко-
економічних вимог та технології виготовлення. На 
основі розвитку цих підходів пропонується розв'язу-
вати прикладні задачі для інноваційних ТСМБК. 

Підходи,  моделі та методи обґрунтування про-
ектно-технологічних рішень інноваційних ТСМБК. 
Інноваційними є такі вироби, які суттєво переважають 
існуючі аналоги та попередники насамперед за техні-

ко-економічними показниками, у той же час задоволь-
няючи традиційним та нормативним технічним вимо-
гам.  Отже, можна поставити задачу обґрунтування 
таких рішень для створюваної ТСМБК, які є близьки-
ми до оптимальних рішень із точки зору критеріїв 
першої групи та обмежень – другої (див. вище) за пев-
ного варіювання вимог третьої групи (тобто техніко-
економічних). Для цього пропонується застосувати 
підхід, який дає можливість обчислювати чутливість 
контрольованих характеристика ТСМБК до варіюван-
ня цих параметрів. 

Для цього будується поверхня відгуку, яка форму-
ється на розв'язанні деякої множини (області) варійова-
них параметрів, розв'язок відшукується у області із не-
значним рівнем чутливості техніко-економічних показ-
ників до варіювання техніко-економічних вимог. 

Таким чином, задача умовно розділяється на три 
етапи. На першому етапі на основі аналізу існуючого 
досвіду евристичним шляхом пропонується більш до-
сконале загальне технічне рішення ТСМБК (тобто 
структура, основні проектні параметри (постійні та 
варійовані), області варіювання тих чи інших параме-
трів). Надалі на другому етапі для дискретної множи-
ни техніко-економічних  умов визначаються оптима-
льні параметри ТСМБК. І, нарешті, маючи в розпоря-
дженні  множину допустимих розв'язків, відшукується 
та область параметрів, у якій техніко-економічні кри-
терії (тобто вимоги третьої групи, див. вище) зміню-
ються незначною мірою. Таке поєднання різнотипних 
етапів, підходів, методів та моделей дає можливість 
визначати не оптимальне, проте прийнятне технічне 
рішення для інноваційних ТСМБК, але воно залиша-
ється достатньо ефективним у заданому діапазоні ва-
ріювання техніко-економічних вимог та обставин. 

Запропоновані  етапи, підходи, методи, моделі та 
засоби дають можливість створювати так звані «метамо-
делі» для тієї чи іншої групи ТСМБК, бази даних і знань 
та експертні системи для розв'язання поточних та перс-
пективних задач обґрунтування їх ефективних технічних 
рішень. Ці розробки природним чином інтегруються у 
технології автоматизованого проектування, технологіч-
ної підготовки дослідження та виробництва 
(CAD/CAM/CAE/PDM), які пронизують увесь життєвий 
цикл усіх виробів. Такі CAD/CAM/CAE/PDM системи 
інтегруються із спеціалізованими моделями аналізу чут-
ливості отримуваних рішень до варіювання зовнішніх 
умов та внутрішніх параметрів. У кінцевому підсумку 
одержується рішення, стійке до стохастичної, заданої чи 
цілеспрямованої зміни різних параметрів, умов та вимог. 

Розв’язання прикладних задач. Ілюстрація за-
пропонованих підходів здійснена на прикладі задач 
обґрунтування раціональних рішень для інноваційних 
ТСМБК, які є зразками транспорту спеціального при-
значення. Дослідження здійснюються на моделях, які 
моделюють корпуси легкоброньованих машин і побу-
довані оболонковими елементами однієї товщини; але 
розроблений підхід так само може застосовуватися 
для проектування тонкостінних елементів справжніх 
зразків військової техніки, а також ТСМБК цивіль-
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ного призначення (наприклад, вагонів, кранів-
перевантажувачів, автобусів, тракторів, тощо) [10, 14]. 

Обґрунтування раціональних конструктивних 
параметрів для корпусу багатоцільового тягача. МТ-
Л та МТ-ЛБ – плаваючі тягачі, рис. 1. Одна з вимог, 
які висуваються до їх конструкції, ‒ зберігати ціліс-
ність і виконувати свої функції при зануренні у воду зі 
збереженням плавучості. Таким чином, щоб спроекто-
ваний або модернізований корпус відповідав цій ви-
мозі, моделювання знаходження тягача у воді доціль-
но включати до переліку розрахункових режимів. Роз-
роблена схема навантаження включає дію гідростати-

чного тиску на обшивку корпусу з висотою його при-
кладання, яка відповідає рівню занурення тягача у 
воду від власної ваги, ваги основних агрегатів і ван-
тажу, що перевозиться. Далі розглянута типова силова 
конструкція такого тягача. 

Обмеження задані таким чином, що вони 
відображають момент часу, коли гусениці тягача 
починають відриватися від дна. Це досягнуто 
введенням пружних елементів малої жорсткості в 
місцях кріплення підвіски. Задача розв’язувалася у 
геометрично нелінійній постановці. 

 
Рисунок  1 – Схема накладання обмежень та навантажень 

 
Рисунок  2 – Змінні параметри 

корпусу 

 

Ставилася задача визначення залежності перемі-
щень, еквівалентних напружень за Мізесом і маси 
конструкції від товщини його конструктивних елеме-
нтів. Група параметрів 

1p  – товщина листів обшивки 

днища, яка варіювалася в межах 2–6⋅10-3 м з кроком 
10-3

м, 2p  – товщина стінок поперечних швелерів в 

нижній частині рами тягача, яка змінювалася в діапа-
зоні 2–10⋅10-3 м з кроком 2⋅10-3

м, рис. 2. 
На рис. 3 наведені відповідно поверхні відгуку 

максимальних величин переміщень і напружень, а 
також маси корпусу на варіювання параметрів 1p , 2p  

при дії прикладених зовнішніх навантажень. 

 

             
а     б     в   г 

Рисунок  3 – Поверхні відгуку на варіювання конструктивних параметрів корпуса: а – переміщення; 
б – напруження за Мізесом у деякій точці обшивки корпусу; в – маса; г – максимальні еквівалентні напруження 

 

Видно, що прогини днища різко зростають при 
зменшенні його товщини. Ще більш різко зростають 
еквівалентні напруження як у контрольованій точці 
днища, так і, особливо, максимальні у корпусі. У по-
єднанні з лінійною залежністю маси корпусу дослі-
дженого тягача від варіювання параметрів отримуємо 
інформацію для прийняття проектних рішень щодо 
обґрунтування варійованих параметрів. Що важливо ‒ 
цей підхід можна поширити на широкий клас подіб-
них конструкцій. 

На рис. 4 представлені характерні розподіли на-
пружень за Мізесом σэ

 у корпусі з рекомендованими 

параметрами. 
Підвищення характеристик міцності корпусу 

легкоброньованої машини. Розглядається макет корпу-
су транспортера під дією рівномірного тиску величи-
ною 5 кПа, прикладеного до його стінок. З метою ста-
тичного визначення встановлені граничні умови закрі-
плення від усіх переміщень точки кріплення одного з ко-
ліс; заборона переміщень уздовж поздовжньої і попере-
чної осей корпусу для точок кріплення інших коліс, рис. 5.  

Для варіювання визначено 2 групи параметрів: 

1p  – товщини панелей даху і днища корпусу (умовна 

тестова), 
2p  − панелі боковин корпусу – з інтервалом 

варіювання 3−7⋅10-3 м (умовна тестова).  
Оцінка міцності та прийняття проектних рішень 

здійснювалися на основі побудови і дослідження по-
верхонь відгуку (переміщення, еквівалентні напру-
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ження і маса конструкції) при варіюванні проектних 
параметрів, рис. 6.  

Пошук раціональних проектних рішень здійсню-
вався з метою зниження напружень та прогинів в 
конструкції корпусу, а також із урахуванням необхід-
ності забезпечення найменшого відхилення одержа-
них значень параметрів від номінальних, рис. 7. 

Для оцінки ефективності розробленого підходу 
розглянута задача обґрунтування параметрів корпусу 
транспортера була поставлена у середовищі програм-
ного комплексу ANSYS Workbench, рис. 8. 
Застосувавши до цієї функції якості методи оптимізації, 
знаходимо мінімум, який відповідає точці (0,0047; 
0,0035; 0,7667624035), траекторію пошуку розв’язку 
наведено на рис. 8. 

Рекомендований розв’язок (відмічений найбіль-

шою кількістю зірочок) знаходиться у точці 
(0,0048; 0,0038; 0,68316), рис. 9. При цьому точне зна-
чення цільової функції, отримане у результаті прове-
дення процедури «верифікації» ‒ повторного розв’язку 
при рекомендованих значеннях параметрів ‒ 
(0,0048; 0,0038; 0,87372), рис. 6. Це дозволяє судити 
про похибку застосованих методів. Ітераційний процес 
пошуку оптимальних параметрів, що забезпечують мі-
німальне значення функції якості, в ANSYS представ-
лений на рис. 10. Порівнюючи картини розподілу пе-
реміщень і напружень у корпусі бронетранспортера зі 
значеннями параметрів, обґрунтованими за допомо-
гою запропонованого підходу та у програмному ком-
плексі ANSYS, спостерігаємо незначну розбіжність ре-
зультатів, рис. 11, 12. 

 
Рисунок 5 – Крайові умови задачі 

 

 
а 

 
б 

 

 

 

 
Рисунок  4 – Розподіли напружень за Мізесом у корпусі 

тягача при 1p =2⋅10-3 м та 2p =6⋅10-3 м 

 
 

в 
 

Рисунок  6 – Поверхні відгу-
ку на варіювання конструк-
тивних параметрів корпусу: 
а – переміщення; б – напру-

ження; в – маса 
 

  
 

Рисунок  7 – Функція якості I(p), що підлягає мінімізації,  
та траекторія пошуку мінімуму  

 
 

Рисунок 8 –  Функція якості, побудована в ANSYS 
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Рисунок 9 – Розв’язання задачі оптимізації в ANSYS 

 

 
Рисунок 10 – Ітераційний процес мінімізації 

   

 

Рисунок 11 – Результати аналізу НДС корпусу зі 
значеннями оптимальних параметрів, знайденими за 
допомогою запропонованого в роботі алгоритму 

 

 

 

Рисунок 12 – Результати аналізу НДС корпусу зі значен-
нями оптимальних параметрів, знайденими засобами 

ANSYS 

Висновки. У роботі запропоновано підхід до 
обґрунтування проектно-технологічних параметрів 
тонкостінних машинобудівних конструкцій, який 
поєднує етапи еврістичного визначення структури 
інноваційних конструкцій та їх параметричного син-
тезу із залученням технічних та економічних крите-
ріїв та обмежень. Розроблений підхід має перспек-
тиви застосування для широкого класу інноваційних 
тонкостінних машинобудівних конструкцій та 
уможливлює підвищення технічних характеристик 
до рівня кращих світових зразків.    
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ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ МІЦНОСТІ ТОНКОСТІННИХ КОНСТРУКЦІЙ ІЗ ПІДВИЩЕНИМИ  
ТЕХНІЧНИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

 
Робота присвячена удосконаленню методів і моделей для проектного забезпечення міцності тонкостінних машинобудівних конструкцій 
при дії комплексу експлуатаційних навантажень. Обґрунтування раціональних параметрів і конструктивних рішень для тонкостінних 
машинобудівних конструкцій здійснюється за критеріями мінімізації маси, зниження напружень, підвищення терміну експлуатації. 
Ураховуються апроксимації залежностей критеріальних величин, що поступово локалізуються, від варійованих параметрів. Узагальне-
ними параметрами виступають структура, проектно-технологічні рішення для тонкостінних машинобудівних конструкцій, конструктивні 
параметри і експлуатаційні режими. При цьому забезпечується розв’язання  задач одиничного аналізу, багатоваріантних досліджень, а 
також обґрунтування раціональних проектно-технологічних рішень. На розвиток відомих підходів розглянуті наступні узагальнення: 
уніфікація, доцільність, ефективність, ідентифікація навантажень, прогнозування, відлаштування. Здійснена алгоритмізація запропоно-
ваних методів розрахунку напружено-деформованого стану тонкостінних машинобудівних конструкцій на основі поєднання переваг 
універсальних і спеціальних систем. Проведено розв’язання низки прикладних задач. Обґрунтовано раціональні проектні параметри 
інноваційних тонкостінних машинобудівних конструкцій. Представлено результати експериментальних досліджень інноваційних вагону-
цистерни, вагону-платформи і крана-перевантажувача, які спроектовано і виготовлено на основі впровадження рекомендацій за підсум-
ками досліджень.  

Ключові слова: міцність машин, напружено-деформований стан, тонкостінна машинобудівна конструкція, параметрична модель, метод скін-
ченних елементів, проектно-технологічне рішення, вагон-цистерна, вагон-платформа, кран-перевантажувач 
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А.Ю. ТАНЧЕНКО, В.В. ШЕМАНСКАЯ, А.В. ХЛАНЬ, А.Ю. ШУТЬ, А. Н. МАЛАКЕЙ   
ОБЕСПЕЧЕНИЕ ПРОЧНОСТИ ТОНКОСТЕННЫХ КОНСТРУКЦИЙ С ПОВЫШЕННЫМИ  
ТЕХНИЧЕСКИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ  

Работа посвящена совершенствованию методов и моделей для проектного обеспечения прочности тонкостенных машиностроительных конструкций 
при действии комплекса эксплуатационных нагрузок. Обоснование рациональных параметров и конструктивных решений тонкостенных машино-
строительных конструкций осуществляется по критериям минимизации массы, снижения напряжений, повышения срока эксплуатации. Учитывают-
ся аппроксимации зависимостей критериальных величин, которые постепенно локализуются, от варьируемых параметров. Обобщенными парамет-
рами выступают структура, проектно-технологические решения тонкостенных машиностроительных конструкций, конструктивные параметры и 
эксплуатационные режимы. При этом обеспечивается решение задач единичного анализа, многовариантных исследований, а также обоснование 
рациональных проектно-технологических решений. На развитие известных подходов рассмотрены следующие обобщения: унификация, целесооб-
разность, эффективность, идентификация нагрузок, прогнозирование, отстройка. Осуществлена алгоритмизация предложенных методов расчета 
напряженно-деформированного состояния тонкостенных машиностроительных конструкций на основе сочетания преимуществ универсальных и 
специальных систем, решение ряда прикладных задач. Обоснованы рациональные проектные параметры инновационных тонкостенных машино-
строительных конструкций. Представлены результаты экспериментальных исследований инновационных вагона-цистерны, вагона-платформы и 
крана-перегружателя, которые спроектированы и изготовлены на основе внедрения рекомендаций по итогам исследований. 

Ключевые слова: прочность машин, напряженно-деформированное состояние, тонкостенная машиностроительная конструкция, парамет-
рическая модель, метод конечных элементов, проектно-технологическое решение, вагон-цистерна, вагон-платформа, кран-перегружатель 

M.А. TKACHUK, R. SHEYCHENKO, M. BONDARENKO, M.M. TKACHUK, A. GRABOVSKIY, 
A. TANCHENKO, V. SHEMANSKA, O. KHLAN, O. SHUT, A. MALAKЕI  
STRENGTH ASSURANCE OF THIN-WALLED STRUCTURES WITH INCREASED TECHNICAL 
CHARACTERISTICS  

The work is devoted to the improvement of methods and models for design ensuring of strength of thin-walled engineering structures under the action of 
operational loadings complex. Justification for rational parameters and design solutions for thin-walled engineering structures is carried out according to the 
criteria of mass minimizing, stresses reducing, and service life increasing. Various additional criteria such as cost, manufacturability, economy, energy 
efficiency, can be taken into account in the formation of the quality function. The dependences approximations of criterion values, which are gradually 
localized, from variable parameters are taken into account. The structure, design and technological solutions of thin-walled engineering structures, structural 
parameters and operating modes are the generalized parameters. This provides a solution to the problems of a single analysis, multivariate studies, as well as 
the justification for rational design and technological solutions. The following generalizations are considered: unification, expediency, efficiency, loading 
identification, forecasting, tune-up in development of known approach. The algorithmization of proposed methods for calculating of the stress-strain state of 
thin-walled engineering structures has also been carried out based on a combination of the advantages of universal and special systems. A number of applied 
problems are solved. Parametric finite element models of researched objects are developed based on a set of studies of the stress-strain state of the power 
elements. The rational design parameters of innovative thin-walled engineering structures are determined. The results of experimental studies of innovative 
tank cars, platform cars and loading cranes, which are designed and manufactured based on the implementation of recommendations from research, are 
presented. Comparative experimental and computational studies of the structures stress-strain state were carried out. They are combined with certification 
tests with stresses evaluation in power elements. During the tests, regularities were established that determine the dependence of the loadings components on 
the structure from various factors. Numerical models parameters verification of thin-walled engineering constructions elements was carried out. Designed on 
the basis of researches innovative structures have improved technical and economic characteristics compared with similar ones.  

Keywords: strength of machines, stress-strain state, thin-walled engineering structure, parametric model, finite element method, design and 
technological solution, tank wagon, platform wagon, loading crane 

Вступ. Потреби сучасної промисловості, транс-
порту і аграрно-промислового комплексу у виробах 
із підвищеними техніко-економічними характерис-
тиками останнім часом різко зростають. Це змушує 
машинобудівні підприємства переорієнтовуватися 

на проектування, технологічну підготовку і випуск 
саме таких інноваційних виробів. При цьому велику 
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частку серед такої продукції займають тонкостінні 
машинобудівні конструкції (ТСМБК). Це зумовлено 
тим, що у цих конструкціях раціонально поєднують-
ся масові та характеристики міцності. У той же час 
на багато виробів (літаки, судна, рухомий склад 
залізниць, крани, перевантажувачі, ємності високого 
тиску, апарати хімічної промисловості, устаткування 
агропромислового комплексу), а, відповідно, на їхні  
силові елементи, поширюються досить суворі офі-
ційні правила і норми, спрямовані, у першу чергу, на 
забезпечення безпеки експлуатації. Регламентуються  
діючі напруження в силових елементах конструкцій, 
граничні величини переміщень (прогинів), довговіч-
ність тощо. Відповідно, при проектних досліджен-
нях використовуються усталені методики розрахун-
ку, а також традиційні технічні рішення. У результа-
ті вироби різних фірм, які створено в різний час, для 
різних споживачів, несуть на собі тягар консервати-
вних конструктивно-технологічних рішень. Відступ 
від них вимагає значних зусиль. 

Незважаючи на тиск усталеної практики, що 
схиляється до створення виробів у вигляді «клонів» 
давно створених аналогів, діє також протилежна 
тенденція. Вона породжується загальним прагнен-
ням до прогресу, навіть у консервативних областях 
діяльності, а також економічними міркуваннями. 
Наприклад, це чітко простежується на вантажних 
залізничних вагонах. Для них характерна наявність 
обмеження на осьове навантаження (23,5; 25; 27 тон 
залежно від країни або регіону) у навантаженому 
стані. Відповідно, чим менша маса тари, тим більша 
маса вантажу, що перевозиться. З іншого боку, зни-
ження маси, як правило, призводить до зростання 
рівня діючих напружень, а це у певний момент супе-
речить нормативним вимогам. Таким чином, 
об’єктивно складається протиріччя між можливос-
тями існуючих методик розрахунку з точки зору 
обґрунтування технічних рішень за критеріями міц-
ності, з одного боку, і потребами машинобудування 
в інноваційних виробах, – з іншого. Особливо це 
стосується ТСМБК. 

Більш того, багато споживачів інноваційних 
виробів установлюють свої додаткові вимоги до 
продукції, яку отримують, що спрямовані на продо-
вження терміну служби тих чи інших конструкцій, 
підвищення їхньої продуктивності, інтенсивності 
експлуатаційних режимів або навантажувальної 
здатності. У цих обставинах, окрім нормативних 
обмежень, з’являються додаткові, що додатково 
ускладнює виконання вимог до проектованих конс-
трукцій, а ще більшою мірою – до інноваційних. 
Таким чином, виникла і посилюється у своїй актуа-
льності та важливості науково-практична задача 
розробки методів забезпечення міцності інновацій-
них ТСМБК при дії комплексу експлуатаційних 
навантажень. Її постановка, розв’язання та впрова-
дження у практику проектних досліджень склала 
мету, зміст і напрями досліджень, описаних у роботі. 

 

 Методи аналізу напружено-деформованого 
стану ТСМБК та обґрунтування технічних рішень. 

Здійснено аналіз тенденцій у машинобудуванні у 
напрямі збільшення випуску  інноваційних виробів, 
проектних вимог до ТСМБК та умов їх експлуатації 
на прикладі вантажних вагонів [1]. Визначено, що на 
сьогоднішній день різко зросли вимоги до міцності та 
довговічності інноваційних ТСМБК, з одного боку, 
разом із тим набрали значної ваги додаткові вимоги 
від споживачів стосовно  економічних характеристик 
таких виробів [1‒3]. Ці обставини спонукають удо-
сконалювати методи та засоби для аналізу напруже-
но-деформованого стану (НДС) ТСМБК, а також для 
обґрунтування їхніх раціональних параметрів. Зокре-
ма, методам аналізу НДС та міцності ТСМБК присвя-
чені роботи багатьох вчених [4‒9]. Разом із тим пов-
ного та завершеного розв’язання перелічені вище 
проблемні питання у цих роботах не знайшли.  

Здійснений аналіз нормативних документів, 
практики проектування, виготовлення та експлуата-
ції ТСМБК і методів їх розрахунків дав підстави для 
окреслення основних напрямків та завдань дослі-
джень. 

Метою роботи є розробка нових підходів, ме-
тодів і моделей для проектного забезпечення міцно-
сті інноваційних тонкостінних машинобудівних 
конструкцій із підвищеними технічними характерис-
тиками. 

Поставлена мета визначила наступні завдання 
досліджень: 

1. Удосконалити (на розвиток робіт [10‒12]) 
методи і моделі для обґрунтування проектних пара-
метрів інноваційних ТСМБК за критеріями міцності 
при дії комплексу експлуатаційних навантажень із 
урахуванням нормативних обмежень. 

2. Провести розв’язання низки прикладних за-
дач проектного обґрунтування технічних рішень для 
ТСМБК за критеріями міцності та довговічності. 

3. Здійснити розрахунково-експериментальні 
дослідження напружено-деформованого стану інно-
ваційних ТСМБК, які спроектовано на основі реко-
мендацій із застосуванням результатів досліджень. 

 

 Математична модель напружено-
деформованого стану тонкостінних машинобуді-
вних конструкцій та підходи до обґрунтування їх 
проектних рішень за критеріями міцності та під-
вищення технічних характеристик. Запропонова-
на математична модель напружено-деформованого 
стану ТСМБК при дії комплексу експлуатаційних 
навантажень і варіюванні проектних параметрів. За-
безпечення міцності інноваційних ТСМБК пов’язане з 
великою кількістю варіантів розрахункових дослі-
джень їх НДС. При цьому слід взяти до уваги логіку 
щодо: багатоваріантності діючих навантажень; вимог, 
які змінюються; варіативності методів і моделей, що 
застосовуються. Ця логіка доповнюється невизначеніс-
тю структурних і параметричних рішень. Таким чином, 
на відміну від традиційних підходів, коли рішення 
приймається на основі стандартних критеріїв, норма-
тивних навантажень і чітких методик для дуже обме-
женого набору варіантів, у разі інноваційних виробів 
це може призвести до тупикових ситуацій при обґрун-
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туванні проектних рішень. 
У зв’язку з цим необхідна розробка таких під-

ходів, які забезпечують варіативність фізичних, 
математичних і чисельних моделей на етапі проект-
них досліджень НДС ТСМБК. Цей підхід передбачає 
створення таких моделей, які дають можливість 
проведення різноманітних досліджень із забезпечен-
ням цілеспрямованого варіювання всіх проектних 
параметрів за результатами дослідження НДС інно-
ваційних ТСМБК. 

Розв’язана задача розробки методу обґрунту-
вання раціональних параметрів і конструктивних 
рішень ТСМБК за критеріями мінімізації маси, зни-
ження напружень, підвищення терміну експлуатації 
тощо з урахуванням апроксимацій залежностей кри-
теріальних величин, що поступово локалізуються, 
від варійованих параметрів [4, 11]. Під апроксимаці-
ями розуміється наближення у деякій підобласті 
області варіювання параметрів точної поверхні від-
гуку тієї чи іншої величини на зміну параметрів. Під 
локалізацією розуміється та особливість процедури 
лінеаризації, що самі розміри і розташування облас-
ті, в межах якої здійснюється апроксимація, можуть 
змінюватися у ході розв’язання задачі (переміщатися 
і звужуватися). Якщо перша процедура (лінеариза-
ція) є компромісним (порівняно із алгоритмом «про-
зорої скриньки») варіантом апроксимації, який «за-
темняє» дійсну поведінку функції, що описується 
таким чином, то друга – теж компромісна, але її 
«робить більш прозорою». Отримана у результаті 
послідовність функцій апроксимацій відображає 
перехід від «майже чорної скриньки» до «майже 
прозорої скриньки». Якщо назвати цей підхід мето-
дом «сірої скриньки», то для такого компромісного 
алгоритму виникає проблема розробки альтернатив-
ного традиційним способу лінеаризації критеріаль-
них функцій. При цьому необхідні відносна просто-
та, точність і універсальність такого методу. 

Розглянемо задачу обґрунтування параметрів 
ТСМБК у вигляді: 

 min;),,(minarg* →= РuHIP

;),(
*

HРuH ≥  0),,,( =HРfuL . 

(1)

Тут Р* ‒ шуканий розв’язок; I  – функція якості 
(маса, максимальні еквівалентні напруження 

екв
σ  

тощо); u  – змінна, що описує той чи інший стан або 
процес в об’єкті, що досліджується; P  – множина 
узагальнених параметрів p  (під узагальненими па-

раметрами мається на увазі набір величин, структур, 
форм, розподілів, які, по-перше, повністю визнача-
ють математичну модель досліджуваного процесу; 
по-друге, вони незмінні при розв’язанні задачі аналі-
зу; по-третє, вони є варійованими у ході розв’язання 
задачі синтезу); Н – технічні характеристики дослі-
джуваного об’єкта; H *  – обмеження на технічні 
характеристики ;H  L  – оператор задачі аналізу 
фізико-механічного процесу або стану, що реалізу-

ється в ході експлуатації конструкції; f  – зовнішні 

навантаження. Такий підхід дає можливість розпов-
сюдити технологію традиційного оперування із па-
раметрами на множину узагальнених параметрів. 

Пропонується на початкових етапах проектних 
досліджень ставити і розв’язувати дві основні задачі: 
1) визначення структури («скелета») Z  тонкостінної 
конструкції у вигляді об’єднання серединних повер-
хонь її елементів; 2) обґрунтування раціонального 
розподілу товщини цих елементів )(Zt . У цьому 

контексті задача 1) є задачею структурної, а задача 2 – 
параметричної оптимізації, причому )(Zt  – розподі-

лений узагальнений параметр. Виходячи  з цього під-
ходу, можна трансформувати початкову континуальну 
постановку задачі (1) у дискретну. Для цього слід 
ввести у розгляд, окрім дискретизації Lfu ,, , ще і 

дискретизацію множини узагальнених параметрів P . 
Зважаючи, що надалі розглядається задача парамет-
ричної оптимізації ),(Zt  слід обмежитися саме дис-

кретизацією цього розподіленого параметра. Якщо 
застосувати для цього метод скінченних елементів 
(МСЕ), то задачі «фізичної» і «параметричної» дис-
кретизації виявляться природним чином пов’язаними. 
При цьому у співвідношеннях МСЕ, які формулю-
ються, параметр )(Zt  автоматично буде присутнім у 

вигляді розподілу товщини скінченних елементів (СЕ) 
te. Тоді, не порушуючи стандартних процедур МСЕ, 
можна отримати явні або неявні залежності контро-
льованих величин, що визначають властивості дослі-
джуваного об’єкту, від набору варійованих парамет-
рів. Так, якщо розглядати статичний і динамічний 
НДС тонкостінної конструкції, спектр її власних час-
тот iω  і критичних зусиль iQ  (із умов втрати стійкос-

ті), то приходимо до відповідних систем рівнянь: 

 
,fuK =⋅ ; ),(tfKuuCuM =++

⋅⋅⋅

;   

,0)( 2 =ω− MKDet ;   0)( 1 =ψλ+ ii SK .         
 (2) 

Тут CMK ,,  – матриці жорсткості, мас і демпфу-
вання скінченно-елементного ансамблю, що моделює 
початкову тонкостінну конструкцію; fu,  – вектори 

вузлових навантажень і зовнішніх сил; 1S  – матриця 

початкових напружень; iλ  – i–і  власні значення за 

критерієм стійкості; iψ  – i–і форми втрати стійкості. 

Залежності ),( etKK =  ),( etMM =  

),( etCC = ),( etff =  можна подати у околі деякої 

базової точки )0(t  з достатнім ступенем точності у 
лінійному вигляді: 
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[ ]TNe
tttt )0()0(

1
)0(

1
)0( ,...,,= , { }T

Ne
tttt ,...,, 21= , а матриці 

,,, CMK  ',',' CMK  і вектори ', ff  не залежать від t . 

У цьому випадку декларується справедливість 
лінеаризації властивостей СЕМ досліджуваного 
об’єкту в околі деякої точки )0(t  багатовимірного 
параметричного підпростору, що дискретизує безпе-
рервно розподілений параметр )(Zt . Тут  α  – масив 

відносних (безрозмірних) величин, що характеризу-
ють міру зміни товщини окремих скінченних елеме-
нтів. Маючи у розпорядженні подання (3) і підстав-
ляючи їх у співвідношення (2), можна стверджувати, 
що розв’язки задач (2) при варіюванні масиву пара-
метрів t  (а, значить, і α ), з достатньою мірою точ-
ності подаються у вигляді лінійної залежності від 
ступеня їх варіювання: 

;)0()0()(
1

α⋅+≈α ∇uu ;)0()0()(
2

α⋅+≈α ∇uu  

;)0()0()(
4

α⋅+≈α ∇λλ
j

jj
;)0()0()(

3
α⋅+ω≈αω ∇

i

ii  

...;2,1=i  ....2,1=j  
 

(4)

Тут q∇ )41( ÷=q  – деякі матриці, що описують 

чутливість розв’язків до варіювання параметрів. 
Можна стверджувати, що співвідношення (4) зада-
ють потенційну можливість визначення відгуку до-
сліджуваного процесу чи стану на зміну (варіюван-
ня) параметрів (чи безрозмірних мір їх варіювання). 
Пропонується альтернативний спосіб обчислення 
компонент матриць чутливості, вводячи у розгляд 
деяку характерну величину інтенсивності ∗αe  (різну 

в загальному випадку для різних СЕ). Можна задати 
множину так званих «реперних» точок: 

{ ,}0,...,0,,0,...,0,0 * T

τ
∧
τ α=α  де ненульовим компонен-

том масиву ∧
τα  є тільки компонент із номером τ . 

Тоді для обчислення компонент матриць чутливості  

[ ] ,/)0()( *^),(

ψϕψϕ
ψϕ α−α≈∇ uuq  )41( ÷=q , eN÷=ψϕ 1),(  

можна використати їх скінченно-різницеву апрокси-
мацію. Тут )( ∧

ψϕ αu  – «реперні» розв’язки, тобто 

чисельні розв’язки (2) при ∧
ψα=α . 

Також у роботі розглядається як варійована сама 
множина параметрів, а не тільки їх значення. Таким 
чином, вводиться принципово нова якість досліджень. 
Окрім визначення традиційної чутливості, також 
можна розрахувати чутливість «до поповнення» мно-
жини варійованих параметрів. За рівнем цієї величини 
можна судити про її значимість, і, відповідно, попов-
нювати множину варійованих параметрів, або  ні.  

Аналіз особливостей технічних рішень іннова-
ційних ТСМБК демонструє, що до інноваційних 
конструкцій пред’являються не лише підвищені ви-
моги  за характеристиками міцності,  жорсткості і 
динамічними характеристиками, але і сама множина 
таких вимог  надзвичайно зростає. У цьому сенсі 
різко розширюється і множина задач аналізу (причо-
му різнотипних, а також у багатьох випадках 
зв’язаних між собою), і множина критеріїв, обмежень 

при розв’язанні  задач синтезу. Більш того, у таких 
умовах побудова традиційних оптимізаційних проце-
дур не результативна. Більш доречні різні компроміс-
ні підходи із урахуванням варійованості та мінливості 
початкових даних, результуючих процесів, станів і 
характеристик. Це накладає відбиток і на самі ранні 
етапи проектування: вже початково необхідно закла-
дати такі технічні рішення, які створять стартові пе-
реваги з точки зору інноваційності, а також потенцій-
ні можливості виконання усіх висунутих обмежень за 
рахунок відповідного параметричного синтезу.  

Виходячи із цих міркувань, було розглянуто про-
цес формування вихідних варіантів технічних рішень 
на характерному прикладі інноваційного вагону-
цистерни для перевезення рідкої сірки. Були запропо-
новані рішення, що поліпшують техніко-економічні 
характеристики вагона-цистерни порівняно із анало-
гами.  

Один з найважливіших аспектів – підвищення 
навантаження на вісь з 23,5 до 25,0 т. Це дає прибав-
ку до маси брутто 6 тон. З урахуванням коефіцієнта 
тари вагону очікувана прибавка вантажопідйомності 
складає 3,5÷4,5 т. Проте вона недосяжна при вико-
ристанні традиційних підходів. Це вимагає розробки 
нових методів розв’язання поставленої задачі. 

З цією метою пропонується новий підхід. Він ба-
зується на узагальненому параметричному моделю-
ванні ТСМБК [12]. Узагальненими параметрами ви-
ступають структура, проектно-технологічні рішення 
цих конструкцій, конструктивні параметри і експлуа-
таційні режими. При цьому забезпечується і 
розв’язання  задач одиничного аналізу, і  багатоваріа-
нтних досліджень, і  обґрунтування раціональних 
проектно-технологічних рішень.  

На розвиток відомих підходів розглянемо на-
ступні узагальнення: 

1. Нехай є не один об’єкт дослідження, а деяка 

їх множина { }
ZNzzzZ ,...,, 21= . Тоді, індексуючи усі 

співвідношення для попередніх співвідношень, 
отримуємо їх множину. У результаті можна поста-
вити низку нових задач:  

1.1 уніфікації: нехай для декількох об’єктів до-
датково встановлені обмеження типу 

 ji
z

q

z

q PP = ; 
iqNq ,...,2,1= ; ( ) Zzz ji ∈, , (5)

тобто для двох (чи більше) об’єктів iz і jz  необхідна 

ідентичність деякого проектно–технологічного рі-
шення; тоді розв’язок qP  систем співвідношень (1)–

(3) є обмеженнями типу (5), і замість оптимального 
розв’язку *P  отримується розв’язок **P ; 

1.2 доцільності: якщо, наслідуючи п. 1.1), роз-
вивати уніфікацію ряду виробів Z , поширюючи її, з 
одного боку, на більшу кількість 
об’єктів ( ),...,, kji zzz , а, з іншого, на більшу множину 

розв’язків ( ),...,, 321 qqq , будемо отримувати нові 

оптимальні розв’язки **P , увівши у розгляд функцію 
«вигоди» від уніфікації 
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21 JJJ −= , (6)

де 1J  – економія від введення уніфікації, а 2J  – 

додаткові витрати внаслідок введеної уніфікації, 
можна поставити задачі ( ) max→∪PJ ; ( ) 0≥∪∪PJ , з 

яких перша полягає у максимізації вигоди, а друга 
забезпечує зону беззбитковості;  

1.3 ефективності: маючи на увазі можливі різ-
ні програми випуску різних виробів ,..., 21 zz , спів-

відношення (6) може зазнати модифікації  
( ) ( ) ( )^

22

^

11

^ PJPJPJ γ−γ= , де 21,γγ  – питомі ваги 

економії та збитків, що визначаються програмами 
випуску виробів, отримуємо зважену «оцінку ефек-
тивності». 

2. Нехай є результати випробувань ряду об’єктів 
,..., 21 zz . Маючи у розпорядженні результати проект-

них досліджень (індекс "K") і експериментально за-
фіксовані (індекс "Е"), можна ставити наступні зада-
чі: 

2.1 ідентифікація навантажень F  – 

min)()( →− EK FF (тут )()( EK FF −  – деяка оцінка 

невідповідності результатів досліджень), тобто визна-
чення уточненої оцінки реально діючих навантажень. 

2.2 верифікація параметрів ( )*~ POP z= , тобто ви-

значення такого набору параметрів ~P , який поготів 
задовольняє усім вимогам (1) з превалюванням обме-
жень. 

3. Нехай є низка спроектованих, випробуваних і 
сертифікованих об’єктів Z . Базуючись на цих да-
них, можна ставити задачі: 

3.1 прогнозування: ґрунтуючись на наявній базі 
даних розв’язків (1), можна побудувати апроксима-
ції Π , що пов’язують параметри P , характеристики 
H  і функцію якості I , а потім оперативно, за цими 
апроксимаціями, спрогнозувати раціональні параме-
три для нового об’єкту, що не входить у набір Z : 

( );,, FIHP Π=Π   

3.2 відлаштування: ґрунтуючись на результатах 
досліджень для набору об’єктів Z  можна ставити 
задачі, наприклад, відлаштування від резонансних 
частот 

( ) ( ) ( )( )0

1

00 pppppp ω−ω∇=∆⇒∆⋅∇+ω≈∆+ω +−
ωω , 

де σω∇ ,  – відповідно матриці чутливості власної 

частоти коливань ω  до варіювання параметрів p∆ , а 
+ω  – характеристики, які бажано досягти. 
Здійснена також алгоритмізація запропонова-

них методів розрахунку НДС ТСМБК на основі по-
єднання переваг універсальних і спеціальних систем. 
Ці методологічні розробки є основою для 
розв’язання низки прикладних задач. 

 

 Результати чисельного аналізу НДС 
ТСМБК. Розглянемо низку прикладних задач для 
інноваційних вагону-цистерни, вагону-платформи, 
крана-перевантажувача.  

При моделюванні НДС силових елементів конс-

трукції інноваційного вагону-цистерни (рис. 1) були 
враховані компоненти навантажень від квазістатичної 
сили розтягування та стискання, від навантаження 
власною вагою та від дії ваги вантажу, від вертикаль-
ного динамічного навантаження, від внутрішнього 
тиску пари вантажу тощо [13]. Зокрема, поздовжнє 
навантаження (квазістатична сила розтягування) скла-
дає до 3,5 МН, бічне навантаження – 201 кН, вертика-
льне динамічне навантаження – із коефіцієнтом дина-
мічності 0,361, тиск пари рідини – до 0,6 МПа. 

 

 
Рисунок  1 – Загальний вигляд вагону 

 
Розрахункові напруження при нормативних ре-

жимах розрахунків було отримано шляхом прикла-
дання до скінченно-елементної моделі СЕМ вагону 
більш ніж 20-ти комбінацій компонент навантажень. 
Контролювалися напруження у більш ніж 100 точках 
вагону-цистерни. Допустимі величини напружень 
для елементів вагона були прийняті відповідно до 
чинних нормативів для матеріалів, що застосову-
ються для виготовлення несучих елементів метало-
конструкції вагона. Зокрема, для сталі 09Г2С допус-
тимі напруження для різних режимів приймалися від 
292,5 до 327,75 МПа, а для сталі 12Х18Н10Т – від 
133,8 до 213,6 МПа. На рис. 2, а наведено як ілюст-
рацію розподіл еквівалентних напружень при сьо-
мому розрахунковому випадку (ривок 2,5 МН). Для 
кожного із випадків будувалася діаграма розподілу 
еквівалентних за Мізесом напружень 

екв
σ  у контро-

льованих точках конструкції (див. рис. 2, б) наведе-
но таку діаграму для сумісної дії подовжнього нава-
нтаження 3,5 МН, від дії власної ваги вагону та ван-
тажу, а також внутрішнього тиску на цистерну 
0,6 МПа).  

За підсумками багатоваріантних досліджень ре-
комендовано набір параметрів, що відповідають 
комплексу чинних норм і критеріїв за показниками 
міцності. Найбільші напруження в елементах вагона 
виникають у випадку навантаження поздовжньою 
силою 3,5МН. Найбільш навантаженими елементами 
є хребтова балка за шкворневою балкою (σекв = 
 = 330 МПа, [σ] =  345 МПа) та котел (σекв = 203 МПа, 
[σ]=211,5 МПа). Рекомендований набір параметрів 
вагону-цистерни, що досліджувався, забезпечує 
міцність при дії статичних, динамічних і ударних 
навантажень протягом 32 років. 

Також здійснено аналіз НДС і обґрунтування 
параметрів ТСМБК інноваційних вагонів-платформ 
за критерієм міцності та довговічності [4]. Для цього 
розв’язані  наступні задачі: 

 1) обґрунтування загальнокомпонувальних рі-
шень і очікуваних технічних характеристик іннова-
ційного вагону-платформи;  

2) визначення найбільш несприятливих режи-
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мів навантаження;  
3) аналіз впливу окремих параметрів на харак-

теристики міцності силових елементів вагону-
платформи та розробка рекомендацій із обґрунту-
вання проектних параметрів інноваційного виробу;  

4) аналіз НДС силових елементів вагону-
платформи при різних варіантах поєднань експлуа-
таційних навантажень;  

5) аналіз довговічності силових елементів ваго-
ну-платформи. 

Загальнокомпонувальні рішення інноваційного 
вагону-платформи моделі 13–9990 обґрунтовано на 
базі узагальнення і вдосконалення досвіду проекту-
вання подібних виробів. Вагон-платформа призначе-
на для транспортування контейнерів, колісної і гусе-
ничної техніки і насипних вантажів. Інноваційними 
її характеристиками є підвищені габаритні розміри і 

універсальність схем завантаження різними поєд-
наннями контейнерів. У силу цього традиційні рі-
шення для подібних конструкцій, а також варіанти 
розрахункових схем навантаження вимагають кори-
гування. На рис. 3 представлено загальний вигляд 
вагону-платформи. Його відповідні технічні харак-
теристики: довжина вагону по осях зчеплення авто-
зчеплень 2LС = 14,22 м, довжина вагону по кінцевих 
балках Lк = 13 м, довжина вагону між упорними 
плитами автозчеплень 2L = 12,22 м, база вагону 
2l =  9,3 м, відстань між центрами фітингу по ширині 
lшф = 2,259 м, конструкційна швидкість руху 
V = 33,3м/с. Матеріал елементів кузова і рами вагону 
і допустимі напруження для сталі 09Г2С – такі ж, як 
і для і випадку вагона-цистерни (див. вище). 

      

а        б 

Рисунок 2 – Розподіли 
екв

σ  (МПа): а – розрахунковий випадок; б – діаграми розподілу в елементах конструкції 

 (уздовж осі абсцис – номери точок контролю) 
 

 
Рисунок 3 – Загальний вигляд  рами вагону-

платформи 

 

Рисунок 4 – Схема прикладення навантажень і 
обмежень 

 
 

Рисунок 5 – Розрахункова модель (1/4 вагону) та параметри елемента хребтової 
балки вагону-платформи, що змінюються 

 
Попередній аналіз дав змогу визначити най-

більш несприятливі варіанти навантажень. Зокрема, 
розглядалася схема навантаження двома 20-ти футо-
вими контейнерами (рис. 4, 5). Для варіювання було 
обрано товщину елементів хребтової балки – най-
більш відповідального елементу силової структури 
(див. рис. 5). Параметри 1p  и 2p  змінювались у діа-

пазонах відповідно 6,5÷15,5 мм і 9,5÷24,5 мм. На 
базі розрахунків побудовані поверхні відгуку пере-
міщень і максимальних еквівалентних напружень.  
На рис. 6 наведено відповідну поверхню відгуку та 
розподіл напружень для значень параметрів  
р1 = 15,5 мм та р2 = 9,5 мм. 

Розглядався також другий варіант навантажен-

ня – при розміщенні 40-футового контейнера. Третій 
варіант НДС – навантаження рівномірним наванта-
женням 60 тон для середньої ділянки подовжніх 
балок, яке розподілено на довжині 4,3 м, що відпові-
дає довжині опорної поверхні важкої гусеничної 
техніки. 

З точки зору пошуку несприятливих поєднань 
навантажень у загальному випадку варіювання проект-
них параметрів 1p , 2p  побудовано цільові функції 

),,( 21maxmax vеквекв
nppσ=σ . Тут vn  – номер варіанту 

навантаження. На рис. 7 наведено графік розподілу 
функцій ),,( 21max vекв

N nppσ=σ . Видно, що найбільш 

несприятливим в діапазоні варіювання проектних па-

Точка А 
контролю напружень 
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раметрів, що представляє інтерес ( 3

1 109 −⋅>p м, 
3

2 1018 −⋅<p м), є третій варіант навантаження. У іншій 

області варіювання параметрів 21, pp  несприятливим є 

перший варіант навантаження. Функцію відгуку можна 
побудувати з верхніх пелюсток окремих поверхонь, 
представлених на рис. 7. Таким чином, саме такий 
варіант навантаження необхідно реалізувати при чисе-
льних дослідженнях і експериментальних випробуван-
нях вагону-платформи. За поверхнею відгуку, що є 

об’єднанням вище розташованих фрагментів (пелюс-
ток) сімейства поверхонь, які представлено на рис. 7, 
побудовано апроксимуючу поверхню відгуку. За до-
помогою методу покоординатного спуску був прове-
дений пошук раціонального технічного рішення. Для 
вагону-платформи з рекомендованими параметрами 
було проведено аналіз НДС при різних варіантах нава-
нтаження. 

 

 

Рисунок 6 – Величини максимальних maxеквσ  при варіюванні параметрів хребтової балки вагону-платформи та розподіл 
напружень у платформі (Па) 

 

варіант  
навантаження: 

–№ 1 
–№ 2 
–№ 3 
 

Рисунок 7 – Функції maxеквσ  у разі різних варіантів  

навантаження конструкції 
 
Для проведення розрахунку інноваційної констру-

кції вагону-платформи з рекомендованими параметрами 
МСЕ створена її розрахункова модель. На рис. 8 – ілюс-
трація НДС рами при дії поздовжнього навантаження 
3,0 МН. При цьому maxеквσ  у хребтовій балці не пере-

вищують 243 МПа. Із отриманих результатів  розрахун-
ку випливає, що напруження в усіх елементах рами 
вагону-платформи універсальної моделі 13–9990 та її 
модифікацій при рекомендованих параметрах при усіх 
розрахункових режимах не перевищують допустимих. 
Також було проведено аналіз довговічності рами шля-
хом осереднення циклічного навантаження із урахуван-
ням імовірних значень коефіцієнтів динаміки на різних 
його циклах. Для оцінки опору втомі було здійснено 
також перерахунок амплітуд ударних сил з урахуванням 
їх статистичного розподілу. З урахуванням дії на вагон 
двох спектрів поєднання навантажень (поздовжні та 
вертикальні навантаження) визначено термін служби 
вагону-платформи – 32 роки. У результаті забезпечено 
технічні характеристики інноваційного вагону-
платформи, які перевершують показники попередників і 
аналогів [14]. 

Також було здійснене чисельне дослідження 
НДС силових елементів крану-перевантажувача з 
підвищеними технічними характеристиками [15–17]. 

Традиційне компонування мостового крану-
перевантажувача припускає наявність масивної ос-
новної балки, якою переміщається візок грейфера 
разом з вантажем, що транспортується. Ця балка є, 
як правило, тонкостінною коробчастою багатосек-
ційною конструкцією. Для її зміцнення та посилення 
над балкою створюється шпренгельна система – 
сукупність стійок і розкосів, що утворюють просто-
рову (також тонкостінну) рамну конструкцію 
(рис. 9), на рис. 10 – ілюстративний розподіл напру-
жень у крані-перевантажувачі. Основна балка і 
шпренгельна система спільно утворюють верхню 
частину конструкції крану, яка в основному визна-
чає міцність, навантажувальну здатність, властивості 
деформування та довговічність виробу в цілому.  

Таким чином, при розробці інноваційних кранів-
перевантажувачів основна увага зосереджена на обґру-
нтуванні проектних параметрів силових елементів 
надбудови. За рахунок цілеспрямованого перерозподі-
лу матеріалу балки крана-перевантажувача в шпренге-
льну систему вдалося на 15÷25 % знизити металоєм-
ність конструкції крану, підвищити його вантажопід-
йомність і термін служби. Розроблені моделі та реко-
мендації передані для використання у виробництві. 

 
Результати розрахункових та експеримента-

льних досліджень інноваційних ТСМБК. Для оцінки 
ефективності розроблених моделей та програмних 
засобів було здійснено експериментальні дослідження 
вагону-цистерни, вагону-платформи і крана-
перевантажувача, які спроектовано і виготовлено на 
основі впровадження рекомендацій за підсумками 
здійснених досліджень.  

Експериментальні дослідження вагону-цистерни. 
У процесі експериментальних досліджень міцності 
вагону-цистерни реєструвалися (рис. 11): горизонталь-
ні (рамні) сили, що діють від колісної пари на рейки; 
коефіцієнти вертикальної динаміки необресорених 
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(бічна рама) частин візка; коефіцієнт динаміки надре-
сорної балки; вертикальні і горизонтальні прискорення 
кузова. Випробування здійснювались у навантаженому 
і порожньому режимах. До початку проведення випро-
бувань вагон було обладнано первинними вимірюва-
льними перетворювачами і пристосуваннями для фік-
сації досліджуваних величин і процесів. Схеми устано-
вки і з’єднань тензорезисторів наведено на рис. 11. При 
проведенні випробувань датчики встановлювалися на 
бічні рами і надресорні балки двох візків. Необхідний 

масив експериментальної інформації про досліджувані 
величини при ходових динамічних випробуваннях 
утворився шляхом послідовного набору записів (реалі-
зації) процесів при різних швидкостях і режимах руху 
потягу як на характерних заздалегідь вибраних (намі-
чених), так і на випадкових (довільно змінюваних) 
відрізках залізничної колії. Як приклад – осцилограма 
на рис. 12.  
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Рисунок 8 – Еквівалентні напруження 
(МПа) у рамі вагону-платформи від дії 
поздовжнього навантаження 3,0 МН 

 

 
 

Рисунок 9 – Варіанти конструктив-
ного виконання надбудови кранів-
перевантажувачів: верхній – тра-
диційний; нижній – інноваційний 

 
Рисунок 10 – Еквівалентні напруження за 
Мізесом (Па) в елементах верхньої надбу-
дови крану-перевантажувача – візок на 

шарнірній консолі 

  
 

 

Рисунок 11 – Схема установки і з'єднання тензоре-
зисторів для визначення коефіцієнтів вертикальної дина-

міки в перерізах надресорної балки візка 
 

 
 

Рисунок 12 – Осцилограма, що характеризує дію бічних 
сил на раму вагона (вісь абсцис – номера точок запису із 
дискретизацією 0,125 с, вісь ординат – зусилля, кН) 

 
На підставі висновків за оцінкою міцності і 

динамічних якостей дослідного зразка чотиривіс-
ний вагон-цистерна для сірки розплавленої моделі 
15–9544 з параметрами, які рекомендовано на ос-
нові проведених раніше чисельних досліджень, 
відповідає вимогам чинних норм для розрахунку і 
проектування вагонів залізниць колії 1520 мм (не-
самохідних) з урахуванням діючих швидкісних 
обмежень. Отримано задовільну відповідність із 
даними чисельних досліджень (відмінність резуль-

татів за напруженнями не перевищує 10-15%). 
Експериментальні дослідження вагону-

платформи. Також були здійснені та описані роз-
ширені дослідження на міцність і динамічні дослі-
дження при експериментальних випробуваннях 
довгобазних платформ. 

Необхідно відмітити, що кінцевою метою ком-
плексу сертифікаційних випробувань, що прово-
дяться на заключних стадіях створення нових пер-
спективних зразків вантажного рухомого складу, є 
підтвердження відповідності їх ходових,  динаміч-
них характеристик  і характеристик міцності вимо-
гам чинних норм. У той же час, окрім виконання  
своєї базової задачі, яка розуміється у вузькому 
сенсі як випробування на міцність, ці дослідження 
можуть виконувати задачі у більш широких межах 
обсягів. 

Дійсно, комплекси ходових, динамічних ви-
пробувань і випробувань на міцність, які здійсню-
ються, регламентовано чинними методиками і до-
кументами. У той же час вони задають, так би мо-
вити, тільки нижню межу обсягу випробувань, 
мінімальний обсяг інформації і необхідний набір  
результуючих висновків. При цьому не існує об-
межень «зверху» на обсяг досліджень, що здійс-
нюються. Таким чином, паралельно з мінімально 
необхідним обсягом випробувань і результатів, які 
отримуються за існуючими методиками, можна 
отримати додатковий обсяг інформації. Це – пер-
ший напрям розвитку традиційних підходів. Він 
полягає в отриманні максимально можливого обся-
гу дослідницької інформації при одиничних випро-
буваннях того чи іншого зразка виробу. Інший, не 
менш важливий напрям, – аналіз, систематизація і 
узагальнення великого обсягу дослідницької інфо-
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рмації, яка накопичена при проведенні випробу-
вань серії виробів. Обґрунтування стратегії взаємо-
узгодження при здійсненні, з одного боку, регла-
ментованих необхідних випробувань, а, з іншого, – 
бажаних додаткових досліджень об’єктів у вигляді 
інноваційних ТСМБК, здійснено на прикладі ваго-
ну-платформи. Випробування платформи (рис. 13) 
здійснене за такою ж методикою, як і вагона-
цистерни [18].  

 

 
 

Рисунок 13 – Загальний вигляд рами  
вагону-платформи моделі 13–9975 

 
Після обробки даних отримані результати за 

максимальними динамічними еквівалентними на-
пруженнями при ходових випробуваннях. Установ-
лено, що максимальні їх динамічні значення у еле-
ментах рами вагону-платформи в порожньому ре-
жимі не перевищують 18,4 МПа, у навантаженому 
режимі – 30,0 МПа, а статичні не перевищують 
108,2 МПа у порожньому режимі та 210,0 МПа – у 
навантаженому. Аналіз міцності конструкції різних 
схем завантаження довгобазної платформи дав 
можливість виявити найбільш несприятливі зони з 
точки зору згинних моментів і напружень. Стосов-
но цієї довгобазної платформи найбільш небезпеч-
ними зонами є середня і консольна частини в зоні 

змінного перерізу бічних балок, а найбільш не-
сприятливі схеми завантаження – 20-тифутовими 
контейнерами – 5,4–29,4 – 29,4–5,4 тон) і 40-
кафутовими контейнерами – 34,75–34,75 тони. 

Розрахунково-експериментальні дослідження 
НДС крану-перевантажувача [19, 20]. Серед 
ТСМБК є широкий клас конструкцій, які представ-
ляють не лише потенційні можливості дослідження 
впливу варійованих параметрів на НДС їх основних 
елементів, але і є нормативно обмеженими. Йдеться 
про вимоги, наприклад, до підйомно-транспортних 
машин, до яких пред’являються нормативні вимоги 
за періодичними обстеженнями їхнього корозійного 
стоншування, НДС, наявності товщин і перевірки 
навантажувальної здатності. Великий масив даних, 
що отримуються в ході таких багаторічних обсте-
жень, можна використати також і для оцінки точно-
сті та достовірності запропонованих в роботі мето-
дів і моделей. Зокрема, для таких цілей були залуче-
ні результати обстежень кранів-перевантажувачів 
фірми TAKRAF та «Азовмаш» (рис. 14). На основі 
цих даних були реалізовані наступні етапи дослі-
джень: чисельний аналіз НДС конструкції мостового 
крану-перевантажувача при номінальних проектних 
параметрах; розрахунково-експериментальний ана-
ліз НДС крану-перевантажувача при реально зафік-
сованій товщині силових елементів крану; порівнян-
ня отриманих результатів і визначення адекватності 
розроблених моделей, точності отриманих результа-
тів і достовірності рекомендацій, які розробляються 
на цій основі. 
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Рисунок 14 – Результати розрахункових та експериментальних досліджень НДС крана-перевантажувача:  
1 – експериментальні дані магнітного контролю; 2 – результати проведеного чисельного експерименту 

 
Отримані результати свідчать про те, що спо-

стерігається задовільна відповідність результатів 
чисельних і експериментальних досліджень (відмін-
ність не перевищує 10÷15 %).  

 
Висновки. Робота містить розв’язок актуальної 

та важливої науково-практичної задачі динаміки та 
міцності машин – розробка нових підходів, методів і 
моделей для проектного забезпечення міцності інно-
ваційних тонкостінних машинобудівних конструкцій 
із підвищеними технічними характеристиками.  

У роботі отримано наступні результати:  
1. На основі параметричного моделювання роз-

роблено новий підхід до проектного забезпечення 

міцності інноваційних ТСМБК, який, на відміну від 
традиційних, містить два етапи. На першому етапі на 
основі евристичних прийомів та із урахуванням 
досвіду аналогічних проектів розробляється струк-
тура та загальнокомпонувальні рішення інновацій-
них виробів, а на другому – здійснюється досягнення 
проектних критеріїв і обмежень шляхом цілеспрямо-
ваного варіювання проектно-технологічних параме-
трів. Таке поєднання неформалізованих і формалізо-
ваних складових дає можливість (порівняно з тради-
ційними методиками) приймати більш досконалі 
технічні рішення.  

2. Удосконалено підхід до апроксимації функції 
відгуку на основі комбінації переваг технологій 
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«чорної» скриньки і «прозорої» скриньки. На відмі-
ну від них, пропонується підвищувати ступінь дис-
кретизації зон пошуку за ходом ітераційного проце-
су уточнення поточного наближення розв’язку, ра-
зом із цим змінюючи область уточнення дискретиза-
ції до цього поточного наближення. Виходить дво-
єдиний процес, який, на відміну від традиційних 
підходів, має підвищену швидкість збіжності та 
прийнятну точність. Крім того, ця технологія так 
званої «сірої» скриньки доповнена можливістю ко-
рекції складу параметричного простору вже у ході 
розв’язання. Для цього пропонується регулярно 
розраховувати чутливість контрольованих критеріа-
льних і обмежувальних величин до варіювання роз-
ширеної множини параметрів. За результатами роз-
рахунків чутливостей визначається поточна множи-
на значимих параметрів, на якій і здійснюється на-
ступний раунд уточнення поточного розв’язку, а 
значення інших параметрів «заморожуються». Та-
ким чином, процес уточнення поточного розв’язку 
адаптується за складом параметричного простору, 
зберігаючи в ньому значимі компоненти. Це також 
підвищує ефективність чисельного уточнення пото-
чного розв’язку.  

3. На прикладі низки виробів (вагон-цистерна, 
вагон-платформа, кран-перевантажувач) установле-
но залежності контрольованих характеристик (на-
пруження, маса, пружні переміщення тощо) від варі-
йованих параметрів (наприклад, розміри у плані, у 
перерізі і за товщиною елементів ТСМБК). Шляхом 
цілеспрямованого варіювання параметрів визнача-
ється їх раціональне поєднання, а, відповідно, і ре-
комендації із проектно-технологічних рішень. У 
результаті обґрунтовуються нові технічні рішення 
інноваційних виробів, у яких ТСМБК є силовими 
елементами. Крім того, до складу критеріальних та 
обмежувальних величин вводиться, окрім норматив-
но запропонованих, ще і низка додаткових, які хара-
ктеризують вимоги експлуатанта щодо умов роботи, 
експлуатаційних витрат, енергоефективності тощо. 
У результаті отримане рішення носить не вузький, а 
комплексний техніко-економічний характер, що в 
цілому відображає сенс пошуку інноваційних (у 
різних аспектах і зрізах) рішень для тонкостінних 
машинобудівних конструкцій.  

4. У ході розв’язання прикладних задач рекоме-
ндовано нові технічні рішення, які захищені відпові-
дними патентами, і визначено нові проектно-
технологічні параметри низки тонкостінних маши-
нобудівних конструкцій інноваційних виробів. Зок-
рема, для вагону-цистерни для перевезення сірки 
розплавленої і вагону-платформи універсальної за-
безпечується рівень еквівалентних напружень при 
різних варіантах поєднань навантажень із запасом 
1,1÷1,5 порівняно із допустимими за нормативами, 
запасом за стійкістю до перекидання – 1,4÷1,7, запа-
сом за втратою стійкості – 1,7÷3,5. При цьому мета-
лоємність конструкції знижено на 8–10% порівняно 
із аналогами, коефіцієнт тари знижено до 0.35–0.4, 
що знаходиться на рівні кращих світових зразків. 

Довговічність конструкцій забезпечується упродовж 
27–32 років експлуатації, що на 15–25% вище, ніж у 
попередніх конструктивних рішень конкуруючих 
розробників. Для крану-перевантажувача підвищено 
вантажопідйомність на 25% – із 20 т до 25 т, збіль-
шено термін служби – з 20 років до 25 років, на 8% 
знижено металоємність конструкції порівняно із 
аналогами.  

5. Здійснено розрахунково-експериментальні 
дослідження низки виробів, які виготовлено за ре-
комендаціями, що з’явилися в ході досліджень. 
Установлено, що одержані результати чисельних та 
експериментальних досліджень перебувають у задо-
вільній відповідності, відмінність  між ними не пе-
ревищує 8÷15 %. При цьому, на відміну від тради-
ційних підходів, розроблено вдосконалений метод 
розрахунково-експериментальної верифікації розра-
хункових моделей досліджуваних об’єктів. Він по-
лягає у тому, що поєднуються сертифікаційні (чи 
інші обов’язкові) випробування дослідного (чи се-
рійного) зразка інноваційного виробу і розрахунко-
во-експериментальні дослідження. На об’єкт додат-
ково встановлюються датчики (тензо-, акселеромет-
ри тощо), свідчення яких порівнюються з розрахун-
ково прогнозованими величинами і розподілами. 
Крім того, уточнюється величина та характер прос-
торово-часового розподілу навантаження. Така ор-
ганізація розрахунково-експериментальних дослі-
джень спрямована на отримання максимально мож-
ливого обсягу інформації при здійсненні планових 
випробувань. Більш того, вона органічно поширю-
ється не лише на одиничні об’єкти, але і на їх серії. 
Таким чином, відбувається поєднання переваг опе-
ративності та точності, причому тим істотніше, чим 
більша серія виробів. Це є принциповою і важливою 
перевагою запропонованого варіанту розрахунково-
експериментального методу досліджень сучасних 
інноваційних тонкостінних машинобудівних конс-
трукцій. 

У подальшому планується розширити множини 
досліджуваних інноваційних ТСМБК. 
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М.М. ТКАЧУК 
 
МЕТОД ПРУЖНОЇ ГОМОГЕНІЗАЦІЇ БІМОДАЛЬНИХ МЕРЕЖ 

 
Досліджуються властивості м'яких матеріалів із  неоднорідним складом мережі. Ці матеріали відрізняються в першу чергу своїм особливим складом. 
Бімодальні мережі  утворюються двома видами хімічно ідентичних, наприклад, полідиметилсилоксанових полімерних ланцюгів. Однак молекулярна 
вага кожного з компонентів є відмінною. Довгі та короткі ланцюги змішуються, після чого вони випадковим чином поєднуються на кінцях за допо-
могою спільного вулканізуючого реагенту. На відміну від перехресної зшивки такий спосіб зберігає початковий чіткий поділ у довжині ланцюжків та 
відповідно дає змогу його контролювати. Для визначення макромеханічних властивостей цих матеріалів побудовано удосконалену мікромеханічну 
модель. Із цією метою для бімодальних матеріалів введено до  розгляду два окремих статистичних простори. Кожен іх них містить мікросферу  
одиничних векторів  початкових оріентацій у відповідній   фракції. Осереднення на суцільній мережі здійснено із урахуванням питомих часток 
кожної фракції. Побудоване співвідношення, яке встановлює кінематичний зв'язок між макроскопічними деформаціями та мікродеформаціями, які 
для обох фракцій у мережі розглядаються окремо. Відгук мережі до зовнішньої макроскопічної деформації зводиться до рівноваги пов'язаних з нею 
внутрішних мікродеформацій та визначається із розв'язку наступної задачі мінімізації з обмеженнями. Використання розробленої  моделі продемонс-
тровано на прикладі декількох реальних зразків. Установлено якісну та кількісну відповідність із даними експериментальних досліджень. 

Ключові слова: мікромакромеханічна модель, мережева структура, пружна гомогенізація, бімодальна мережа, м'який матеріал, гідрогель, гумо-
подібний еластомер 
 

Н.Н. ТКАЧУК 
МЕТОД УПРУГОЙ ГОМОГЕНИЗАЦИИ БИМОДАЛЬНЫХ СЕТЕЙ 

Исследуются свойства мягких материалов с неоднородным составом сети. Эти материалы отличаются в первую очередь своим особым 
составом. Бимодальные сети образуются двумя видами химически идентичных, например, полидиметилсилоксановых полимерных 
цепей. Однако молекулярный вес каждого из компонентов является отличным. Длинные и короткие цепи смешиваются, после чего они 
случайным образом соединяются на концах с помощью общего вулканизующего реагента. В отличие от перекрестной сшивки таким 
образом сохраняется первоначальное четкое разделение по длине цепочек и соответственно представляется возможность его контроли-
ровать. Для определения макромеханичних свойств этих материалов построена усовершенствованная микромеханическая модель. С этой 
целью для бимодальных материалов вводятся два отдельных статистических пространства. Каждое их них содержит микросферу еди-
ничных векторов начальных ориентаций цепочек в соответствующей фракции. Осреднение на сплошной сети осуществлено с учетом 
удельных долей каждой фракции. Построено соотношение, устанавливающее кинематическую связь между макро- и микродеформация-
ми каждой отдельной фракции. Отзыв сети на внешнюю макроскопическую деформацию сводится к равновесию соответствующих ей 
внутренних микродеформаций и определяется решением задачи минимизации с ограничениями. Использование разработанной модели 
продемонстрировано на примере нескольких ранее исследованных образцов бимодальных эластомеров. Результаты демонстрируют 
хорошее качественное и количественное соответствие с данными экспериментальных исследований. 

Ключевые слова: микромакромеханическая модель, сетевая микроструктура, упругая гомогенизация, бимодальная сеть, мягкий 
материал, гидрогель, резиноподобный эластомер 
 

M. TKACHUK 
A METHOD FOR ELASTIC HOMOGENIZATION OF BIMODAL NETW ORKS 

The properties of soft materials with heterogeneous network composition are studied. These materials are distinguished by their particular composi-
tion. Bimodal networks are formed by two types of chemically identical polymer chains, for example, polydimethylsiloxane. However, they differ 
in molecular weight of each of the components. Long and short chains are mixed, after which they are randomly connected at the ends with the 
help of a common vulcanizing agent. In contrast to cross-linking, the original clear dispersion of the chain lengths is thus preserved and, accord-
ingly, it is possible to control it. To determine the macromechanical properties of these materials, an improved micromechanical model was devel-
oped. Two separate statistical spaces are introduced for bimodal materials. Each of them contains the microsphere of unit vectors of initial chain 
orientations in the corresponding fraction. The averaging on a solid network is performed taking into account the specific shares of each fraction. A 
relationship that establishes the kinematic relationship between macro- and microdeformations of each individual fraction is derived. The response 
of the network to an external macroscopic deformation is determined by the equilibrium of internal microstretches and is found by solving a mini-
mization problem with constraints. The performance of the developed model is demonstrated by the example of several previously examined 
bimodal elastomers. The results display good qualitative and quantitative agreement with experimental data. 

Keywords: micro-micromechanical model, network microstructure, elastic homogenization, bimodal network, soft material, hydrogel, 
rubber-like elastomer 
 
 

Вступ. Коли мова йде про сучасні матеріали з 
високими механічними властивостями, то набуває 
значення радше сукупність властивостей, ніж один 
єдиний фізичний параметр. Для інженерного засто-
сування, як правило, потрібна комбінація часто су-
перечливих характеристик в одному матеріалі. Цієї 
мети може бути досягнуто шляхом упровадження 
композиційної структури матеріалу. Вочевидь, такий 
підхід буде виправданим лише за умов, якщо отри-
мані властивості композиційного матеріалу є «кра-
щими», аніж у його окремих складових. Для м'яких 
матеріалів вступають у протиріччя між собою дві 
характеристики: жорсткість і пластичність. З одного 
боку, тверді полімери є крихкими і легко ламаються. 
З іншого боку, більш еластичні матеріали мають 

надзвичайно малий пружний модуль та не здатні витри-
мувати дійсно високі навантаження. Останнім часом 
було докладено значних зусиль, щоб поєднати їхні пози-
тивні риси та отримати матеріал, який одночасно здат-
ний розтягуватися, однак є достатньо жорстким та стій-
ким до руйнування. Пропонується розглянути три різних 
типи таких матеріалів, які було синтезовано та експери-
ментально досліджено. Вони представлені еластомерами 
з бімодальним розподілом довжини полімерних ланцю-
жків [1], подвійними гелевими мережамиі, які утворені 
перехресними ковалентними зв'язками [2], та надзвичай-
но тягучими та міцними гідрогелями з ковалентними та 
іонними зв'язками [3]. Для цих матеріалів відсутні мік-
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ромакромеханічні моделі для визначення їх власти-
востей. Це спонукає до побудови таких моделей.  

 

М'які матеріали з неоднорідним складом ме-
режі: склад, властивості, моделі та методи аналізу 
властивостей. Узагальнені дані про матеріали із 
неоднорідним складом мережі наведені в табл. 1. 

У роботі [1] було використано багатофункціо-
нальний реагент триізоціанат, який здатен утворюва-
ти з'єднання кінцевих гідроксильних групп поліди-
метилсилоксан (ПДМС), для створення модельних 

мереж з відомою полідисперсністю. Мета цього дослі-
дження полягала у визначенні механізмів розриву елас-
томерів, зокрема перевірці теорії «слабкої ланки». Неочі-
куваним відкриттям, здійсненим його авторами, було 
чудове поліпшення міцності та своєрідна форма пружно-
го відгуку отриманих еластомерних мереж. Остаточні 
властивості синтезованого таким чином матеріалу ви-
значаються співвідношенням часток окремих складових 
та молярною вагою коротких та довгих ланцюжків. 

 
Таблиця 1 – Інформація про різновиди композиційних полімерних матеріалів та їхні властивості 
 

Складові 

Тип 

1 2 

Модуль Юнга, 
МПа 

Межа міцнос-
ті, МПа 

Подовження 
при розриві, % 

Енергія руй-
нування, 
Дж/м2 

Бімодальні мережі [1] ПДМС* 0.2-0.8 1.5-12 10-150 102 

Подвійні гелеві мережі [2] поліАМПС**  ПАА*** 0.3 20 (стис.) 80 (стис.) 103 

Гібридні гідрогелі [3] Іонично зши-
тий альгінат 

Ковалентно 
зшитий ПАА 

0.029 0.16 2200 104 

 

Примітка: *ПДМС – полідиметилсилоксан, **поліАМПС – полі(2-акріламідо-2-метил-1-пропансульфонова) кислота,  
*** ПАА – поліакриламід  
 

Подвійні мережеві гідрогелі, розроблені Гонгом та 
його колегами [2], належать до іншого класу матеріалів, 
які тут розглядаються. Вони містять до 90% води та 
складаються з двох загалом незалежних мереж. Перша 
утворюється за рахунок агрегації поліелектроліту (тако-
го як поліАМПС) у стан гелю, тоді як інша утворюється 
гнучкими нейтральними полімерними ланцюгами, на-
приклад, ПАА, які необов'язково зазнають хімічної зши-
вки. Ця розробка була покликана конкретною практич-
ною потребою збільшення механічної міцністі гідрогелів 
для майбутніх інженерних застосувань. Експеримента-
льні дослідження показали, що з точки зору оптимальної 
будови перша мережа має бути щільно з’єднаною, тоді 
як друга має залишатися вільною. 

Нещодавно групою дослідників [3] було запропо-
новано принципово новий тип надзвичайно еластичних і 
міцних гідрогелів. Вони запропонували змішувати два 
типи полімерів із різними механізмами зшивки у єдиній 
мережі. Ковалентні перехресні зв'язки поєднують полі-
акриламідні ланцюжки один з одним і одночасно з лан-
цюгами альгінату, тоді як останні додатково пов'язують-
ся іонно. Як і попередній із наведених типів гідрогелів, у 
цьому випадку також є характерним високий (до 86 %) 
вміст води. 

 

Механічні властивості та механізми зміцнення. 
Як видно із даних табл. 1, розглянуті м'які матеріали 
демонструють підвищені механічні властивості. Якщо 
порівнювати ці характеристики з характеристиками 
окремих компонентів, то можна зауважити, що їх комбі-
нація призвела до різкого поліпшення здатності розтягу-
ватися та міцності (на декілька порядків). Це явище 
пояснюється механізмами зміцнення, пов'язаними з 
конкретними особливостями структури матеріалів, які 
реалізуються насамперед на мікроскопічному рівні. 
Відгук матеріалу створюється силами, утвореними 
окремими полімерними молекулами, та їхнєю взаємоді-

єю в межах нерегулярної тривимірної мережі. Розглянуті 
три матеріали демонструють суттєву різницю у всіх цих 
аспектах: природі макромолекул (жорсткі або гнучкі, 
нейтральні або гідрофільні полімери), різновидах внут-
рішньомолекулярної взаємодії (ковалентні або іонні 
зв'язки, зплутування) та структурі мережі (суцільна або 
подвійна, однорідна або кластеризована). 

Особливістю бімодальних мереж, досліджених 
Марком та колегами [1, 4], є високий вміст коротких 
ланцюгів у молярному співвідношенні до довгих ланцю-
гів. Типовий розподіл довжин ланцюжків був мотивова-
ний спостереженням, раніше здійсненими для мереж із 
помірним (10-20 %) вмістом коротких ланцюгів, що їхнє 
додавання не призводить до значного зниження механі-
чних властивостей матеріалу. Автори прийшли до ви-
сновку, що теорія слабкої ланки є недійсною. Якщо би 
всі ланцюги слідували однаковій афінній деформації, 
найкоротші з них  розривалися б уже при зовсім незнач-
ному подовженні матеріалу, адже вони мають найменшу 
межу розтягуваності. Це б відповідно викликало пошко-
джуваність матеріалу, чого насправді не спостерігається. 
Отже, цей випадок є наочним підтвердженням висновків 
цієї роботи щодо неафінності деформацій у мережі. 
Подовження зазнає перерозподілу енергетично вигідним 
шляхом, за якого використовується здатність довгих 
ланцюгів до значного розтягнення. При цьому короткі 
ланцюги уникають розриву всупереч тому, що прогно-
зували ранні теорії міцності таких матеріалів. Одночасно 
з тим, завдяки своїй великій кількості в одиниці об’єму, 
вони створюють значний внесок у пружний відгук мате-
ріалу. За рахунок цього досягається істотний виграш у 
механічних властивостях матеріалу.   

У першу чергу молекулярні мережі такої будови 
демонструють істотне посилення пружного відгуку зі 
збільшенням розтягування. Оскільки полідиметилсилок-
сан не кристалізується за звичайних температур, близь-
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ких до 25°С, явище деформаційно індукованої кристалі-
зації може бути виключеним. Отже єдиним чинником, 
який пояснує зміцнення мережі та зростання пружного 
модуля, є негаусова поведінка полімерних ланцюжків, 
близьких до межі розтягнення. Кінцеві властивості бімо-
дальної мережі залежать від молярної частки коротких 
ланцюжків. Із її збільшенням матеріал набуває жорстко-
сті та утворює вищі напруження у відповідь до розтягу-
вання. Однак, разом із тим, руйнація відбувається значно 
раніше, адже короткі ланцюжки досягають своєї межі 
розтягнення вже за доволі невеликої загальної деформа-
ції матеріалу. Навпаки, за більшого вмісту саме довгих 
ланцюжків відгук матеріалу є набагато м'якшим, а сам 
він демонструє дивовижну здатність розтягуватись. Із 
точки зору такої важливої характеристики як кількість 
пружної енергії, яку запасає матеріал до того, як зазнає 
руйнації, існує певний оптимум композиції цих двох 
складових. Випробування зразків на розрив, з іншого 
боку, свідчать про те, за більшого вмісту коротких лан-
цюжків енергія руйнування є вищою. Це пояснюється 
тим, що утворення тріщини вимагає розриву більшої 
кількості ланцюжків та зв’язків на одиницю площі її 
поверхні. 

Подвійні гелеві мережі, синтезовані Гонгом та гру-
пою його співробітників [2], також складаються з «жор-
стких» і «м'яких» компонент. Як жорсткі елементи ви-
ступає щільно зшитий поліелектроліт поліАМПС, який 
утворює суцільну матрицю, яка розповсюджується всім 
об'ємом гелю та складає його основу. М'яку частину 
матеріалу складає поліакриламід, який є слабо зшитим 
або присутній у лінійному стані. Те, яким чином ПАА 
виявляється включеним у стуктуру композитного гелю, 
залежить від молекулярної ваги цього полімеру. Цуке-
шиба та інші [5] стверджують, що за достатньої довжини 
макромолекул поліакриламіду у гелі утворюються неод-
норідні включення. ПАА не просто змішується зі щільно 
зшитою матрицею, а й заповнює порожнечі у базовій 
мережі. У цих включеннях поліакриламід існує у вигляді 
в’язкої сплутаної мережі за умов, якщо розміри прога-
лин перевищують радіус гнучких ланцюжків. Вважаєть-
ся, що ці м'які кластери виконують роль уповільнювачів 
розповсюдження тріщин, зменшуючи концентрацію 
напружень у пружній матриці та дисипуючи енергію. 
Така синергія призводить до того, що композитний гель 
має властивості, що істотно перевищують властивості 
кожного із його компонентів. 

Ефект від комбінованої структури є навіть більш 
значущим для гібридних гідрогелів, які були розроблені у 
співпраці між вченими з США та Південної Кореї [3]. У 
них поєднані альгінат та поліакриламід. Алегінатні лан-
цюги утворюють іонні перехресні зв'язки у присутності 
катіонів Ca2+ у розчиннику. Одночасно із цим поліакри-
ламід піддається ковалентній зшивці. Також між амін-
ними групами на поліакриламіді та карбоксильними 
групами на ланцюгах альгінату забезпечується утворен-
ня додаткових ковалентних перехресних зв'язків, завдя-
ки чому обидві компоненти виявляються включеними у 
спільну поєднану мережу. Отриманий гібридний гель 
має модуль пружності 29 кПа, близький до суперпозиції 
модулів його компонентів (17 кПа для альгінату та 8 кПа 
для акриламідних гелів відповідних концентрацій). Од-
ночасно із цим новий матеріал відрізняється від своїх 

складових неймовірно поліпшеними значеннями напру-
ження та подовження при розриві. Гібридний гель може 
бути розтягнутий у 23 рази від початкової довжини та 
витримувати напруження у 156 кПа, тоді як ці числа 
дорівнюють 3,7 кПа та 1,2 рази для альгінатного гелю і 
11   кПа та 6,6 разів для поліакриламідного гелю. 

Така поведінка може бути пов'язана з істотною ди-
сипацією енергії, яка забезпечується іонними зв'язками. 
Це підтверджується яскраво вираженим гістерезисом 
при простому навантаженні та розвантаженні. Зі збіль-
шенням деформації іонні зв'язки розриваються, чим 
досягається ефект застібки-блискавки вздовж ланцюгів 
альгінату. Незважаючи на такі пошкодження мікробудо-
ви, матеріал не зазнає істотної залишкової деформації та 
зберігає здатність відновлювати початкову форму. Цим 
він завдячує тому, що поліакриламідна мережа залиша-
ється неушкодженою. Для того, щоб утворилася тріщи-
на та матеріал зазнав необерненої руйнації, необхідно, 
щоби були розірвані ковалентно зшиті ланцюжки. Це 
відбувається вже за дуже істотного подовження матеріа-
лу, якому передує значна дисипація енергії у великій 
зоні навколо вершини тріщини. Будь-яке інше пошко-
дження матеріалу, що не супроводжується утворенням 
тріщин, може бути відновлене, адже розірвані іонні 
зв’язки є відновлюваними. Отже, від цього матеріалу 
можна також очікувати і вкрай задовільних втомнісних 
характеристик. 

 

Подвійні мережі, синтезовані Гонгом та його ко-
легами [2], у свою чергу, становлять значно складніший 
об'єкт для запропонованої схеми моделювання. По-
перше, два типи ланцюгів не пов'язані між собою в єди-
ну мережу, між ланцюгами різних видів відсутні хімічні 
перехресні зв'язки. Це означає, що взаємодія між мере-
жами здійснюється за допомогою механічного контакту. 
Контактні ділянки та їх щільність не є наперед визначе-
ними, як у випадку постійних сполучень, розглянутих в 
моделі MAPC. По-друге, як зазначають експеримента-
льні дослідження [5], ці гелі мають неоднорідну струк-
туру. Хоча гнучкі ланцюги можуть взаємно проникати у 
жорсткий поліелектролітовий скелет, вони також утво-
рюють кластери в існуючих порожнинах. Таким чином, 
подвійні мережі мають чітко виражену мезоструктуру, 
масштаби довжини якої є більшими за розмір сітки. 

Поточне формулювання моделі MAPC [6] сильно 
залежить від припущень, що мережа є суцільною та 
однорідною. Це суттєво для розповсюдження розгляну-
тих шляхів максимального просування через усі компо-
ненти мікроструктури. Крім того, визначення принале-
жністі ланок у шляхах до жорсткого скелету або в'язкої 
порожнечі не передбачено у поточній моделі мережі. 
Принаймні перше питання може бути вирішене в межах 
запропонованої теорії гомогенізації. Це вимагає певного 
переформулювання щодо несталого характеру перепле-
тень. Зрештою саме завдяки механічному контакту оби-
дві компоненти подвійної мережі деформуються не 
окремо. У кожен окремий момент є активні контакти, які 
утворюють тимчасову структуру з'єднань. Перехідні 
теорії мережі, подібні до [7], добре підходять для опису 
в'язких ефектів, пов'язаних із динамікою механічно 
сплутаних ланцюгів, і навіть здатні пояснити ефекти 
Мулліна зміною кількості пружно активних ланцюжків 
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у незшитій частині мережі [8, 9]. Згідно із таким уявлен-
ням, запропонована теорія має бути здатною описувати 
тимчасові шляхи, їхню кінематику та перебудову 

Гібридні гідрогелі з іонними зв'язками мають одно-
рідну структуру. Поліелектроліт і нейтральні ланцюги 
рівномірно розподілені у просторі. Крім того, завдяки 
наявності ковалентних зв'язків між двома різновидами 
ланцюгів вони утворюють суцільну мережу. Само по собі 
те, що в цій мікроструктурі об'єднані гнучкі та жорсткі 
ланцюги, обумовлює незвичайний характер поведінки 
матеріалу. Зокрема, як зазначено в [6], жорсткі ланки не 
можуть зазнавати стискаючого зусилля за стійкого відгу-
ку мережі. Філаменти з різнорідним відгуком до подов-
ження неминуче деформуватимуться у неафінний спосіб. 
Як і у випадку напівгнучких полімерних гелів, можливо 
очікувати своєрідну реологію пружних напружень, зок-
рема під час чистого зсуву [10]. Однак допоки цьому не 
існує експериментальних підтверджень. 

Окремої уваги заслуговують відновлювані іонні зв'я-
зки між ланцюгами альгінату, які, на відміну від решти 
з'єднань у мережі, можуть порушуватись. Коли таки вони 
руйнуються, а швидше дисоціюються, кількість активних 
ланцюгів у мережі зменшується. Цей процес характеризу-
ється певною енергією активації [11], тож кількість актив-
них іонних зв'язків можна визначити за допомогою рів-
няння термодинамічного балансу.  

 

Модель осереднення бімодальних мереж. 
Оригінальна мікромеханічна модель базувалася на 
припущенні, що геть усі ланки мережі є ідентичними. 
Вочевидь, для бімодальних мереж виникає нобхідність 
вирізняти окремі її компоненти. У першу чергу це 
стосується статистичного опису. Якщо для випадку 
монодисперсної мережі було достатньо розглянути лише 
випадкову початкову орієнтацію ланцюжків, то 
бімодальність вимагає залучити принаймні два окремих 
статистичних простори. Кожен із них становитиме 
мікросферу одиничних векторів  початкових оріентацій 
у відповідній   фракції: 
 

{ }1: 000 == pppS λλ ;    (1)        { }1: 000 == qqqS λλ . (2) 

 

Якщо припуститися  ізотропії обох складових 
мережі, то цільність  вірогідності на обох сферах буде 
однорідною та дорівюватиме  з урахуванням множника 

π= 4/1/1 0S  одиниці, тобто 1)( 00 =ppp λ  та 1)( 00 =qqp λ . 

Відповідно до цього, осереднення всередині окремої 
фракції буде здійснюватися  так само, як і раніше: 

будь яка величина qp,ξ , що залежить від початкової 

орієнтації ланок фракції р або q , матиме середне 

значення 
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Осереднення на суцільній мережі вже вимагатиме 
урахування питомих часток р та q  (р + q  =1) кожної 

із фракції, а також різниці  властивостей між обома 
типами ланок мережі. Зокрема, якщо початкова 

відстань між кінцямі  ланцюжків складатиме p
0R  та 

p
0R , то шлях максимального просування,  що складати-

меться з 
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адже за умов дійсно  випадкового  поєднання ланок 

різних типів у мережі випадкова орієнтація m
0λ  не 

залежатиме від того, уздовж  ланок якої із фракцій, р 
або q , розповсюджується шлях у тому чи іншому 

вузлі. Більш того, розподіл вектора m
0λ  збігатиметь-

ся з оцінкою  
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Однак у деформованому шляху ця обставина 
вже матиме значення, адже функції розтягнення 

)( 0
pp λλ  та )( 0

qq λλ  взагалі-то різняться між собою. 

Отже, зіставивши вектор подовження шляху, який 
обчислюється, з одного боку, як осереднення вкладу  
мікродеформацій ланок, а з іншого, – є афінним пе-
ретворенням свого початкового значення  відповідно 
до мікроскопічної деформації матеріальної точки 
тіла, отримаємо наступну тотожність: 
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Це співвідношення встановлює кінематичний зв'я-
зок між макроскопічними деформаціями та мікродефор-
маціями, які для обох фракцій у мережі розглядаються 
окремо. Як і у випадку ізотропної  монодисперсної ме-
режі, це рівняння може бути піддане подальшим пере-
творенням, які спираються на властивості  ядра розподі-
лу  вірогідності напряму максимального просування, а 
саме 
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Як і раніше, ця тотожність має виконуватись 
для усіх можливих напрямів шляхів максимального 

просування 00 S∈l . У разі, коли функціональність 

мережі дорівнює 4, ядро рівняння є поліномом та 

(7) 
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має скінченний ранг. Відповідно до цього, інтегра-
льне рівняння Фредгольма (8) тотожно зводиться до 
вже знайомої тензорної форми 
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Кінематичне співвідношення (9) обмежує варі-

ацію  невідомих полів pλ  та qλ . Для того, щоб ви-

значити цей деформований стан мережі, застосову-

ється принцип мінімуму осередненої  внутрішньої 

енергії. Остання обчислюється для бімодальної ме-

режі наступним чином: 
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Таким чином, відгук мережі до зовнішньої макро-
скопічної деформації зводиться до рівноваги пов'язаних 
з нею внутрішних мікродеформацій та визначається із 
розв'язку наступної задачі мінімізації з обмеженнями: 
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Функціонал Лагранжа для неї має наступний ви-
гляд: 
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Умови його стаціонарності, в свою чергу, 
визначають афінний розподіл  термодинамічно 

спряжених до розтягування сил qpqp
f
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f
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Мікроскопічні деформації волокон та сили склада-
ють відгук внутрішньої будови матеріалу, який піддають 
заданій макроскопічній деформації. Результатом цього 
зовнішнього впливу є певний напружений стан тіла. Він 
визначається, зокрема, тензором напружень Піола-
Кірхгофа, що є термодинамічно  спряженим до градієнта 
деформації та дорівнює похідній  пружної внутрішньої 
енергії 
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Використовуючи певні перетворння, актуальні для 
бімодальних мереж кінематичні співвідношення (9) та 
тотожностей (14) для мікроскопічних сил, можна отри-
мати наступний вираз для шуканого першого тензора 
напружень Піола-Кірхгофа 
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який знову ж таки подібний до раніше отриманого для 
монодисперсних мереж результату. 

Аналіз питання існування та єдиності  умов-
ного мінімуму задачі (12) містить у собі: більшу 
варіативність порівняно з випадком  монодисперс-
них мереж із гнучких ланцюжків та жорстких ланок. 
У композитних матеріалах мова може йти про до-
сить довільні комбінації  цих двох типів елементів. 
Найочевиднішим  є випадок, коли обидві фракції 
складаються з гнучких ланцюжків. У цьому разі 

енергія розтяження qp
f
,ψ  для кожної із них є опук-

лим функціоналом, а, отже, функціонал [ ]0net , λλΨ p  
є також опуклим відносно невідомих полів мікроде-
формації. Це значить, що мережа досягатиме стійкої 
рівноваги за  будь-якої макроскопічної деформації 
F . Більш того, усі ланцюжки передаватимуть зусил-

ля осьового розтягнення. Додатні величини сил qp
f

,f  

при цьому є взаємнооднозначними функціями абсо-

лютних величин розтягнень qp
f
,λ . 

Слід зазначити, що стійка рівновага має спосте-
рігатися і у початковому недеформованому стані. 
Вочевидь цей стан має характеризуватися відсутнім  

розтягненням ланцюжків 0λλ ≡p  та 0λλ ≡q  в обох 

фракціях. Відповідно до умов стацірнарності  (14) за 

одиничних 1=pλ  та 1=qλ  матимемо наступні  

співвідношення відносно осьових сил та множника 
Лагранжа: 
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Перший висновок полягає у тому, що розподіл зу-
силь у мікромережі  є радіально ізотропним та створює 
гідростатичний напружений стан. У той саме час друге 
співвідношення дає можливість встановити зв'язок між 
абсолютними величинами осьового розтягнення у кож-
ній із францій, який  зумовлює встановлення  між ними 
рівноваги у початковому стані. Зокрема, це дає змогу 
правильно  оцінити невідомі структурні фактори мережі, 

(17) 
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яку утворюють ланцюжки різних типів. 
 

Застосування моделі осереднення бімодальних 
мереж. Для бімодальних мереж окремі складові є 
макромолекулами ідентичного хімічного складу, що 
відрізняються лише молекулярною вагою  або довжи-
ною. У випадку гумоподібних еластомерів поведінка 
гнучких полімерів добре описується моделлю ланцю-
жків  вільного обертання, що враховує скінченну 
здатність до подовження та передбачає негауссову 
поведінку з нелінійною силою, що визначається спів-
відношеннями (див. табл. 2): 
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де b  – довжина статистичного сегмента; N  – кількість 
цих сегментів  у ланцюжці або його довжина; Bk  – 

константа Больцмана, Т – температура, 1−ℑ  – обернена 
функція Ланжевина. Треба звернути увагу на те, що 

фізична ентропійна  fF  та термодинамічно спряжена 

до величини розтягнення відносна сила  
 

)()( 0 λ
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Ψ
λ ff FR

R

R
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∂
∂= ,  (20) 

де 0R  – це відстань між кінцями ланцюжків у недефор-

мованій мережі, відносно якої і  визначаються розтяг-
нення λ⋅= 0RR , відрізняється між собою на множник 

0R . Поширене припущення полягає в тому, що у ре-

зультаті утворення мережі поєднання між ланцюжками 
утворюються в їхній найбільш вірогідній конфігурації, 
коли відстань між кінцями окремих відтінків складає 

величину порядка bN . Саме того межу розтягнення 

негауссових ланцюжків оцінюють як N , що дорівнює 
відношенню між  максимальним подовженням 

NbR =max  та початковою відстанню bNR =0 . Од-

нак у дійсності відхилення у пружних характеристиках 
та поведінці при розбуханні під дією розчинника свід-
чать про те, що ця оцінка є  неточною. Вихід із цієї ситу-

аціії знаходиться, якщо прийняти величину 0R  за неві-

домий параметр або ж декілька параметрів, як у випадку 
бімодальних мереж. Адже кожна із фракцій ланцюжків 
у недеформованому стані може мати своє специфічне 

початкове подовження pR0  та qR0  відповідно. І тут слід 

зазначити, що значення цих параметрів не можуть бути 
обрані довільно. Справді, якщо підставити значення  

відносно сили ff  з рівняння (19) за одиничного розтяг-

нення 1≡λ    
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 в умови стаціонарності (17), то отримаємо наступну 
тотожність: 

 

q

p

q

q
q

p

p
p

R

R

bN

R
R

bN

R
R

0

001
0

01
0 =








 λℑ








 λℑ −−
.         (22) 

 

Звідси остаточно встановлюється рівняння, яке по-
єднує початкові розтягнення у різних фракціях недефо-
рмованої бімодальної мережі:  
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Таблиця 2 – Моделі гнучких ланцюжків 

Модель Вільна енергія fψ  Термодинамічна сила fF  

Гауссовий ланцюжок 1 
2
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Негауссовий ланцюжок, що вільно обертається 1, 2 
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Примітки: 1 N – число ланок ланцюжка, b – довжина Куна сегментів; 2 LRr /=λ  – відносне розтягнення в порівнянні з дов-

жиною NbL = ; 1−
L  – зворотна функції Ланжевіна )/(1)coth()( •−•=•L ; 3 наведено наближення, справедливе в межі Ll p << , 

де pl  – персистентна довжина черв'якоподібного ланцюжка, а Λ  – його повна довжина 

 
 

Одразу видно, що найбільш вигідне значення 

початкової відстані qpqp NR ,,
0 = , обчислене для 

кожного із окремих  типів ланцюжків, цьому співвідно-
шенню не задовольняє. 

Зі співвідношення (23) добре видно, що в 

обох складових мережі ланцюжків матимуть одна-
кову межу розтягнення відносно початкового ста-
ну. Дійсно, величина 
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є тотожною для обох фракцій. Таким чином, модель 
ланцюжків  вільного обертання у разі її застосуванні 
призводить до наступного результату. Деформації в 

обох складових бімодальної мережі pλ  та qλ  виявля-

тимутся однаковими. Це випливає із того, що за будь-
якого значення тензора ν  розв'язок першого рівняння 
умов стаціонарності (14) задовольнятиме другому рів-
нянню  автоматично. Цей висновок підтверджується 
результатами чисельного моделювання для модельної 

мережі з р = 0.1, pN  = 36 та q  = 0.9, qN  = 4, представ-

лених на рис. 1. 
 

 
а 

 
б 

Рисунок 1 – Розподіл мікродеформацій pλ  та qλ  за одноос-

ного розтягнення 11λ  = 3 у фракціях довгих ланцюжків з   

р = 0.1, pN  = 36 та коротких ланцюжків  з q  = 0.9, qN  = 4:   

а – в площині xy; б – в площині yz 
 
Моделювання комбінованих полімерних ме-

реж. Наведені вище матеріали відрізняються надзви-
чайними в’язкопружними та міцнісними характеристи-
ками. Їх походження криється в особливостях мереже-
вої мікроструктури, в якій поєднуються різнотипні 
складові. Структура цих мереж дає можливість урівно-
важувати зусилля всередині матеріалу та розподіляти 
мікроскопічні деформації між окремими елементами. 
За вдало підібраного складу такої мережі окремі ком-
поненти можуть виконувати чітко визначену функціо-
нальну роль: наприклад, частина мережі може забезпе-
чувати пружність, а інша – міцність. Однак передбачи-
ти наперед ефект від впровадження комбінованої будо-
ви з тими чи іншими параметрами надзвичайно склад-
но. На додачу до експериментальних досліджень ство-
рюваних матеріалів, може виявитись надзвичайно ко-
рисним чисельне моделювання. І мова йде саме про 
мікромеханічно обґрунтовані моделі.  

Запропоновані підходи можуть бути застосовані і 
для означеного класу комбінованих полімерних матері-
алів. Статистичні методи репрезентативних напрямків 
[12] і, зокрема, представлена у роботі модель шляхів 
максимального просування [6] придатні для визначення 

мікродеформацій та осереднення відгуку постійно 
поєднаних мереж. Разом із тим формалізм динаміки 
Смолуховського, застосований до мобільних ланцюж-
ків [13], дає можливість враховувати і в'язкий внесок 
від мінливої частини мережі. 

Складність у застосуванні цих методів полягає у 
неоднорідності будови комбінованих полімерних матері-
алів. Тим не менш, для бімодальних мереж можна за-
пропонувати поширення оригінальної моделі MAPC. 
Слід зауважити, що модельні полідісперсні еластомери, 
досліджені у роботах [1, 4, 14], демонструють поведінку, 
яка істотно відрізняється від традиційних гумоподібних 
матеріалів. Автори оригінальних робіт припускали, що 
цим вони завдякують синергетичному ефекту. Він має 
полягати у тому, що окремі складові мікробудови прояв-
ляють відмінний відгук до розтягнення. У поєднанні їхні 
внески переважатимуть той результат, який можна було 
б отримати простим додаванням пружних властивостей. 
Вочевидь, попередньо розглянута модель, що призво-
дить до однорідних мікродеформацій, не погоджується з 
цими міркуваннями жодною мірою.  

Недолік моделі ланцюжків  вільного обертання 
полягає в тому, що вона перестає бути точною для 
коротких ланцюжків. А саме такі ланцюжки, що скла-
даються лише з декількох мономерів, і входять до скла-
ду тих бімодальних мереж, які показали найбільщ від-
мінні властивості. 

З огляду на це більш придатною можна вважати 
іншу модель напівгнучкого ланцюжка, запропоновану 
Бланделом і Терентьєвим [15]. Згідно з нею ланцюг 
представлено скоріше не як дискретно сполучений 
набір ланок певної довжини, а радше як суцільну стріч-
ку, що вигинається довільним чином у просторі. Відпо-
відні до статистики усіх можливих форм, вільна енергія 
розтягнення такого ланцюжка визначається виключно 
ентропійною складовою 
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де TkB,  – звичайні константа Больцмана  та темпера-

тура, L  – контурна довжина ланцюжка, а 
pl  – персис-

тентна довжина, що характеризує, наскільки гнучкою є 
та чи інша макромолекула. 

Термодинамічна осьова сила, що діє на кінці та-
кого хробакоподібного ланцюжка, обчислюється за 
похідною   
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Для довгих або надзвичайно гнучких ланцюжків, 

для яких 1/ <<Ll p
, ця модель добре збігається з 

моделлю негауссового ланцюжка вільного обертання. 
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Однак для коротких  чи надто жорстких ланцюжків 
відгук на розтягнення є принципово відмінним. Це 
позначається вже на початковому етапі мережі. Як і 
раніше, початкове подовження ланцюжків визначаєть-
ся умовами (2). Однак розв'язок цього рівняння у випа-
дку, коли сила визначається виразом (26), істотно від-
різняється  від простого співвідношення (8), отримано-
го раніше. У цьому випадку, для отримання рівноваж-

них початкових значень подовжень pR0
 та qR0  дово-

диться використовувати чисельну процедуру розв'я-
зання методом Ньютона. Приклад її застосування на-

ведено на рис. 2, де представлені криві сил )( pp
S RF  

та )( qq
S RF , а також точки перетину лінією спільної 

ординати. 
Використання моделі напівгнучких ланцюжків  

для визначення відгуку бімодальної мережі далі 
продемонструємо на прикладі  декількох реальних 
зразків, які були експериментально досліджені у 
роботах [1, 4, 14]. 

Параметри використаних матеріалів та відповідні 

їм параметри чисельної моделі зведені у табл. 2. Звер-
тає на себе увагу надзвичайно мала довжина коротких 
ланцюжків, що складає за молярної маси 660 г/моль 
лише 6 мономерів, тоді як за молярної маси 220 г/моль 
– лише 2 мономерів. З іншого боку, молекула поліді-
метилсілоксану є надзвичайно гнучкою завдяки оди-
ничним зв'язкам між атомами кремнію, відповідно до 
чого було обрано відносно мале значення персистент-
ної довжини. Утім все одно короткі ланцюжки мають 
дуже обмежену здатність до розтягнення. 

Тим не менш, завдяки перерозділу  мікродефор-
мацій у мережі  невелика частка довгих макромолекул, 
що міститься у ній, дає можливість уникнути передча-
сного досягнення межі розтягнення коротких ланцюж-
ків. У результаті  цього істотно підвищується гнучкість 
еластомера. У той самий час завдяки великій кількості 
активних коротких ланцюжків матеріал досягає висо-
ких значень модуля пружності. Тим самим, повною 
мірою розв'язується протиріччя між цими двома меха-
нічними властивостями матеріалу. Цей ефект наочно 
демонструють результати, представлені на рис. 3, 4. 

 

 
а 

 

 
б 

Рисунок  2 –  Визначення рівноважних початкових подовжень ls RR ,   

коротких та довгих ланцюжків в окремих компонентах бімодальних мереж  
за умовами рівності сил ls FF =   

 
 

 Рисунок 3 – Осереднені напруження у  
бімодальній мережі порівняно із  

унімодальними мережами з коротких  
та довгих волокон однакової щільності 

 

 
а 

 
б 

Рисунок 4 – Мікродеформації у бімодальній мережі  
 за одновісного розтягнення у проекціях:  

а – 21 λ−λ  ; б – 32 λ−λ  

Висновки. Демонстрацією саме здатності пе-

редбачати поведінку нових матеріалів, а не відтво-
рювати виміряний відгук вже існуючих, служить 
модель композиційних полімерних мереж. На при-
кладі бімодальних модельних еластомерів, що 
складаються з коротких і довгих макромолекул, 
показано, як запропонований підхід до гомогеніза-
ції може бути розповсюджений на випадок декіль-
кох відмінних складових мікробудови. Це дає змо-
гу оцінити вплив вмісту окремих фракцій поліме-
рів, а також їхньої молекулярної ваги на пружні 
властивості та міцність модельного еластомеру. 
Звертає на себе увагу, що це співвідношення є не-
очевидним та не підкорюється правилу сумішей. 
Наприклад, за поєднання 10% довгих ланцюжків та 
90% надзвичайно коротких ланцюжків можна 
отримати матеріал, модуль пружності якого в 10 
разів вищий за модуль монодисперсного полімеру, 
що на 100% складається з першої фракції, проте 
при цьому, як і той, здатний розтягуватися на 
300%.  
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М. М. ТКАЧУК, А. В. ГРАБОВСЬКИЙ, Н. Б. СКРІПЧЕНКО, М. А. ТКАЧУК, Г.А. КРОТЕНКО, 
М. С. САВЕРСЬКА 

КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ СКЛАДНОПРОФІЛЬНИХ ТІЛ ЗА НАЯВНОСТІ МІЖ НИМИ 
ПРОМІЖНИХ ШАРІВ ІЗ НЕЛІНІЙНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ 

У роботі описані методи аналізу контактної взаємодії складнопрофільних тіл за наявності між ними проміжних шарів із нелінійними власти-
востями. Ці задачі зводяться до фізично та структурно нелінійних задач. Описано моделі, які базуються на варіаційних формулюваннях типу 
принципу Калькера. Дискретизація здійснена методом граничних елементів, також описані чисельні методи розв’язання системи нелінійних 
розв’язувальних рівнянь та нерівностей. Вони базуються на методах типу Ньютона–Рафсона або на розвитку методів мінімізації опуклих 
функціоналів на множині, яка задана системою нерівностей. Крім того, розроблені методи зведення фізично та структурно нелінійних задач 
до послідовності структурно нелінійних, проте фізично лінійних задач. Це – метод додаткових зазорів та метод змінних параметрів податли-
вості. Описане розв’язання низки тестових задач. Це продемонструвало сходимість та точність отримуваних розв’язків задач. Також описано 
розв’язання серії прикладних задач. Здійснено аналіз закономірностей зміни розподілів контактного тиску у спряженні складнопрофільних 
тіл при варіюванні геометричних параметрів та фізико–механічних властивостей матеріалів проміжних шарів. Крім того, запропоновані нові 
характеристики для опису балансу переміщень у зоні контактної взаємодії складнопрофільних тіл.   

Ключові слова: контактна механіка, контактна взаємодія, складнопрофільне тіло, проміжний шар, варіаційний принцип Калькера, ме-
тод додаткових зазорів, метод змінних параметрів податливості  

Н. Н. ТКАЧУК, А. В. ГРАБОВСКИЙ, Н. Б. СКРИПЧЕНКО, Н. А. ТКАЧУК, Г.А. КРОТЕНКО, 
М. С. САВЕРСКАЯ  
КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СЛОЖНОПРОФИЛЬНЫХ ТЕЛ ПРИ НАЛИЧИИ МЕЖДУ 
НИМИ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ СЛОЕВ С НЕЛИНЕЙНЫМИ СВОЙСТВАМИ  

В работе описаны методы анализа контактного взаимодействия сложнопрофильных тел при наличии между ними промежуточных слоев с 
нелинейными свойствами. Эти задачи сводятся к физически и структурно нелинейным задачам. Описаны модели, основанные на вариаци-
онных формулировках типа принципа Калькера. Дискретизации осуществлена методом граничных элементов, также описаны численные 
методы решения системы нелинейных разрешающих уравнений и неравенств. Они базируются на методах типа Ньютона–Рафсона или на 
развитии методов минимизации выпуклых функционалов на множестве, заданном системой неравенств. Кроме того, разработаны методы 
приведения физически и структурно нелинейных задач к последовательности структурно нелинейных, однако физически линейных задач. 
Это – метод дополнительных зазоров и метод переменных параметров податливости. Описано решение ряда тестовых задач. Это продемон-
стрировало сходимость и точность получаемых решений задач. Также описано решение серии прикладных задач. Осуществлен анализ зако-
номерностей изменения распределений контактного давления в сопряжении сложнопрофильных тел при варьировании геометрических 
параметров и физико–механических свойств промежуточных слоев. Кроме того, предложены новые характеристики для описания баланса 
перемещений в зоне контактного взаимодействия сложнопрофильных тел 

Ключевые слова: контактная механика, контактное взаимодействие, сложнопрофильное тело, промежуточный слой, вариационный 
принцип Калькера, метод дополнительных зазоров, метод переменных параметров податливости 

M. M. TKACHUK, A.  GRABOVSKIY, N.  SKRIPCHENKO, M. A.  TKACHUK, G. KROTENKO, 
M.  SAVERSKA  
CONTACT INTERACTION OF COMPLEX–PROFILE BODIES IN EX ISTENCE BETWEEN THE М 
INTERMEDIATE LAYERS WITH NONLINEAR PROPERTIES  

The methods of analysis of contact interaction of complex–profile bodies in the presence of intermediate layers with non–linear power–systems are 
described in this work. These tasks are reduced to physically and structurally nonlinear problems. The models, based on variational formulations of the 
Kalker principle type, are described. Discretization is made using the method of boundary elements. Numerical methods for solving the system of 
nonlinear equations and inequalities are also described. They are based on Newton–Ruffson–type methods or on the development of methods for min-
imizing convex functionals on a set given by a system of inequalities. In addition, methods of reduction physically and structurally nonlinear problems 
to a sequence of structurally nonlinear, but physically linear problems are developed. There are a method of additional gaps and a method of variable 
compliance parameters. A solution for a number of test tasks is described. It demonstrated the convergence and accuracy of the problem solving. Also 
the solution for a series of applied tasks is described. An analysis of change regularities for the contact pressure distribution in the conjugation of geo-
metrically-complex bodies during the variation of geometrics, physical and mechanical properties of transitional layer materials is carried out. In 
addition, new characteristics are proposed for describing the displacement balance in the contact area of geometrically-complex bodies.    

Keywords: contact mechanics, contact interaction, geometrically-complex body, transitional layer, Kalker variational principle, method of addi-
tional gaps, method of variable compliance parameters                                   

 
Вступ. Існує широкий клас пружних тіл, які 

здійснюють силову контактну взаємодію, по–перше, 
уздовж поверхонь близької форми, а, по–друге, – за 
наявності нелінійних проміжних шарів між ними. 
Це, наприклад, робочі поверхні зубчастих передач, 
роликопідшипників, елементів двигунів внутрішньо-
го згоряння та гідропередач, система «снаряд – ствол 
танкової гармати», механізм нахилу плавильної печі 
тощо. У таких машинобудівних конструкціях реалі-
зується прагнення до контактної взаємодії складноп-

рофільних тіл (СПТ) на поверхнях якомога більш 
близької геометричної форми. У цих умовах почат-
ковий геометричний зазор між такими тілами у на-
вантаженому стані вибирається при навантаженні за 
рахунок переміщень, які викликаються двома скла-
довими: 1) пружні переміщення контактуючих дета-
лей, що моделюються гладкими тілами; 2) пружні 

© М. М. Ткачук, А. В. Грабовський, Н. Б. Скріпченко, 
М. А. Ткачук, Г.А. Кротенко, М. С. Саверська, 2019 
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переміщення за рахунок обтискання фізично нелі-
нійних проміжних шарів (шорсткість та хвилястість 
поверхонь деталей, плівки, напилення, покриття то-
що). Характерною особливістю є те, що вклад цих 
складових у загальний баланс переміщень на конта-
ктуючих поверхнях є сумірним один із одним. Тому 
у моделі контактної взаємодії не можна нехтувати 
жодною компонентою. Відповідно, для аналізу та-
ких тіл потрібно  удосконалювати такі моделі, які 
враховують, на відміну від традиційних, перелічені 
чинники. 

Такі ж аргументи можна віднести також і до еле-
ментів біологічних об’єктів, наприклад, суглобів скеле-
та людини, сегментів хребта тощо. На додаток до цього 
множина подібних об’єктів поповнюється біомеханіч-
ними об’єктами, зокрема, із ендо– та екзопротезами. 

Усі перелічені об’єкти потребують розвитку 
моделей контактної взаємодії складнопрофільних тіл 
у частині урахування усіх значущих чинників. Крім 
того, розв’язувальні системи рівнянь та нерівностей 
вимагають нових методів дискретизації 
розв’язувальних співвідношень, а також методів 
розв’язання одержаних співвідношень, описаних у 
цій роботі. 

Аналіз існуючих моделей та методів досліджен-
ня контактної взаємодії. Механіка контактної взаємодії 
[1] є надзвичайно розгалуженою областю механіки де-
формівного твердого тіла. Це викликано тим, що самі 
досліджувані об’єкти володіють значним різноманіттям 
за формою та фізично–механічними властивостями ма-
теріалів контактуючих тіл. Крім того, для формування та 
для дискретизації розв’язувальних рівнянь та нерівнос-
тей застосовуються різні методи [1–6]: метод скінченних 
елементів (МСЕ), варіаційні формулювання, граничні 
інтегральні рівняння тощо. Серед цих методів особливу 
увагу привертає варіаційний принцип Калькера [5, 6], 
який формулюється відносно контактного тиску. Така 
форма є достатньо плідною стосовно подальшого розви-
тку та удосконалення. Відповідно, вона була визначена 
як базова при формуванні розв’язувальних співвідно-
шень аналізу СПТ за наявності між ними проміжних 
шарів із нелінійними властивостями.  

Окремим напрямком досліджень є моделі власти-
востей шорскості, яка є одним із найбільш розповсю-
джених видів проміжних шарів між контактуючими 
тілами. Зокрема, як відзначається у роботі [7], ураху-
вання впливу шорсткості на характер контактної взає-
модії далеке від повного вирішення. Перші спроби по-
будувати модель контакту шорстких тіл пов'язані із 
застосуванням теорії Герца до окремих вершин нерів-
ностей. Однак отримані таким чином теоретичні оцінки 
не узгоджувалися із експериментально встановленим 
законом пропорційності між величиною притискного 
зусилля P і площею плями контакту A. Протиріччя по-
лягало у тому, що з ростом навантаження не тільки збі-
льшується площа існуючих контактних площадок, а й 
виникають нові [8]. Для вирішення проблеми запропо-
новано наближення, згідно з яким на нерівностях роз-
ташовуються мікронерівності, на яких, у свою чергу, 
присутні ще менші мікронерівності. Така модель зі зро-

станням числа ступенів збільшення у граничному зна-
ченні давала шукану пропорційність. Наступні уточ-
нення теорії шорсткого контакту мали на меті отриман-
ня не тільки якісно вірних, а й кількісно точних оцінок 
поведінки. Для цього були задіяні методи статистично-
го осереднення. Вичерпна теорія, що описує статистич-
ні властивості випадкових поверхонь, запропонована у 
роботі [9]. Однак ще до її появи Грінвуд і Вільямсон 
розробили модель контакту, засновану на спрощуючих 
припущеннях щодо розподілу характеристик нерівнос-
тей [10]. Зокрема, форма тіл була прийнята сферичною, 
так що при навантаженні контакт здійснюється на кру-
гових областях, а кривизна – постійна для всіх вершин 
незалежно від висоти. На розвиток цієї моделі, запро-
понованої у роботі [11], враховується випадковий роз-
поділ кривизн вершин нерівностей. У подальшому 
окремі положення моделі були переглянуті у [12]. За-
пропоновано використовувати двопараметричний роз-
поділ Вейбулла для опису висот нерівностей [13]. У 
оригінальній теорії Грінвуда–Вільямсона контакт окре-
мих нерівностей враховувався незалежно. Було врахо-
вано взаємний вплив від деформацій, викликаних при-
кладанням контактних зусиль у сусідніх вершинах [14]. 
Окремі моделі містять режим пластичних деформацій 
[15, 16]. Наявність цих деформацій зазвичай заперечу-
ється тим, що нерівності не збільшують значення мак-
симального контактного тиску відносно середнього 
значення настільки сильно, щоб це призводило до істо-
тних пластичних деформацій. Крім того, навіть у разі 
виникнення пластичних деформацій є всі підстави вва-
жати, що всі наступні навантаження після декількох 
циклів зминання найбільш навантажених ділянок пове-
рхні відбуватимуться пружно. Недоліки моделей пове-
дінки проміжних шарів, які описані у роботах [8–13], 
полягають у тому, що у них не враховується взаємний 
вплив від деформацій сусідніх мікронерівностей. Деяке 
просування у напрямках взаємного впливу нерівностей 
запропоноване у [14]. 

Надалі розвиток теорії шорсткого контакту по-
в'язано із фрактальною природою геометрії тіл. Ре-
зультати теоретичних досліджень [17] показали зна-
чимість впливу масштабного ефекту топографії по-
верхонь на прогнозовану контактну поведінку. Пер-
ссон розробив детальну модель, у якій обґрунтував 
обернено–потенціальну залежність значення контак-
тного тиску від величини середнього зазору між 
притискуваними поверхнями. Така поведінка очіку-
ється при помірному притисканні поверхонь, коли 
зближення призводить до розвитку контакту на ве-
ликому числі вершин нерівностей, але далеко від 
установлення повного контакту. Для перевірки ос-
новних положень цієї теорії було проведено чисель-
не моделювання, яке підтвердило якісно і в цілому 
також кількісно основні оцінки. 

Ще однією величиною, що відображає властивості 
шорсткого контакту, є контактна жорсткість. У [18] роз-
глянута пряма аналогія між задачею пружного контакту 
і електричною провідністю, вона безпосередньо пов'яза-
на з опором контактуючих тіл [10, 19]. Відповідно до 
теорії Грінвуда–Вільямсона, так само як і теорії Перссо-
на, контактна жорсткість прямо пропорційна притиск-
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ному зусиллю. Однак у низці інших досліджень вказу-
ється ступенева залежність із показником від 0.5 до оди-
ниці [20]. Ключовим параметром, що впливає на точне 
його значення, є фрактальна розмірність поверхні, що 
знайшло вираження в аналітичній оцінці [21].  

Фрактальна природа геометрії реальних дета-
лей урахована у роботі [17]. Проте положення робіт 
[14, 17] застосовне тільки для помірного тиску. На 
розвиток теоретичних положень у роботах [10, 18–
21] запропоновані ступеневі залежності між перемі-
щеннями точок поверхневих шарів та контактним 
тиском. Окремим випадком є контакт із шорсткістю 
та адгезією, що відрізняється принципово іншим 
законом поверхневої взаємодії [22, 23].  

Застосування будь-якої із вище зазначених теорій 
у практиці інженерного аналізу вимагає істотних змін 
засобів моделювання, що наразі використовуються. 
МСЕ [1, 2] та  метод граничних елементів (МГЕ) [1, 3, 
4] мають обмежені можливості для моделювання нелі-
нійних властивостей проміжних шарів. Варіаційний 
принцип Калькера [5] також потребує для випадку не-
лінійно пружних тіл розвитку та адаптації. При цьому з 
огляду на різноманіття нелінійних моделей шорсткості 
є бажаним, щоби нове формулювання було універса-
льним, тобто передбачало довільний закон залежності 
змінних стану всередині проміжного шару. У роботі [6] 
було запропоновано додатковий член у варіаційному 
функціоналі Калькера, який враховує у загальному 
вигляді внесок лінійної податливості шорстких повер-
хонь. У подальшому цей підхід було застосовано для 
побудови макромоделей контактної взаємодії та реалі-
зовано із використанням авторських методів 
розв’язання системи контактних рівнянь та нерівнос-
тей, описаних у роботах [22, 24–28].  

Таким чином, здійснений аналіз існуючих мо-
делей та методів дослідження контактної взаємодії 
дає підстави для інтегрування мікромеханічних мо-
делей жорсткості у варіаційні формулювання на ос-
нові принципу Калькера. Відповідно, надалі запро-
поновано формувати розв’язувальні співвідношення, 
відштовхуючись від зазначених принципів. 

Мета і завдання досліджень.  Із урахуванням 
зазначених обставин актуальною і важливою науково–
практичною проблемою є вдосконалення та розробка 
нових моделей і чисельних методів визначення напру-
жено–деформованого стану складнопрофільних елеме-
нтів машинобудівних конструкцій із урахуванням їх 
контактної взаємодії як гладких або шорстких тіл.  Ви-
рішення цієї проблеми є метою цієї роботи. 

Зокрема, у роботі поставлена та розв’язана задача 
про розробку математичних моделей взаємодії гладких 
і шорстких тіл, а також тіл із нелінійним пружним ша-
ром між ними. Задача зводиться до граничного інтег-
рального рівняння або варіаційної задачі. Дискретиза-
ція шуканого контактного тиску здійснена за допомо-
гою методу граничних елементів. Вплив шорсткості чи 
інших шарів моделюється за допомогою нелінійного 
вінклерового пружного шару. У кінцевому підсумку, 
отримується система структурно–фізично нелінійних 
співвідношень. Для їх розв'язання розроблені нові іте-

раційні методи, що зводять розв'язання структурно–
фізично нелінійної задачі до послідовності структур-
но–нелінійних, але фізично лінійних задач. 

Формування системи розв'язувальних співвід-
ношень для аналізу контактної взаємодії з урахуван-
ням фізично та структурно нелінійної поведінки по-
верхневих шарів взаємодіючих тіл. Математична мо-
дель напружено–деформованого стану складнопрофіль-
них тіл із урахуванням їх контактної взаємодії може 
будуватися, як це зазначалося вище, на основі різних 
постановок. Ця задача зводиться до проблеми мінімізації 
функціоналу повної внутрішньої енергії системи взає-
модіючих тіл на множини переміщень, які відповідають 
умові їх непроникнення одне в одне. Крім того, можлива 
постановка на основі граничних інтегральних рівнянь, а 
також правомірна постановка на основі узагальнення 
варіаційного принципу Калькера. 

У першому випадку приходимо до проблеми [29, 
30] 

KI ∈→ uuu min,),( ,  (1) 
 

де )(α

α
∪= uu  – множина полів переміщень точок кон-

тактуючих тіл, а α=α N...,,2,1  – номера контактуючих 

тіл; 
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α
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функціонал повної внутрішньої енергії системи взає-
модіючих тіл; 
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Множина K  визначається наступною умовою: 
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де )(αv  – вектори нормалі до тіл на поверхнях )(αS , а 

),( 21 ααδ  – початкові (у ненавантаженому стані) зазори 
у сполученні тіл 1α  і 2α . 

За наявності фізичної нелінійності «напруження – 
деформації» у I  замість квадратичного доданка з'явля-

ється опуклий функціонал ( ))()( αα uI .  

У другому випадку приходимо до проблеми міні-
мізації функціоналу 
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2

1
)( pФpLppapФ n++=           (4) 
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де )(),,( pLppa  – квадратична та лінійна форма від 

контактного тиску p , а )( pФn  – нелінійна частина 

функціонала, що відповідає нелінійному вкладу про-
міжних шарів. 

У цьому випадку, як випливає з аналізу постанов-
ки, представленої у роботах [5, 6, 21–28], при викорис-
танні базисних функцій для апроксимації контактного 
тиску p у вигляді кусково–лінійних пірамідальних роз-

поділів на трикутній регулярній сітці (з шестикутною 
основою та вузловими значеннями mp , рис. 1), отриму-

ємо для випадку гладких тіл систему співвідношень 
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При введенні між контактуючими тілами (рис. 1) 
лінійно–пружного шару всі співвідношення (5) зали-
шаються у силі, за винятком заміни коефіцієнтів мат-
риці жорсткості С на коефіцієнти модифікованої мат-
риці  

)(λ+=Σ diagCC ,   (6) 
 

де λ  – вузлова контактна податливість (в загальному 
випадку – нерівномірна у вузлах, на відміну від рівномір-

ної (тобто коли ECC λ+=Σ , а Е – одинична матриця).  
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Рисунок 1 – Подання  локального зазору між  контак-
туючими тілами, деформація тіл і утворення  контактної 
площадки під дією нормального зусилля (а), схема конта-
кту за наявності проміжного лінійно-пружного шару (б) та 
кусково-лінійна апроксимація контактного тиску за допо-
могою подання у вигляді лінійної комбінації  пірамідаль-
них елементів тиску на регулярній трикутній сітці (в) 

 
Для варіанту використання варіаційної постанов-

ки (на базі принципу Калькера) із застосуванням пев-

них квадратурних формул [31] отримана система спів-
відношень відповідає (5) з урахуванням (6). Як заува-
ження слід зазначити, що співвідношення (5), модифі-
ковані з урахуванням (6), як уже зазначалося, зберіга-
ють структуру не тільки для рівномірного розподілу 
податливості λ , але і при її нерівномірному розподілі 
на контактній площадці. У цьому випадку маємо поко-
мпонентно співвідношення (6) у вигляді: 

 

nmnnmnm CC δλ+=Σ ,   (7) 
 

де nλ  – "вузлова" податливість, тобто податливість у 

вузлі з номером n . 
Ці співвідношення випливають як із дискретизації 

прямого варіанта методу граничних інтегральних рівнянь, 
так із варіаційного принципу Калькера. Дійсно, квадрати-
чна складова функціоналу (4), що мінімізується,  
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при її наближенні квадратурними формулами [31] із 
точками інтегрування, які збігаються з вузлами введе-
ної на S  тріангуляції, породжує складові, пропорційні 
квадратам вузлових контактних тисків і вузловим по-
датливостям nλ . Це після мінімізації дає такі ж спів-

відношення для ΣC , як і для (7). 
На розвиток цього формулювання можна поши-

рити використовуваний підхід і на випадок ненульової 
розподільчої здатності лінійно пружного шару. У цьо-
му випадку замість (7) отримуємо: 

 

 nmnmnm CC λ+=Σ ,   (9) 
 

де компоненти матриці nmλ  визначають переміщення 

у вузлі n  при дії базисного зусилля у вузлі m  (тільки 
за рахунок деформування проміжного шару). 

Наведені зауваження визначають напрямки роз-
витку відомих постановок без зміни загальної структу-
ри розв'язувальних співвідношень. У той же час пред-
ставлені співвідношення у цілому не вичерпують по-
становку контактної задачі. Йдеться про те, що, вихо-
дячи з мікромеханіки контактної взаємодії шорстких 

тіл типу nkpw =  ( w  – переміщення точок проміжного 

шару, p  – контактний тиск, k  і n  – деякі коефіцієн-

ти), приходимо у загальному випадку до фізично нелі-
нійної залежності в описі зміни нормальних перемі-
щень w  від контактного тиску p . До такого типу нелі-

нійності призводять також фізично нелінійні моделі 
тонких плівок, напилень, прокладок тощо. Таким чи-
ном, потрібна розробка більш сучасних постановок, які 
враховують нелінійність у залежностях «нормальні 
переміщення – контактний тиск». 

При аналізі контактної взаємодії СПТ із проміж-
ним нелінійно пружним шаром пропонується провести 
розвиток раніше запропонованих методів і моделей для 
випадку гладких або шорстких тіл із лінійно-пружним 
вінклеровим шаром між ними. 

Модель контакту тіл із розташованим між ними 
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нелінійним вінклеровим шаром. Моделі, запропоновані 
раніше [1, 32, 33], а також описані у роботах [6, 22, 24, 
27, 28, 34, 35], мають, серед інших, ще й деяку додат-
кову цінну якість, що дає можливість «нарощувати» 
початкове ядро, доповнюючи його відповідно до нових 
враховуваних чинників. Це зумовлено тим, що прийня-
ті за основу співвідношення є нічим іншим, як умовами 
сумісності переміщень точок взаємодіючих у контакті 
тіл. Ці геометричні співвідношення у вихідному вигля-
ді не залежать від фізико–механічних властивостей 
контактуючих тіл і виконуються в актуальному стані 
для будь–якої досліджуваної системи об'єктів. Вплив 
же пружних властивостей взаємодіючих тіл проявля-
ється у кожному випадку у вигляді залежності перемі-
щень точок їх поверхні від контактного тиску. Таким 
чином, з огляду на ті чи інші фізичні співвідношення, 
що зв'язують нормальні переміщення точок поверхонь 
із контактним тиском та іншими величинами (напри-
клад, описують вплив мастила, швидкості взаємного 
руху, температури тощо), можна істотно модифікувати 
вихідну математичну модель. При цьому не зачіпають-
ся вихідний принцип і структура моделі самого «ниж-
нього» рівня (для випадку гладких тіл). Модель нібито 
«обростає» новими компонентами, що у деяких випад-
ках змінюють її якісно (за наповненням), але зі збере-
женням успадкованої початкової форми. 

Так, для моделювання поведінки шорсткості або 
іншого пружного шару між контактуючими тілами 
можна застосувати не тільки лінійну модель, але і мо-
дель загального вигляду (що випливає із аналізу мік-
ромеханіки контакту [36, 37]) 

 

).()( pwpuuw zz ≡=≡ ∧∧   (10) 
 

Зокрема, у низці робіт [1, 36] описана ступенева 
залежність переміщень від контактного тиску (для ура-
хування властивостей шорсткості). Можливі, доречні 
та реалізовні також й інші залежності, аби вони тільки 
адекватно описували властивості шорсткості, прокла-
док, напилення, плівок чи інших шарів між контактую-
чими тілами. 

Тоді отримуємо, доповнюючи, наприклад, спів-
відношення (5), наступну систему у розгорненому і 
матричному вигляді відповідно: 
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Тут )( pD  – діагональна матриця з компонентами 

)( pw , С – матриця коефіцієнтів впливу, а 

{ }1...,;1;1=δ−  – одиничний вектор–рядок. 

Таким чином, вихідна система (11), що містить у 
лівій частині умов сумісності переміщень раніше тіль-
ки лінійні члени, приростає нелінійними складовими 

)( pw . Іншими словами, структурна нелінійність допо-

внюється фізичною, і в записі співвідношень верхнього 
рядка (11) провести пряму лінеаризацію, як прийнято у 
відомих постановках [38, 39], у загальному випадку не 
уявляється можливим. У цьому – принципова відмін-
ність цієї моделі, у роботі названої структурно–фізично 
нелінійною, від традиційних структурно нелінійних, 
але фізично лінійних. 

Співвідношення (11) або їм аналогічні можуть бу-
ти отримані також із узагальнення варіаційного прин-
ципу Калькера (4): 
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Тут третій доданок у виразі )( pΦ  описує енергію де-

формування нелінійно пружного шару )( pnΦ  у (4) 

(для окремого випадку лінійно пружного шару маємо 

для цього вираз ∫λ
)(

2

2

1

S

dSp ). Застосовуючи ту ж, що і 

вище, квадратурну формулу [31], отримуємо співвід-
ношення, аналогічні (11). 

Таким чином, можна запропонувати досить уні-
версальний спосіб побудови математичної моделі кон-
тактної взаємодії системи складнопрофільних тіл за 
наявності нелінійно деформівних проміжних шарів. 
Він полягає у формуванні функціоналу )( pΦ , що міс-

тить енергію пружного деформування усіх компонен-
тів системи. У силу адитивності функціонала )( pΦ  

така процедура не становить значної складності. При 
цьому кожний додатковий доданок )( pnΦ  може при-

вносити нові види нелінійності. Це буде проявлятися 
на етапі застосування гранично-елементної апроксима-
ції та квадратурних формул для обчислення дискрети-
зованого аналога цього функціоналу. Після накладання 
вимоги мінімізації вже дискретизованого функціоналу 

)( pΦ  можна або отримати умови у вузлах дискретиза-

ції, або запропонувати процедуру мінімізації на невід'-
ємних значеннях вузлових величин контактного тиску. 

Запропонований підхід до побудови математичної 
моделі контактної взаємодії володіє не тільки універса-
льністю, але і математичною строгістю, причому на 
всіх етапах досліджень. Він оперує із проблемою міні-
мізації варійованого функціоналу )( pΦ  на опуклій 

множини невід'ємних вузлових значень контактного 
тиску р. Цим самим обходяться всі проблеми обґрун-
тування існування та єдиності розв'язку задач, їх збіж-
ності та точності при використанні дискретизованих 
моделей [38, 39]. 

Модифікація запропонованих підходів до тіл скін-
ченних розмірів. Підхід, розроблений і описаний вище 
для випадку контакту напівнескінченних тіл (тобто тіл, 
площа плями контакту яких набагато менше розмірів 



ISSN 2079–0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 7 (1332) 2019  121 

контактуючих тіл), може бути розширений і на випа-
док контактування відносно великого (напівнескінчен-
ного) тіла з тілом скінченних розмірів. На рис. 2 пред-
ставлена схема такої взаємодії. Тут тіло 1Ω  закріплене, 

а між ним і напівнескінченним тілом 2Ω  міститься 

нелінійно пружний шар 3Ω . До такої системи застосу-

ємо запропонований вище підхід із тією лише різни-
цею, що змінюється спосіб подання функціоналу (12): 

 

)()()()( 321 pppp Φ+Φ+Φ=Φ ,   (13) 
 

де )(piΦ  – функціонали, відповідні вкладам компо-

нент iΩ : 
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Рисунок 2 – Контакт із тілом скінченних розмірів 
 

З огляду на, що тіло 1Ω  закріплене, нормальне 

переміщення його поверхні лінійно залежить від кон-
тактних навантажень, а функціонал )(1 pΦ  є квадрати-

чним. Однак, на відміну від аналітичного виразу для 
випадку напівпростору [1, 40], має місце більш складна 
залежність [40]:  

 

∫ ⋅=
)(

)1( ),,,(),(),(
S

z ddyxGpyxu ηξηξηξ , (17) 

 

де ),,,( ηξyxG  – функція Гріна для крайової задачі ви-

значення напружено–деформованого стану тіла 2Ω , що 

визначає переміщення його точок на поверхні як функ-
цію зосередженого навантаження у точці з координата-
ми ),( ηξ . 

Таким чином, у цьому випадку втрачається аналі-

тичний зв'язок )1(
zu  і р, оскільки для тіла в загальному 

випадку довільної форми побудова функції Гріна – 
складне завдання. Для вирішення цієї проблеми у ро-
боті пропонується підхід, заснований на твердженні, 
що при дискретизації, аналогічній використовуваній 
вище, функціонал )(1 pΦ  набуває вигляду: 

 

mnmn ppCp ∑=Φ )1(
1 2

1
)( ,  (18) 

 

де )1(
mnC – коефіцієнти впливу, що визначають перемі-

щення у вузлі n  від дії тиску із розподілом базисної 
функції, що відповідає вузлу m . 

Таким чином, втрачається простота обчислення 
компонент матриці коефіцієнтів впливу «за шабло-
ном». Однак сама структура матриці зберігається. 

Залишається проблема обчислення цих самих ко-

ефіцієнтів впливу )1(
nmC . Пропонується для цих цілей 

використовувати процедуру МСЕ. Дійсно, якщо на 
контактну поверхню S  тіла 1 нанести трикутну сітку 
аналогічно нанесеній гранично–елементній сітці, а далі 
згенерувати сітку призматичних або тетраедральних 
скінченних елементів, які «замощують» область 1Ω  

(рис. 3), то при прикладанні навантаження у вузлі з 
індексом m  можна зафіксувати за підсумками розв'я-
зання за допомогою методу скінченних елементів нор-
мальне переміщення у вузлі n .  
 

 
 

n uz
(1)uz

(1)

m

 
 

Рисунок 3 – До визначення коефіцієнтів впливу )1(
nmC  

 

Це легко здійснити, зберігши обернену матрицю 
жорсткості МСЕ: 

 

fKXfXK 1−=⇒=⋅ ,  (19) 
 

де K  – матриця жорсткості скінченно-елементного 
ансамблю, яка описує поведінку тіла 1Ω  під вузловими 

навантаженнями f .  

Якщо у другому виразі у (19) взяти компоненту 
вузлового навантаження f , відповідну базисному 

одиничному розподілу тиску р (див. рис. 3), то для 
компонент вузлових переміщень, які відповідають но-
рмальним переміщенням у вузлах n , отримуємо мож-
ливість визначення 

 

)(
1

)()(
)()1(

mmn
n

mnm fKC ⋅== −κ .  (20) 
 

Сукупність )(n
mκ  формує матрицю впливу )1(C .  

Якщо ж у силу будь–яких міркувань застосування 
сітки скінченних елементів, що збігається із регуляр-
ною розбивкою S  на трикутники, недоцільне, то мож-
на застосувати розв'язок на іншій, відмінній від "поро-
джуваної" описаним вище способом скінченно-
елементній моделі, а потім коефіцієнти впливу можуть 
бути обчислені шляхом апроксимації отриманих ре-
зультатів на трикутну сітку граничних елементів на 
границі S . 
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Для обчислення же матриці коефіцієнтів впливу 
)2(

nmC  застосовна звичайна процедура, використана вище.  

Таким чином, у результаті отримуємо матрицю 
коефіцієнтів впливу 

 

)1()2( CCC +=∨ ,   (21) 
 

а співвідношення (11) зберігають свій вигляд за винят-

ком заміни C  на ∨C . 
У результаті отримуємо узагальнення запропоно-

ваного в роботі підходу на більш широкий клас конта-
ктуючих тіл. Аналогічно цей підхід може бути поши-
рений і на випадок контакту системи тіл скінченних 
розмірів з нелінійно пружними шарами між ними. 

Методи розв'язання структурно та фізично не-
лінійних задач контактної взаємодії. У роботі (див. 
вище) описана нова математична модель напружено–
деформованого стану і контактної взаємодії складноп-
рофільних тіл – гладких, шорсткуватих і тіл за наявно-
сті між ними у загальному випадку нелінійних пруж-
них шарів. При цьому у результаті отримуємо структу-
рно-фізично нелінійну систему співвідношень. Для 
розв'язання цієї системи співвідношень необхідно роз-
робити нові методи, оскільки традиційні орієнтовані на 
розв'язання контактних задач із лінійно пружними 
компонентами. 

Якщо, як приклад, не знижуючи загальності, при-
йняти нелінійну модель пружного шару, що моделює 
шорсткість контактуючих тіл або нелінійність проміж-
ного шару, вигляду [36] 

 

spw ⋅λ= ,   (22) 
 

де s,λ  – деякі емпіричні або обчислювані параметри, 

то, як зазначалося вище, зміниться сам вигляд рівнянь 
сумісності переміщень точок контактуючих поверхонь 
взаємодіючих тіл (із лінійних вони перетворяться у 
нелінійні).  

Таким чином, структурні нелінійності, тобто умо-
ви контактної взаємодії у вигляді умов непроникнення 
взаємодіючих тіл одне в одне, які у першому набли-
женні традиційно містять тільки лінійні функції від 
переміщень [32, 41], доповнюються у разі моделі (22) 
(чи іншої) нелінійними складовими (див. вище). У ре-
зультаті формально співвідношення сумісності можна 
звести до системи нелінійних рівнянь. Таким чином, 
виникає задача розробки методів розв'язання таких 
задач, що і складає, як уже зазначалося, мету даного 
дослідження. 

Метод додаткових зазорів. Якщо записати спів-
відношення сумісності переміщень, що входять у сис-
тему (11), у вигляді підсистеми 

 

{ }Ts
N

ss pppqqhpC ,...,,; 21=λ−−δ= , (23) 
 

то формально її можна подати як 
 

hpC −δ= .   (24) 
 

Тоді співвідношення (24) формально повторюють 
лінійні співвідношення в (11), але в яких початковий 

зазор h  доповнений деякими компенсаційними скла-
довими )( ph∆ . За аналогією з методом додаткових 

навантажень [42] ці складові можна назвати додатко-
вими зазорами.  

Рівняння (24) є нелінійним операторним рівнян-
ням, для якого дійсний розподіл контактного тиску є 
нерухомою точкою оператора повної системи рівнянь 

{ } { }TT Phh ,, =δΚ  за умов 0≥p . Таким чином, можна 

організувати ітераційний процес: 
 

(*)  

(**)  

 
*)*(*  

)(^  

)^(^  

 
)^^(^  

[ ] [ ]

{ }



















+τ=τ






Κ=δ

∆+=

λ=∆






=

=
=τ

τ−ττ

ττ

ττ

τττ

τ

.1:

;;,

;

;

;,...

;0:

;0:

)(1)()(

)()0()(

)()(

)()(
1

)(

)(

TT

TS

N

S

Php

hhh

qh

ppq

p

 

(:)  

(25) 

 

У (25) величини Р, q, h, δ  беруть участь у ітера-

ційному уточненні розв'язку  (^^^). При цьому )0(h  – 
вектор початкових (номінальних) зазорів між поверх-
нями контактуючих тіл. Ітерації здійснюються у межах 
циклу *)*(*(:)*)*(* →→ . Умовою закінчення цього 

процесу може бути або критерій щодо уточнення дода-
ткових зазорів, або – тиску: 
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Тут )()( , ττ ∆∆ ph  – контрольовані параметри збіжності 

процесу,  ph εε ,  – наперед задані порогові значення 

відповідно для )()( , ττ ∆∆ ph , після досягнення яких згада-

ний ітераційний процес припиняється; а •  – деяка 

норма (наприклад, евклідова або чебишевська) для 
оцінки величин векторів.  

Крім того, можна також контролювати ітерацій-

ний процес за швидкістю зміни )(τδ : 
 

δ
τ−τττ

δ ε≤δδ−δ=∆ )()1()()( / , (27) 
 

де зміст величин відповідає введеним у  (26).  
Таким чином, розв'язок поставленої задачі еквіва-

лентний розв'язку задачі (11) для контакту гладких тіл, 
але зі скоригованим розподілом зазорів. 

Природно, що сама область контакту внаслідок 
введення нелінійного пружного шару змінюється, тому 
задоволення у ході ітераційного уточнення вимагають 
не тільки умови типу рівності для переміщень у області 
контакту і тиску – поза нею, а й умови типу нерівності 
для тиску всередині області контакту і щодо перемі-
щень – поза областю. У (11) всі вони сформульовані 
щодо шуканих pn. У ході цього процесу змінюється 
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відповідно множина )(τJ  вузлів, які відповідають умо-
вам (11) на τ–му кроці ітераційного процесу. Таким 

чином, уточнюється і сама область контакту )(τS . Са-
ме по собі зрозуміле виконання рівняння 

Ppc
m

m =⋅ ∑22/3 . 

Розв'язання  задачі визначення контактних тисків 
по алгоритму (25) вимагає обернення матриці із підма-
трицею С. Для підвищення чисельної стійкості у де-
яких випадках може бути доцільно модифікувати роз-
в'язувальну систему рівнянь шляхом додавання у ліву і 
праву частини співвідношень (24) додаткових лінійних 
доданків. У цьому випадку результуюча система спів-
відношень, а також ітераційна процедура (25) залиша-
ються незмінними. 

Метод змінних коефіцієнтів впливу. Подавши рі-
вняння сумісності переміщень в системі (11) за наявно-
сті на границі тіл вінклерова шару (22) у вигляді: 

 

( ) hpppC s −δ=⋅λ+ − )1( ,  (28) 
 

і ввівши позначення )1()( −λ=λ spp , за аналогією із 

методом змінних параметрів пружності [42] рівняння 
(28) можна переписати у вигляді: 

 

hpC −δ= ,   (29) 
 

де ECpC ⋅+= λ)( ( Е – одинична матриця).  

Для розв'язання (29) можна організувати ітерацій-
ний процес: 
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 (30) 

 

У (30) ітераційний процес йде у послідовності 
*)*(*(:)*)*(* →→ . При цьому етап *)*(*  означає 

складання матриці системи лінійних алгебраїчних рів-

нянь )(βΚ  за скоригованою на етапі (^^^) підматрицею 
)(β

C (тобто аналогічно Κ  у (25), але з підматрицею C  
замість С ), причому множина контактуючих вузлів 

)(βJ  уточнюється на етапі (^^). 
Припинення ітераційного процесу (29) можна 

здійснювати за умовою стабілізації ітераційного на-
ближення множина вузлів, у яких реалізується контакт: 

 

.)1()( −ββ = JJ   (31) 

Представлений алгоритм (30) відрізняється від ал-
горитму (25) тим, що перебудові піддається не права 
частина системи рівнянь при незмінній за структурни-
ми компонентами підматрицею С, а, навпаки, зміню-
ється сама матриця, у той час як права частина – по-
стійна.  

Запропонований підхід можна трактувати як уза-
гальнення (7), а саме: у ході розв'язання (29) за алгори-
тмом (30) визначається такий розподіл на вузлах сітки 
коефіцієнтів податливості )( Jnn ∈λ  лінійно пружного 

вінклерова шару з нерівномірною за площею контакту 
жорсткістю, що розв'язок задачі з матрицею 
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≠=δδ⋅λ+=

nm
nm
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дає той же розподіл контактного тиску, що і в разі не-
лінійно пружного шару (22). 

Зауваження: а) зазначена тут для обох методів 
незмінність матриці або правої частини дотримується у 
межах незмінності множини контактуючих вузлів. У 
іншому випадку перебудові піддаються всі компоненти 
підматриці впливу і відповідного підвектора правих 
частин; б) запропоновані вище методи додаткових за-
зорів і змінних коефіцієнтів впливу є всього лише 
окремими випадками розв'язання задачі про контактну 
взаємодію двох шорсткуватих тіл, модельованих пів-
простором із нелінійним вінклеровим шаром, розташо-
ваним на границі: описані лише два частинних методи із 
множини можливих до застосування для розв'язання 
систем нелінійних рівнянь; при цьому необхідно відзна-
чити, що вони мають явне фізичне трактування, яке не 
завжди наявне при використанні інших методів; викори-
стана лише ступенева модель для опису властивостей 
шару шорсткості на контактуючих поверхнях, хоча у 
літературі міститься багато інших залежностей «пере-
міщення – контактний тиск»; тут доречно, однак, від-
значити, що ступенева залежність досить часто застосо-
вується для розв'язання множини прикладних задач [36] 
зі збереженням прийнятної точності; також можна по-
вторно відзначити, що такий вибір у вигляді ступеневої 
залежності )( pw  не знижує загальності підходу. 

Слід зауважити, що збіжність алгоритмів (25), 
(30) залежить від властивостей нелінійно-пружного 

шару (тут – від параметрів s,λ  у (22)). Аналіз умов 

збіжності є окремою задачею [43] і буде розглянутий у 
подальших дослідженнях. Проте, запропонований під-
хід у принципі природним чином може бути узагаль-
нений за кожним із двох зазначених напрямків із точки 
зору розширення застосовності. 

Розглянемо врешті загальну постановку задачі про 
контактування шорсткуватих тіл, модельованих напів-
простором. Відволікаючись від виду залежності «w–р», 
її у загальному випадку можна подати у вигляді: 

 

)( pww = .   (33) 
 

Ця залежність може мати складний характер у 
зв'язку із урахуванням різних чинників, бути найрізно-
манітнішою за способом використовуваних статистич-
них моделей для опису форми мікронерівностей або за 
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використовуваним типом моделі одиничної мікронері-
вності у контакті, а також випливати з обробки масиву 
експериментальних даних тощо [36, 37, 44, 45]. Ці за-
лежності не вичерпують усієї множини типів співвід-
ношень (33), а лише ілюструють їх різноманіття. Тоді 
система розв'язувальних рівнянь, дискретизованих за 
методом граничних елементів, може бути подана у 
вигляді:  
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Цю систему співвідношень можна трактувати як 
нелінійну систему рівнянь (i), (ii) щодо вектора невідо-

мих { } Π=δ Tp,  за обмежень (iii ), (iiii ), (iiiii ), що одно-

часно формують і кількість вузлів J , що контактують, 
а з ним – і компоненти підвектора р. Звідси, переписа-
вши (34), отримуємо:  

 

( ) ( ) 0;0 ≥Π=Π JJ VU .  (35) 
 

Тут U – оператор нелінійної системи рівнянь (i, ii) у 
(34), а V – оператор обмежень, записаних у (34) нижче.  

Тоді для відшукання розв'язку (35) можна засто-
сувати, наприклад, процедуру Ньютона–Рафсона [43]  

 

)0()( ≥δ=++ phpDCp .  (36) 
 

Перевагами постановки (34) і алгоритму Ньюто-
на-Рафсона є загальність, універсальність, стійкість і 
збіжність. Разом із тим втрачається наочність фізично-
го трактування (25) і (29). 

Взагалі-то ключові співвідношення сумісності пе-
реміщень містять два типи нелінійностей: у )( pD  зосе-

реджена фізична нелінійність, а у 0≥p  – структурна. 

Традиційні методи задовільно «працюють» з одним або 
іншим типом нелінійностей окремо. Проблема якраз 
полягає в поєднанні ефективності у рамках єдиного під-
ходу. Часткове вирішення цієї проблеми запропоновано 
вище у підрозділі. Можливі також й інші підходи. Зок-
рема, це – релаксаційні процедури для мінімізації функ-
ціоналу, що збігаються із методами типу методу послі-
довної верхньої релаксації з проекцією для розв'язання 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь. 

Модифікація методів мінімізації функціоналу Ка-
лькера при аналізі контактної взаємодії складнопрофі-
льних тіл. Підхід до визначення контактного тиску як 
до задачі мінімізації квадратичного функціонала Каль-
кера )( pΦ  на опуклій множині обмежень 0≥np  дає 

можливість застосувати релаксаційні методи з проекці-
єю. Це стає особливо актуальним із зростанням розмі-
рності задачі, оскільки призводить до необхідності ви-
рішувати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

(СЛАР) із щільно заповненою матрицею. Застосування 
ж релаксаційних процедур не вимагає обернення всієї 
матриці СЛАР. 

Варіант 1. При здійсненні релаксаційної проце-
дури за методом послідовної верхньої релаксації 
(МПВР) маємо: 

 

( )mv
k
m

k
m

k
m Cpp /)()()1( ∆⋅ω+=+ , (37) 

 

де )(k
m∆  – вузлова нев’язка m–го рядка систем рівнянь 

сумісності переміщень, а ] [2;0=ω  – параметр при-

скорення процесу. 
Проекція розв'язку проводиться в межах кожного 

кроку за умовою 

( ) 0:0)1( =⇒<+
m

k
m ppif . (38) 

 

Таким чином, у рамках єдиного процесу об'єдну-
ються релаксаційні поліпшення розв'язку і виконання 
обмеження типу нерівностей, тобто пошук границь 
контакту. 

Варіант 2. Застосування МПВР з проекцією (див. 
вар. 1) передбачає перехід на кожному кроці ітерацій-
ного процесу з деякої вихідної точки (на рис. 4 – точка 
1) залежно від значення параметра прискорення релак-
саційного процесу до будь–якої внутрішньої точки з 
інтервалу 1–2–3 (див. рис. 4), де точка 2 відповідає мі-
німуму )( pΦ  у обраному його перетині, а точка 3 си-

метрична точці 1 щодо точки 2. У цьому випадку мож-
ливі кілька ситуацій: при малому ω  отримуємо насту-
пну точку 6, і вона приймається за наступне наближен-
ня; при ω =1 – точка 2 з тим же результатом; при зрос-
танні ω  можемо потрапити в точку 5 і прийняти її за 
наступне наближення. При подальшому зростанні мо-
жливе попадання в точку 7, і в такому випадку набли-
женням буде призначена точка 4 як проекція точки 7 на 
систему обмежень. 

Ідея блочної релаксації полягає в одночасному 
русі за декількома, а не за одним, напрямками (рис. 5). 
При цьому можливий більш широкий спектр ситуацій, 
ніж у попередньому випадку (див. вар. 1), при різних 
ω . Так, крок у точку 4 за напрямком 1–2–3 (де точка 2 
відповідає мінімуму )( pΦ  в цьому перетині, а точка 3 

симетрична вихідній точці 1 щодо точки 2) є остаточ-
ним. Крок у точку 5 передує проекції на обмеження 

0≥mp , тобто перехід до точки 6. Крок до точки 7 при-

зводить до проектування на точку 8. 
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Рисунок 5 – Крок блочної  

релаксації 
 

Формально блочна релаксація полягає у виділенні 
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у векторі { }T
Nppp ...;;; 21=p  блоків (підвекторів) 

{ }T
N q

qqq ...;;; 21=p . Відповідно, матриця С підрозді-

ляється на блоки lmΛ . Тоді )1( +k –й крок релаксації 

полягає у процедурі: 
 

)(1)()1( k
rrr

k
r

k
r qq ∆⋅Λ⋅ω+= −+ ,   (39) 

 

де )(k
r∆ – блок нев'язки, що відповідає блоку rq , ω  – 

параметр прискорення релаксаційного процесу. 
Незважаючи на те, що у (39), на відміну від (37), 

з'являється операція обернення матриці, проте ця мат-
риця Λ  має, як правило, менший порядок, ніж С. Та-
ким чином, виникає задача оптимізації розбиття р на 
блоки, оскільки при цьому є сусідніми дві тенденції: 
скорочення кількості кроків при охопленні процеду-
рою релаксації всього вектора р, з одного боку, збіль-
шення кількості кроків за рахунок зростання операцій з 
обернення підматриць. Супутньою проблемою при 
цьому є оптимізація параметра прискорення ω . Під-
сумовуючи, можна зробити висновок, що алгоритм 
блочної релаксації може привести до підвищення шви-
дкості збіжності релаксаційного процесу. 

Варіант 3. Застосування традиційної процедури 
блочної релаксації передбачає розбивку р на блоки 
будь–яким чином. Однак ніщо не перешкоджає більш 
гнучкому розбиттю на блоки, коли замість принципів 
неперетинання між собою ( =ji qq I Ø) і охоплення 

всього масиву вузлових значень тиску р ( U
j

iq=p ) 

можна ввести принципи допустимості перетинів 
( ≠ji qq I Ø) при збереженні – охоплення. Більш того, 

від кроку до кроку склад блоків може змінюватися, 
тобто порушується ще один принцип – стабільності 
розбивки. Природно, що апріорно досить важко вказа-
ти процедуру вибору схеми розбивки р на блоки. Це 
можна зробити на основі розв'язання ряду тестових 
задач або шляхом коригування цієї розбивки за швид-
кістю збіжності релаксаційного процесу вже у ході 
обчислень.  

У кінцевому підсумку вибір варіанта організації 
релаксаційного процесу може призводити до комбіна-
ції запропонованих методів. Усі зусилля при цьому 
спрямовані на прискорення всього процесу розв'язання. 
Важливо зауважити, що на кожному кроці проводиться 
суміщення процедур уточнення поточного наближення 
і уточнення зони контакту. Узагальнення релаксацій-
них алгоритмів на випадок добавки нелінійних додан-
ків у функціонал, що мінімізується, відбувається при-
родним способом, тому що функціонал залишається 
опуклим, а вимагає уточнення лише вибір ω . 

Аналіз розроблених методів. Підсумовуючи у ці-
лому аналіз запропонованих методів розв'язання кон-
тактних задач, слід зазначити, що у підрозділі постав-
лені нові проблеми, запропоновані нові підходи і мето-
ди для дослідження контактної взаємодії складнопро-
фільних шорсткуватих тіл. При цьому враховані такі 
особливості: нелінійність пружних властивостей вінк-
лерового шару, що моделює шорсткість, а також різних 

прокладок, плівок, напилень тощо; можливість зведен-
ня задачі до описаних раніше постановок для гладких і 
шорстких тіл із лінійної моделлю заміщуваного вінк-
лерового шару; пристосованість до розв'язання прямих 
задач аналізу розподілу контактного тиску.  

Представлені результати дають підставу для на-
ступних висновків. 

1. Розроблено метод додаткових зазорів, що дає 
можливість звести контактну задачу за наявності нелі-
нійного пружного шару до ітераційної послідовності 
розв'язань задач про контактну взаємодію гладких тіл, 
але зі скоригованими (порівняно із дійсним) розподі-
лом початкових зазорів між контактуючими тілами. 

2. Як один з варіантів розв'язання задач аналізу 
контактної взаємодії розроблений метод змінних кое-
фіцієнтів впливу (МЗКВ), або метод змінних парамет-
рів податливості (МЗПП), за допомогою якого задача із 
нелінійно пружним вінклеровим шаром зводиться до 
ітераційної послідовності задач із введенням пружного 
шару, проте із нерівномірним розподілом характерис-
тик жорсткісних властивостей на площадці контакту. 
При цьому жорсткісні характеристики цього шару уто-
чнюються у процесі розв'язання на кожному циклі іте-
раційного процесу. 

3. Для розв'язання задачі аналізу контактної взає-
модії шорстких тіл і тіл з нелінійним проміжним ша-
ром у загальному випадку запропоноване формулю-
вання, яким передбачається застосування різних мето-
дів розв'язання системи нелінійних рівнянь із обме-
женнями типу рівностей і нерівностей. Зокрема, запро-
поновано використання для цих цілей методу Ньюто-
на-Рафсона. 

4. Для випадків великої розмірності сітки гранич-
них елементів запропоновані релаксаційні схеми для 
мінімізації функціоналу Калькера на основі модифіка-
ції методу послідовної верхньої релаксації з проекцією. 

5. Для розширення спектру застосування методів 
мінімізації функціоналу Калькера розроблені варіанти ме-
тоду блочної релаксації з проекцією. При цьому запропо-
нована, на відміну від традиційних жорстких процедур 
розбивки масиву невідомих на блоки, гнучка розбивка, що 
перебудовується і адаптується в ході розв'язання. 

Перевагою запропонованих постановок, розгляну-
тих моделей і розроблених методів є свобода від будь-
яких спрощуючих припущень, крім адекватності власти-
востей «глобальної» податливості контактуючих тіл на 
поверхнях можливого контакту властивостям напівпрос-
торів або тіл скінченних розмірів, а також про плавність 
повороту нормалі при обході цих поверхонь за довільни-
ми шляхами. При цьому «локальна» податливість, що 
описує властивості шорсткості, прокладок або плівок, 
моделюється нелінійними співвідношеннями «зближення 
– контактний тиск».  

Важливою обставиною при цьому є та особливість, 
що відрізняє і систему розв'язувальних рівнянь, і розро-
блені методи їх розв'язання, що, на противагу звичайним 
нелінійним рівнянням, сам склад множини невідомих, 
щодо яких сформовані ці розв'язувальні співвідношення, 
є змінним (поповнюваним або урізуваним). Уже в силу 
цих особливостей застосування традиційних методів є 
складним. З урахуванням тільки цього чинника розробка 
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нових методів розв'язання є актуальним завданням. Крім 
того, спонукальним додатковим мотивом є можливість 
поєднання в єдиному циклі і процесу ітераційного уточ-
нення поточного наближення розв'язку, і процесу кори-
гування складу активних обмежень, а з ним – і самої 
множини шуканих змінних і області контакту. Саме 
таким вимогам відповідають запропоновані у роботі 
методи додаткових зазорів і змінних параметрів подат-
ливості. У поєднанні із природним фізичним змістом, 
властивим цим методам, ця методологічна особливість 
становить новизну, яка має відмінність і перевагу перед 
традиційними методами розв'язання систем нелінійних 
рівнянь і нерівностей. 

Також природне трактування мають розроблені 
варіанти на основі методу послідовної верхньої релак-
сації з проекцією. Вони реалізують зв'язок задачі про 
пошук мінімуму квадратичного (у загальному випадку 
– опуклого) функціоналу за наявності обмежень типу 
нерівностей, з одного боку, і МПВР для розв'язання 
породжуваної СЛАР, доповнюваного проекцією роз-
в'язку на обмеження, – з іншого. Методологічною но-
визною при цьому є метод виділення окремих блоків з 
масиву змінних, для компонентів яких проводиться 
черговий крок ітераційного процесу уточнення поточ-
ного розв'язку. 

У цілому розроблені методи розв’язання виника-
ючих задач аналізу контактної взаємодії СПТ із нелі-
нійно пружним проміжним шаром пристосовані для 
розв'язання розв'язувальних систем рівнянь і нерівнос-
тей. Це визначає їх перевагу перед відомими традицій-
ними методами розв'язання систем нелінійних рівнянь.  

Розв'язання тестових задач. Розроблені методи 
та моделі аналізу контактної взаємодії складнопрофі-
льних тіл за наявності нелінійного пружного проміж-
ного шару вимагають апробації на прикладах розв'я-
зання тестових задач. Зокрема, проблемним місцем є 
питання збіжності чисельного рішення із використан-
ням розроблених ітераційних процедур. У силу цього 
було запропоновано вирішити тестові задачі про кон-
такт двох тіл, обмежених параболоїдами обертання з 
розміщеними між ними нелінійними пружними шара-
ми (рис. 6). 

Варійованими тут є пружні характеристики, тобто 
залежності )( pw . При цьому, зокрема, були розглянуті 

наступні типи нелінійностей (див. рис. 6): пружно–
жорстка характеристика (рис. 6, а); «коренева» харак-

теристика типу pw λ=  (рис. 6, б); білінійна харак-

теристика (рис. 6, в). 
На рис. 7 представлені розподіли контактного ти-

ску залежно від зміни порога переходу на горизонталь-
ну ділянку залежності )( pw  (див. рис. 6, а). Поріг ви-

ставляється за значенням коефіцієнта λ=α maxкр / ppa , 

де λ
maxp  – максимальний контактний тиск у розподілі, 

отриманий під час розв'язання задач без обмежень крp  

(випадок 0=aα  відповідає контакту гладких тіл).  
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Рисунок 6 – Розрахункова схема взаємодії параболоїдів 

21,ΩΩ  із розміщеним між ними нелінійним шаром та 

варіанти нелінійних характеристик )( pw  
 

0

4

8

12

-4 -2 0 2 4x,мм-2               -1               0                1                2       х а/
0

12

3

7

5

8

4

6

9

1,0

0,6

0,4

0,2

q
q

Гц

Гц  
 

Рисунок 7 – Розподіл контактного тиску, віднесеного до 
максимального тиску за моделлю Герца, в осьовому перерізі: 

1 – білінійна залежність, 5,0arctga =α  (див. рис. 6, в);  

2 – пружно–жорстка залежність )( pw , aα = ½;  3 – контакт 

гладких параболоїдів; 4 – контакт параболоїдів з лінійно-
пружним вінклеровим шаром, λ =10 nnC ; 5 – "коренева" зале-

жність )( pw  (див. рис. 6, б); 6 –  білінійна залежність, 

5,12 arctg=α  (див. рис. 6, в); 7 – білінійна залежність, 

22 arctg=α  (див. рис. 6, в); 8 – пружно-жорстка залежність 

)( pw , aα = ½ : розв'язок отримано МЗПП;  9 – білінійна зале-

жність, 5,12 arctg=α  (див. рис. 6, в): розв'язок отримано 

МЗПП 
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Рисунок 8 – Зміна картин розподілення контактних тисків 
в осьовому перерізі в ході ітераційного процесу їх 

уточнення для пружно–жорсткої моделі проміжного 

шару (див. рис. 6, а) при aα = 0,6  
 

Як видно із представлених розподілів, спостеріга-
ється плавна їх видозміна при варіюванні коефіцієнта 

aα  в інтервалі [0; 1] (рис. 8, k –  номер ітерації).  
 



ISSN 2079–0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 7 (1332) 2019  127 

 
 

Рисунок 9 – Лінія переходу між пружною і «жорсткою»  
ділянкою залежності )( pw  (див.рис. 6, а) при зміні  

параметра [ ]1;0∈αa  
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Рисунок 10 – Зміна відносного максимального контактного  
тиску у ході ітераційного процесу 
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Рисунок 11 – Зміна відносного максимального  

контактного тиску у залежності від параметра aα   

(див. рис. 6, а) 
 

Чітко видно зону переходу між областями I  і II  
(рис. 9). В зоні 5,0≈αa  спостерігається різна картина 

розподілів контактного тиску q  в областях I  і II , а 

між ними – перехідна зона. При наближенні aα  до 0 

або 1  розподіли q  наближаються до граничних (від-

повідно, при aα =0, aα =1).  

На рис. 10 проілюстровано зміну відносного макси-
мального контактного тиску в ході ітераційного процесу, 
а на рис. 11 – відносного максимального контактного 
тиску залежно від параметра aα  (див. рис. 6, а). Видно, 

що ітераційний процес сходиться досить швидко. Крім 
того, при варіюванні aα  рівень контактного тиску змі-

нюється плавно, проте в досить широких межах. 
На рис. 12–14 наведено зміну картин розподілів 

контактного тиску у осьовому перерізі залежно від но-
мера ітерації (номер ітерації – у полі рисунка) за різних 
значень крP  (позначення кривих – як на рис. 7). 

На рис. 15, 16 проілюстровано зміни розподілу 
контактного тиску при зміні параметра aα . Помітна 

еволюція картин розподілів контактного тиску, а також 
перехідні зони між реалізаціями гілок I  і II  залежно-
сті )( pw  (див. рис. 6, а). 

На рис. 17, 18 наведені картини розподілу контак-
тного тиску при реалізації «кореневої» залежності 

)( pw  (див. рис. 6, б). Відстежується коефіцієнт 

λ=α maxmax / ppб , де maxp  – максимальний контактний 

тиск при «кореневому» розподілі )( pw , λ
maxp – те ж, 

але для лінійного вінклерового шару. Видно, що «ко-
ренева» модель породжує більш плавний розподіл кон-
тактного тиску, особливо в зоні периферії, в якій рівень 
тиску різко знижується.  

На рис. 7 також представлені розподіли контак-
тного тиску при варіюванні коефіцієнта 

)/(arctg 12 λλ=αв  (див. рис. 6). Як випливає з аналі-

зу отриманих розподілів, при наближенні вα  до ну-

ля розподіл контактного тиску прагне до такого ж 
для пружно–жорсткої моделі (див. рис. 6). При на-
ближенні до 2/π  отримуються розподіли контактно-
го тиску, що мають більш низький рівень в середній 
частині, а, відповідно, ширші площадки контакту. 
Тут же (див. рис. 7) представлені розподіли контакт-
ного тиску, отримані не тільки методом додаткових 
зазорів, а й методом змінних параметрів податливос-
ті. Видно, що отримані різними методами результати 
в цілому збігаються. 

Таким чином, як видно з отриманих результатів, 
коефіцієнти вбa ααα ,,  досить сильно впливають і на 

характер розподілу контактного тиску, і на їх рівень. З 
цього випливає, що, варіюючи ці коефіцієнти, можна 
відчутно впливати на напружено-деформований стан 
контактуючих тіл. 

Також необхідно відзначити, що при розв'язанні 
тестових задач в досліджених випадках не можна звер-
нутися ні до відомих аналітичних розв'язків, ні до роз-
в'язків, отриманих чисельно (наприклад, за допомогою 
методу скінченних елементів). Важко проводити порі-
вняння з експериментальними даними в силу того, що 
залежності )( pw  для того чи іншого шару можуть бу-

ти отримані зі значною похибкою. У зв'язку з цим про-
понується оцінювати точність розв'язку за рівнем не-
в'язки рівнянь.  

Для цього обчислюється повузлова нев'язка для 
розв'язуваної системи співвідношень, а потім оціню-
ється їх відносний рівень. Наприклад, для рівнянь 

 

0)( =+δ−+∑ nnmnm hpwpC ,  (40) 
 

рівень нев’язки визначається як 

δ











+δ−+=∆ ∑ /)( nnmnmn hpwpC , (41) 
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крp = 0,1·108 Па 
 

крp  = 0,6·108 Па  
крp  = 0,7·108 Па 

 
крp  = 0,2·108 Па крp  = 0,75·108 Па 

 
крp  = 0,8·108 Па 

 
крp  = 0,25·108 Па  

крp  = 0,9·108 Па 
 

крp  = ·108 Па 

Рисунок 13 – Картина розподілів контактного тиску  в осьовому перерізі залежно від 
номера ітерації  (номер ітерації – в полі рисунка) при різних значеннях крp  

 

крp  =0,3·108 Па  
 

 

Рисунок 12 – Зміна картин розподілів 
контактного тиску в осьовому перерізі 

залежно від номера ітерації  
(номер ітерації – в полі рисунка) при 

різних значеннях крp  

 

Рисунок 14 – Картина розподі-
лів контактного тиску в осьовому 
перерізі залежно від номера ітерації  
(номер ітерації – в полі рисунка) при 
різних значеннях  крp  = 1,02·108 Па 

 

Рисунок 15 – Зміна картини розподілу 
контактного тиску в осьовому перерізі при 

варіюванні параметра aα  (див. рис. 6, а)  

(в ізометрії) 

 

де δ  – зближення тіл. Так, на рис. 19, 20 представлені 
розподіли нев'язки n∆  для випадку моделі, предста-

вленої на рис. 6, а при aα = 0,5 (отримано методом 

додаткових зазорів). Видно, що досягається досить 
точний розв’язок (рівень нев'язки – до 0,1% після 
сьомої ітерації). На рис. 21 – зміна характеру розпо-
ділу контактного тиску при ітераційному уточненні 

aα  
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розв’язку. Очевидне різке уточнення отриманих ре-
зультатів відразу після 3–4 ітерацій. На рис. 22, 23 
представлений характер зміни нев'язки – максимуму 
і в центральній точці контакту. Видно, що спостері-

гається лінійна збіжність розв’язку до точного, що 
прийнятно для багатьох прикладних задач з помір-
ною за розмірами гранично–елементною сіткою.  

 

 
 

Рисунок 18 – Зміна картини розподілу контактного тис-
ку при «кореневій» залежності )( pw  (див. рис. 6, б)  

залежно від номера k  ітераційного процесу (в ізометрії) 
 

 

Рисунок 16 – Зміна картини розподілу контактного тиску в осьовому  

перерізі при варіюванні параметра aα  (див. рис. 6, а) 

 

 

Рисунок 17 – Зміна картини розподілу контактного тиску  при "кореневій" 
залежності )( pw  (див. рис. 6) залежно від номера k  ітераційного процесу 

 

 
 

Рисунок 19 – Розподіл нев'язки рівнянь сумісності пе-
реміщень (центральна частина – область контакту, 
периферія – поза контактом) за ітераціями (iter =1÷7) 

 

 
 

Рисунок 20 – Розподіл нев'язки рівнянь суміс-
ності переміщень в області контакту за ітераці-

ями (iter =1÷7) 

 
 

Рисунок 21 – Розподіл контактного 
тиску при ітераційному уточненні роз-
в'язку (див. рис. 16, 17), номер ітерації  

(iter =1÷6) 
 

 

Рисунок 22 – Зміна максимальної 
нев'язки розв'язку контактної задачі 

в зоні контакту 
 

Таким чином, можна зробити висновок, що розроб-
лені методи розв'язання розв'язувальної системи співвід-
ношень продемонстрували досить високу точність. Це 
дає можливість переходити до розв'язання прикладних 
задач із застосуванням методів додаткових зазорів та 
змінних параметрів податливості, а також інших запро-

понованих методів. 
Висновки. У роботі описані нові моделі та методи 

розв'язання структурно–фізично нелінійних задач. 
Аналіз отриманих результатів дає підґрунтя для на-

ступних висновків. 
1. Задача про контактну взаємодію лінійно пружних 

k  
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тіл із нелінійно пружним шаром між ними за допомогою 
методу граничних інтегральних рівнянь і варіаційного 
принципу Калькера зведена до структурно-фізично нелі-
нійної задачі. Побудована математична модель, на відмі-
ну від традиційних постановок, зводиться до системи 
рівнянь і нерівностей, що складають умови сумісності 
переміщень, у яких містяться нелінійні доданки відносно 
невід'ємного контактного тиску. Таким чином, структур-
на нелінійність, математично відображена у співвідно-
шеннях типу нерівностей, доповнюється фізичною, що 
породжує наявність нелінійних доданків у рівняннях 
сумісності. Це, у свою чергу, ускладнює математичну 
модель, проте робить її більш адекватною, що точніше 
описує поведінку реальних об'єктів. З іншого боку, це з 
неминучістю вимагає розробки нових методів розв'язан-
ня побудованої системи розв'язувальних співвідношень. 

 

 
 

Рисунок 23 – Зміна нев'язки в центральній точці контакту 
в процесі ітераційного уточнення розв'язку 

(в напівлогарифмічному масштабі) 
 

2. Для побудови математичних моделей про конта-
ктну взаємодію пружних тіл з нелінійно пружними ша-
рами між ними, а також з урахуванням інших чинників 
запропоновано новий підхід, заснований на поступовому 
ускладненні їх структури відповідно зі введенням у роз-
гляд того чи іншого чинника. Початковим ядром у цій 
послідовності є рівняння сумісності переміщень точок 
поверхонь гладких тіл (в актуальному стані) відносно 
контактного тиску. Далі на це ядро нарощуються компо-
ненти, які відповідають за вплив того чи іншого чинни-
ка. У результаті отримується система співвідношень, що 
описує вплив різних чинників у сукупності. 

3. Альтернативним (і досить ефективним) способом 
побудови математичної моделі про контактну взаємодію 
системи тіл і шарів є використання варіаційної постанов-
ки. При цьому, крім компонент початкового рівня (енер-
гії деформування пружних гладких тіл), поступово мо-
жуть бути додані складові, що описують внесок інших 
компонент. Після їх вичерпання або застосовується пря-
ма процедура мінімізації функціоналу, або будується 
система рівнянь і нерівностей із умов мінімуму і вимог 
обмежень, відповідно. 

4. Для дискретизації математичної моделі викорис-
товується підхід, заснований на залученні гранично–
елементних апроксимацій шуканого контактного тиску 
на регулярній трикутній сітці. У результаті задача зво-
диться до мінімізації опуклої функції на опуклій множи-
ні вузлових значень контактного тиску. 

5. Для розв'язання сформованих структурно–

фізично нелінійних співвідношень розроблено метод 
додаткових зазорів. Він полягає у зведенні структурно–
фізично нелінійної задачі до послідовності структурно 
нелінійних, проте фізично лінійних задач, але зі спеціа-
льно підібраним розподілом фіктивних додаткових зазо-
рів. Оскільки для таких задач раніше розроблені ефекти-
вні ітераційні алгоритми розв'язання, то це дає можли-
вість розв’язувати фізично нелінійні задачі, причому 
досить оперативно і точно. 

6. На додаток до методу додаткових зазорів розроб-
лений метод змінних параметрів податливості. Його ідея 
– зведення фізично нелінійної задачі до послідовності 
фізично лінійних, але зі спеціально скоригованою нерів-
номірно розподіленою на площі контакту податливістю 
лінійного вінклерового шару. 

7. Як узагальнення, на додаток до методів додатко-
вих зазорів і змінних параметрів податливості розробле-
ний загальний підхід до розв'язання структурно–фізично 
нелінійних контактних задач, заснований на модифікації 
методу Ньютона-Рафсона. На відміну від традиційних 
варіантів цього методу, на кожному кроці модифіковано-
го методу може змінюватися сама множина розв'язува-
льних співвідношень. Це викликано зміною поточної 
множини активних обмежень у процесі ітераційного 
уточнення розв'язку. Таким чином, на етапах розв'язання 
змінюються і поточне рішення, і масив шуканих вузло-
вих значень контактного тиску. 

8. Для мінімізації опуклого функціоналу Калькера 
на опуклій множині вузлових значень розроблені моди-
фікації методу послідовної верхньої релаксації для сис-
теми лінійних алгебраїчних рівнянь (рівнянь сумісності 
переміщень) із проекцією на множину обмежень. На 
доповнення до відомих варіантів вузлової та блочної 
релаксації розроблений варіант «плаваючого», «адаптов-
ного», «кориговного» розбиття масиву змінних на блоки. 
Це становить потенційну можливість прискорення рела-
ксаційного процесу уточнення шуканого розв'язку. 

9. Розв'язання тестових задач про контактну взає-
модію пружних тіл зі структурно–фізично нелінійними 
шарами між ними продемонструвало точність, збіжність 
і високу оперативність розроблених методів. 

10. Виявлено нові закономірності у розподілі кон-
тактного тиску між складнопрофільними тілами для різ-
них варіантів залежностей )( pw . Для випадку «пружно-

жорсткої» характеристики властивостей проміжного 
пружного шару встановлено, що отримувані розподіли 
контактного тиску мають дві характерні ділянки з пере-
хідною зоною. При цьому зміна «порога» переходу від 
пружної до жорсткої гілки цієї характеристики призво-
дить до безперервної зміни одержуваних розподілів кон-
тактного тиску. Для варіанту «кореневої» характеристи-
ки, що описує властивості проміжного пружного шару, 
визначено, що отримувані розподіли контактного тиску 
мають більш плавний перехід до нульового розподілу 
поза зоною актуального контакту порівняно із випадком 
лінійного пружного шару. 

Підсумовуючи одержані результати, можна зроби-
ти висновок, що у роботі запропоновані нові методи, 
підходи і моделі для аналізу контактної взаємодії склад-
нопрофільних тіл із нелінійним проміжним шаром між 
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ними. Одержані структурно-фізично нелінійні співвід-
ношення розв'язуються за допомогою зведення до низки 
структурно нелінійних, але фізично лінійних задач. При 
цьому встановлені якісно нові ефекти впливу виду фізи-
чної нелінійності на розподіл контактного тиску. Вияв-
лено, що шляхом варіювання певних параметрів, що 
визначають ті чи інші фізичні нелінійності, можна істот-
но впливати на вигляд розподілу контактного тиску, а 
також на його максимальні значення. Це дає підставу для 
висновку про можливість, доречність, доцільність та 
ефективність розв'язання задач синтезу у розрізі віднов-
лення геометричної форми поверхонь контактуючих тіл і 
обґрунтування властивостей матеріалу проміжного шару 
за деякими критеріями, причому у зв'язаній постановці. 
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ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ КУЛЬКОВОГО ПОРШНЯ  
РАДІАЛЬНОЇ ГІДРОПЕРЕДАЧІ З ПРОФІЛЬОВАНОЮ БІГОВОЮ ДОРІЖКОЮ 
 

Експериментальні дослідження взаємодії кулькового поршня радіальної гідропередачі із біговою доріжкою здійснювалися з використан-
ням методу контактних відбитків, орієнтованого на технологію із застосуванням чутливих до контактного тиску плівок. Результати 
дослідження контактної взаємодії кулькового поршня радіальної гідрооб'ємної передачі із її статорним кільцем (із біговою доріжкою 
складного поперечного профілю) однозначно свідчать про справедливість чисельно визначених тенденцій зміни картини розподілу 
контактного тиску при варіюванні форми бігової доріжки та властивостей проміжного шару. При цьому прослідковується збіжність як 
форми областей контакту та розподілів контактного тиску, так і характеру їх збурення при зміні тих чи інших чинників. При зміні 
радіуса поперечного перерізу бігової доріжки від значення, меншого за радіус поршня, до більшого відбувається поступовий перехід від 
двох краплевидних контактних плям до однієї гантелевидної, а надалі – до еліпсовидної. Контактний тиск при цьому змінює свій 
розподіл, знижуючи максимум на периферії та поступово змінюючи розташування  максимуму на центральне. При цьому у геометрич-
ному центрі можливого контакту спочатку (зі зростанням критичної сили) контактний тиск  нульовий, потім  зростає, набуваючи локаль-
ного мінімуму, а врешті – глобального максимуму (за певних параметрів геометричної форми та рівня навантаження). 

Ключові слова: напружено-деформований стан, контактна взаємодія, кінематично генерована поверхня, радіальна гідропередача, контактний 
тиск 

 
Н. Н. ТКАЧУК, А. В. ГРАБОВСКИЙ, Н. А. ТКАЧУК, А.В. ХЛАНЬ, М. С. САВЕРСКАЯ, А.В. ТКАЧУК 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ  
ШАРИКОВОГО ПОРШНЯ РАДИАЛЬНОЙ ГИДРОПЕРЕДАЧИ С ПРОФИЛИРОВАННОЙ 

БЕГОВОЙ ДОРОЖКОЙ 
 

Экспериментальные исследования взаимодействия шарикового поршня радиальной гидропередачи с беговой дорожкой осуществлялись 
с использованием метода контактных отпечатков, ориентированного на технологию с применением чувствительных к контактному 
давлению пленок. Результаты исследования контактного взаимодействия шарикового поршня радиальной гидрообъемной передачи с ее 
статорным кольцом (с беговой дорожкой сложного поперечного профиля) однозначно свидетельствует о справедливости определенных 
численно тенденций изменения картины распределения контактного давления при варьировании формы беговой дорожки и свойств 
промежуточного слоя. При этом прослеживается сходимость как формы областей контакта и распределений контактного давления, так и 
характера их возмущения при изменении тех или иных факторов. При изменении радиуса поперечного сечения беговой дорожки от 
значения, меньшего радиуса поршня, к большему, происходит постепенный переход от двух каплевидних контактных пятен в одному 
гантелевидному, а в дальнейшем – к эллиптическому. Контактное давление при этом меняет свое распределение, снижая максимум на 
периферии и постепенно меняя расположение максимума на центральное. При этом в геометрическом центре возможного контакта 
сначала (с ростом критической силы) контактное давление нулевое, затем растет, достигая локального минимума, а в конце – глобально-
го максимума (при определенных параметрах геометрической формы и уровне нагрузки). 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, контактное взаимодействие, кинематически генерируемая поверхность, радиаль-
ная гидропередача, контактное давление 
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EXPERIMENTAL RESEARCH OF CONTACT INTERACTION OF RAD IAL  
HYDROTRANSMISSION’S BALL ROLLER WITH PROFILED BACKG ROUND 

 

Experimental research of the interaction of the radial hydrotransmission’s ball roller with a treadmill were carried out using the contact marks 
method , oriented on the technology, using sensitive to the contact pressure of the films. The research results of contact interaction of the ball piston 
of the radial hydrotransmission with its stator ring (with a treadmill of complex transverse profile) clearly indicate the validity of numerically 
determined tendencies in the pattern of the contact pressure distribution when changing the shape of the track and the properties of the intermediate 
layer. At the same time, convergence is observed as the form of contact areas and distribution of contact pressure, as well as the nature of their 
perturbation when changing certain factors. When the radius of the cross-section of the treadmill changes from a value less than the radius of the 
piston, to a greater extent, there is a gradual transition from two drop-like contact spots to one dumbbell, and then to an elliptic one. The contact 
pressure at the same time changes its distribution, reducing the maximum at the periphery and gradually changing the maximum position at the 
central. At the same time, at the geometric center of the possible contact, the contact pressure is initially zero (with increasing critical force), and 
then it increases, gaining a local minimum, and eventually it reaches the global maximum (for certain parameters of the geometric form and level 
of loading). 

Keywords: stress-strain state, contact interaction, kinematically generated surface, radial hydrovolumetric drive, contact pressure 

 

 

Вступ. Значна кількість машинобудівних конс-
трукцій містить елементи, які знаходяться в умовах 
контактного силового та кінематичного сполучення. З 
метою зменшення контактного тиску в цих зонах про-
ектувальники прагнуть використовувати як спряжувані 
поверхні близької, а також частково, фрагментарно або 
майже співпадаючої (конгруентної) форми. Це, напри-
клад, «бочкування» робочих поверхонь зубів різних 
зубчастих передач, модифікація поверхонь роликопід-
шипників, профілювання форми бігових доріжок гід-
рооб'ємних передач (ГОП) і поршнів двигунів внутрі-

шнього згоряння (ДВЗ) за висотою та в окружному 
напрямку тощо. Традиційні методи моделювання кон-
тактної взаємодії призводять у таких випадках або до 
значних похибок в одержуваних результатах, або до 
надмірно громіздких чисельних моделей. Ще одним 
суттєвим чинником є недостатньо адекватне моделю-
вання умов контактного сполучення на границях тіл. 

 

© М. М. Ткачук, А. В. Грабовський, М. А. Ткачук,  
    О.В. Хлань, М. С. Саверська, Г.В. Ткачук, 2019 

 



ISSN 2079-0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 7 (1332) 2019 135 

Найчастіше для цього записується, наприклад, умова 
непроникнення для гладких тіл у лінеаризованому 
вигляді. Як один із найбільш адекватних варіантів – 
урахування шорсткості, що моделюється, наприклад, 
вінклеровим шаром, що дає дещо уточнені, але також 
лінеаризовані умови контактної взаємодії, які є умова-
ми сумісності переміщень відповідних точок сполуче-
них поверхонь. 

У той же час сам поверхневий шар шорсткості 
володіє в загальному випадку нелінійними властивос-
тями у залежності «тиск – переміщення», і, крім того, в 
зоні контактної взаємодії може реалізовуватися кон-
такт із мастильними матеріалами або через гідродина-
мічний шар, сама поверхня деталей може бути піддана 
хімічній, механічній або температурній обробці, а 
також здійснене розміщення між тілами пружних про-
кладок, прошарків, напилень, плівок, ущільнень, що 
істотно позначається сукупно на фізико-механічних 
характеристиках контактуючих поверхневих шарів 
(або проміжних шарів між гладкими тілами). У резуль-
таті отримувані залежності «локальної» контактної 
жорсткості (податливості) від тиску, швидкостей, тем-
ператури, режимів і технологій зміцнення тощо, що 
базуються на мікромеханічних моделях, стають істотно 
нелінійними. До теперішнього часу для формування 
цих залежностей залучаються або дані експеримента-
льних досліджень, або різні спрощені моделі контакт-
ної взаємодії мікронерівностей у вигляді стрижнів, 
напівсфер тощо. У цьому випадку на основі одержува-
них даних встановлюються різні моделі локальної 
податливості, які народжуються мікронерівностями 
поверхні (або іншими джерелами). 

Тут слід виділити, зокрема, роботи І.В. Крагель-
ського, Н.Б. Дьомкіна, Перссона (Persson BNJ), Грінву-
да (Greenwood JA) та інших. У той же час до теперіш-
нього часу відсутня єдина завершена теорія мікроме-
ханіки контактної взаємодії, що зумовлено складною 
формою мікронерівностей, стохастичним розподілом 
їх на площі контакту, неоднорідністю та анізотропією 
властивості матеріалу поверхневих шарів деталей 
тощо. Однак відразу можна відмітити, що вже запро-
поновані до теперішнього часу нові моделі, які опису-
ють зв'язок «нормальні переміщення – контактний 
тиск», є істотно нелінійними, тобто такими, що не 
лінеаризуються без втрати фізичної адекватності, ма-
тематичної коректності та чисельної точності. 

Таким чином, у записі умов контактної взаємодії 
(непроникнення) з'являються нелінійні доданки, зумо-
влені нелінійністю фізико-механічних характеристик 
матеріалів шарів шорсткості, що принципово відрізняє 
їх від традиційних лінеаризованих. У результаті струк-
турна нелінійність задачі доповнюється фізичною, 
причому друга присутня у співвідношеннях, які відо-
бражають суть першої. Для розв'язання таких задач, що 
містять нелінійні доданки в умовах контактної взаємо-
дії, необхідне розроблення нових методів і підходів. 
Більш того, потрібна розробка нових шляхів розв'язан-
ня обернених задач, тобто геометричного синтезу та-
ких профілів поверхонь взаємодіючих тіл і фізико-
механічних властивостей проміжних або поверхневих 
шарів, які дають можливість управляти (наприклад, 
мінімізувати) контактним тиском, напруженнями або 

іншими характеристиками, що впливають на констру-
кційну міцність деталей машин. Ці обставини форму-
ють актуальну наукову проблему розробки нових ме-
тодів аналізу контактної взаємодії елементів машино-
будівних конструкцій з урахуванням не тільки струк-
турної, а й додаткової фізичної нелінійності, а також 
обґрунтування геометричної форми поверхонь і влас-
тивостей поверхневих шарів матеріалів контактуючих 
тіл за критеріями міцності.  

Це визначило напрямок досліджень, описаних у 
роботі. 

 
Аналіз методів контактної взаємодії. Аналіз 

контактної взаємодії є одним із найбільш важливих 
напрямків  у механіці. Це викликано як потребами 
машинобудування, де потужність у багатьох випадках 
передається за допомогою механічного контакту дета-
лей, так і  багатством математичних постановок конта-
ктних задач. Таким чином, сформувався цілий напря-
мок – механіка контактної взаємодії (або контактна 
механіка) [1]. 

Піонерською роботою у механіці контактної вза-
ємодії вважається робота Г. Герца [2]. Аналітичний 
розв'язок, що був запропонований, із певними змінами, 
доповненнями та уточненнями дійшов до нашого часу. 
Дійсно, він має надзвичайну привабливість, адже опе-
рує із обмеженою кількістю параметрів – кривизнами 
контактуючих тіл у зоні стикання, фізико-механічними 
властивостями їхніх матеріалів та величиною притиск-
ного зусилля. Разом із тим модель Герца має жорсткі 
обмеження щодо геометричної форми та розмірів тіла 
у співставленні із розмірами контактної плями. Задача 
у загальному випадку зводиться до контакту двох па-
раболоїдів, реакція котрих на дію контактних зусиль 
аналогічна реакції пружних напівпросторів.  

Більш широка постановка задач контактної взає-
модії та їх виділення у окремий клас сформульована у 
роботі Сіньоріні [3]. У ній була описана загальна по-
становка задачі про контакт двох пружних тіл з глад-
кою границею без урахування тертя – т.з. задача Сі-
ньоріні.  

На розв'язання контактних задач у різних поста-
новках були спрямовані зусилля багатьох дослідників: 
[1–16]. Ними були задіяні та розвинені методи матема-
тичної фізики та функціонального аналізу, у т.ч. – 
асимтотичні методи [14], методи однорідних розв'язків 
[15], парних рівнянь [16], R-функцій [13] тощо. 

Постановки і методи розв’язання контактних за-
дач про кочення із проковзуванням твердих і деформо-
ваних тіл за наявності між ними тонкого 
в’язкопружного шару, що моделює вплив проміжного 
середовища на характер взаємодії, викладені у [4]. 
Результати використовуються для аналізу залежності 
величини сили опору перекочування від властивостей 
цього шару, а також від коефіцієнта тертя ковзання між 
шаром і тілом, що котиться по ньому. 

Разом із тим бурхливий розвиток останнім часом 
отримали чисельні методи, пов'язані із дискретизацією 
тіл методом скінченних (МСЕ) [17] та граничних елеме-
нтів (МГЕ) [18]. Теоретичною базою цих чисельних 
методів для контактних задач можуть бути відповідно 
варіаційні формулювання та граничні інтегральні рів-
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няння. 
Що стосується варіаційних постановок, то вони, 

починаючи із роботи [19], отримали суттєвий розвиток 
на основі теорії варіаційних нерівностей [20-28]. Ця 
теорія адаптована для глибокого аналізу задач такого 
типу, оскільки не передбачає ніяких додаткових гіпотез 
відносно форми та розмірів контактних плям. Сам 
розподіл контактного тиску, а також форма і розміри 
контактної плями не задаються, а визначаються, на-
приклад із умов екстремуму деяких функціоналів. 
Зокрема, одним із варіантів такого типу постановок є 
варіаційний принцип Калькера [24]. Він оперує із фун-
кціоналом, визначеним на множині невід'ємних розпо-
ділів контактного тиску, на якій, власне, і розшукуєть-
ся його мінімум. 

Крім того, можливі самі розманітні напрямки роз-
витку варіаційних постановок [1, 9-31].  

Метод граничних елементів як один із варіантів 
дискретизації граничних інтегральних рівнянь має свої 
переваги та недоліки. Перші відзначаються тим, що за 
його допомогою фізична розмірність задачі знижується 
на одиницю. Тим самим різко зменшується обсяг дис-
кретизованої моделі. З іншого боку, йому властиві й 
недоліки, пов'язані із труднощами застосування до 
випадку контакту тіл скінченних розмірів, а також із 
тим, що у дискретизованій моделі доводиться оперува-
ти не із рідкозаповненою, а із матрицею загального 
вигляду. 

Різноманітні постановки, формулювання та мето-
ди й моделі разом із тим не вичерпують усього набору 
чинників, які потрібно врахувати. Так, у загальній 
постановці важко об'єднувати довільну форму контак-
туючих тіл, нелінійні властивості поверхневих шарів, 
шорсткості, прокладок, напилень, плівок тощо. У той 
же час, як показано, у роботах [32, 33] є певна кореля-
ція між гранично-елементною постановкою контактної 
задачі та варіаційним формулюванням: за певних умов 
дискретизовані їх форми співпадають. Це спонукає 
шукати загальні формулювання, які об'єднують, з од-
ного боку, гранично-інтегральні та варіаційні постано-
вки, а з іншого – різні додаткові чинники. Серед них 
значну роль відіграють неканонічність форми розподі-
лів зазорів, а також нелінійні властивості приповерхне-
вих, поверхневих або міжповерхневих шарів у системі 
контактуючих тіл.  

На основі розвитку варіаційних формулювань та 
методу граничних елементів у роботах [30, 31, 34-38] 
розроблені нові підходи до розв’язання задач контакт-
ної взаємодії складнопрофільних тіл. Разом із тим вони 
потребують експериментального підтвердження. 

 
Постановка задач та методика досліджень. На-

ведений і описаний у роботах [30, 31, 34-38] комплекс 
чисельних досліджень стосовно реальних машинобуді-
вних виробів вимагає обґрунтування адекватності 
створених математичних і докладності створених чи-
сельних методів і моделей, точності отриманих із їх 
застосуванням результатів та достовірності розробле-
них на цій основі рекомендацій щодо обґрунтування 
проектних і технологічних параметрів. При цьому 
важливо виділити 2 аспекти: 

• методологічний, тобто об'єктивне обґрунту-

вання адекватності розроблених у цих роботах підхо-
дів, методів і моделей для аналізу напружено-
деформованого стану складнопрофільних тіл з ураху-
ванням контактної взаємодії; 

• практичний, тобто створення нових виробів з 
підвищеними технічними та тактико-технічними хара-
ктеристиками на основі технічних рішень, які одержані 
із урахуванням властивостей характеристик поверхне-
вих шарів матеріалів і модифікації геометричної форми 
контактуючих поверхонь в зонах контактної взаємодії. 

Для розв'язання цих задач, що виникають, необ-
хідно спиратися на результати експериментальних 
досліджень. З огляду на масштаб і ресурсомісткість 
цих досліджень, були залучені результати серії експе-
риментів стосовно аналізу контактної взаємодії куль-
кового поршня із біговою доріжкою гідропередачі. Це 
викликано тим, що при створенні нової гідропередачі 
для перспективних важких бойових машин виникає 
ряд проблемних ситуацій. Вони зумовлені, з одного 
боку, обмеженнями на габаритні розміри гідропередачі 
унаслідок оригінальних компонувальних рішень мо-
торно-трансмісійного відділення  вітчизняних танків, а 
з іншого, – із-за високого рівня потужності, яку необ-
хідно передавати від двигуна до рушія. Відповідно, в 
зонах контактної взаємодії елементів гідропередачі 
діють високі контактні навантаження. Саме вони є 
основним стримуючим чинником при забезпеченні 
високих технічних характеристик проектованих гідро-
передач. 

Це зумовлює необхідність визначити вплив фор-
ми поверхонь контактуючих тіл і властивостей повер-
хневих шарів на величину і характер розподілів конта-
ктного тиску у сполученні найбільш навантаженої 
пари деталей – кулькового поршня та складнопрофіль-
ної бігової доріжки гідропередачі. 

Гідропередача ГОП-900, створена в ДП «Харків-
ське конструкторське бюро з машинобудування ім. 
О.О. Морозова» [www.morozov.com.ua], є ключовою 
ланкою при створенні перспективних важких бойових 
броньованих машин з високим рівнем рухливості, 
маневреності та керованості (рис. 1), а в табл. 1 наведе-
ні її технічні характеристики. 

 

 
Рисунок 1 – Гідропередача ГОП-900 із кульковими поршня-

ми [[www.morozov.com.ua] 
 

Основним найбільш навантаженим і відповідаль-
ним елементом гідропередачі є пара «кульковий по-
ршень – бігова доріжка». У зоні їх контактної взаємодії 
виникає контактний тиск, на який істотний вплив чи-
нять два фактори: форма поверхонь контактуючих тіл і 
фізико-механічні властивості поверхневих шарів. З 
огляду на те, що форма і розміри кулькового поршня 
радіальної гідропередачі визначаються її проектними 
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характеристики, то варіативність геометричної форми 
забезпечується тільки формою профілю осьового пере-
різу бігової доріжки (рис. 2). 

Що стосується властивостей поверхневих шарів 
контактуючих деталей, то вони визначаються механіч-
ною обробкою, термообробкою і властивостями мате-
ріалу кулькового поршня та бігової доріжки. При цьо-
му раніше останній чинник не отримував експеримен-
тального дослідження свого впливу на контактну взає-
модію цих СПТ, а був досліджений у обмеженій по-
становці без урахування впливу іншого. 

 
Таблиця 1 – Базові параметри елементів ГОП-900 

Позн. Параметри Значення 

Геометричні параметри 
Rp радіус поршня, м 0.03175 

Rsp 
радіус кругової траекторії центра 
поршня, м 

0.128 

Rst  радіус статорного кільця, м 0.15975 
Rrot радіус корпуса ротора, м 0.145 
δ максимальний ексцентриситет, м 0.012 
Пружні константи матеріалу поршня і статора 

Е модуль пружності, ГПа 200 
ν коефіцієнт Пуасона 0.3 

Параметри навантаженості передачі 

Р 
притискне зусилля у спряженні 
поршня зі статором, кН 15÷ 120 
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Рисунок 2 – Характер профілю бігової доріжки  
початкового контакту з кульковим поршнем  
при значеннях радіуса її  центральної частини: 

а – менших радіуса поршня, б – більших радіуса поршня 
 

З огляду на перелічені обставини, з досліджу-
ваного об'єкта був вичленений базовий елемент – 
кульковий поршень і фрагмент бігової доріжки. Цей 
фрагмент матеріалізований у вигляді фізичного 
макету (рис. 3). У зборі об'єкт досліджень наведений 
на рис. 4. Кульковий поршень був узятий оригіналь-
ним (із дослідного зразка ГОП-900), а фрагмент 
бігової доріжки виготовлений з блоку плексигласу. З 
точки зору варіативності форми у блоці плексигласу 
виконані вирізи різного профілю (рис. 5). 

 

Рисунок 3 – Фізичний 
макет об'єкта у розборі 

Рисунок 4 – Об'єкт  
досліджень  у зборі 

 
Для реалізації ж варіативності фізико-механічних 

характеристик поверхневих шарів між контактуючими 
тілами розміщувався багатошаровий набір з гумової 
смуги. Властивості і товщина цієї смуги відповідають 
наведеним у роботі [39] (рис. 6), однак максимальну 
кількість шарів збільшено з трьох до п'яти. Це відчутно 
розширило діапазон варіювання фізико-механічних 
властивостей модельованого таким чином проміжного 
шару. Таким чином, потрібне проведення додаткових 
експериментальних досліджень у лабораторних умовах.  
 

 
Рисунок 5 – Профілі бігової доріжки 

 
Для реалізації навантаження досліджуваного об'-

єкта був зібраний спеціальний стенд (рис. 7). Він скла-
дається з основи 1, на якій змонтована збірка універса-
льно-збірного пристосування 2. Вона призначена для 
розміщення і базування блоку плексигласу 3 з фігур-
ними вирізами. Кульковий поршень 4 розміщається у 
відповідному фігурному вирізі та навантажується за 
допомогою гвинта 5, вмонтованого в силову рамку 6. 

Як реєструюча апаратура застосовувалися: при-
лад тензометричний набору ІСД-3, приєднаний до 
тензодатчиків типу КФ-5 на силовому гвинті (на рис. 7 
– № 5) (рис. 8); чутлива до контактного тиску плівка 
фірми Fuji, яка розміщена між притискуваною кулею 
та профільним вирізом у блоці (рис. 9). 

 

 

 
 

 Рисунок  6 – Фізико-механічні властивості гумової смуги при 
дії притискного зусилля [39]: 

 а – залежність переміщень пуансона при варіюванні  
прикладеним навантаженням для різної кількості шарів гуми;  

б – крива для варіювання податливості гуми,  
використовуваної для проведення експериментів 
 
Цим забезпечується вимірювання притискного 

зусилля кулі Р і контактного тиску р між цією кулею та 
профільним вирізом у блоці плексигласу. Система 
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«гвинт – тензодатчики – ІСД-3» протарована за допо-
могою динамометра зразкового стиснення ДОСМ-3. 

 

4
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6

1

2

3

Рисунок 7 – Схема спеціа-
льного стенда 

Рисунок 8 – Схема вимірю-
вання притискного зусилля 

 
Рисунок 9 – Схема вимірювання розподілу контактного тиску 

 
Чутлива до тиску плівка різних типів працює у рі-

зних діапазонах чутливості. Використовувані у роботі 
типи плівок із зазначенням діапазону вимірюваних 
тисків, МПа: складені – Ultra Super Low Pressure 
(LLLW), діапазон вимірюваного тиску – 0,2–0,6 МПа; 
Super Low Pressure (LLW), 0.5–2.5 МПа; Low Pressure 
(LW), 2.5–10 МПа; Medium Pressure (MW), 10–50 МПа; 
одинарні – Medium Pressure (MS), 10–50 МПа; High 
Pressure (HS), 50–130; Super High Pressure (HHS), 130–
300 МПа. Кожен забезпечений калібрувальною табли-
цею кольорів, що ставить у відповідність інтенсивності 
контактного відбитка відповідний контактний тиск. 
Крім того, для розшифровки картини розподілу конта-
ктного тиску була залучена розроблена раніше [33] і 
вдосконалена (для проведення поточних випробувань) 
програма Pressure Mapping Tool (РМТ) (рис. 10). Зок-
рема, вона доповнена можливостями визначення площі 
контакту, дво- та одновимірних розподілів тиску 
(вздовж площадок та ліній), а також можливістю робо-
ти не з одним, а з декількома пакетами плівок, зібра-
ними в єдиний фіксуючий шар.  

 

Pressure, MPa

D
E

N
S

IT
Y

0.2 0.2

0.6 0.6

1.0 1.0

1.6 1.6

 
а 

 
б 

 

 
в 

Рисунок 10 –  Програма розшифровки картини розподілу контактного тиску: 
а – криві залежності «тиск – інтенсивність кольору відбитка» для плівки LLW, б – залежність 

кривих від умов проведення вимірювань, в – робоче вікно програми Pressure Mapping Tool (РМТ) 

У ході досліджень варіювався діаметр профілю 
бігової доріжки і податливість проміжного шару між 
нею та кульковим поршнем. У табл. 2 зібрані варіанти 
характеристик досліджуваної збірки.  

 
Таблиця 2 – Варіанти поєднання характеристик дослі-

джуваного макета складання «кульковий поршень – проміж-
ний шар – бігова доріжка гідропередачі» 

№ 
п/п 

№ 
експ. 

Радіус про-
філя бігової 
доріжки, мм 

Кількість 
шарів 
гумової  
полоси 

Типи 
плівки 

1 8 0 
2 9 1 

«М», «Н» і 
«НМ» 

3 10 
62 

4 «М», «Н» 
4 0 0 
5 4 1 
6 6 

68,5 
4 

«М», «Н» і 
«НМ» 

7 12 0 
8 14 

73 
2 

«М», «Н» і 
«НМ» 

Крім того, у деяких випадках здійснювалися ви-
мірювання з п'ятьма шарами з гумової смуги. Наван-
таження здійснювалося або за допомогою ударника, 
або на стенді (див. рис. 7). Вимірювання проводилися 
по 3÷5  разів із застосуванням як вимірювача або чут-
ливої плівки МS, або НS, або їх набору. Відповідно, 
наведені у табл. 2 варіанти забезпечуються індексами 
«М», «Н» і «НМ». 

 
Результати досліджень. На рис. 11 представлені 

стенд і робочі моменти випробувань, на рис. 12–19 та у 
табл. 3 наведені результати експериментів при варію-
ванні радіусів профіля бігової дорожки та кількості 
шарів гумової смуги (див. табл. 2) для плівок «Н», «М» і 
«НМ» відповідно. На рис. 18 і у табл. 4 наведені резуль-
тати окремої серії експериментів для радіусу профіля 
бігової доріжки 68,5 мм, у яких притискання здійснюва-
лося поступово за допомогою гвинтового важеля. Отри-
мані контактні відбитки були проаналізовані із більш 
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точно обчисленими значеннями притискної сили,  площі 
контакту та максимального контактного тиску, які наве-
дені в табл. 5. 

Як видно з представлених картин розподілів кон-
тактних майданчиків і тиску, спостерігається повна 
якісна і задовільна кількісна відповідність отриманих 
експериментально (див. табл. 3) і чисельно [30–38] 
даних. Зокрема, простежується (для випадку, див. 

рис. 2, а) відповідно, варіанти 0/62, 9/62, 4/68,5 і 6/68,5  
(див. табл. 3), гантелевидний вигляд контактних май-
данчиків і розподілів контактного тиску. Також при 
цьому простежується згладжувальний ефект від наяв-
ності пружного проміжного шару: зі зростанням кіль-
кості шарів контактна площадка збільшується, макси-
мальний контактний тиск зменшується, а їх розподіл 
набуває більш рівномірного характеру. 

 

       
 

Рисунок 11 – Стенд і робочі моменти випробувань контактної взаємодії кулькового поршня  
з макетом бігової доріжки гідропередачі ГОП-900 

 

Таблиця 3  – Результати експериментів при варіюванні радіусів профіля бігової дорожки та кількості шарів гумової смуги (див. 
табл. 2) для плівок «Н» і «М» 

№ експе-
римента 

Відбитки 
Розподіл контактного тиску, МПа (виділені пере-

тини в контактних плямах 
Розподіл тиску на виділених траєкторіях 

8/62 (№ 1) 
плівка «Н» 

 

  
 

8/62 (№ 1) 
плівка 
«М» 

 

 

9/62 (№ 2), 
плівка «Н» 

 

  

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 
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Продовження табл. 3 

№ експе-
римента 

Відбитки 
Розподіл контактного тиску, МПа (виділені 

перетини в контактних плямах 
Розподіл тиску на виділених траєкторіях 

9/62  
(№ 2) 
плівка 
«M» 

 

 
 

10/62 
(№ 3) 

плівка «Н» 

 

 
 

10/62 
(№ 3) 
плівка 
«М» 

 

 

0/68,5 
(№ 4) 

плівка «H» 

 

 

 

4/68,5   
(№ 5) 

плівка «H» 

  

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 
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Закінчення табл. 3 
№ експе-
римента 

Відбитки 
Розподіл контактного тиску, МПа (виділені 

перетини в контактних плямах 
Розподіл тиску на виділених траєкторіях 

6/68,5  
(№ 6)  

(див. табл. 
2), плівка 

«М» 

 

 

 

12/73 
(№ 7) 
плівка 
«H»: 

 

 

 

12/73 
(№ 7)  
плівка 
«М»: 

 

 

 

14/73  
(№ 8) 
плівка 
«Н»: 

 

 
 

Експери-
мент 14/73  

(№ 8) 
плівка 
«М»: 

 

 
 

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 

 

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 
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Рисунок 12 – Експеримент 8/62 (№ 1) 
(див. табл. 2), плівка «НМ»: розподіл 

тиску на виділених траєкторіях 

 
Рисунок 13 – Експеримент 9/62 (№ 2) (див. 
табл. 2), плівка «НМ»:розподіл тиску на 

виділених траєкторіях 

 
Рисунок 14 – Експеримент 0/68,5  (№ 4) 

(див. табл. 2), плівка «HМ»: розподіл тиску 
на виділених траєкторіях 

 

 
Рисунок 15 – Експеримент 4/68,5  (№ 5) 

(див. табл. 2), плівка «НМ»: розподіл 
тиску на виділених траєкторіях 

 
Рисунок 16 – Експеримент 6/68,5  (№ 6) 

(див. табл. 2), плівка «HМ»: розподіл тиску  
на виділених траєкторіях 

 

 
Рисунок 17 – Експеримент 14/73  (№ 8) 

(див. табл. 2), плівка «НМ»: розподіл тиску 
на виділених траєкторіях 

 
Таблиця 4  – Результати експериментів при варіюванні радіусів профіля бігової дорожки та кількості шарів гумової смуги (див. 

табл. 5) для плівок «Н», «М» 
№ експе-
римента 

Відбитки Розподіл контактного тиску, МПа Розподіл контактного тиску (ізометрія) 
4 (№ 1) 
плівки  
«Н» і «М»: 

 

 
 

5 (№ 2)  
плівки  
«Н» і «М»: 

 

  

Р, МПа 
Р, МПа Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 

Р, МПа 

х, м 

х, м 

х, м 

Р, МПа 

х, м у, м 

х, м 

у, м 

Р, МПа 
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Закінчення табл. 4 

№ експе-
римента 

Відбитки Розподіл контактного тиску, МПа Розподіл контактного тиску (ізометрія) 
6 (№ 3) 
(див. табл. 
3), плівки  
«Н» і «М» 

 

  

7 (№ 4)  
(див. табл. 
3), плівки  
«Н» і 
«М»: 

 

 

 

8 (№ 5)  
(см. табл. 
3), плівка  
«М»: 

 

 
 

9 (№ 6)   
(див. табл. 
7.4.3), 
плівки  
«Н» і 
«М»: 

 

 

 

 
 

у, м 

у, м х, м 

х, м 

Р, МПа 

у, м х, м 

Р, МПа 

у, м х, м 

Р, МПа 
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Таблиця 5 – Значення  притискної сили (Р),  площі контакту (А) та максимального контактного тиску (pmax), отримані у 
серії експериментів для радіусу профілю бігової доріжки 68,5 мм 

 
№ 
п/п 

nr Число 
шарів 

Плівки P, Н A, 
мм2 

pmax, 
МПа 

№ 
п/п 

nr Число 
шарів 

Плівки P, Н A, 
мм2 

pmax, 
МПа 

1 4 1 HS+MS 4202,27 88,2 83,44 4 7 2 HS+MS 5730,74 158,22 65,56 
2 5 1 HS+MS 3235,89 80,97 68,47 5 8 4 MS 1300,5 108,73 22,375 
3 6 2 HS+MS 3657,25 119,37 57,65 6 9 4 HS+MS 6983,37 230,14 60,47 

 

 
а 

 
б 

 
в 

 

Рисунок 18 – Осьові розподіли  контактного тиску, МПа (див. табл. 5) для експериментів: а –4 та 5; б – 6 та 7; в – 8 та 9 
 

 
а  

б 
Рисунок 19  – Залежність площі контакту (а) та максимальних  значень контактного тиску (б) від притискної сили в  

експериментах 4–9 з різною кількістю шарів (1, 2 та 4) 
 

Такий же згладжувальний ефект спостерігається і 
для інших випадків. Крім того, встановлена істотно 
нелінійна залежність між притискною силою, з одного 
боку, і площею контакту та тиском, – з іншого (рис. 19). 
Так, для випадку з одним проміжним шаром при збіль-
шенні притискної сили з 3,24 кН до 4,2 кН (тобто на 
третину) контактна площадка зростає лише на 10%, а 
максимальний контактний тиск – менше, ніж на 25%. 
Для варіанту двох проміжних шарів зростання сили з 
3,66 кН до 5,73 кН (тобто майже на 60%) призводить до 
зростання контактних майданчиків лише на третину, а 
тиску – менш ніж на 15%.  

Таким чином, отримано підтвердження адекватно-
сті розробленої математичної та точності чисельних 
моделей, а також точності і достовірності одержаних 

результатів розв'язання тестових і прикладних задач, а 
також обґрунтованості розроблюваних на їх основі ре-
комендацій. 

 
Висновки. У роботі здійснене дослідження конта-

ктного тиску в зоні сполучення тіл, що відрізняється від 
традиційних урахуванням властивостей нелінійно дефо-
рмівного поверхневого шару. Цим доповнюється сту-
пінь достовірності одержуваних чисельним шляхом 
результатів. При цьому дослідження контактної взаємо-
дії кулькового поршня радіальної гідрооб'ємної передачі 
із її статорним кільцем (із біговою доріжкою складного 
поперечного профілю) однозначно свідчить про справе-
дливість чисельно визначених тенденцій зміни картини 
розподілу контактного тиску при варіюванні форми 

Р, МПа 

Р, МПа 

Р, МПа 

А, мм2
 

Рмах, МПа 
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бігової доріжки та властивостей проміжного шару. При 
цьому прослідковується збіжність як форми областей 
контакту та розподілів контактного тиску, так і характе-
ру їх збурення при зміні тих чи інших чинників. При 
зміні радіуса поперечного перерізу бігової доріжки від 
значення, меншого за радіус поршня, до  більшого, від-
бувається поступовий перехід від двох краплевидних 
контактних плям до однієї гантелевидної, а надалі – до 
еліпсовидної. Контактний тиск при цьому змінює свій 
розподіл, знижуючи максимум на периферії та поступо-
во змінюючи розташування  максимуму на центральне. 
Також при цьому у геометричному центрі можливого 
контакту спочатку (зі зростанням критичної сили) кон-
тактний тиск нульовий, потім зростає, набуваючи лока-
льного мінімуму, а врешті –  глобального максимуму (за 
певних параметрів геометричної форми та рівня наван-
таження). 
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О.В. УСТИНЕНКО, Р.В. ПРОТАСОВ, К.О. МЕРЕЦЬКА, А.М. КОБА 
 
ОЦІНКА ПАРАМЕТРІВ ПРАЦЕЗДАТНОСТІ КОНСТРУКЦІЇ СОНЯЧНОГО КОЛЕКТОРА ПРИ ДІЇ 
ЗОВНІШНІХ ФАКТОРІВ 

 
В ході роботи були досліджені напружено-деформований стан та власні коливання сонячного колектора. Проаналізовані найпоширеніші види соняч-
них колекторів та їх актуальність на теперішній час. Приведений опис та аналіз застосованих програмних продуктів з метою виявлення їх відповідно-
сті для виконання даної роботи. Побудовано просторову модель дискового сонячного колектору, на основі якої був проведений аналіз конструкції. У 
результаті отримані величини переміщень, напружень та власних коливань конструкції для різних кутів нахилу до горизонту. Виявлені слабкі місця 
конструкції для подальшої модернізації. Запропоновані шляхи усунення виявлених конструктивних недоліків.  

Ключові слова: метод скінченних елементів, напружено-деформований стан, системи автоматизованого проектування, сонячний колектор, 
власні коливання. 
 

А.В. УСТИНЕНКО, Р.В. ПРОТАСОВ, К.А. МЕРЕЦКАЯ, А.М. КОБА 
ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ РАБОТОСПОСОБНОСТИ КОНСТРУКЦИИ СОЛНЕЧНОГО  
КОЛЛЕКТОРА ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ВНЕШНИХ ФАКТОРОВ 

В ходе работы были исследованы напряженно-деформированное состояние и собственные колебания солнечного коллектора. Проанализированы 
самые распространенные виды солнечных коллекторов и их актуальность в настоящее время. Приведено описание и анализ примененных программ-
ных продуктов с целью выявления их соответствия для выполнения данной работы. Построена пространственная модель дискового солнечного 
коллектора, на основе которой был проведен анализ конструкции. В результате получены величины перемещений, напряжений и собственных 
колебаний конструкции для различных углов наклона к горизонту. Выявлены слабые места конструкции для дальнейшей модернизации. Предложе-
ны пути устранения выявленных конструктивных недостатков. 

Ключевые слова: метод конечных элементов, напряженно-деформированное состояние, системы автоматизированного проектирования, сол-
нечный коллектор, собственные колебания 

 
A. USTYNENKO, R. PROTASOV, K. MERETSKA, A. KOBA 
EFFICIENCY PARAMETER ESTIMATION OF SOLAR COLLECTOR DESIGN UNDER ACTION 
OF EXTERNAL FACTORS 

The stress-strain state and natural vibrations of the solar collector were investigated in this work. The most common types of solar collectors and their relevance 
are analyzed at present. The resulted description and analysis of applied software products are given for the purpose of revealing their conformity to perform this 
work. The spatial model of the disk solar collector was constructed, on the basis of which the analysis of the design was carried out. As a result, the values of 
displacements, tensions and internal fluctuations of the design for different angles of inclination to the horizon are obtained. The design weaknesses for further 
modernization are revealed. The ways of elimination of identified structural defects are proposed 

Keywords: finite element method, stress-strain state, CAD-systems, solar collector, natural vibrations 
 
Вступ. Більшість енергетичних ресурсів нашої 

планети є обмеженими. Більш того, багато з них вже 
досягли своєї межі. Ось чому все більшої популярності 
набувають альтернативні джерела енергії, лідируючу 
позицію серед яких впевнено займає сонце. Завдяки 
йому ми щомиті отримуємо понад 85 трильйонів кВт, 
причому безкоштовно. 

Енергія сонця є одним із найбільш доступних і пе-
рспективних поновлюваних джерел енергії. Зростання 
інтересу до використання саме цього виду енергії обу-
мовлений, з одного боку, постійним зростанням цін на 
органічне паливо, зокрема, на природний газ і нафту, з 
іншого – постійно набирає вагомості рух за охорону 
навколишнього середовища. Важливим фактором є і 
свого роду мода у світі на використання поновлюваних 
джерел енергії, яка, як можна констатувати, дійшла і до 
України. 

Сонячний водонагрівач – різновид сонячного коле-
ктору. Призначений для виробництва гарячої води шля-
хом поглинання сонячного випромінювання, перетво-
рення його в тепло, акумуляції та передачі споживачеві. 
Ці нові конструкції потребують дослідження напруже-
но–деформованого стану (НДС) і власних коливань. 

Означені аспекти стали змістом цієї роботи. 
 

Аналіз конструкцій та методів досліджень. Заді-
явши сонячну енергію для нагрівання води, в 1767 р. 
швейцарський ботанік Орас Бенедикт де Соссюр ство-
рив перший сонячний водонагрівач, який за своєю по-
тужністю давав можливість приготувати суп.  

Сонячний колектор (СК) – пристрій для збору теп-
лової енергії Сонця (геліоустановка) [1], яку переносять 
видимим світлом і ближнім інфрачервоним випроміню-
ванням. На відміну від сонячних батарей, які виробля-
ють безпосередньо електрику, сонячний колектор здійс-
нює нагрівання матеріалу-теплоносія. 

Сучасний тип водонагрівачів був створений у 1953 
р. в Ізраїлі інженером Леві-Іссар і вдосконалений докто-
ром Цві-Тавор у 1955 р., за що останній отримав через 3 
роки премію у 1000 ізраїльських лір від прем’єр-міністра 
країни Давида Бен-Гуріона. 

На поточний момент сонячні колектори викорис-
товуються для гарячого водопостачання в основному 
приватних житлових будинків. Експлуатація побутового 
сонячного водонагрівача дає можливість скоротити 
викиди CO2 пропорційно кількості зекономленого пали-
ва [1]. Крім того, у цьому випадку скорочується парни-
ковий ефект від викидів вуглекислого газу. Загально-
прийнятий у розвинених країнах потенціал використан-
ня сонячних колекторів становить 1 м2 на людину. Со-
нячне гаряче водопостачання у світі розвивається дуже 
інтенсивними темпами. Такі країни, як Греція та Ізраїль, 
давно досягли цього рівня. Це не дивно, тому що в умо-
вах жаркого сонячного клімату енергія сонця може 
покривати до 100 % витрат на приготування гарячої 
води. Що ж стосується обсягів впровадження, тут безу-
мовним лідером є Китай. У 2007 р. в Китаї сонячними 
водонагрівачами користувалися близько 40 млн. сімей 
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загальною чисельністю у 150 млн. чоловік. До 2020 р. 
300 млн. м2 приміщень у Китаї буде обладнано соняч-
ними водонагрівачами. У Європі лідерами із упрова-
дження сонячних колекторів є Німеччина, Швеція, Авс-
трія, Швейцарія. За своїми кліматичними умовами Укра-
їна належить до територій із середньою інтенсивністю 
сонячної радіації.  

Для проведення дослідження сонячних колекторів 
використовувалися таки програмні продукти як 
SolidWorks та SiemensFemap. SolidWorks – програмний 
комплекс САПР для автоматизації робіт промислового 
підприємства на етапах конструкторської та технологіч-
ної підготовки виробництва [2]. Забезпечує розробку 
виробів будь-якого ступеня складності і призначення. 
Працює в середовищі Microsoft Windows. Розроблено 
компанією SolidWorks Corporation, створеної з нуля 
Джоном Хірштіком. 

Femap є всесвітньо відомим і визнаним у багатьох 
областях промисловості інструментом для проведення 
ефективного скінченно–елементного (СЕ) моделювання 
з широкими можливостями. Використання Femap with 
NX Nastran, а також додаткових модулів і розв’язувачів 
дає можливість істотно знизити кількість натурних ви-
пробувань виробів і замінити їх віртуальними чисель-
ними експериментами [3]. 

Для розв’язання завдань механіки деформованого 
твердого тіла, механіки рідин і газів, механіки теплопе-
реносу у Femap як базовий використовується метод 
скінченних елементів (МСЕ). Застосування МСЕ вима-
гає створення математичної та дискретної (скінченно-
елементної) моделей. Femap надає необхідний набір 
інструментів для побудови СЕ сіток на основі вихідної 
геометрії, прямого створення і редагування розрахунко-
вої сітки, роботи з геометричними даними, створення 
розрахункової моделі, обробки і аналізу отриманих 
результатів. Велике значення має якість СЕ моделі (сіт-
ки). Якщо сітка буде низької якості (великі елементи), то 
можна не отримати збіжність або вірний результат при 
розв’язанні. Але при цьому висока ступінь дискретизації 
моделі повинна бути виправдана метою. 
 

Мета та постановка завдання. Метою роботи є 
дослідження працездатності сонячного колектору під 
дією зовнішніх факторів для подальшого удосконалення 
конструкції за рахунок її зміцнення або зменшення собі-
вартості.     
 

Матеріали досліджень. Усі сонячні колектори 
умовно ділять на плоскі (плоскопанельні) та вакуумні. 
Крім того, є ще такі типи сонячних колекторів: сонячні 
колектори-концентратори, сонячні башти, параболічні 
концентратори. Проте для домашніх умов вони не під-
ходять через високу вартість [4]. Дискові сонячні колек-
тори, або, як їх ще називають, сонячні тарілки Стірлінга, 
зазвичай представляють собою дзеркальну структуру 
висотою 38 або 40 футів, яка виглядає як великий блис-
кучий супутниковий ресивер. Дисковий сонячний коле-
ктор – на рис. 1. 

Блюдо фокусує сонячні промені на двигуні Стірлі-
нга, нагріваючи водневий газ, і підвищений тиск в нагрі-
тому циліндрі натискає на силовий поршень. Рух порш-
ня повертає колінчастий вал, який здійснює роботу. У 

конструкції двигуна використовуються матеріали з 
низькими коефіцієнтами тертя, а деякі конструкції по-
вністю виключають ковзання шляхом використанням 
діафрагм замість поршнів [5]. 

 

 
 

Рисунок 1 – Дисковий сонячний колектор:  
1 – опора; 2 – передня структура підтримки дзеркал;  

3 – дзеркальні ферми; 4 – двигун Стірлінга;  
5 – сталева конструкція для підтримки двигуна Стірлінга;  

6 – пристрої відстеження Сонця 
 

 
Рисунок 2 – Початкова геометрія дзеркала 

 
У цій роботі було побудоване дзеркало та попере-

чна ферма, яка спирається на опору. Як геометричні 
вихідні дані для побудови дзеркала були використані 
наступні параметри: потужність двигуна Стірлінга ста-
новить 28 кВт; ККД двигуна Стірлінга – 35 %; відстань 
від дзеркала до теплоприймача двигуна – не більше 
12 м. З огляду на ці дані було побудовано дзеркало з 
діаметром 18 м та кривизною 30 м (рис. 2). 

Для можливості зміни кута нахилу дзеркала відно-
сно горизонту та зменшення навантаження на опору 
колектора силову структуру дзеркала закріплено близь-
ко до його геометричного центру. Для розрахунку вико-
ристовували вуглецеву сталь марки Ст.3.  

 

Розрахунок напружено-деформованого стану. 
Напружено-деформований стан (НДС) конструкції – 
сукупність внутрішніх напружень і деформацій, що 
виникають при дії на неї зовнішніх навантажень, темпе-
ратурних полів та інших факторів. НДС визначається 
розрахунковими і експериментальними методами у 
вигляді розподілу напружень, деформацій і переміщень 
в конструкції і є підставою для оцінки статичної міцнос-
ті та ресурсу конструкцій на всіх етапах життєвого цик-
лу різноманітних виробів. При розрахунках НДС пев-
ним чином ідеалізується розрахункова схема. Розрізня-
ють загальний і місцевий напружено-деформований 
стан: загальний визначається в силових елементах конс-
трукції без урахування концентрації напружень, викли-
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каних місцевими конструктивно-технологічними особ-
ливостями, а місцевий – поблизу концентратора напру-
жень із урахуванням виду концентратора і прикладеного 
навантаження. При розрахунковому методі дослідження 
місцевого НДС вид навантаження може бути визначе-
ний з попереднього розрахунку загального НДС. Місце-
вий напружено-деформований стан – розподіл напру-
жень у перетині отвору. У разі лінійної пружності мате-
ріалу і малості переміщень (при лінійному НДС) розра-
хунок конструкції можна здійснювати на поодинокі 
випадки навантаження. Результати розрахунку НДС 
повинні підтверджуватися експериментально. 

Сукупність напружень повністю характеризує на-
пружений стан частинки тіла. Цю сукупність записують 
в вигляді тензора напружень. 

Тензор напружень (тензор напружень Коші) – тен-
зор другого рангу, який складається з дев’яти величин, 
які є механічними напруженнями у довільній точці на-
вантаженого тіла. Ці дев’ять величин записуються у 
вигляді таблиці, в якій на головній діагоналі стоять нор-
мальні напруження у трьох взаємно перпендикулярних 
осях, а у рештах позицій – дотичні напруження, які ді-
ють на трьох взаємно перпендикулярних площинах. 

Компоненти тензору напружень σij у декартовій 
системі координат 

iO x  вводять наступним чином. 

Розглядають нескінеченно малий об’єм тіла (суцільного 
середовища) у вигляді прямокутного паралелепіпеда, 
грані якого ортогональні координатним осям і мають 
площу dSi. На кожній грані dSi паралелепіпеда діють 
поверхневі сили dFi. Якщо позначити проекції цих сил 
на осі Oxj як dFij, то компонентами тензора напружень 
називають відношення проекцій сили до величини пло-
щі грані, на якій діє ця сила: σij = dFij / dSi..  

За відсутності власного моменту імпульсу суціль-
ного середовища, а також об’ємних і поверхневих пар 
тензор напружень симетричний (так званий закон пар-
ності дотичних напружень), що є наслідком рівняння 
балансу моменту імпульсу. 

Зокрема, тензор напружень симетричний у класич-
ній теорії пружності та гідродинаміці ідеальної та ліній-
но-в’язкої рідин. 

Основні види напружено-деформованого стану:  
розтягнення,  стиск та  плоский чистий зсув. При розтя-
гненні і стискові осьова деформація визначається зако-
ном Гука: Ezz /σ=ε , де Е – модуль пружності першого 

роду або модуль Юнга, а zε , σz – деформації та напру-

ження уздовж осі z. 
При розтягненні і стисненні поперечні деформації 

визначаються законом Пуассона: zyz µε−=ε=ε , де µ – 

коефіцієнт Пуассона (величина відношення відносного 
поперечного стиску до відносного повздовжнього розтя-
гнення). Цей коефіцієнт залежить не від розмірів тіла, а 
від природи матеріалу, з якого виготовлене тіло. 

Результати розрахунку напружено-деформованого 
стану за методом скінченних елементів в різному поло-
женні відносно горизонту проілюстровані на рис. 3–10 
та наведені в табл. 1. 

 
 

Рисунок 3 – Напруження у сонячному колекторі,  
розташованому горизонтально 

 
Таблиця 1 – Результати НДС 

 

Кут нахилу, ° Напруження, МПа Переміщення, мм 

45 119 12,9 
90 66 5,6 

0 113 12,9 
 

 

 
Рисунок 4 – Переміщення у сонячному колекторі,  

розташованому горизонтально 
 

 
Рисунок 5 – Напруження у сонячному колекторі,  

розташованому під кутом 
 

 

 
Рисунок 6 – Переміщення у сонячному колекторі,  

розташованому під кутом 
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Рисунок 7 – Напруження у сонячному колекторі,  

розташованому вертикально 
 

 

 
 

Рисунок 8 – Переміщення у сонячному колекторі,  
розташованому вертикально 

 

 
Рисунок 9 – Переміщення від дії сили вітру з товщиною дзер-

кала 2мм 
 

 
Рисунок  10 – Переміщення від дії сили вітру 

 з товщиною дзеркала 2 мм 

Розрахунок власних частот. Власними (вільними) 
коливаннями називаються коливання, які відбуваються в 
системі за відсутності змінних зовнішніх впливів і вини-
кають внаслідок початкового відхилення одного з пара-
метрів системи від стану рівноваги. У реальних макро-
скопічних системах через втрату енергії вільні коливан-
ня завжди затухають. 

При малих відхиленнях від стану рівноваги рух си-
стеми задовольняє принципу суперпозиції, згідно з яким 
сума двох довільних рухів також становить допустимий 
рух системи; такі рухи описуються лінійними (зокрема, 
диференціальними) рівняннями. Якщо система ще й 
консервативна (в ній немає втрат або припливу енергії 
ззовні), а її параметри не змінюються в часі, то будь-яке 
власне коливання може бути однозначно представлено 
як сума нормальних коливань, синусоїдально змінюва-
них у часі з певними власними частотами.Якщо поло-
ження системи у будь-який час може бути описано єди-
ним параметром, то система має одну ступінь вільності.  

Приклади таких систем: маятник, що коливається в 
заданій площині; маса, пов’язана з пружиною, LC-
ланцюжок (рис. 11). Дійсно, положення маятника може 
бути визначено кутом відхилення нитки маятника від 
вертикалі φ. Для LC-ланцюжка таким параметром може 
служити величина заряду на ємності. Маятник, здатний 
коливатися у будь-якому напрямку подібно гирі, підві-
шеній на нитці, має два ступені вільності; потрібні дві 
координати, щоб задати його положення. Маятник у 
стінному годиннику закріплений так, що може гойдати-
ся тільки в певній площині і тому має одну ступінь віль-
ності. 

 

 
 

Рисунок 11 – Системи з одним ступенем свободи  
(вільності) 

 
У природі існує безліч цікавих систем, що мають 

два ступені свободи. Найбільш красиві – приклади мо-
лекул і елементарних частинок (особливо нейтральних 
K -мезонів). Більш простими прикладами є подвійний 
маятник (один маятник підвішений до опори, а другий – 
до гирі першого маятника); два маятника, пов’язані 
пружиною; горизонтальна нитка з двома кульками; два 
пов’язані LC-ланцюги (рис. 12). Щоб описати стан таких 
систем, потрібні дві змінні. Наприклад, в разі сферично-
го маятника ці змінні – це положення маятника у двох 
взаємно перпендикулярних напрямках. У разі 
пов’язаних маятників ці змінні відповідають положен-
ням кожного маятника; для двох пов’язаних LC-
ланцюгів – це заряди на двох ємностях або струми в 
обох ланцюгах. 

У загальному випадку рух системи з двома ступе-
нями вільності може мати дуже складний вигляд, не 
схожий на простий гармонійний рух. 

Для двох ступенів вільності і при лінійних рівнян-



ISSN 2079-0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 7 (1332) 2019 152 

нях руху найбільш загальний рух є суперпозицією двох 
незалежних простих гармонійних рухів, що відбувають-
ся одночасно. Ці два простих гармонійних рухи назива-
ються нормальними або власними коливаннями, або 
гармоніками, а також нормальними модами коливань 
або просто модами. 

 
 

 
Рисунок 12 – Системи з двома ступенями свободи 

 
 

У коливальних системах із зосередженими параме-
трами, що складаються з n зв’язаних осциляторів (на-
приклад ланцюжок із коливальних електричних контурів 
або із з’єднаних пружними пружинками кульок), існує  n 
частот з n зв’язаних та n нормальних мод. У системах із 
розподіленими параметрами (струна, мембрана, полий 
або відкритий резонатор) таких коливань існує безліч. 
Наприклад, для струни із закріпленими кінцями довжи-
ною L моди відрізняються числом напівхвиль, які можна 
укласти на всій довжині струни. Якщо швидкість поши-
рення хвиль уздовж струни дорівнює ν , то спектр влас-
них частот визначиться формулою [6]: 

( )Lnknn /πν=ν⋅=ω . 
Наявність дисперсії хвиль (v = v (ω)) спотворює цей 

простий квазідистантний розподіл частот, спектр яких 
визначиться вже з дисперсійного рівняння. 

У реальних системах власні коливання будуть за-
тухати через втрати, тому їх можна вважати приблизно 
гармонійними лише в інтервалі часу, меншому 1 / δ. 
Загасаюче коливання може бути представлено у вигляді 
пакету гармонійних коливань, які безперервно запов-
нюють інтервал частот (ω0 ± ∆ω) (інтеграл Фур’є), тим 
вужчим, ніж менше δ. У цьому випадку мова йде про 
розширення спектральної лінії, що іноді характеризуєть-
ся її добротністю Q, яке дорівнює відношенню збереже-
ної енергії W до втрат P за період коливань 2π / ω. Таким 
чином, згущення спектра через втрати тягне за собою 
перетворення дискретного спектра в суцільний, коли 
ширина ліній приблизно дорівнює інтервалу між ними. 

Власні коливання нелінійних систем менш доступ-
ні для класифікації. Нелінійність систем із дискретним 
спектром власних частот призводить до перекачування 
енергії між спектральними компонентами: при цьому 
виникають процеси конкуренції мод – виживання одних 
і придушення інших. Дисперсії можуть стабілізувати ці 
процеси і призвести до формування стійких просторово–
часових утворень, прикладами яких в системах з безпе-
рервним спектром є солітони. 

Особливе значення при порушенні коливань має 
явище резонансу, що полягає у різкому збільшенні від-
гуку системи (амплітуди коливань) при наближенні 
частоти зовнішнього впливу до деякої резонансної час-

тоти, що характеризує систему. Якщо остання лінійна і 
параметри її не залежать від часу, то резонансні частоти 
збігаються із частотами її власних коливань, і відповід-
ний відгук тим сильніше, чим вище добротність колива-
льної системи. Розгойдування відбувається до тих пір, 
поки енергія, яку вносить ззовні (наприклад, при кож-
ному відхиленні маятника), перевищує втрати за період 
осциляції. Для лінійних коливань енергія, що отриму-
ється від джерела, пропорційна першому ступеню амп-
літуди, а втрати зростають пропорційно її квадрату, 
тому баланс енергій завжди досяжний. 

Кожна деталь має нескінченну кількість частот 
власних коливань, що утворюють спектр. Кожній часто-
ті власних коливань відповідає своя форма коливань. 
Форма коливань визначається картиною знакозмінних 
зміщень або прогинів і положенням вузлових ліній. У 
вузлових лініях переміщення нескінченно малі і вважа-
ються нульовими. По різні боки вузлових ліній перемі-
щення ділянок, які коливаються, знаходяться у протифа-
зі. Сукупність форм коливань деталі утворюють спектр 
форм. Спосіб кріплення деталі змінює спектр частот і 
форм коливань.  

Розрахункова формула для визначення частот зги-
нальних коливань балок має наступний вигляд: 

( ) ( )mEIlaf /2/ 22 ⋅π= , де l – довжина балки, EI – 

жорсткість балки на вигин, m – погонна маса балки, а а – 
розрахунковий коефіцієнт. 

На рис. 13–15 наведені форми згинальних коли-
вань балки при різних способах кріплення [6]. Значення 
частот власних коливань однієї і тієї ж балки при різних 
способах кріплення і різних формах залежать тільки від 
розрахункового коефіцієнта. 

 

 
Рисунок 13 – Консольна балка 

 
 

 
Рисунок 14 – Балка з опертими кінцями 

 
 

Рисунок 15 – Вільна балка 
 
У табл. 2 відображені форми коливань, що ви-

никають у СК, розташованому горизонтально під 
дією сили тяжіння (вони розраховані за допомогою 
MCE [6]), а у табл. 3 наведені десять форм коливань 
та їх відповідні частоти.  

 

Таблиця 2 – Результати розрахунку власних ча-
стот коливань  

Номер 
частоти 

Частота, 
Гц 

Номер час-
тоти 

Частота, Гц 

1 4,5 6 9,53 
2 4,72 7 9,93 
3 5,6 8 12,7 
4 7,1 9 13 

5 8,05 10 13,07 
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Таблиця 3   – Форми коливань, що виникають у СК, 
розташованому горизонтально під дією сили тяжіння 

Форми коливань Вид форми коливань 
1 

  
2 

  

3 

  

4 

  
 

На рис. 18–19 відображені третя та четверта форми 
коливань, що виникають у СК, розташованому горизон-
тально, під дією сили тяжіння. 

 

Висновки. Аналіз розрахунку напружено-
деформованого стану показав, що при використанні 
металевих дзеркал товщиною 2 мм спостерігається зна-
чна деформація від вітрового навантаження та від окре-
мих положень дзеркального диску. При дії вітру макси-
мально напружені елементи конструкції – поперечна 
ферма у місці її кріплення до опори та крайні елементи 
дзеркала. Але для випадку, коли швидкість вітру стано-
витиме 30 м/с, найбільш важливим є міцність всієї конс-
трукції. Тому пропонується використовувати профілі із 
більшою площею перетину, ніж у дзеркалі. Аналіз роз-
рахунку власних частот показав низькі значення перших 
двох, які менше 10 Гц. Це дозволяє зробити висновок 
про нечутливість до резонансу.  
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