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О. В. БОНДАРЕНКО, О. В. УСТИНЕНКО  
 
ВИКОРИСТАННЯ ПСЕВДОВИПАДКОВИХ ПОСЛІДОВНОСТЕЙ В ЕВОЛЮЦІЙНИХ  
АЛГОРИТМАХ ПРИ РАЦІОНАЛЬНОМУ ПРОЕКТУВАННІ ЗУБЧАСТИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ 
РЕДУКТОРІВ ТА КОРОБОК ПЕРЕДАЧ 
 

Стаття присвячена використанню псевдовипадкових послідовностей в еволюційних алгоритмах (ЕА) при раціональному проектуванні зубчастих ци-
ліндричних редукторів та коробок передач. Розглянуто основні теоретичні викладки рівномірно розподілених послідовностей та ЛПτ-послідовностей, 
які дають змогу оцінити можливості цих послідовностей та проаналізувати перспективи застосування при реалізації еволюційних алгоритмів. Розгля-
нуто основні теоретичні викладки, що стосуються ЕА. Описано алгоритмічну схему класичного ЕА, яка наочно ілюструє його роботу та функціону-
вання. Це дало змогу критично оцінити можливі етапи, на яких актуально використовувати ЛПτ-послідовності як псевдовипадковий фактор. Запро-
поновано віддати на розсуд псевдовипадковості наступні етапи: генерацію початкової популяції, підбір батьківських пар, схрещування та мутацію. 
Розглянуто «внутрішні» можливості ЛПτ-послідовністі, а саме – можливість використання таблиці чисельників для реалізації можливості отримання 
у різних експериментах для однієї задачі пробних точок з відмінними координатами. Це дає змогу більш щільно дослідити простір параметрів проек-
тування та поліпшити етап генерації початкової популяції, досягти її урізноманітнення та збільшення у декілька разів, що дає змогу знайти кінцевий 
результат швидше та якісніше. Розглянуто особливості використання ЛПτ-послідовності при схрещуванні. Рекомендовано для кожної обраної бать-
ківської пари за ЛПτ-послідовністю обирати один з описаних методів схрещування. Це дає змогу наблизити процес формування нащадків до реально-
го еволюційного процесу, коли процес носить випадковий характер. Розглянуто особливості та наочно проілюстровано використання ЛПτ-
послідовностей при реалізації рекомендованих генетичних операторів схрещування для батьківських пар. Розглянуто особливості та наочно проілюс-
тровано використання ЛПτ-послідовностей при реалізації рекомендованого генетичного оператора мутації. Таким чином, створено теоретичну базу 
для подальшої апробації та реалізації випадкового фактору в еволюційних алгоритмах.  

Ключові слова: проектування; редуктор; коробка передач; раціональні параметри; еволюційний алгоритм; ЛПτ-послідовність 
 

А. В. БОНДАРЕНКО, А. В. УСТИНЕНКО 
ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПСЕВДОСЛУЧАЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ  
В ЭВОЛЮЦИОННЫХ АЛГОРИТМАХ ПРИ РАЦИОНАЛЬНОМ ПРОЕКТИРОВАНИИ  
ЗУБЧАТЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ РЕДУКТОРОВ И КОРОБОК ПЕРЕДАЧ   

Статья посвящена использованию псевдослучайных последовательностей в эволюционных алгоритмах (ЭА) при рациональном проектировании зуб-
чатых цилиндрических редукторов и коробок передач. Рассмотрены основные теоретические выкладки равномерно распределенных последователь-
ностей и ЛПτ-последовательностей, которые позволяют оценить возможности этих последовательностей и проанализировать перспективы примене-
ния при реализации эволюционных алгоритмов. Рассмотрены основные теоретические выкладки, касающиеся ЭА. Описана алгоритмическая схема 
классического ЭА, которая наглядно иллюстрирует его работу и функционирование. Это позволило критически оценить возможные этапы, на кото-
рых актуально использовать ЛПτ-последовательности как псевдослучайный фактор. Предложено отдать на усмотрение псевдослучайности следую-
щие этапы: генерацию начальной популяции, подбор родительских пар, скрещивания и мутации. Описаны «внутренние» возможности ЛПτ-
последовательность, а именно – возможность использования таблицы числителей для реализации возможности получения в различных эксперимен-
тах для одной задачи пробных точек с отличными координатами. Это позволяет более плотно исследовать пространство параметров проектирования 
и улучшить этап генерации начальной популяции, достичь ее разнообразия и увеличения в несколько раз, что позволяет найти конечный результат 
быстрее и качественнее. Рассмотрены особенности использования ЛПτ-последовательности при скрещивании. Рекомендовано для каждой выбран-
ной родительской пары по ЛПτ-последовательности выбирать один из описанных методов скрещивания. Это позволяет приблизить процесс форми-
рования потомков к реальному эволюционному процессу, когда процесс носит случайный характер. Описаны особенности и наглядно проиллюстри-
ровано использование ЛПτ-последовательностей при реализации рекомендованных генетических операторов скрещивания для родительских пар. 
Рассмотрены особенности и наглядно проиллюстрировано использование ЛПτ-последовательностей при реализации рекомендованного генетическо-
го оператора мутации. Таким образом, создана теоретическая база для дальнейшей апробации и реализации случайного фактора в эволюционных ал-
горитмах. 

Ключевые слова: проектирование; редуктор; коробка передач; рациональные параметры; эволюционный алгоритм; ЛПτ-
последовательность 

 
O. BONDARENKO, O. USTYNENKO  
THE USE OF PSEUDO RANDOM SEQUENCES IN EVOLUTIONARY ALGORITHMS  
FOR RATIONAL DESIGN OF TOOTHED HELICAL REDUCERS AND GEARBOXES   

The article is devoted to the use of pseudo-random sequences in evolutionary algorithms (ЕА) with rational design of gear cylindrical gearboxes 
and gearboxes. The main theoretical calculations of uniformly distributed sequences and LPτ-sequences, which allow to evaluate the capabilities of 
these sequences and analyze the prospects for application in the implementation of evolutionary algorithms, are considered. The main theoretical 
calculations concerning EA are considered. The algorithmic scheme of the classic EA is described which vividly illustrates its operation and func-
tioning. This made it possible to critically evaluate the possible stages at which it is important to use LPτ-sequences as a pseudo-random factor. It is 
proposed to give the following stages to the discretion of the pseudorandom: the generation of the initial population, the selection of parental pairs, 
the crossing and the mutation. The “internal” capabilities of the LPτ-sequence are described, namely, the possibility of using the table of numera-
tors to realize the possibility of obtaining test points with excellent coordinates in different experiments for one problem. This allows you to more 
closely explore the space of design parameters and improve the generation stage of the initial population, to achieve its diversity and increase sev-
eral times, which allows you to find the end result faster and more qualitatively. The features of the use of the LPτ-sequence when crossing are 
considered. It is recommended for each selected parental pair in the LPτ-sequence to choose one of the described methods of crossing. This allows 
you to bring the process of the formation of descendants to the actual evolutionary process, when the process is random. Features and clearly illus-
trated the use of LPτ-sequences in the implementation of the recommended genetic crossing operators for parental pairs. Features and clearly illus-
trated the use of LPτ-sequences in the implementation of the recommended genetic mutation operator. Thus, a theoretical basis was created for fur-
ther testing and implementation of the random factor in evolutionary algorithms. 

Keywords: design; reducer; gearbox; rational parameters; evolutionary algorithm; LPτ-sequence 
 
 
Актуальність задачі. У сучасному машино-

будуванні досить розповсюджені зубчасті приводи, 
що використовуються для реалізації зміни оберта-

льного моменту та частоти обертання. Моделями, 

© О. В. Бондаренко, О. В. Устиненко, 2019 
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що користуються попитом у промисловості, є зу-
бчасті циліндричні редуктори та коробки передач. 
Загальне машинобудування більше віддає перевагу 
універсальним та спеціальним двоступінчастим 
співвісним та розгорнутим редукторам. Автомобі-
льне машинобудування потребує дво- та триваль-
них коробок передач [1], які на кожній (не прямій) 
передачі працюють як одно- та двоступеневий спі-
ввісний редуктор. 

Основні проблеми та складності при проекту-
ванні такого типу приводів було розглянуто у [1]. 

У якості одного із підходів до розв’язання за-
дачі авторами було запропоновано використання 
псевдовипадкового пошуку за ЛПτ-
послідовностями [2], як самостійно [3], так і в ком-
бінації з іншими методами[4].  

У роботі [5] було розглянуто можливості та 
адаптацію генетичних алгоритмів для раціонально-
го проектування редукторів та коробок передач. У 
вказаній роботі надано декілька варіацій генетич-
них алгоритмів, де для генерування початкових по-
пуляцій використовувалися ЛПτ-рівномірно розпо-
ділені послідовності.   

Автори бачать можливим розвиток цього на-
прямку та удосконалення подібних підходів до 
розв’язання задач раціонального проектування ви-
щевказаних зубчастих приводів.  

Таким чином, аналіз можливості використан-
ня псевдовипадкових послідовностей в еволюцій-
них алгоритмах при раціональному проектуванні 
зубчастих циліндричних редукторів та коробок пе-
редач є актуальною науково-прикладною задачею. 
 

Рівномірно розподілені послідовності точок 
в nK  (одиничному n-вимірному кубі). Нехай 

1,..., ,...iP P  – послідовність точок, що належать nK . 

Виберемо в nK  довільний n-вимірний паралелепі-
пед П із сторонами, що паралельні координатним 
граням. Позначимо через ( )NS П  кількість точок 

iР  з номерами1 i N≤ ≤ , що належать П. 

Послідовність точок 1,..., ,...iP P  називається 

рівномірно розподіленою в nK , якщо для будь-
якого П 

( )
lim N

П
N

S П
V

N→∞
= , (1) 

 
де ПV  – об'єм (n-вимірний) паралелепіпеда П. 

Можна довести, що, якщо G – довільна об-

ласть, яка розташована в nK , має об'єм GV , то з 

попередніх міркувань витікає, що  
 

( )
lim N

G
N

S G
V

N→∞
= . 

 

Це співвідношення показує, що при достатньо 
великих N кількість точок послідовності, що нале-
жать G, пропорційна об'єму G: )(GSN  ∼ N GS G NV� . 

Легко також довести, що проекції точок рів-
номірно розподіленої послідовності на будь-кілько 

m-вимірну грань куба nK  при m < n утворюють рі-

вномірно розподілену послідовність в nK . 
Якщо точки Qi з декартовими координатами 

( ),1 ,,...,i i nq q  є рівномірно розподіленою послідов-

ністю в nK  (одиничний n-вимірний куб), то точки 

iA  з декартовими координатами ( ),1 ,,...,i i nα α , де 

при 1,2,...,j n=  

( ), ,i j j j j i ja b a qα = + − ⋅ , (2) 

 
є рівномірно розподіленою послідовністю в пара-
лелепіпеді П (n-вимірний паралелепіпед), що скла-
дається з точок ( )1,..., nα α , координати яких задо-

вольняють нерівностям ,j i j ja bα≤ ≤ . 

 
ЛПτ-послідовність є однією з найякісніших 

рівномірно розподілених послідовностей. 
Декартові координати ,i jq  для ЛПτ-

послідовності обчислюються за двома типами ал-
горитмів: вихідним та арифметичним. 

Автори використовують арифметичний алго-
ритм у зв’язку з відносно простою його програм-
ною реалізацією. 

Розглянемо варіант, коли декартові координа-
ти ,i jq  для ЛПτ-послідовності обчислюються за 

арифметичним алгоритмом. Цей алгоритм базуєть-
ся безпосередньо на розрахунках за таблицею чи-

сельників ( )l
jr . За заданим номером точки і обчис-

люємо 

[ ]1 ln ln 2m i= + , (3) 
 

а потім для кожного параметру j (j=1,2,…,n) обчис-
люємо координату 
 

{ } ( ){ }1 1
,

1

1
2 2 2 2

2

m m
lk l k l

i j j
k l k

q i r− + − − −

= =

    = ⋅       
∑ ∑ . (4) 

 

У останніх двох формулах [ ]z  – ціла частина, 

а { }z  – дрібна частина числа z.  
 

Еволюційні алгоритми (ЕА) [6–8] – це спеці-
альні підходи до пошуку, що використовуються 
для розв’язання задач оптимізації та моделювання 
станів та процесів шляхом випадкових або спрямо-
ваних дій та процесів з параметрами. Такі стратегії 
є ідентичними процесам відбору та наслідування в 
живій природі. ЕА використовують як один з меха-
нізмів розв’язання багатопараметричних задач в 
механіці [9–12]. ЕА, як і генетичні алгоритми (ГА), 
відрізняються від класичних методів оптимізації 
деякими особливостями [5].  

Основною відмінністю ЕА від ГА є те, що у 
наступні покоління передаються не всі особини, а 
лише такі, що задовольняють умовам існування – 
певним обмеженням, що висуваються проектува-
льником. Така стратегія розвитку популяцій дає 
змогу у кожному наступному поколінні отримувати 
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особини із все більш якісними показниками при-
стосованості до вимог. Аналіз кожного дійсного 
покоління проходить досить швидко, бо кількість 
особин лімітується або умовами існування, або за-
дається проектувальником.  

Для ЕА притаманні ті ж самі терміни та опе-
ратори що і для ГА [5]: ген, геном, ділянка генома, 
генотип, алелі, локус, хромосома, особина.   

Покажемо основні етапи ЕА на рис. 1. При 
ініціалізації ЕА спочатку будь яким чином, зруч-
ним для проектувальника, формують початкову 
популяцію. Кількість особин цієї популяції пови-
нна бути максимально можливою, бо це значення 
значно впливає на подальший перебіг еволюційно-
го процесу, і, відповідно, на кінцеві результати. 

 

 
 

Рисунок 1 – Етапи ЕА 
 
Потім початкова популяція піддається аналізу 

життєздатності, у межах якого визначають особин, 
що будуть брати участь у подальшому життєвому 
циклі. При розв’язанні технічних задач цей аналіз 
відповідає операції перевірці відповідності об’єкта 
технічним та технологічним умовам, що гарантує 
його працездатність.  

Наступним етапом є селекція, тобто відсів не-
дієздатних особин. Ця операція дає змогу у процесі 
подальшого перебігу алгоритму для формування 

батьківських пар долучати лише обраних особин. 
Як вже зазначалося вище, селекція в ЕА при 
розв’язанні задач раціонального проектування мо-
же проводитися декількома підходами: відсів тіль-
ки недієздатних особин або певного відсотка «сла-
бких» особин. «Слабкі» особини визначаються 
шляхом аналізу та сортування дієздатних особин за 
певним критерієм, їх кількість може задаватися 
проектувальником точно або відповідати певному 
відсотку від дієздатних особин.  

Після селекції проводиться перевірка, чи по-
ставлену мету було досягнуто. Якщо так, то з обра-
них особин формується результуюча популяція, 
якщо ні, то алгоритм переходить до наступних ета-
пів. 

Підбір батьківських пар, у відповідності до 
розв’язання задачі раціонального проектування ци-
ліндричних редукторів та коробок передач, як вже 
зазначалося в [5], рекомендовано проводити за на-
ступними стратегіями: panmixia, inbreeding, 
outbreeding. При застосуванні до вказаної задачі ГА 
було запропоновано використовувати лише першу 
зі списку стратегію, зважаючи на її переваги. Але в 
ідеології ЕА це є недопустимим, і необхідно вико-
ристовувати дві та більше стратегій. Вони можуть 
використовуватися як на рівні, так і складати певне 
співвідношення між собою. Така концепція більше 
відповідає реальним біологічним процесам, коли не 
існує виключно моногамних або полігамних видів. 
Так, є домінантні моделі створення батьківських 
пар, але не виключні, тобто, зазвичай зустрічають-
ся змішані стратегії. 

Наступний етап визначає те, як буде проводи-
тись обмін генами, тобто схрещування, або зміна 
гену при мутаціях. З великої кількості можливих 
варіантів схрещування авторами обрано більш зру-
чні з точки зору програмної реалізації та піддатли-
вості для реалізації випадковості процесів. Най-
більш зручними методами є: дискретне одноточко-
ве і багаточкове схрещування, однорідне дискретне 
схрещування, проміжне схрещування. З переліку 
операторів мутацій автори рекомендують викорис-
товувати крокову та модифіковану інверсію [5]. 
Остання передбачає зміну локусів генів тільки в ді-
лянках.  

Сформована популяція знову повинна підда-
тися аналізу, тобто цикл алгоритму замикається. 

Далі розглянемо використання рівномірно ро-
зподілених послідовностей для наведеного алгори-
тму на прикладі розв’язання задачі раціонального 
проектування двоступінчастого циліндричного ре-
дуктора. Геном особини було наведено у [5].  

 

ЛПτ-послідовність як псевдовипадковий 
фактор ЕА. Для досягнення наближення до приро-
дного процесу еволюції необхідно у процесі ЕА за-
безпечити певну долю випадковості. У світовій на-
уці існує декілька крайніх поглядів відносно ево-
люційного процесу. Одна сторона стверджує, що 
еволюція є випадковим процесом, інша – спрямо-
ваною необхідністю.  

Автори закликають не впадати в крайнощі та 
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розглядати ЕА як комплексний процес, що вміщує 
у певних долях випадковість і необхідність. Необ-
хідність визначається числовими і функціональни-
ми технічними та технологічними умовами, що 
призначає проектувальник, а випадковість – вико-
ристанням на певних етапах ЕА псевдовипадкового 
фактору. У якості останнього автори пропонують 
використовувати ЛПτ-послідовність. 

Пропонується в ЕА віддати на розсуд псевдо-
випадковості наступні етапи: генерацію початкової 
популяції, підбір батьківських пар, схрещування та 
мутацію. Але насамперед пропонується розглянути 
«внутрішні» можливості ЛПτ-послідовністі. 

Як відомо, базою для ЛПτ-послідовністі є таб-
лиця чисельників, яка відображає останні в залеж-
ності від номеру виміру простору параметра проек-
тування (j) та параметру l, що бере участь при роз-
рахунку за формулою (4). Надамо загальний вид 
таблиці чисельників у табл. 1, з повною таблицею 
можна ознайомитися у [2]. 

 
Таблиця 1 – Таблиця чисельників 

 

j l=1 2 3 … 18 19 l=20 
1 1 1 1 … 1 1 1 
2 1 3 5 … 196611 327685 983055 
3 1 1 7 … 250113 276231 326411 
… … … … … … … … 
49 1 1 7 … 239693 73299 863545 
50 1 3 5 … 113679 204881 761911 
51 1 1 1 … 37261 431301 176455 

 
Табл. 1 дає змогу досліджувати 51-вимірний 

простір. У межах одного числового експерименту з 
пошуку раціональних параметрів дослідник само-
стійно призначає порядкові номери параметрам 
проектування. Кожному порядковому номеру від-
повідає певний рядок таблиці чисельників. Неявна 
властивість полягає у тому, що у кожному наступ-
ному експерименті з розв’язання однієї і тієї ж за-
дачі проектувальник може змінювати порядкові 
номери параметрів проектування, наприклад, було: 
1 – a, 2 – b, 3 – c, 4 – d; стало: 1 – b, 2 – a, 3 – d, 4 – 
c. Цим досягається можливість отримання у різних 
експериментах для однієї задачі пробних точок з 
відмінними координатами. Це дає змогу більш 
щільно дослідити простір параметрів проектуван-
ня. Також зазначимо, що порядкові номери можуть 
обиратися не тільки проектувальником, а й призна-
чатися за псевдовипадковою послідовністю. Якщо 
кількість змінних проектування значно менша від 
51, то можна зсувати ряд порядкових номерів на 
одну чи декілька позицій, наприклад, було: 1 – a, 
2 – b, 3 – c, 4 – d; стало: 2 – a, 3 – b, 4 – c, 5 – d. 

Таким чином, використовуючи описані вище 
підходи, можна поліпшити етап генерації початко-
вої популяції, досягти її урізноманітнення та збіль-
шення у декілька (два, три чи більше) разів, що 
дасть змогу в перспективі знайти кінцевий резуль-
тат швидше та якісніше. Наприклад, для збільшен-
ня початкової популяції у два рази та впроваджен-
ня фактору випадковості, проектувальник обирає 
два рядки з таблиці чисельників, за якими розрахо-

вує порядкові номери змінних проектування для 
двох генерацій пробних точок, які об’єднуються у 
єдину початкову популяцію (рис. 2).   

Обрання батьківських пар запропоновано [5] 
проводити за стратегією panmixia. Ця стратегія дає 

змогу сформувати до ( )!22

!

−⋅ p

p
 пар батьків. 

 

 
 

Рисунок 2 – Схема збільшення початкової популяції 
 
Пропонується формувати пари за ЛПτ-

послідовністю. 
Виходячи з тестових розв’язань задачі раціо-

нального проектування, проектувальник призначає 
кількість партнерів, які утворять пари з кожною 
особиною поточної популяції. 

Особинам, що гідні створити батьківські пари, 
призначаються порядкові номери, починаючи з 1-го.  

Цей порядковий номер особини стає номером ря-
дку таблиці чисельників (j), а обрана проектувальни-
ком кількість партнерів – кількістю пробних точок, 
тобто і. Якщо порядковій номер особини перевищує 
51, то j для неї знов починають з 1 і так далі.  

Перший та останній порядковий номер особин 
визначає границі інтервалу для обрання пробних то-
чок, тобто порядкових номерів партнерів. У зв’язку з 
тим, що порядковий номер є дійсним натуральним чи-
слом, а на виході з ЛПτ-послідовності маємо раціона-
льне число, то пропонується до нього застосовувати 
процедуру математичного округлення. 

Таким чином, є змога псевдовипадково обирати 
для кожної особини бажану проектувальником кіль-
кість партнерів за їх порядковим номером ( рис. 3).  

Далі розглянемо використання ЛПτ-
послідовності при схрещуванні.  

Для розв’язання задачі раціонального проек-
тування редукторів та коробок передач автори вва-
жать доцільним використовувати наступні стратегії 
схрещування: багаточкове, однорідне дискретне та 
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проміжне схрещування [5].  
Для кожної обраної батьківської пари, подібно 

до стратегії, що описана вище, за ЛПτ-
послідовністю обираємо один з методів схрещу-
вання. Це дає змогу наблизити процес формування 
нащадків до реального еволюційного процесу, коли 
домінантний ген є завжди невизначеним, а процес 
носить випадковий характер. Якщо при проведенні 
тестових експериментів проектувальник бачить не-
достатність кількості нащадків, що виявляється у 
різкому зниженні обсягу популяції, то для збіль-
шення та регулювання чисельності нащадків може 
призначатися декілька стратегій схрещування до 
однієї пари (рис. 4).   

 

 
 

Рисунок 3 – Схема порядкових номерів особин  
та відповідні значення параметру j при обранні  

партнерів для створення батьківських пар 
 

 
 

Рисунок 4 – Схема використання  
стратегій схрещування 

 
У випадку багатоточкового схрещування про-

понується обирати для кожної батьківської пари кі-
лькість та місця точок розриву геномів для обміну 
відповідними фрагментами саме за ЛПτ-
послідовністю. Причому, для однієї батьківської 
пари можливо застосовувати декілька комбінацій 
точок розриву, що дасть змогу збільшити популя-
цію нащадків і урізноманітнити їх (рис. 5).    

При однорідному дискретному схрещуванні 
пропонується обирати за ЛПτ-послідовністю для 
кожної батьківської пари кількість масок, що ви-
значають кількість нащадків, та наповнення цих 
масок. Рекомендована кількість масок – від двох, 
щоб кількість нащадків не була меншою від кіль-
кості батьків (рис. 6). 

Для проміжного схрещування значення гену 
нащадків визначається в залежності від випадкових 

множників, які приймають значення від 0 до 1. 
Значення цих множників пропонується також оби-
рати за ЛПτ-послідовністю. Як і в попередньому 
випадку, рекомендована кількість масок нащадків – 
від двох (рис. 7). 

 

 
 

Рисунок 5 – Ілюстрація можливих варіантів   
при багатоточковому схрещуванні  

для однієї пари батьків:  
I – три точки; II – чотири точки 

 

 
 

Рисунок 6 – Ілюстрація можливих варіантів  
для однієї пари батьків при однорідному  

дискретному схрещуванні: 
I – дві маски;  II – три маски 
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Рисунок 7 – Ілюстрація проміжного схрещування  
з двома масками нащадків 

 
Як вже зазначалося у [5], більш зручними є 

наступні оператори мутацій: крокова та інверсія. 
У тематиці цієї статті розглянемо мутацію інверсія. 
Для розв’язання задачі раціонального проектування 
редукторів та коробок передач необхідно при про-
веденні операції мутації інверсія не сплутувати ді-
лянки між собою і проводити інверсію локусів па-
ри генів однієї ділянки, бо ділянки несуть окремий 
змістовний сенс. Для кожної особини, яка піддаєть-
ся дії оператора інверсії, пропонується за ЛПτ-
послідовністю обирати пару сусідніх генів, що на-
лежать одній ділянці (рис. 8).  

 

 
 

Рисунок 8 – Ілюстрація мутації інверсія:  
I–III – правильні варіанти (одна ділянка);  
IV – неправильний варіант (різні ділянки)  

 

Висновки:  
1. Розглянута актуальність поставленої задачі 

та доведена доцільність використання псевдовипа-
дкових послідовностей в еволюційних алгоритмах 
при раціональному проектуванні зубчастих цилін-
дричних редукторів та коробок передач. 

2. Виконано огляд основних теоретичних ви-
кладок рівномірно розподілених послідовностей та 
ЛПτ-послідовностей, які дають змогу оцінити їхні 
можливості та проаналізувати перспективи засто-
сування при реалізації еволюційних алгоритмів. 

3. Наведені основні теоретичні викладки, що 
стосуються ЕА. Описано алгоритмічну схему кла-
сичного ЕА, яка наочно ілюструє його роботу та 
функціонування. Це дало змогу критично оцінити 
можливі етапи, на яких актуально використовувати 
ЛПτ-послідовності як псевдовипадковий фактор. 
Запропоновано віддати на розсуд псевдовипадко-
вості наступні етапи: генерацію початкової попу-
ляції, підбір батьківських пар, схрещування та му-
тацію. 

4. Проаналізовано «внутрішні» можливості 
ЛПτ-послідовності, а саме використовувати таблиці 
чисельників для отримання пробних точок з від-
мінними координатами у різних експериментах у 
межах однієї задачі. Це дає змогу більш щільно до-
слідити простір параметрів проектування та поліп-
шити етап генерації початкової популяції, досягти 
її урізноманітнення та збільшення у декілька разів, 
завдяки цьому кінцевий результат досягається 
швидше та якісніше. 

5. Розглянуто особливості використання ЛПτ-
послідовності при схрещуванні. Рекомендовано для 
кожної обраної батьківської пари обирати один з 
описаних методів схрещування саме за ЛПτ-
послідовністю. Це дає змогу наблизити процес фо-
рмування нащадків до реального еволюційного 
процесу, коли він носить випадковий характер. Ро-
зглянуто особливості та наочно проілюстровано 
використання ЛПτ-послідовностей при реалізації 
рекомендованих генетичних операторів схрещу-
вання для батьківських пар.  

6. Розглянуто особливості та наочно проілюс-
тровано використання ЛПτ-послідовностей при ре-
алізації рекомендованого генетичного оператора 
мутації. 
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Е. И. ЗИНЧЕНКО, Н.В. ПРОКОПЕНКО, В.Н. КРАСНОКУТСКИЙ, А. В. КРАХМАЛЕВ 
 
ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ БЫСТРОХОДНЫХ КУЛАЧКОВЫХ И  
КУЛАЧКОВО-РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

 
Обсуждается вопрос постановки задач оптимизации параметров кулачковых и кулачково-рычажных механизмов в свете системного 
подхода к проектированию. Анализируется современное состояние оптимизационного синтеза рассматриваемых типов механизмов. 
Исходными данными при оптимизации параметров являются: перемещения ведомого звена на всех участках интервала движения, 
соответствующие им фазовые углы поворота кулачка и закон изменения внешней нагрузки. Искомыми являются параметры 
передаточного механизма, параметры кулачкового механизма (межцентровое расстояние, длина коромысла, радиус ролика, 
минимальный радиус-вектор профиля кулачка)  и параметры законов движения ведомого звена на каждом интервале его перемещения, 
которые задаются в виде алгебраических многочленов либо сплайнов. Также искомыми могут быть и конструктивные параметры 
механизма, например, ширина линии контакта пары кулачок – ролик, размеры низших кинематических пар, жесткость и 
предварительное сжатие пружины в случае силового замыкания высшей пары. Общее количество искомых параметров зависит от 
выбранного в процессе реализации алгоритма комплексной оптимизации уровня решения задачи оптимизации рассматриваемого 
механизма. К числу обязательных ограничений при оптимизации параметров кулачково-рычажных механизмов следует отнести 
габаритные, которые позволяют разместить механизм в отведенном для него пространстве. Кроме того, могут встречаться 
специфические ограничения, отражающие особенности выполняемых  технологических операций и условий работы механизма. В 
указанной постановке решены задачи оптимизации параметров ряда тестовых и реальных кулачковых и кулачково-рычажных 
механизмов полиграфических и текстильных машин.  

Ключевые слова: кулачковые механизмы; кулачково-рычажные механизмы; оптимизация; целевая функция; профиль кулачка; 
критерии оптимизации; нормальная реакция; коэффициент контактных напряжений; коэффициент износа  

 

О. І. ЗІНЧЕНКО, М. В. ПРОКОПЕНКО, В. М. КРАСНОКУТСЬКИЙ, О. В. КРАХМАЛЬОВ 
ОПТИМІЗАЦІЯ ПАРАМЕТРІВ ШВИДКОХІДНИХ КУЛАЧКОВИХ І  
КУЛАЧКОВО-ВАЖІЛЬНИХ МЕХАНІЗМІВ  

Обговорюється питання постановки задач оптимізації параметрів кулачкових і кулачково-важільних механізмів у світлі системного 
підходу до проектування. Аналізується сучасний стан оптимізаційного синтезу розглянутих типів механізмів. Вихідними даними при 
оптимізації параметрів є: переміщення веденої ланки на всіх ділянках інтервалу руху, відповідні їм фазові кути повороту кулачка і закон 
зміни зовнішнього навантаження. Шуканими є параметри передаточного механізму, параметри кулачкового механізму (міжцентрова 
відстань, довжина коромисла, радіус ролика, мінімальний радіус–вектор профілю кулачка) і параметри законів руху веденої ланки на 
кожному інтервалі її переміщення, які задаються у вигляді алгебраїчних многочленів або сплайнів. Також шуканими можуть бути і 
конструктивні параметри механізму, наприклад, ширина лінії контакту пари кулачок – ролик, розміри нижчих кінематичних пар, 
жорсткість і попереднє стиснення пружини в разі силового замикання вищої пари. Загальна кількість шуканих параметрів залежить від 
обраного у процесі реалізації алгоритму комплексної оптимізації рівня розв’язання задачі оптимізації даного механізму. До числа 
обов'язкових обмежень при оптимізації параметрів кулачково-важільних механізмів слід віднести габаритні, які дозволяють розмістити 
механізм у відведеному для нього просторі. Крім того, можуть зустрічатися специфічні обмеження, що відображають особливості 
виконуваних технологічних операцій і умов роботи механізму. У зазначеній постановці розв’язані задачі оптимізації параметрів низки 
тестових і реальних кулачкових та кулачково-важільних механізмів поліграфічних і текстильних машин.  

Ключові слова: кулачкові механізми; кулачково-важільні механізми; оптимізація; цільова функція; профіль кулачка; критерії 
оптимізації; нормальна реакція; коефіцієнт контактного напруження; коефіцієнт зношування 

 
O. ZINCHENKO, M. PROKOPENKO, V. KRASNOKYTSKIY, O. KRAKHMALYOV   
PARAMETERS OPTIMIZATION OF FAST TRACK CAM AND CAM–L EVER MECHANISMS  

The problem of optimization task setting for cam and cam–lever mechanisms parameters is discussed in the light of design systematic approach. 
The current state of optimization synthesis of mechanisms under consideration is analyzed. The initial data for optimization parameters are: the 
movement of the slave link in all parts of motion range, the corresponding phase angles of cam rotation and the law of change in external loading. 
The required parameters are: the transmission mechanism, the parameters of the cam mechanism (center–to–center distance, the length of the 
rocker arm, the roller radius, the minimum radius vector of the cam profile) and the parameters of the laws of motion of the driven member at each 
interval of its movement, which are specified in the form of algebraic polynomials or splines. Also, the mechanism design parameters can be 
required parameters, for example, the width of the contact line of a cam-roller pair, the dimensions of the lower kinematic pairs, stiffness and 
spring pre–compression in the case of the force closure of the higher pair. The total number of required parameters depends on the level of solving 
optimization problem of the mechanism under consideration chosen during the implementation of the algorithm for complex optimization. The 
number of mandatory restrictions in parameters optimization the of cam–lever mechanisms should be attributed to the overall dimensions, which 
allow to place the mechanism in a space allocated for it. In addition, there may be specific limitations reflecting the features of the technological 
operations performed and the operating conditions of the mechanism. In this formulation, parameters optimization tasks are solved for a number of 
test and real cam and cam–lever mechanisms of printing and textile machines. 

Keywords: cam mechanisms; cam-lever mechanisms; optimization; objective function; cam profile; optimization criteria; normal reaction; 
contact stress ratio; wear coefficient  

 
 

Введение. Наибольшее распространение в 
сложных цикловых технологических машинах и 
автоматах нашли кулачковые и кулачково-
рычажные механизмы, вопросам проектирования 
которых посвящено большое количество 
различных работ. Эти вопросы достаточно 
разработаны в настоящее время [1–7]. 

Кулачково-рычажные механизмы получили 

широкое распространение в качестве 
исполнительных механизмов различных 
многооперационных машин-автоматов. Однако 
широкие возможности, заключающиеся в 

© Е. И. Зинченко, Н. В. Прокопенко,  
    В. Н. Краснокутский,  А. В. Крахмалев, 2019 
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применении указанных механизмов, используются 
не полностью из-за отсутствия в литературе 
достаточно обоснованной и точной методики их 
синтеза и проектирования.  

В данной статье обосновываются основные 
критерии оптимизации и рациональная постановка 
задачи оптимизации параметров. 

Решены некоторые задачи оптимизации 
параметров тестовых и реальных кулачковых и 
кулачково–рычажных механизмов. Проведен 
анализ полученных результатов и сделаны выводы.  

Целью данной статьи является разработка 
теоретической базы комплексной оптимизации 
параметров цикловых механизмов технологических 
машин и автоматов, обеспечивающей их 
максимальную производительность. Под 
комплексной подразумевается такая оптимизация 
параметров механизмов, которая обеспечивает 
экстремальные показатели работы машины, и 
прежде всего – максимальную цикловую 
производительность. 

Анализ литературных источников. В 
развитие общей теории проектирования цикловых 
механизмов большой вклад внесли русские и 
советские ученые. Это И.И. Артоболевский,  Л.В. 
Ассур, В.Я. Белецкий, Я.Л. Геронимус, А.А. 
Грунауэр, У.А. Джолдасбеков и другие. В 
настоящее время существует не столь много 
публикаций, посвященных этому вопросу [8–10].  

Например, монография [9] посвящена синтезу 
и разработке новых механизмов прерывистого 
вращательного движения выходного звена, 
построенных на базе спаренных коромысловых 
кулачкових механизмов. Различным размещением 
на входном валу кулачков получались разные 
модификации этих механизмов. Соответствующим 
выбором закона движения выходного звена и 
геометрических параметров звеньев, их 
расположением получен оптимальный вариант 
кинематической схемы по разным кинематическим 
и динамическим характеристикам. 

В работе [10] описан способ образования 
кулачково-цевочных механизмов прерывчатого 
вращательного движения и методы их 
кинематического и динамического синтеза. В 
работе описан способ проведения твердотельного 
моделирования, который позволяет осуществлять 
параметрическую оптимизацию системы. 

В статье [11] рассмотрена методика синтеза 
структур кулачковых механизмов. Приведен 
алгоритм создания структур кулачковых 
механизмов. Рассмотрены схемы кулачковых 
механизмов. В рассмотренных публикациях 
поставленная в данной работе задача не нашла  
своего полного решения. 

Обоснование выбора критериев 
оптимизации параметров и ограничений 
быстроходных кулачковых и кулачково–
рычажных механизмов. При проектировании 
быстроходных кулачковых и кулачково–рычажных 
механизмов в качестве целевой функции можно 
принять критерий  

[ ]π∈ϕ
ϕσ=

2,0
1 ),(max)( XXF н  (1)

либо  

[ ]π∈ϕ
ϕρ∆=

2,0
2 ),(max)( XXF . (2)

В работе [12] доказывается, что минимизация 
целевой функции (1) приводит к уменьшению 
критерия (2), где (1) – максимальные контактные 
напряжения в высшей паре, (2) – максимальный 
нормальный износ. 

Однако нормальную реакцию при 
оптимизации быстроходных механизмов         

,cos/)Re( 21 θα+ψ+= lNesignMN  

,22
yx RRR +=  

,)sin( xx PNR −θ−ψ=  
,)cos( yy PNR −θ−ψ−=  

(3)

от которой зависит критерий, следует определять с 
учетом упругих колебаний кулачка и ведомой цепи 
[13]. При этом существует два похода к 
определению нормальной реакции – она либо 
увеличивается на величину, зависящую от 
коэффициента динамичности, либо определяется в 
результате решения системы дифференциальных 
уравнений, описывающих движение приведенных 
масс принятых динамических моделей. Первый 
подход прост в реализации, но дает недостоверные 
результаты. Второй подход более сложен, ибо для 
определения N  необходимо решить, чаще всего 
численными методами, систему 
дифференциальных уравнений, но он позволяет 
более точно определить нормальную реакцию, если 
правильно выбраны динамическая схема 
механизма и ее параметры. 

Вопросы выбора критериев, из которых 
формируются целевая функция и функции 
ограничений, являются одними из самих сложных 
при оптимизационном синтезе механизмов. Выбор 
того или иного критерия зависит от существующих 
представлений о работоспособности механизма, а 
также от уровня развития математических методов 
оптимизации и возможностей современных 
прикладных пакетов расчета механизмов.  

Комплексная оптимизация параметров 
механизмов с кулачком предполагает решение 
задачи  

Ω∈
=

x
XFXF )(min)( *

1  (4)

где { }mjXfX j ,...,1,0)( =≤=Ω  – допустимая 

область варьирования параметров; 
{ } ),...,1(,,...,1 nixxxX in ==  – варьируемые 

параметры механизма; 
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),...,1()( mjXf j =  – функции ограничений; 

m  – число ограничений. 
При этом целевая функция будет иметь вид (5) 

или (6): 

),()( XXF iji ϕ∆=  (5)

где ijϕ∆  – фазы движения, принадлежащие 

критическому циклу,  

),(/1)( XAXF i=  (6)

где )(XAi  – функция работоспособности. 

Конкретизацией функции (6) являются 
функции (1) и (2). Рассмотрим сначала постановку  
и решение задачи (4) при целевой функции (6), 
которую будем называть основной. Исходными 
данными для оптимизации являются: перемещения 
ведомого звена на всех участках интервала 
движения   ( piiii ,...,1,

01 111 =ψ−ψ=ψ ∑ , где i∑ψ1  

– размах коромысла СD  на i  – м интервале, p  – 

число интервалов), соответствующие им углы 
поворота кулачка ( iii 01 ϕ−ϕ=ϕ∆ ) и закон 

изменения внешней нагрузки. Искомыми являются 
параметры  ( nxxx ,...,, 21 ) передаточного механизма, 

параметры кулачкового механизма (межцентровое 
расстояние L (рис. 1), длина l  коромысла AB , 
радиус ролика r , угол 0ψ , определяющий 

начальное положение коромысла) и профиль 
кулачка. Искомыми могут являться и 
конструктивные параметры, например, ширина 
линии контакта пары кулачок–ролик, материал, 
размеры и другие характеристики низших 
кинематических пар, жесткость и предварительное 
сжатие замыкающей пружины в случае силового 
замыкания. Если передаточного механизма нет, то 
в исходных данных вместо размаха звена СD  
должен быть задан размах коромысла AB . 

 

ϕ

 
 

Рисунок 1 – Обобщенная схема механизма  
с кулачком [11] 

 

В качестве целевой принимается одна из 
функций (1) или (2), а значение второй может быть 
ограничено. Следовательно, оптимизация параметров 
механизма является минимаксной задачей 
математического программирования. К числу 
обязательных ограничений, кроме критериальных, 
следует отнести габаритные, которые позволяют 

разместить механизм в отведенном для него 
пространстве, обеспечивают проворачиваемость 
кулачка, позволяют разместить в ролике подшипник 
качения или скольжения [14] и т.п. Кроме того, при 
проектировании каждого механизма могут 
встречаться специфические ограничения, 
отражающие особенности выполняемых 
технологических операций и условий работы 
механизма. Например, в ряде случаев необходимо 
ограничить максимальную скорость коромысла [15], 
максимальное значение модуля его отрицательного 
ускорения (для предотвращения отрыва заготовки от 
ведомого звена за счет сил инерции) и т.д.  

В механизмах с кулачком может осуществляться 
либо силовое, либо кинематическое замыкание 
высшей пары. В случае кинематического замыкания 
при вычислении критериев (1) и (2) необходимо  
предварительно определить, какой профиль 
взаимодействует с роликом коромысла. Этот профиль 
легко определяется по знаку реакции N . При 
силовом замыкании параметры замыкающей 
пружины могут бать заданы или являются искомыми. 
В последнем случае приведенный к оси коромысла 
момент сил замыкающей пружины определяется по 
формуле  

,/max)(
2

2
2














ψ

ϕ
ψ−ψ+αω=

ϕ d

d
JM пр  

 
(7)

где J  – приведенный к оси коромысла момент 
инерции ведомых звеньев; 

ω  – угловая скорость кулачка,  
α  = 0,3÷0,5 – коэффициент, определяющий 

надежность замыкания высшей пары [16, 2]. 
Параметры замыкающей пружины зависят от 

закона движения коромысла, который сам может 
быть искомым при решении задачи оптимизации 
параметров механизма. 

Особенности решения поставленной задачи 
рассмотрим на примере оптимизации параметров 
модельного механизма (рис. 2) при следующих 

исходных данных: L =200 мм, =ψ∑  30°; 

21 ϕ∆=ϕ∆ =90° ( 1ϕ∆  и 2ϕ∆   фазовые углы 

поворота кулачка, соответствующие интервалам 
удаления  и сближения коромысла). На каждом 
интервале осуществляется движение типа “выстой 
–  подъем –выстой”. 

 

 
Рисунок 2 – Кинематическая схема плоского кулачкового 

механизма с роликовым коромыслом 
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Вместо критериев (1) и (2) введем прямо- 
пропорциональные критерии, которые назовем 
коэффициентом контактных напряжений  σF  [17]: 

,5.05.0 −
σ ρ= прNF   (8)

и коэффициентом износа ρ∆F  [17]: 

,5,05.1 −
ρ∆ ρ= прNF  (9)

где kпр r ρ+=ρ− /1/15.0  ( kρ  – минимальный радиус 

кривизны выпуклого участка профиля кулачка). 
Исходя из условий выполнения требуемого 

технологического процесса, при расчетах были 
приняты следующие габаритные ограничения: 

301≥kr мм, 1402≤kr мм, 

20≥r мм, 40≥l мм, 

 
(10)

где 1kr  и 2kr  соответственно минимальное и 

максимальное значения радиус–вектора рабочего 
профиля кулачка. 

В табл. 1 приведены значения критериев, 
параметры механизмов и максимальные величины 
угла давления и модуля коэффициента ускорения 
исходного механизма и механизмов, получившихся 
в результате оптимизации. При расчетах было 
принято, что коромысло кулачкового механизма 
имеет чисто инерционное нагружение, его момент 
инерции относительно оси вращения равен 1 кг⋅м2, 
замыкание высшей пары силовое. Момент 
замыкающей пружины определялся по формуле  
(7) при α  = 0,5. 

В табл. 1 (здесь У  – интервал удаления 
коромысла; C  – интервал сближения коромысла) 
приведены  результаты различных вариантов 
оптимизации модельного механизма при целевых 
функциях (8) и (9). Первый вариант связан с 
варьированием только параметров кулачкового 
механизма ( 2,, krrl ). На интервалах удаления и 

сближения коромысло движется по закону Шуна. 
Этот же закон принят и для исходного механизма. 
Во втором варианте оптимизации, кроме 
параметров механизма, варьировались параметры 
закона движения коромысла как на интервале его 
удаления, так и на интервале сближения. Третий 

вариант отличается от второго тем, что при 
минимизации коэффициента износа введено 
ограничение на коэффициент контактных 
напряжений: 2)(max ≤ϕσ

ϕ
F . 

Законы движения на каждом интервале 
движения искались в виде многочленов 9–й 
степени, удовлетворяющих 6 условиям [18]: 

,0)0(...)0()0( )( 1 ===′= maaa  

,0)1(...)1()1( )( 2 ===′= maaa  

 
(11)

где 221 ++= mmm  ( m  – количество условий),  

       )(ka  – коэффициент пути,  

       [ ]1,0∈k  – безразмерное время. 
Многочлены имеют по 4 коэффициента, 

свободных для варьирования. Таким образом, 
общее число варьируемых параметров при 
реализации 2–го и 3–го вариантов равно 11. 

В табл. 2 приведены результаты оптимизации 
рассмотренного механизма при тех же ограничениях, 
но в предположении, что на коромысло действует 
постоянный крутящий момент.  

Приведенные в табл. 1 и 2 результаты 
подтверждают сделанные ранее выводы [12] и 
позволяют сформулировать ряд новых. 

1. Оптимизация параметров приводит к 
существенному (в примере в – 1,5–2,5 раза) 
уменьшению износа профиля кулачка. 

2. Оптимизация является более эффективной, 
если варьируются не только параметры механизма, 
но и параметры законов движения. 

3. При минимизации одного из критериев (8) 
или (9) второй критерий может как уменьшаться, так 
и увеличиваться. Причем минимизация 
коэффициента износа приводит к увеличению 
коэффициента контактных напряжений, а при 
минимизации последнего оба коэффициента 
уменьшаются. Кроме того, уменьшения обоих 
коэффициентов можно добиться, если при 
минимизации  одного критерия ограничить величину 
другого (3–й вариант оптимизации в табл. 1). 

4. При совместной оптимизации параметров 
механизма и параметров законов движения 
получаются законы движения с несимметричной 
тахограммой. 

 

Таблица 1 – Результаты расчетов 
 

 

σFmax  ρ∆Fmax  maxθ ,  

град 
)(max kc

k
 

 
Вариант 
оптими- 
зации 

l , 
мм 

r , 
мм 

2k
r , 

мм 
У  C  У  C  У  C  У  C  

Исходный 
механизм 

 165 30 130 2,48 2,46 345 410 42,2 46,0 5,77 5,77 

1 187 95 140 1,65 5,76 224 224 49,8 34,8 5,77 5,77 
2 188 118 130 1,44 4,16 160 160 49,0 37,6 6,37 7,34 

Минимизация 

ρ∆F  
3 184 106 137 1,46 2,00 167 160 48,2 36,2 6,20 7,06 
1 161 82,5 140 1,71 1,71 238 237 43,5 30,0 5,77 5,77 Минимизация 

σF  2 160 115 140 1,44 1,44 194 180 46,6 38,3 6,77 6,77 
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Таблица 2 – Результаты расчетов 
 

 
 

5. Несмотря на отсутствие ограничений на углы 
давления, их экстремальные значения в 
оптимальных механизмах оказались в 
общепринятых пределах, причем максимальные 
значения углов давления могут быть существенно 
различными на интервалах удаления и сближения 
коромысла. 

Сделанные выводы подтверждаются и 
результатами оптимизации параметров реального 
механизма: кулачково–рычажного механизма 
подъема корпуса кашировальной колодки 
блокообрабатывающего агрегата, кинематическая 
схема которого показана на рис. 3. Этот механизм 
применяется в полиграфической промышленности. 

 

 
 

Рис. 3 – Кинематическая схема механизма  
подъема корпуса кашировальной колодки 

блокообрабатывающего агрегата 
 

Ведомый ползун механизма имеет два участка 
движения типа “выстой – подъем – выстой”, 
которым соответствуют фазовые углы поворота 
кулачка 21 ϕ∆=ϕ∆  = 61°. 

Варьируемыми параметрами при оптимизации 
являлись: длина коромысла l , длина x   рычага 

1AO , радиус ролика r , максимальный радиус–

вектор рабочего профиля кулачка 2kr  и параметры 

законов движения на интервалах подъема и 
опускания ползуна. Законы движения, как и в 
предыдущей задаче, задавались в виде многочленов 
9–й степени, четыре коэффициента которых 
являлись варьируемыми параметрами.     

Так как ход ползуна H  (рис. 4) намного 
меньше длины рычага АВ  и при среднем 
положении ползуна рычаг 1AO  всегда занимает 

горизонтальное положение, приведенная к точке 1O  

масса ползуна была принята постоянной. Размах 
коромысла, межцентровое расстояние  LОO =1  и 

приведенный к точке 1O  момент инерции ведомых 

звеньев механизма зависят от длины x  рычага 1AO  

и определяются формулами: )/9arcsin(2 x=ψ∑ , 

22 180)525( +−= xL мм, 2015,0 xJ =  кг⋅м2, где x  

измеряется в мм.    
 

 
 

Рис. 4 – Зависимость силы P  (см. рис. 3)  
от перемещения ползуна 

 

На варьируемые параметры были наложены 
следующие габаритные ограничения: 

400≤+ rl , 300200 ≤≤ x , 
50≤r , 601 ≥kr , 1102 ≤kr , 

 
(12) 

где все линейные размеры измеряются в мм. 
Замыкание высшей пары рассматриваемого 

кулачково-рычажного механизма осуществляется 
силой веса звеньев. Для надежного замыкания 
высшей пары было принято, что модуль 
отрицательного момента приведенных к оси 
коромысла сил инерции не должен превышать 40 % 
приведенного к этой оси момента сил веса звеньев 
механизма. Этим требованием обусловлено введение 
функционального ограничения: 

.04,0max
2

2
2 ≤−












ϕ
ψω−

ϕ
Gx

d

d
J  

 
(13) 

При оптимизации параметров 
минимизировалось максимальное значение 
коэффициента контактных напряжений (8). В 
результате оптимизации оно уменьшилось с 10,25 до 
7,85 (на 23 %), а максимальное значение 
коэффициента износа (9) автоматически понизилось 
с 2100 до 1242 (на 40%).  

Отметим, что при варьировании только 
кинематических параметров механизма 
максимальное значение коэффициента контактных 

ρ∆Fmax  σFmax  maxθ ,  

град 
)(max kc

k
 

 
Вариант 
оптими- 
зации 

l , 
мм 

r , 
мм 

2kr , 

мм У  C  У  C  У  C  У  C  
Исходный 
механизм 

 165 30 130 165 159 2,02 1,96 42 46 5,77 5,77 

1 182 68,9 138 125 125 1,57 2,27 48 29 5,77 5,77 Минимизация 

ρ∆F  2 212 91 140 101 101 1,57 2,15 52 36 6,52 7,07 
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напряжений уменьшилось с 10,25 до 9,37 (на 8,7 %). 
Параметры полученного оптимального механизма 
приведены в табл. 3.  

Полученный оптимальный механизм имеет 

максимально допустимые ограничения (12) на 
значения радиуса ролика r  и максимального 
радиус–вектора рабочего профиля кулачка 2kr . 

 
Таблица 3 – Результаты расчетов 

 

 
Задача минимизации σFmax  решалась при 

разных ограничениях на величину 2kr : *
22 kk rr ≤ , 

где значение *
2kr  изменялось от 94 до 140 мм. 

Остальные ограничения не изменялись. Во всех 
случаях максимальный радиус–вектор рабочего 
профиля принимал максимально возможное 
значение. Однако скорость уменьшения 
минимизируемого критерия по мере увеличения 

*
2kr  резко падала. Так, при значениях *

2kr , равных 

94, 100, 110, 120 и 140 мм, соответствующие 
значения σFmax  оказались равными 8,77, 8,36, 

7,85, 7,44 и 7,25. При этом получились следующие 
значения  ρ∆Fmax : 1370, 1276, 1242, 1210 и 1200. 

Эти результаты указывают на то, что при 
постановке задачи оптимизации следует строго 
обосновывать ограничение на 2kr . 

Приведенные результаты подтверждают уже 
отмеченную выше тенденцию: при минимизации 
максимальных контактных напряжений 
одновременно уменьшается и максимальный 
нормальный износ профиля кулачка. Покажем, что 
это не случайно. Из (8) и (9) следует, что  

σρ∆ ⋅= FNF , или  

).,(),(),( ϕ⋅ϕ=ϕ σρ∆ XFXNXF  (14) 

Очевидно, что 

[ ]
).,(max),(max
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(15)

Это следует из соотношений: 
 

[ ] ),,(),(),(),(max ** ϕ⋅ϕ=ϕ⋅ϕ σσ
ϕ

XFXNXFXN  

),(max),(0 * ϕ≤ϕ≤
ϕ

XNXN , 

),(max),(0 * ϕ≤ϕ≤ σ
ϕ

σ XFXF . 

 

Из (14) вытекает, что, если при минимизации 
максимального значения коэффициента контактных 
напряжений не увеличивается максимальное 
значение нормальной реакции, то максимальное 
значение коэффициента износа уменьшается. В то 
же время накопленный опыт свидетельствует о том, 
что при минимизации максимальных контактных 
напряжений максимальное значение нормальной 
реакции уменьшается, поэтому обязательно будет 
уменьшаться и максимальное значение 
коэффициента износа. Из всего сказанного следует 
важный практический вывод: если при 
проектировании кулачкового механизма не 
известно, из-за чего раньше произойдет потеря 
работоспособности (из-за контактного 
выкрашивания профиля кулачка или из-за его 
износа), то при оптимизации параметров механизма 
следует минимизировать максимальные контактные 
напряжения. 

При оптимизации параметров механизмов с 
кулачком с целью оптимизации циклограммы 
машины необходимо минимизировать фазовый 
угол ϕ∆ , т.е. найти такой вектор параметров *X , 

при котором  

).(min)( * XX
x

ϕ∆=ϕ∆
Ω⊂

 (16)

Выясним, как связан критерий (16) с 
критериями (1) и (2). Критерии (1) и (2) зависят от 
угла давления θ  и радиуса кривизны 
теоретического профиля кулачка ρ :     

,
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(18) 

σFmax  ρ∆Fmax  
 ,2

1

ϕ∆=
=ϕ∆   

град 

2kr , 

мм 

r , 
мм 

2k
r , 

мм 

l , 
мм 

L , 
мм 

x , 
мм 

ψ∆ , 

град 
0ψ , 

град У  C  У  C  

Исходный 
механизм 

61 94 45 71,5 313,0 328,7 250,0 4,13 20,74 10,11 10,25 2100 1950 

Минимизация 

σF  61 110 50 78,3 355,6 340,4 200,1 5,13 20,23 7,85 7,85 1242 1134 

Минимизация 
21 ϕϕ ∆==∆  54 120 50 88,7 348,3 371,5 200,0 5,06 21,92 7,85 7,85 1230 1150 
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где )( 0ψ+ψ  – угол, определяющий положение 

коромысла ( см. рис. 2); 

0ψ  – его начальное (минимальное) значение; 

ϕψ dd /  и 22 / ϕψ dd  – соответственно аналоги 

скорости и ускорения коромысла; 
L  – межцентровое расстояние; 
l  – длина коромысла; 
α  – коэффициент ( α  = 1, когда при удалении 

коромысла кулачок и коромысло вращаются в 
разные стороны, иначе 1−=α  и аналог скорости на 
интервале удаления коромысла принимается 
положительным). 

Подставив в формулы вместо аналогов 
скорости и ускорения их значения, выраженные 
через коэффициенты скорости )(kb  и ускорения 

)(kc , получим выражения для θtg  и ρ : 

 

 ,
sin

cos]1/)([

ψ
ψ−+ϕ∆ψα

=θ ∑

L

Lkbl
tg  

 

)./)cos)(

sin)())(((cos

sin/()cos/sin(

2

22

ϕ∆θ−

−θψ+ϕ∆αθψ+
+ψθψ=ρ

∑∑

kc

kbkbl

LL

 

 
(19)

(20)

Из (19) и (20) видно, что θ  и ρ , а следовательно, 

и критерии (1) и (2), в явном виде зависят от ϕ∆ , т.е. 

от критерия (16). Формул, позволяющих выразить 
критерий (16) через критерии (1) или (2) либо через 
другие критерии, учитываемые при проектировании 
механизмов с кулачком, нет. Нельзя выразить ϕ∆  и 

через искомые параметры механизма. Таким образом, 
при решении задачи (16) возникает своеобразная 
ситуация: минимизируемая функция не вычисляется 
через искомые параметры, а критериальные 
ограничения зависят от минимизируемой функции. 
Предлагается следующий итерационный процесс 
решения этой задачи. 

1. Задается фазовый угол ϕ∆  и решается 

задача (4) при целевой функции (1). 
2. Если получившееся в результате значение 

минимизируемого критерия меньше допустимого, 
то значение ϕ∆  уменьшается, и снова выполняется 

пункт 1. И так до тех пор, пока минимизируемый 
критерий не станет равным допустимому значению. 

Таким образом, решение задачи (16) 
предполагает многократное решение основной 
задачи, т.е. задачи (4) при целевой функции (1). 

Задача (16) была решена для рассмотренного 
выше механизма подъема корпуса кашировальной 
колодки блокообрабатывающего агрегата (рис. 3). 
Минимизация фазовых углов движения iϕ∆  

(принималось 1ϕ∆ = 2ϕ∆ ) производилась при 

ограничении коэффициента контактных 
напряжений  ( 85.7≤σF ) и ограничениях (12), (13). 

Правда, одно из них, а именно (12), было 

ослаблено: ≤2kr 120 мм. В результате оптимизации 

параметров механизма фазовые углы iϕ∆  

уменьшились с 61° до 54°. Параметры полученного 
оптимального механизма приведены в табл. 3. В 
результате оптимизации появилась возможность 
увеличить цикловую производительность 
блокообрабатывающего агрегата на 12%. 

Выводы. Таким образом, системный подход к 
проектированию требует решения задач 
оптимизации, на порядок более сложных, чем 
обычные задачи оптимизации параметров 
механизмов. В указанной постановке решены 
задачи оптимизации параметров ряда тестовых и 
реальных кулачковых  и кулачково-рычажных 
механизмов полиграфических и текстильных 
машин. Анализ полученных результатов позволил 
сделать следующие выводы:  

1. Оптимизация параметров приводит к 
существенному (в примере в 1,5–2,5 раза) 
уменьшению износа профиля кулачка. 

2. Оптимизация является более эффективной, 
если варьируются не только параметры механизма, 
но и параметры законов движения. 

3. При совместной оптимизации параметров 
механизма и параметров законов движения 
получаются законы движения с несимметричной 
тахограммой. 

4. Несмотря на отсутствие ограничений на 
углы давления, их экстремальные значения в 
оптимальных механизмах лежат в общепринятых 
пределах, причем имеют разные значения на 
интервалах удаления и сближения ведомого звена. 

Полученные результаты позволили сделать 
основной вывод: комплексная оптимизация 
параметров механизмов позволяет без 
дополнительных  капитальных затрат повысить 
производительность технологического 
оборудования в среднем на 10–15%. 
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О. Є. КОНОВАЛЕНКО, В. О. БРУСЕНЦЕВ 

МУЛЬТИАГЕНТНІ СИСТЕМИ УПРАВЛІННЯ ТА ПІДТРИМКИ ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ 

Розглядаються питання практичного використання багатоагентних технологій. Наводиться опис специфічних властивостей багатоагент-
них систем, що визначають області їх практичного застосування, а також приклади успішного використання багатоагентного підходу для 
вирішення важливих практичних завдань. Основна увага приділяється проблемі взаємодії агентів із зовнішнім середовищем. У зв'язку з 
цим наводиться опис прикладів зовнішнього середовища декількох багатоагентних систем. Також міститься опис моделі віртуальної 
реальності та віртуального простору, які відображають повний життєвий цикл прикладних багатоагентних систем. З урахуванням спря-
мованості статті основна увага при описі середовища також приділяється опису пропонованих у ній рішень, використаних для реалізації 
механізмів взаємодії агентів із зовнішнім середовищем. 

Ключові слова: багатоагентна технологія; мультиагентна система; агент; мехатроніка; нейронні мережі; віртуальний простір; вір-
туальна реальність; база знань 

О. Е. КОНОВАЛЕНКО, В. А. БРУСЕНЦЕВ  
МУЛЬТИАГЕНТНЫЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ И ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ   

Рассматриваются вопросы практического использования многоагентных технологий. Приводится описание специфических свойств мно-
гоагентных систем, которые определяют области их практического применения, а также примеры успешного использования многоагент-
ного подхода для решения важных практических задач. Основное внимание уделяется проблеме взаимодействия агентов с внешней сре-
дой. В связи с этим приводится описание примеров внешней среды нескольких многоагентных систем. Также содержится описание мо-
дели виртуальной реальности и виртуального пространства, которые отражают полный жизненный цикл прикладных многоагентных 
систем. С учетом направленности статьи основное внимание при описании среды также уделяется описанию предлагаемых в ней реше-
ний, используемых для реализации механизмов взаимодействия агентов с внешней средой. 

Ключевые слова: многоагентная технология; мультиагентная система; агент; мехатроника; нейронные сети; виртуальное про-
странство; виртуальная реальность; база знаний 

О. KONOVALENKO, V. BRUSENTSEV  
MULTI-AGENT MANAGEMENT AND DECISION SUPPORT SYSTEMS  

The questions of practical use of multi-agent technologies are considered. The description of the specific properties of multi-agent systems is pre-
sented, which determine the scope of their practical application, as well as examples of successful use of the multi-agent approach for solving im-
portant practical problems. The main attention is paid to the problem of agents interaction with an external environment. In this regard, the descrip-
tion of examples is given for the environment of several multi-agent systems. It also contains a description of the virtual reality model and virtual 
space, which reflect the full life cycle of multi-agent application systems. Taking into account the direction of the paper, the main attention is also 
paid the description of the environment to the description of the proposed solutions used to implement the mechanisms of interaction between 
agents and the environment. 

Keywords: multi-agent technology; multi-agent system; agent; mechatronics; neural networks; virtual space; virtual reality; knowledge base 
 
 

Вступ. Проблема колективної поведінки і гру-
пового управління не є новою і досліджується вже 
протягом кількох десятиліть, починаючи з класичних 
робіт Дж. Фон Неймана, М. Цейтліна, В. Варшавсь-
кого і Д. Поспєлова та ін. [1]. Її актуальність зростає 
рік від року, причому в даний час проблема групово-
го управління ставиться вже по-новому, а для її ви-
рішення потрібні нові парадигми концептуалізації, 
нові моделі формалізації та нові архітектури побудо-
ви, що, в свою чергу, вимагає створення нових тех-
нологій проектування і програмної реалізації. Зумов-
лено це, насамперед, особливостями сучасних при-
кладних задач групового управління, зокрема, знач-
ним зростанням їх масштабності, необхідністю за-
безпечити узгоджене функціонування великої кіль-
кості гетерогенних підсистем, організованих в мере-
жу, різні вузли якої можуть працювати в різних опе-
раційних середовищах і використовувати різні кому-
нікаційні протоколи. В таких додатках найважчими 
виявляються два дуже різних завдання, а саме: забез-
печення ефективної координації групової поведінки 
та створення програмної інфраструктури (платфор-
ми), що підтримує взаємодію великої кількості різ-
норідних пристроїв і програм. 

Особливо важкими є завдання управління гру-
пами рухомих об'єктів, коли вони з тих чи інших 

причин мають або координувати свою поведінку, 
наприклад, для уникнення зіткнень, або кооперува-
тися для спільного вирішення завдань [5]. Характер-
ними прикладами додатків такого типу є управління 
колективом роботів, групове керування польотом 
безпілотних літальних апаратів та управління вико-
нанням місії (цільового призначення) групи, автоно-
мне керування повітряним рухом у районі аеропорту 
та ін. Інший великий клас прикладних завдань гру-
пового управління пов'язаний з використанням мобі-
льних систем і управлінням ними. Як приклад можна 
вказати завдання управління силами і засобами при 
техногенних аваріях, великих пожежах, природних 
катастрофах і т. п. з метою мінімізації їх шкідливих 
наслідків. У процес управління тут залучаються мо-
більні групи різного призначення і динамічного 
складу (розвідувальні, пожежні, забезпечення еваку-
ації та медичної допомоги, інформаційної підтримки, 
зв'язку і т. п.), використовуються мобільні канали 
зв'язку і мобільні пристрої. Іноді може знадобитися 
оперативно розгортати бездротову комунікаційну 
інфраструктуру (наприклад, у важкодоступній місце-
вості) та мережу сенсорів. 

В даний час дослідження і розробки в області 
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систем групового управління ведуться в багатьох 
країнах, в них залучаються великі колективи людей, 
дослідження і розробки проводяться в багатьох на-
прямках. Проте, поки не створено (інформаційної) 
технології, яка була б в змозі впоратися з реалізацією 
додатків в області групового управління з зазначе-
ними вище особливостями. 

Спільний аналіз можливостей сучасних інфор-
маційних технологій і вимог до них з боку додатків 
розглянутого типу показує, що найбільші перспекти-
ви тут мають інформаційні технології, які інтегрують 
ідеї розподіленого прийняття рішень (вони зміщують 
основний обсяг обчислень по обробці даних на рі-
вень джерел даних, окремих підсистем), концепцію 
багатоагентних систем (вона дуже зручна для конце-
птуалізації та декомпозиції розподілених проблем), 
архітектури, орієнтованої на сервіс (в ній агенти мо-
жуть кооперуватися при мінімумі початкової інфор-
мації про топологію мережі, про агентів, присутніх в 
ній, і про доступні сервіси) і обчислення на основі 
парних (Peer–to–Peer, P2P) взаємодій (ця технологія 
підтримує реалізацію властивості відкритості, оскі-
льки вона не вимагає використання централізованого 
сервера для підтримки взаємодії агентів) [9]. 

Розвиток авіації, ракетної техніки і багатьох ін-
ших технологій призвів до необхідності розробки 
принципово нових засобів автоматизації, заснованих 
на штучному інтелекті, нелінійному управлінні та 
сучасних інформаційних і телекомунікаційних тех-
нологіях. Важливу роль грають мехатроніка і робо-
тотехніка, нейроінформатика і нейрокомп’ютери, а 
також мультиагентні системи і технології. Саме ці 
засоби і технології дозволяють створювати та удо-
сконалювати інтелектуальні автопілоти для літаків і 
крилатих ракет, космічні роботи з елементами штуч-
ного інтелекту, мультиагентні системи навігації і 
управління  рухом космічних апаратів і т.п. Для ви-
робництва і експлуатації цих нових засобів автома-
тизації усе ширше використовуються робототехнічні 
системи і мультиагентні технології [4]. 

Багато задач теорії мультиагентних технічних 
систем (МАТС) зародилися у зв'язку з розвитком 
теорії адаптивних та інтелектуальних систем управ-
ління і техніки. На практиці рухливі мехатронні об'-
єкти з елементами штучного інтелекту рідко викори-
стовуються як автономні системи, частіше вони пра-
цюють разом з іншими автономними машинами [3]. 
Значний інтерес викликають загальні принципи і 
конкретні алгоритми інтелектуального і мультиаген-
тного управління, що забезпечують кооперацію ма-
шин у процесі рішення спільної задачі, роз’яснення 
можливих конфліктів (сутичок, тупикових ситуацій і 
т. ін.) між ними та адаптацію до перешкод в умовах 
невизначеності на базі моделей віртуальної реально-
сті (ВР). 

Метою даної роботи є дослідження особливос-
тей використання багатоагентних технологій та му-
льтиагентних систем для зручності управління та 
своєчасної підтримки прийняття рішень у моделі 
віртуального простору з метою проектування та вве-
дення в експлуатацію заснованих на використанні 
мультиагентних технологій планування програмно-

апаратних комплексів нового покоління, здатних 
взаємодіяти і працювати в групі і застосовуваних для 
широкого спектру завдань, різноманітних областей. 

Постановка проблеми. Завдання координації 
поведінки агентів є центральною і найбільш склад-
ною задачею в області мультиагентних систем і тому 
привертає велику увагу дослідників і розробників. З 
точки зору теорії, ця проблема не є новою, як і бага-
то інших, які складають теоретичний базис мульти-
агентної системи. Її витоки слід пов'язувати з теорі-
єю систем, класичною теорією управління та дослі-
дженням операцій, теорією двоїстості, теорією ігор, 
плануванням та іншими областями математики і кі-
бернетики, становлення і розвиток яких відноситься 
ще до 1950-60-х років. Саме тоді сформувалися бага-
то ключових ідей, методів і моделей, які в даний час 
явно або неявно експлуатуються або "відкриваються" 
заново при побудові формальних моделей і методів 
координації поведінки агентів мультиагентної сис-
теми. 

Результати досліджень. Агенти і мультиагент-
ні системи (МАС) – один з напрямків сучасної тех-
нології програмування систем управління і зв'язку. 
Агенти можуть доставляти на віддалені системи код, 
що розширює функціональність системи, а мульти-
агентні комплекси дозволяють природним чином 
розпаралелити рішення складних задач. Агент є на-
правляючою «особистістю» у діях виконавця, його 
головним помічником і порадником [1]. 

Основною специфічною особливістю мульти-
агентних технологій є перехід від пасивних сутнос-
тей, описуваних у вигляді класів об'єктів в об'єктно-
орієнтованому підході, до активних сутностей, які 
описуються в прикладних системах у вигляді агентів. 
Агенти прикладних систем відповідно до їх призна-
чення можуть представляти найрізноманітніші сут-
ності предметних областей. Наприклад, такими сут-
ностями можуть бути люди, організації, постачаль-
ники, замовники, транспортні засоби, верстати, про-
екти, замовлення, продукти і т. п. Під активністю 
сутностей мається на увазі здатність агентів відтво-
рювати в програмних системах поведінку цих сутно-
стей. При цьому під поведінкою матеріальних та вір-
туальних об'єктів мається на увазі бізнес-логіка, яка 
визначається метою їх існування або використання. 
Наприклад, метою використання вантажного транс-
портного засобу може бути забезпечення рентабель-
ності його використання. У такому випадку поведін-
ка агента транспортного засобу може мати на увазі 
пошук, аналіз, вибір і укладення вигідних контрактів 
з виконання вантажоперевезень [8]. 

Мультиагентні технології дозволяють вирішу-
вати проблеми, для яких характерні часті і неперед-
бачувані зміни і мають місце складні залежності між 
елементами. На відміну від традиційних систем, в 
яких рішення знаходиться за допомогою централізо-
ваних, послідовних і детермінованих алгоритмів, в 
мультиагентних системах рішення досягається в ре-
зультаті розподіленої взаємодії безлічі агентів – ав-
тономних програмних об'єктів, націлених на пошук, 
можливо, не стільки оптимального, скільки найбільш 
адекватного і актуального рішення на кожен момент 
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часу. 
Новий підхід до вирішення завдання оператив-

ної обробки інформації в процесах прийняття рішень 
пов'язується із застосуванням мультиагентних тех-
нологій, які отримали інтенсивний розвиток в остан-
нє десятиліття, на стику методів штучного інтелекту, 
об'єктно-орієнтованого програмування, паралельних 
обчислень і телекомунікацій [2]. В основі цієї техно-
логії лежить поняття «агента», програмного об'єкта, 
здатного сприймати ситуацію, приймати рішення і 
комунікувати з собі подібними [9]. Ці можливості 
кардинально відрізняють мультиагентні системи від 
існуючих «жорстко» організованих систем, забезпе-
чуючи їм таку принципово важливу властивість як 
здатність до самоорганізації. При цьому агенти мо-
жуть діяти від імені та за дорученням осіб, які при-
ймають рішення, та на основі даних їм повноважень 
в автоматичному режимі вести переговори, знаходи-
ти варіанти рішень та узгоджувати свої рішення один 
з одним. 

Аналізуючи дві основні архітектури розподіле-
них обчислень (розподіленого штучного інтелекту) – 
нейромережі і мультиагентні системи, потрібно ска-
зати наступне. Головне обмеження штучної нейрон-
ної мережі полягає в її власній «пасивності» – вона 
чесно відпрацьовує вхідні сигнали, здійснюючи на 
них когнітивні функції, яким вона навчена, але вона 
сама не шукає ніякі дані і не знає для чого їй це по-
трібно. МАС, навпаки, складаються з активних аген-
тів, які переслідують певні цілі, але і ці цілі та пра-
вила взаємодії на шляху до їх досягнення, і самі ре-
презентації предметної області, на якій задаються 
цілі і правила – все це закладено програмістом, і на-
вчання, якщо й відбувається, то на рівні системи в 
цілому, а не на рівні окремих агентів. Таким чином, 
кожна з розглянутих архітектур має свої обмеження: 
одна позбавлена власної активності, інша потребує 
програміста. 

У парадигмі багатоагентних систем координація 
поведінки агентів є невід'ємною функціональністю 
агентів. Ситуації і причини, які викликають необхід-
ність координації групової поведінки, дуже різнома-
нітні. Вже сама модель агента в МАС припускає, що: 

‒ агенти існують у спільному зовнішньому се-
редовищі, де є, наприклад, просторові обмеження 
(уникнення зіткнень роботів, дотримання дистанцій 
безпеки при управлінні повітряним рухом, облік гло-
бального контексту, обмеження на загальний час 
виконання проекту та ін.); 

‒ агенти мають обмежені загальні ресурси (за-
соби транспортування в логістиці, комп'ютерні ре-
сурси, доступні програмним агентам, і т. д.); 

‒ агенти існують і приймають рішення в умо-
вах невизначеності, коли кожен агент володіє обме-
женою інформацією, що спричиняє необхідність ін-
формаційного обміну між ними; 

‒ агенти володіють обмеженою компетенцією 
і можливостями, що може бути заповнено шляхом 
залучення знань і функціональних можливостей ін-
ших агентів; 

‒ агенти повинні синхронізувати свої дії при 
рішенні загальної проблеми, зокрема, в додатках ре-

ального часу (управління повітряним рухом, футбол 
роботів, проведення гуманітарної операції та ін) [5]. 

Всі ці особливості моделі автоматично мають на 
увазі необхідність координації, причому досить різ-
номанітної. 

Із змістовної точки зору координація призначе-
на для узгодження індивідуальних цілей і варіантів 
поведінки агентів, при яких кожен агент покращує 
або не погіршує значення своєї функції корисності, 
або система у цілому покращує якість рішення зага-
льної задачі (якщо система має загальну глобальну 
мету). 

Існуючі варіанти архітектур багатоагентних си-
стем і раціональний вибір архітектури окремого аге-
нта і багатоагентної системи в цілому істотно зале-
жать від концептуальної моделі агента, прийнятого 
для її опису формалізму і мови специфікацій, мате-
матичної моделі кооперації агентів при спільному 
функціонуванні в системі, на який додаток або клас 
додатків орієнтована багатоагентна система, а також 
від ряду інших факторів. 

Під агентом мультиагентної системи прийнято 
розуміти механізм інкапсуляції та обміну розподіле-
ними знаннями і функціями [7]. Кожен агент – це 
процес, який володіє певною частиною знань про 
об'єкт проектування і можливістю обмінюватися ци-
ми знаннями з іншими агентами. Залежно від типу, 
агент може підтримувати і інтерфейс з користувачем. 
Під багатоагентною системою будемо розуміти бага-
токомпонентну систему, що складається з агентів зі 
специфікованим інтерфейсом. 

У мультиагентній системі кожен агент будує 
власну модель поточного рішення, ґрунтуючись на 
своїх даних і даних інших агентів. У таких системах 
є комунікаційний протокол і формат повідомлень 
(мова комунікацій), відповідно до якого повинні 
оформлятися запити і відповіді. 

Узагальнено можна сказати, що агенти автоно-
мні і гетерогенні, тобто відсутнє єдине управління. 
Комунікації між агентами можуть бути синхронними 
і асинхронними, спрямованими (peer-to-peer), зага-
льними (broadcast) або груповими (multicast). Важли-
во, що семантика повідомлень між агентами повинна 
бути високого рівня. Це означає не тривіальну пере-
силку команд на запуск/останов, а повну реалізацію 
інформаційних потоків між агентами в системі шля-
хом обміну повідомленнями мовою, аналогічною 
мові високого рівня в програмуванні. 

Теорія агентів, взагалі кажучи, розглядає агента 
і мультиагентну систему як «інтенсіональну систе-
му», вважаючи, що агент найкращим чином опису-
ється саме в інтенсіональному стилі, для якого по-
трібен несуперечливий опис з використанням під-
множини ментальних понять [6]. 

При виборі формалізмів для опису ментальних 
понять потрібно вирішувати два класи проблем: син-
таксичну проблему і семантичну, а будь-який фор-
малізм уявлення ментальних понять (як і для подан-
ня будь-якої іншої інформації) повинен мати два 
окремих аспекти: свою мову формалізації і свою се-
мантичну модель. 

Розглянемо мультиагентну технічну систему як 
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колектив інтелектуальних агентів, пов'язаних ком-
п'ютерними каналами зв'язку для досягнення спіль-
ної мети. Інтелектуальний агент здатний в процесі 
самонавчання адаптуватися до конкретних інформа-
ційних потреб користувача та виявляти, зберігати і 
використовувати релевантні до відповідних задач 
знання. Інтелектуальний агент може бути реалізова-
ний в рамках продукційної, об’єктної, нейромереж-
ної парадигми чи їх певного поєднання. Вибір розро-
бника відштовхується від конкретних експлуатацій-
них вимог. При цьому доцільно максимально відкла-
сти рішення щодо програмно-апаратної реалізації, 
пов’язаної з обмеженнями у виборі операційної сис-
теми чи комп’ютерної архітектури. Кожний агент 
спроможний самостійно вирішувати деякі локальні 
задачі і має можливість кооперуватися з іншими аге-
нтами в процесі спільного рішення спільної задачі. 
Машина як агент МАТС являє собою автономну ін-
телектуальну систему, що складається з таких мехат-
ронних компонентів: рухова система («тіло»), сенсо-
рна система («органи почуттів»), системи управління 
(«мозок»), система комунікації («мови і канали зв'яз-
ку»). Характерними рисами інтелектуальних агентів 
є:  

− колегіальність – спроможність до колектив-
ного цілеспрямованого поводження в інтересах рі-
шення спільної задачі;  

− автономність – спроможність самостійно 
вирішувати локальні задачі;  

− адаптивність – спроможність автоматично 
пристосовуватися до невизначених умов у динаміч-
ному середовищі;  

− активність – спроможність до активних дій 
заради досягнення спільної та локальної мети;  

− інформаційна і рухова мобільність – спро-
можність активно переміщатися і цілеспрямовано 
шукати і знаходити інформацію, енергію та об'єкти, 
необхідні для кооперативного рішення спільної зада-
чі [1]. 

Для класифікації агентних програм використо-
вуються дві основні ознаки:  

1) ступінь розвитку внутрішнього уявлення про 
навколишній світ;  

2) спосіб прийняття рішення.  
Найпростішим видом агента є простий рефлек-

сний агент. Подібні агенти обирають дії на основі 
поточного сприйняття стану середовища, ігноруючи 
всю історію сприйняття. Прості рефлексні агенти 
надзвичайно прості, але володіють обмеженим інте-
лектом [10]. 

В умовах часткової спостережливості є необ-
хідним, щоб агент відстежував зміни середовища, 
тобто агент повинен володіти безліччю внутрішніх 
станів, зміна яких залежить від історії сприйняття. 

Більш складним за структурою є агент, що діє з 
урахуванням внутрішнього стану. Поточне сприй-
няття комбінується з колишнім внутрішнім станом, в 
результаті відбуваються дії і відбувається зміна вну-
трішнього стану. 

Знань про поточний стан середовища не завжди 
достатньо для прийняття рішення. Тоді агенту потрі-

бно не тільки опис поточного стану, а також інфор-
мація про ціль, яка описує бажані ситуації. Тому по-
трібен агент, який буде стежити за станом середови-
ща, а також за кількістю цілей, яких він намагається 
досягти, і обирає дію, спрямовану на досягнення цих 
цілей. 

Часто мають місце ситуації, коли для прийняття 
рішення недостатньо інформації тільки про цілі. По-
перше, якщо є конфліктуючі цілі, такі, що можуть 
бути досягнуті тільки деякі з них (наприклад, швид-
кість або безпека). По-друге, якщо є кілька цілей, до 
яких може прагнути агент, але кожна з них може 
бути досягнута з деякою ймовірністю успіху. В цьо-
му випадку в програму агента вводиться функція 
корисності, яка ставить у відповідність станам агента 
дійсне число, що має сенс очікуваної корисності да-
ного стану. Агент вибирає дію, яка веде до кращої 
очікуваної корисності. 

В особливий клас слід виділити агентів, що на-
вчаються. Навчання має важливу перевагу: воно до-
зволяє агенту функціонувати спочатку в невідомих 
йому варіантах середовища і ставати більш компете-
нтним у порівнянні з тим, що могли б дозволити 
тільки його початкові знання. Продуктивним компо-
нентом може бути будь-яка з розглянутих раніше 
структур агентних програм. Навчальний компонент 
використовує інформацію зворотного зв'язку з оцін-
кою того, як діє агент, і визначає, яким чином має 
бути модифікований продуктивний компонент для 
того, щоб він успішніше діяв в майбутньому. 

Ідея багатоагентності передбачає кооперацію 
агентів при колективному вирішенні завдань. Агент, 
який не здатний вирішити деяку задачу самостійно, 
може звернутися до інших агентів. Інший варіант, 
коли необхідна кооперація – це використання колек-
тиву агентів для вирішення одного загального склад-
ного завдання. При цьому агенти можуть будувати 
плани дій, ґрунтуючись вже не тільки на своїх мож-
ливостях, але і «думати» про плани і наміри інших 
агентів. Відомо, що колективи навіть найпростіших 
автоматів, в яких кожен автомат переслідує тільки 
свої примітивні цілі, в цілому здатні вирішувати ду-
же складні завдання. В якості ілюстрації можна взя-
ти, наприклад, бджолиний вулик або мурашник. 
Можна сподіватися, що система, в якій агенти мо-
жуть враховувати плани і інтереси інших агентів, 
буде в багатьох випадках ще більш гнучкою. 

Однак використання ідеї колективної поведінки 
призводить до маси проблем. Серед них слід виділи-
ти такі проблеми, як формування спільних планів 
дій, можливість врахування інтересів компаньйонів 
агента, синхронізація спільних дій, наявність конф-
ліктуючих цілей, наявність конкуренції за спільні 
ресурси, організацію переговорів про спільні дії, 
розпізнавання необхідності кооперації, вибір підхо-
дящого партнера, навчання поведінці в колективі, 
декомпозиція задач і поділ обов'язків, правила пове-
дінки в колективі, спільні зобов'язання і т. ін. 

В даний час запропоновано безліч різних моде-
лей колективної поведінки агентів. Як правило, кож-
на з моделей концентрує увагу на декількох аспектах 
такої поведінки і розглядає проблеми відповідно до 
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обраної архітектури (моделі) самого агента. Для 
знань, що відповідають за колективну поведінку, в 
архітектурі агента, зазвичай, виділяють спеціальний 
рівень – рівень кооперації (cooperation layer). 

Взаємодія між агентами – головна риса MAC, 
що відрізняє їх від інших інтелектуальних систем. 
Головними характеристиками будь-якої взаємодії є 
спрямованість, вибірковість, інтенсивність і динамі-
чність. 

Взаємодія агентів обумовлено рядом причин, 
найважливішими серед яких є такі: сумісність цілей 
(загальна мета), загальні ресурси, необхідність залу-
чення відсутнього досвіду, взаємні зобов'язання. Пе-
рераховані причини в різних поєднаннях можуть 
призводити до різних форм взаємодії між агентами, 
наприклад: просте співробітництво, координоване 
співробітництво, непродуктивне співробітництво. 

Особливістю колективної поведінки агентів є 
те, що їх взаємодія в процесі розв'язання окремих 
завдань (або однієї загальної) породжує нову якість 
вирішення цих завдань. Найбільш відомими моделя-
ми координації поведінки агентів є: теоретико-ігрові 
моделі, моделі колективної поведінки автоматів, мо-
делі планування колективної поведінки, моделі на 
основі BDI-архітектур (Belief – Desire – Intention), 
моделі координації поведінки на основі конкуренції. 

Мобільні агенти спроможні переміщатися з од-
нієї системи до іншої, рухаючись за наміченим мар-
шрутом, що робить їх автономними, що не потребу-
ють постійного управління: мобільні агенти можуть 
контролювати віддалені системи на предмет своєча-
сного коригування помилок і відсутності ознак шкі-
дливої активності, що виявляють і відбивають роз-
поділені, скоординовані атаки, вносячи в захист еле-
менти динамічності і самоорганізації. 

Сутичка роботів або транспортних машин роз-
глядається як конфлікт, що може виникнути при ко-
лективному рішенні спільної задачі. Для вирішення 
подібних конфліктів агенти повинні обмінюватися 
між собою інформацією через комп'ютерні канали 
зв'язку. 

Застосування класичних методів пошуку рішень 
не завжди ефективне для вирішення складних бага-
тофакторних задач, особливо в умовах високої дина-
міки подій, що впливають на результати планування 
і узгодження окремих планів розподілених пристро-
їв. Яскравим прикладом такого завдання є завдання 
управління об'єднаною групою, наприклад, безпілот-
них літальних апаратів або автономних об'єктів. 

Слід, однак відзначити недостатнє опрацювання 
інструментів планування дій і управління в реально-
му часі групами об'єктів. Більшість існуючих про-
грамних рішень призначені для планування і управ-
ління діями автономних об'єктів, що діють поодинці. 
Механізми планування, контролю та управління дія-
ми об'єднаної групи дозволили б найбільш ефектив-
но використовувати наявні в розпорядженні ресурси 
і, при необхідності, оперативно розподіляти у реаль-
ному режимі часу нові завдання між окремими об'єк-
тами групи безпосередньо в процесі виконання за-
вдань, що дозволило б виконувати поставлені за-
вдання якісно і в найкоротші терміни. 

Для якісного управління розподілом ресурсів 
необхідно використовувати системи планування реа-
льного часу, які розвиваються в наступних напрям-
ках: 

‒ методи традиційної оптимізації та лінійного 
програмування в області змішаних дійсно-
цілочисельних і логічних змінних, удосконалення 
точних методів розв'язання задач, таких, як «метод 
гілок і меж», методи нелінійного програмування, 
методи програмування в обмеженнях; 

‒ жадібні алгоритми, засновані на евристичних 
бізнес-правилах конкретних предметних областей; 

‒ методи штучного інтелекту, використання 
нейронних мереж і нечіткої логіки; 

‒ метаевристики (локальний пошук, Tabu 
Search, GRASP алгоритми); 

‒ імітаційні методи мурашиних алгоритмів 
(Ant Colony Optimization (ACO)), роя бджіл 
((Artificial Bee Colony (ABC)), зграї птахів та анало-
гічні (Bio Inspired), а також методи імітації відпалу 
(Simulated Annealing (SA)), Монте-Карло та інші; 

‒ методи розподіленого вирішення завдань 
планування ресурсів із застосуванням мультиагент-
них технологій і ринкового підходу [7, 9]. 

Варто відзначити, що більша частина систем 
планування реального часу залишається централізо-
ваною і детермінованою. У напрямку централізова-
ного планування розробляються гібридні евристичні 
алгоритми, що об'єднують традиційні правила дис-
петчеризації з генетичними, нейро-мережевими, роє-
вими та іншими підходами. 

Найбільш перспективними та адекватними для 
проектування алгоритмів рішення задач розподілу 
ресурсів представляються мультиагентні технології, 
серед яких найбільшими можливостями мають ком-
біновані методи з ринковим підходом мультиагент-
ної оптимізації. По-перше, ринкове трактування му-
льтиагентних систем дає близький до природного 
для кожного завдання спосіб побудови об'єктної мо-
делі – поділ між агентами завдань і ресурсів, що до-
зволяє надалі проводити процедуру визначення від-
повідності завдання і виконує її ресурс. По-друге, 
може здійснюватися онтологічна конкретизація вла-
стивостей агентів для налаштування на задану пред-
метну область. По-третє, надається можливість за-
вдання логіки вибору дій агента на підставі його за-
доволеності і віртуального прибутку в системі «тор-
гів» за ресурси. 

Розподілений принцип прийняття рішень і під-
тримка процесів самоорганізації в системі призво-
дить до того, що мультиагентні системи управління 
ресурсами динамічно стійкі до зовнішніх впливів, до 
неповноти та перекручування інформації, що надхо-
дить. 

Для узгодженості дій MAC треба спробувати 
реалізувати ідею автоматичного самолікування сис-
тем (тобто видалення усього шкідливого без втрати 
доброякісної інформації), умонтувавши у них ремон-
тних агентів і захистивши їх за допомогою технології 
віртуальних машин. Загальна схема роботи ремонт-
ного агента полягає в тому, що він запам'ятовує явно 
безпечний стан виробничої системи, контролює усі 



ISSN 2079-0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 1 2019   23 

внесені зміни, періодично перевіряє наявність ознак 
аномального поводження і несанкціонованих змін і 
при необхідності повертає систему в безпечний стан. 
Оскільки виробнича система функціонує в рамках 
віртуальної машини, вона не може втрутитися в ро-
боту агента, що є довіреним незмінним розширенням 
ядра. Для роботи ремонтного агента, а також для 
відкритості і розширення архітектури МАС буде по-
трібно використання агента-помічника, агента орга-
нізації пам'яті і агента обслуговування зв'язку. 

Мультиагентне управління дозволяє координу-
вати цілеспрямовану діяльність автономних агентів, 
планувати їхнє поводження і взаємодію, адаптувати-
ся до середовища, що змінюється, і дозволяти конф-
лікти між агентами на стратегічному рівні управлін-
ня і комунікації, тобто за допомогою обміну інфор-
мацією через комп'ютерні канали зв'язку. Для проек-

тування мультиагентних систем управління можуть 
використовуватися методи колективного поводжен-
ня автоматів, теорія ігор, засоби кооперативного рі-
шення проблем на базі розподіленого штучного інте-
лекту, теорія розкладів, методи оптимального плану-
вання та адаптивного управління. При мультиагент-
ному управлінні технічними системами кожну ма-
шину можна розглядати як інтелектуальний мехат-
ронний об'єкт із власною базою даних і знань, спро-
можний адаптуватися до заздалегідь невідомих умов 
функціонування, що змінюються у середовищі з пе-
решкодами. Тому важливе значення в теорії мульти-
агентного управління мають методи навчання і адап-
тації як окремих агентів на тактичному (локальному) 
рівні управління, так і МАТС у цілому на стратегіч-
ному рівні управління. 

 

 
Рисунок 1 – Структура мультиагентної системи управління 

 
Принцип дії мультиагентних систем управлін-

ня ґрунтується на розподілі спільної задачі, що по-
винна виконати МАТС, на цілий ряд взаємозалеж-
них задач, рішення яких покладається на інтелекту-
альні системи окремих агентів. Для рішення задачі 
оптимального розподілу задач між мехатронними 
агентами доцільно використовувати наближені ал-
горитми і евристичні процедури. Ці алгоритми ґру-
нтуються на методі гілок і меж, що дозволяє за кін-
цеве число кроків побудувати бінарне дерево варі-
антів розподілу задач. 

При проектуванні мультиагентних систем 
управління необхідно вирішити на тактичному і 
стратегічному рівнях такі задачі:  

1) синтезувати локальні системи інтелектуа-

льного управління автономними агентами, що ви-
користовують локальні моделі ВР;  

2) синтезувати мультиагентну систему плану-
вання, навігації і управління взаємодією (колектив-
ним поводженням) інтелектуальних агентів у 
МАТС.  

Архітектура систем планування, навігації і 
управління взаємодією агентів у МАТС при рішен-
ні спільної задачі має розподілений (мультиагент-
ний) характер і ієрархічну організацію. Вона засно-
вана на виділенні на верхньому рівні спеціального 
агента-координатора, пов'язаного комп'ютерними 
каналами прямого і зворотного зв'язку з усіма ло-
кальними системами управління агентів. Агент-
координатор на основі мультиагентної моделі ВР 
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здійснює декомпозицію спільної задачі на локальні 
задачі, їхній оптимальний розподіл між агентами, 
організацію колективного поводження і 
розв’язання конфліктів при рішенні МАТС спільної 
задачі. При проектуванні мультиагентних систем 
повинні використовуватися нейромережеві архіте-
ктури, що самоорганізуються. Наприклад, у якості 
маршрутизатору в комп'ютерній мережі, що зв'язує 
локальні системи управління агентів, можна вико-
ристовувати нейронні мережі Хопфілда, тому що 
вони забезпечують найкоротші маршрути «перего-
ворів» між агентами і рівнобіжним опрацюванням 
інформації при мультиагентному управлінні 

Для запобігання сутичок (конфліктів) агент-
координатор може передавати по каналах зв'язку 
команди про тимчасове припинення агентів або про 
зміну швидкості і прискорення їхнього прямування 
в залежності від сформованої ситуації. Ця ситуація 
оцінюється агентом-координатором на основі запи-
тів про поточний стан кожного робота, що характе-
ризується його координатами і швидкістю. У зоні 
можливої сутички роботів він може змінити швид-
кість їхнього прямування (наприклад, загальмувати 
або зупинити робота на якийсь час) за допомогою 
команд, переданих по каналах прямого зв'язку в 
локальні системи управління, що є важко реалізо-
ваною задачею. Для розв'язання конфліктів необ-
хідно задіяти прямі канали зв'язку (наприклад, ра-
діоканали) і підключити помічника: агента-
комунікатора, що грає роль посередника для адрес-
ного зв'язку і швидкої передачі даних між агента-
ми. Для спрощення системи управління машинами 
в рамках такого підходу можна використовувати 
сенсорну інформацію про близькість машини-
агента стосовно інших машин і перешкод, одержу-
вану, наприклад, за допомогою далекомірів, яка 
фіксується в локальній моделі ВР. Для локального 
управління прямуванням роботів і машин з ураху-
ванням їхньої нелінійної динаміки і перешкод мо-
жна використовувати алгоритми програмного, ада-
птивного та інтелектуального управління, а також 
нейромережеві алгоритми, що забезпечують на-
вчання і високий паралелізм при опрацюванні ін-
формації в реального часу.  

Мультиагентна технологія моделювання про-
цесів управління і зв'язку повинна базуватися на 
методиці описи процесу у вигляді інтелектуального 
агента UMA=<Ж,У,Д,З,Е>, де Ж – бажання агента 
(мета його діяльності); У – переконання агента 
(агентне бачення Світу); Д – дії (алгоритм пово-
дження) агента; З – знання агента про можливе по-
водження інших агентів; Е – механізм комунікацій 
(взаємодії) агента з іншими агентами. Агенти взає-
модіють із середовищем (Світом), що подається у 
вигляді імітаційної моделі об'єкта моделювання. 

Віртуальний простір (ВП) агента – це простір 
геометричних, фізичних і сенсорних координат 
предметів (об'єктів) реального навколишнього сві-
ту. Кожен предмет являє собою геометричне тіло в 
тривимірному реальному просторі, що характери-
зується рядом фізичних параметрів (наприклад, 
маса або пружність) і сенсорних властивостей, по-

в'язаних зі сприйняттям предмета сенсорною сис-
темою агента (колір, звук, дальність і т.п.). Геомет-
рична, фізична і сенсорна моделі предметів у ВП 
формуються і зберігаються в пам'яті інтелектуаль-
ної системи управління агента. Геометричну мо-
дель середовища можна сформувати за допомогою 
заданих геометричних характеристик предметів, 
або за результатами сенсорних вимірів телевізійної 
системи технічного зору або лазерного далекоміра 
агента. 

Віртуальний простір агента природно розділи-
ти на три простори: геометричний, фізичний і сен-
сорний. Геометричний віртуальний простір у зага-
льному випадку тривимірний, фізичний віртуаль-
ний простір визначається сукупністю фізичних 
властивостей предметів, а сенсорний віртуальний 
простір багатомодальний і визначається наявними 
у агента сенсорами. У свою чергу сенсорний вірту-
альний простір можна розділити на підпростори, 
обумовлені типом сенсорів, тобто модальністю 
вимірюваних сигналів (відеосигнали від навколиш-
ніх предметів, акустичні сигнали і т. ін.). 

Кожній точці предмета у реальному просторі 
відповідає її образ у ВП, а саме: точка з декартови-
ми координатами x, y, z у геометричному ВП R3; 
точка з фізичними координатами p1, p2, ..., pk у фі-
зичному ВП Rk; точка з координатами s1, s2,..., sn у 
сенсорному ВП Rn. Реальному предмету ω, як без-
лічі точок з певною спільністю фізичних і сенсор-
них властивостей, відповідає геометричний образ 
x(ω), y(ω), z(ω) у геометричному ВП R3, фізичний 
образ p1(ω), p2(ω), …, pk(ω)  у фізичному ВП Rk і 
сенсорний образ s1(ω), s2(ω), ..., sn(ω) у сенсорному 
ВП Rn. Сукупність цих образів являє собою модель 
предмета у ВП агента. Сукупність моделей предме-
тів у ВП агента утворюють одноагентну модель 
віртуальної реальності (ВР). 

Оскільки кожен агент являє собою деякий 
предмет реальності, то йому відповідає деяка мо-
дель (образ) у ВП. Ця модель агента є частиною 
моделі ВР. Інша частина моделі ВР складається з 
моделей предметів, що оточують агента. Таким 
чином, одноагентна модель ВР M(a, ω1,..., ωm) аген-
та в оточенні предметів ω1, ω2, ..., ωm формально  
визначається співвідношенням M(a, ω1,..., ωm)= 
M(a) ∪ M(ω1,..., ωm), M(ωi) ∩ M(ωk)=∅ для i ≠ k, де 
M(a) – модель агента у ВП, а  
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модель навколишніх предметів у ВП. 
Якщо агентів багато, то мультиагентна модель 

ВР визначається співвідношенням 
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де N – кількість агентів. 
Кожна точка rω предмета ω у геометричному 

ВП R3 може змінювати своє положення із часом на 
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заданому інтервалі [t0 , t1] у силу діючих на предмет 
фізичних законів. У цьому випадку вона рухається 
по деякій траєкторії rω(t), t ∈ [t0 , t1] у геометрично-
му ВП. Безліч таких точок утворить модель руху 
предмета M(ω) у геометричному ВП. Ця модель 
визначає в ВП пучок траєкторій, що описують ди-
наміку предмета ω у термінах геометричного ВП, 
що залежить від законів механіки. 

Аналогічні пучки траєкторії можуть виникну-
ти у фізичному і сенсорному ВП агента. Вони та-
кож характеризують динаміку предмета, але вже в 
термінах фізичного або сенсорного ВП агента. Ця 
динаміка відповідає реальній динаміці предмета, 
що підкоряється в дійсності законам фізики та об-
робки сенсорної інформації.  

Модель ВР як сукупність моделей агента і на-
вколишніх предметів, що зберігаються в пам'яті, 
тобто в БД і БЗ агента, доцільно дискретизувати. 
Це досягається дискретизацією координатних осей 
ВП із рівним кроком, причому для різних осей ве-
личина кроку дискретизації може бути різною. У 
цьому випадку модель ВР стає точковою, що зруч-
но з погляду комп'ютерного подання цієї моделі в 
БД і БЗ інтелектуальної системи управління агента. 

Двомірна (2D) і тривимірна (3D) моделі ВП 
після дискретизації являють собою двомірний або 
тривимірний масиви (матриці) точок. Звичайна 
відстань між сусідніми точками вибирається рів-
ним мінімальному порогу чутливості сенсорної 
системи агента. Ці точки визначаються своїми гео-
метричними координатам і є носіями інформації 
про реальність у вигляді фізичних і сенсорних вла-
стивостей точок ВП. Для того, щоб відрізнити точ-
ки rω ВП, які відносяться до моделі предмету ω, від 
інших точок ВП, введемо предикат приналежності 
предмету ω виду  
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Аналогічним чином введемо предикат прина-
лежності агенту виду 
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Усі точки дискретизованого геометричного 
ВП, які виділяються предикатами, відповідають 
реальним (матеріальним) об'єктам і мають певні 
фізичні та сенсорні властивості. При цьому фізичні 
властивості точок пов'язані з фізичними законами, 
що визначають їх динаміку в часі у геометричному 
ВП, тобто фізичні явища. Сенсорні властивості 
точок ВП служать для відображення та моделю-
вання фактів і явищ реальності, які безпосередньо 
спостерігаються (вимірюваних) сенсорною систе-
мою агентів. До фізичних властивостей предмета 
відносять масоінерційні характеристики, щільність, 
пружність, кінетичну і потенційну енергії тощо. 
Прикладом сенсорних властивостей предметів 
служать їхні кольори, запах, звук і т.п. Значення 
цих властивостей звичайно задаються дійсними або 
цілими числами. 

Отже, відкривається можливість єдиним чи-
ном закодувати різнорідну та багатомодальну ін-
формацію про реальність в БД і БЗ агента у формі 
моделей ВР. 

Математично завдання планування дій колек-
тиву агентів може бути сформульоване в такий 
спосіб. Нехай є дві однакові групи по n агентів у 
кожній: Р = [Р0, Р1, ..., Рi-1, Рi, Рi+1, ..., Рn-1] – агенти 
1-ї групи та Т = [Т0, Т1,...,Тi-1, Тi, Тi+1, ..., Тn-1] – аген-
ти 2-ї групи (супротивника). Кожна група склада-
ється з одного агента-захисника Р0 або Т0 і з n–1 
агентів, що виконують захист/напад залежно від 
поточної ситуації: [Р1, ..., Рi-1, Рi, Рi+1, ..., Рn-1] або 
[Т1, ..., Тi-1, Тi, Тi+1, ..., Тn-1]. Робоча зона являє собою 

прямокутну область розмірами поле поле

довжина ширинаl l= . 

Кожен стратегічний об'єкт, керований агентом, 
може переміщатися з різною швидкістю. Область 
дій розподіляється на дві однакові основні зони: 
зона 1-ї групи та зона 2-ї групи, які розділені гра-
ницею. У кожній такій зоні перебувають відповідні 
захисні спорудження з обмежуючою зоною дії. Для 
визначення місця розташування агентів вводиться 
декартова система координат. Вся область дій роз-
бита на m квадратних ділянок Sj, що утворює повну 
безліч ділянок області S = [S0, S1, ..., Sj-1, Sj, Sj+1, ..., 
Sm-1] (де m > 2n). Кожна ділянка характеризується 
координатами по осях OX, OY і приналежністю до 
однієї із зон. Під час тактичних дій кожному аген-
тові відоме місце розташування агентів обох груп. 
Дії агентів повинні бути строго синхронізовані за 
часом. Через певні періоди часу кожен агент при-
ймає рішення про чергову свою дію в складі групи, 
після чого він виконує ії. Час, протягом якого агент 
приймає рішення, називається часом ухвалення 
рішення (Тпр), а час, затрачений на його виконання 
– часом виконання рішення (Твр). При взаємодії з 
агентами своєї групи агент може виконати певні дії 
або перебувати від них на певній відстані, а при 
взаємодії із супротивником – перехоплювати ініці-
ативу або створювати перешкоди для переміщення 
агентів супротивника. 

Тактика поводження i-го агента визначається 
завданням вибору його чергового цільового поло-
ження з безлічі ділянок області S = [S0, S1, ..., Sj-1, Sj, 
Sj+1, ..., Sm-1] (m > 2n), при влученні агента в яку 
сукупна величина γi,j, що є деяким критерієм ефек-
тивності його дій у поточній ситуації, прагнула б 
до максимального значення. 

Проблема полягає у формуванні деяких ком-
плексних оцінок тих або інших цілеспрямованих 
дій кожного агента з погляду колективної ефектив-
ності. Значення такої оцінки кожної можливої j-ї 
цільової ділянки для кожного i-го агента – γi,j може 
бути визначена як: 
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де ai,j – коефіцієнт «агент-зона»;  
 γ1

i,j – фактор «агент-ціль»;  
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γ2
i,j – фактор «ціль-оборона 2-ї групи»;  

γ3
i,j – фактор «ціль-оборона 1-ї групи»;  

γ4
i,j – фактор «ціль-елемент атаки»;  

γ5
i,j,v – фактор «ціль-агент 1-ї групи»;  

γ6
i,j,w – фактор «ціль-агент 2-ї групи»; 

γ7
i,j – фактор «ціль-границя»;  

k1
стр,…, k2

стр – стратегічні коефіцієнти відповід-
них факторів [3]. 

Коефіцієнт ai,j дозволяє або забороняє i-му 
агентові переміщення в j-ту ділянку області. Кое-
фіцієнт приймає нульове значення у випадку забо-
ронених положень агента, а одиничне – у випадку 
дозволених. Таким чином, цей коефіцієнт визначає 
тактику дій кожного агента. Фактори  γ1

i,j, γ2
i,j, γ3

i,j, 
γ4

i,j, γ5
i,j,v, γ6

i,j,w, γ7
i,j дозволяють робити оцінку мож-

ливого j-го цільового положення i-го агента щодо 
відстаней до об'єктів і приймають значення в діапа-
зоні від 0 до 1. Коефіцієнти k1

стр,…, k2
стр  встанов-

люють пріоритети і впливи відповідних факторів 
залежно від стратегії, обумовленої станом елемента 
атаки. Своїм значенням коефіцієнт визначає пріо-
ритет фактора, а знаком – його позитив-
ний/негативний вплив. Варіюючи ними, можна 
задавати стратегію дій залежно від поточної ситуа-
ції. 

Використовувані в системі методи мультиаге-
нтного планування порівняно з раніше зазначеними 
традиційними способами можуть застосовуватися в 
децентралізованих системах в реальному часі. Їх 
застосування забезпечує управління процесами 
планування і виконання завдань, вони можуть бути 
використані для управління групами об'єктів, що 
складаються з великої кількості пристроїв і здатні 
оперативно обробляти завдання великого об'єму. 

Висновки. Системи управління групами об'-
єктів або робототехнічними засобами, у тому числі 
безпілотними пристроями, активно розвиваються в 
даний час, при цьому перспективним напрямком їх 
розвитку є вироблення технічних рішень для вико-
ристання в них інструментів планування узгодже-
них групових дій мобільних апаратів при виконанні 
спільного завдання. Для успішного використання 
подібних систем їх функціонал повинен, крім пла-
нування завдань, дозволяти проводити коректуван-
ня сформованих планів виконання завдань в умо-
вах, що змінюються, у тому числі реагувати на не-
передбачені ситуації шляхом перерозподілу підза-
дач між окремими об'єктами групи. Універсаль-
ність і незалежність від контексту завдання пропо-
нованих методів рішення дозволить скоротити час 
на впровадження і знизити витрати на їх створення 
за рахунок скорочення стадії розробки програмних 
рішень. Таким чином, у короткі строки можливо 
проектування та введення в експлуатацію заснова-
них на використанні мультиагентних технологій 
планування програмно-апаратних комплексів ново-
го покоління, здатних взаємодіяти і працювати в 
групі і застосовних для широкого спектру завдань в 
різноманітних областях. 

Створення ефективних реальних додатків ви-
магає ще чималих зусиль в області методів органі-

зації кооперативного вирішення завдань агентами 
мультиагентної системи, методів організації пере-
говорів при вирішенні конфліктів і створення від-
повідних протоколів. У цій області недостатньо 
використовуються теоретичні досягнення в області 
розподілених систем і паралельних обчислень. По-
ки повністю ігноруються відомі результати і досяг-
нення вчених, зокрема, рефлексивні моделі і мето-
ди рефлексивного управління, запропоновані Ле-
февром, моделі колективної поведінки автоматів з 
лінійною тактикою і пам'яттю. 

Роботи в області мультиагентних систем, осо-
бливо розробка додатків, вимагають залучення 
знань і технологій з ряду областей, які раніше були 
поза увагою фахівців зі штучного інтелекту. Перш 
за все це стосується паралельних обчислень, техно-
логії відкритої розподіленої обробки, забезпечення 
безпеки і мобільності агентів. Необхідні знання в 
області мережевих комп'ютерних технологій і, осо-
бливо, в області програмування в Інтернет. 

З появою агентних технологій стає можливим 
якісне поліпшення процесу управління, зв'язку і 
своєчасного оповіщення. Безпека мобільних агентів 
– болюча точка технології Інтернет/Інтранет. Пер-
шопричину проблем інформаційної безпеки варто 
шукати в складності сучасних систем. Боротися зі 
складністю – значить робити системи більш безпе-
чними. 

Технологія мультиагентних систем не є прос-
то об'єднанням різних результатів в області штуч-
ного інтелекту. Інтеграція, яка призводить до пара-
дигми мультиагентних систем, привносить ряд 
принципово нових властивостей і можливостей в 
інформаційні технології і по суті являє собою якіс-
но новий, більш високий рівень її розвитку, той 
рівень, який дозволяє прогнозувати її провідне ста-
новище в найближчі десятиліття. 
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МЕТОДИКA РОЗРАХУНКУ ПАРАМЕТРІВ ПОВОРОТУ ФРОНТАЛЬНОГО НАВАНТАЖУВАЧА  
НА БАЗІ КОЛІСНОГО ТРАКТОРА ТА ВИВЧЕННЯ ВПЛИВУ НАВАНТАЖЕНЬ НА ВТОМНУ 
ДОВГОВІЧНІСТЬ ЙОГО СТРІЛИ 

Розглянута вдосконалена методика параметрів розрахунку маневреності колісного фронтального навантажувача на базі колісного трак-
тора, у тому числі з бортовою системою повороту, та вплив навантажень, що виникають в процесі черпання, підйому та навантаження 
ковшем матеріалу, на втомну міцність стріли навантажувача для виявлення раціонального способу його виконання. Розроблена та про-
аналізована математична модель фронтального навантажувача в процесі черпання, підйому, навантаження щебеню та піску, в процесі 
руху та повороту по штучному покриттю та на ґрунті з пустим та наповненим ковшем при різних висотах підйому стріли (опущене, се-
реднє положення, максимальний підйом). Проведена оцінка відповідності розрахункової моделі до умов роботи натурального наванта-
ження. Проведений розрахунок моменту інерції, моменту опору, геометричних характеристик небезпечного перерізу стріли фронтально-
го навантаження, визначено максимальний згинальний момент, максимальне напруження та допустиму межу витривалості. 

Ключові слова: фронтальний навантажувач; стріла; поворот; маневреність; втомне руйнування; повороткість; стійкість; ківш; 
призма зсуву; проходимість; універсальність; коефіцієнт зчеплення 

 

В. М. КРАСНОКУТСКИЙ, Е. И. ЗИНЧЕНКО, Л. В. РАЗАРЕНОВ, А. В. ЯРЫЖКО 
МЕТОДИКA РАСЧЕТА ПАРАМЕТРОВ ПОВОРОТА ФРОНТАЛЬНОГО ПОГРУЗЧИКА 
 НА БАЗЕ КОЛЕСНОГО ТРАКТОРА И ИЗУЧЕНИЕ ВЛИЯНИЯ НАГРУЗОК  
НА УСТАЛОСТНОЕ РАЗРУШЕНИЕ ЕГО СТРЕЛЫ  

Рассмотрена усовершенствованная методика параметров расчета маневренности колесного фронтального погрузчика на базе колесного 
трактора, в том числе с бортовой системой поворота, и влияние нагрузок, возникающих в процессе черпання, подъема и погрузки ков-
шом материала, на усталостную прочность стрелы погрузчика для выявления рационального способа его исполнения. Разработана и 
проанализирована математическая модель фронтального погрузчика в процессе черпания, подъема, погрузки щебня и песка в процессе 
движения и поворота по искусственному покрытию и на почве с пустым и наполненным ковшом при различных высотах подъема стрелы 
(опущена, среднее положение, максимальный подъем). Проведена оценка соответствия расчетной модели  условиям работы натурально-
го нагружения. Проведен расчет момента инерции, момента сопротивления, геометрических характеристик опасного сечения стрелы 
фронтального нагружения, определены максимальный изгибающий момент, максимальное напряжение и допустимый предел выносли-
вости. 

Ключевые слова: фронтальный погрузчик; стрела; поворот; маневренность; усталостное разрушение; поворотливисть; устойчи-
вость; ковш; призма сдвига; проходимость; универсальность; коэффициент сцепления 

V.  KRASNOKUTSKYI, O.  ZINCHENKO, L. RAZARENOV, O. YARYZHKO 
METHOD OF TURNING PARAMETERS CALCULATION FOR FRONTA L LOADER ON THE BASE 
OF WHEELED TRACTOR AND STUDYING THE LOADS IMPACT ON  THE FATIGUE 
DESTRUCTION OF ITS JIB 
 

An improved parameters calculation methodology is reviewed for the maneuverability of a wheel loader based on a wheeled tractor, including an 
onboard steering system. The effect of loads is investigated arising in the process of scooping, lifting and loading the bucket material on the fatigue 
strength of the loader arm to identify the rational method of its execution. A mathematical model of a front-end loader was developed and analyzed 
during the process of digging, lifting, rubble and sand loading in the process of moving and turning over the artificial surface and on the soil with 
an empty and filled bucket at different heights of jib lift (jib is lower, it is in middle position, it is on maximum lift). The conformity assessment is 
made for the computational model of natural loading work conditions. Calculations made for the moment of inertia, the moment of resistance, the 
geometric characteristics of the dangerous section of the front-loading jib, the maximum bending moment, the maximum stress and the permissible 
fatigue limit. 

Keywords: front loader; jib, rotation; maneuverability; fatigue destruction; steering; stability; bucket; prism shift; permeability; versatility; 
clutch ratio  

Вступ. Фронтальні навантажувачі на колісних 
тракторах, у тому числі малогабаритні фронтальні 
навантажувачі (МФН) з бортовою системою пово-
роту, отримали широке застосування у багатьох 
галузях промисловості та сільському господарстві. 
Це обумовлено високими експлуатаційними показ-
никами, великою гамою навісного обладнання, уні-
версальністю застосування, маневреністю, мобіль-
ністю, прохідністю. Вони прості в управлінні та 
обслуговуванні, їх вартість та експлуатаційні ви-
трати порівняно невеликі. Відсутність керованих 
коліс і забезпечення повороту машини за рахунок 
розугодження швидкості оборотів рушіїв правого 
та лівого бортів тягне за собою перехід машини в 
галопуючий режим руху як наслідок підвищення 
вірогідності перевороту навантажувача. 

Досвід застосування МФН свідчить про те, що 

втрата стійкості можлива не тільки у випадках, ха-
рактерних для машин класичної компоновки, але і 
при розвороті з одночасним гальмуванням одного з 
бортів. Загальноприйнята оцінка повздовжньої 
стійкості ковшових навантажувачів при гальмуван-
ні робочого обладнання це не враховує. 

Мета і постановка задачі. Метою досліджен-
ня є удосконалення методики розрахунку парамет-
рів процесу повороту і динамічної стійкості фрон-
тальних навантажувачів, в тому числі МФН. До 
числа основних задач, що розв’язуються, належать: 
розробка та аналіз математичної моделі поворотів 
малогабаритного навантажувача, а також оцінка 
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відповідності запропонованої розрахункової моделі 
умовам повороту натурної машини. 

Постановка проблеми у загальному вигляді 
та її зв'язок із важливими науково–
практичними задачами. Джерелом втомного руй-
нування елементів металоконструкцій робочого 
обладнання та ходових пристроїв є дія змінних у 
часі напружень [1, 2], що виникають у робочому 
процесі фронтального навантажувача під впливом 
різних навантажень. 

Як показали попередні дослідження [3], най-
більшій завантаженості фронтальний навантажувач 
піддається у процесі черпання матеріалу. 

Напруження, що виникають під час черпання 
матеріалу ковшем фронтального навантажувача, 
залежать від глибини попереднього заглиблення 
ковша в штабель, характеру руху різальної кромки 
ковша, тобто від способу черпання матеріалу. 

Застосування і реалізація у робочому процесі 
раціонального способу черпання, тобто здійснення 
черпання сипучих матеріалів ковшем навантажува-
ча поєднаним способом, дозволяє істотно знизити 
всі складові опорів, що виникають при черпанні 
матеріалу, а, отже, значно зменшити амплітуду 
навантажень, що діють на робоче обладнання та 
базову машину у процесі роботи. Це дозволить збі-
льшити кількість циклів навантаження і підвищити 
напрацювання на відмову елементів металоконст-
рукцій робочого обладнання та ходових пристроїв, 
що призведе до підвищення надійності машини в 
цілому. 

Дослідження кінематики повороту інтегра-
льного трактора з керованими передніми та за-
дніми колесами. Однією з основних характеристик 
механічного руху, у тому числі руху колісної ма-
шини, є траєкторія. Можна розглядати траєкторію 
руху однієї будь-якої точки (наприклад, центра мас 
машини) і рух або положення інших точок машини 
по відношенню до центру мас [4]. 

Сили, які формують траєкторію руху, доціль-
но приймати доданими там, де вони дійсно прикла-
дені, або обмовляти і відповідним чином врахову-
вати відступи. 

Колісні машини практично весь час рухаються 
по криволінійних траєкторіях. Це пояснюється не 
тільки тим, що абсолютно прямолінійних ділянок 
доріг дуже мало, але, головне, тим, що машині до-
водиться повертати з однієї дороги або вулиці на 
іншу, об'їжджати що-небудь, уникати чого-небудь, 
нарешті, на машину майже завжди діють бічні си-
ли, які змінюють або прагнуть змінити траєкторію 
руху, а водієві доводиться її коригувати. 

Прийнято виділяти умовно прямолінійний рух 
по траєкторії з кривизною менше 0,001...0,002 м-1 
(радіусом кривизни більше 500...1000 м), а всі інші 
рухи відносити до криволінійних. 

Траєкторія руху машини змінюється або за 
бажанням водія, або в результаті якихось зовнішніх 
впливів, або, нарешті, внаслідок зміни деяких па-
раметрів самої машини у процесі руху. 

Криволінійний рух часто називають поворо-
том, хоча зазвичай застосовують цей термін у тих 

випадках, коли траєкторія руху змінюється за ба-
жанням водія. Властивість машини здійснювати 
повороти з максимальною кривизною (мінімальним 
радіусом) на дорозі і місцевості називається пово-
роткістю. 

Чим більше кривизна можливої траєкторії, 
тобто чим менше радіус повороту машини, тим 
краще її повороткість. Таким чином, основним по-
казником оцінки повороткості є радіус повороту 
машини. У машини є безліч радіусів повороту. За 
розрахунковий радіус повороту nR  будемо при-

ймати відстань від миттєвого центру обертання 
(повороту) до поздовжньої осі машини. Проекція 
миттєвого центру на поздовжню вісь машини є по-
люсом повороту. Можна визначити будь-який ін-
ший радіус, зокрема, радіус повороту по передньо-
му зовнішньому колесу, який зазвичай наводиться 
у технічних характеристиках. Оскільки траєкторію 
руху прийнято характеризувати траєкторією центру 
мас, радіусом кривизни траєкторії вважається від-
стань від миттєвого центру повороту до центру 
мас. 

Ознакою криволінійного руху (повороту) є 
непаралельність переміщення у плані будь-яких 
двох точок машини. Це можливо, коли дві точки 
машини мають різні за величиною або напрямком 
швидкості руху. 

Мінімальний радіус повороту служить показ-
ником оцінки статистичної повороткості машини. 
Цей показник найбільш важливий, але не дає виче-
рпної характеристики повороткості. У ряді випад-
ків важливий не тільки сам факт повороту машини 
з певним радіусом, а й те, за який час і на який кут 
зможе повернутися машина або на скільки знизить-
ся її швидкість у процесі повороту порівняно з 
прямолінійним рухом. Такі дані характеризують 
вже динамічну повороткість. 

Процес повороту машини складається з трьох 
етапів: перехід від прямолінійного руху до криво-
лінійного, коли кривизна траєкторії збільшується – 
вхід у поворот; рух з постійною кривизною – рів-
номірний поворот; повернення до прямолінійного 
руху – вихід з повороту. У окремому випадку дру-
гий етап може бути відсутнім. 

На вдосконалених дорогах передбачаються ді-
лянки для поступового переходу від прямолінійно-
го руху до криволінійного з постійною кривизною. 

Дослідження криволінійного руху машини ве-
дуться у двох напрямках:  

1) визначення та дослідження кінематичних 
параметрів: траєкторії, швидкості та прискорення 
руху машини;  

2) визначення силових параметрів: крутних 
моментів, що виникають при повороті.  

Кінематичні параметри дають велику, але не-
повну інформацію про поворот. Повна інформація 
про можливість руху із заданими кінематичними 
параметрами не може бути отримана без певних 
силових параметрів. 

Розглянемо способи повороту та умови пово-
роткості. 
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Колісні машини можуть здійснювати поворот 
трьома основними способами: 

1) зміною кутів між площинами обертання ко-
ліс і поздовжньою віссю машини за рахунок пово-
роту керованих коліс; 

2) зміною цих же кутів за рахунок зміни по-
ложення однієї частини машини відносно іншої 
(зчленовані машини); 

3) зміною величини швидкостей коліс різних 
сторін (лівої і правої). Так роблять поворот гусени-
чні машини. Цей спосіб називається бортовим по-
воротом. 

Розглянемо, як здійснюється поворот за пер-
шим, найбільш поширеним у колісних машин спо-
собом. Для початку будемо вважати, що колеса 
жорсткі у бічному напрямку, машина рухається з 
постійною швидкістю, сила інерції відсутня. 

Припустимо, ведучими і некерованими коле-
сами є задні колеса, керованими – передні ведені 
(рис. 1, а). Від ведучих коліс на корпус передають-

ся штовхаючі зусилля '
2kP  і ''

2kP , які приводимо 

до рівнодіючої 2kP , що додається до корпусу у 

напрямку поздовжньої осі симетрії машини. Поки 

вважаємо, '
2kP = ''

2kP . Відповідно, до середини пе-

реднього моста прикладена від корпусу та ж штов-

хаюча сила 2kP . Цю силу можна розкласти на дві 

складові: поздовжню, паралельну площині обер-

тання коліс θ= cos2kx PP , і бічну, перпендикуляр-

ну до площини обертання коліс θ= sin21 ky PP . 

 

  
а      б 

 

   
в      г 

 

Рис. 1 – Схеми повороту:  
а – задні колеса ведучі та некеровані; б – передні колеса ведучі та керовані; в – поворот зчленованих машин;  

г – бортова схема повороту 
 
 

Сили тяги задніх коліс змушують переміщати-
ся ці колеса в тому напрямку, у якому вони діють, 
тобто в площині свого обертання по вектору швид-
кості 2v

r
 точки В середини заднього моста. Складо-

ва 1xP  штовхаючої сили відносно точки В створює 

момент, який прагне повернути машину проти го-
динникової стрілки, тобто в тому ж напрямку, в 
якому повернені колеса. Цей момент назвемо мо-
ментом повертання. Друга складова 1yP  штовхаю-

чої сили створює щодо тієї ж точки В момент, 
спрямований у бік, протилежний повороту керова-
них коліс. Його можна назвати моментом опору 
повороту. При усталеному русі з умов рівноваги ці 
моменти дорівнюють один одному. 

Для того, щоб передня вісь переміщалася в 
напрямку, паралельному площині обертання коліс, 
їй слід подолати реакцію, рівну силі опору кочен-
ню 1zfR  передніх коліс, де 1zR  – нормальна реак-

ція, яка припадає на передню вісь. Але для того, 

щоб ця вісь могла переміщатися в напрямку скла-
дової 1yP , їй необхідно подолати силу опору ко-

ченню. У переважній більшості випадків коефіці-
єнт зчеплення істотно більше коефіцієнта опору 
коченню, а значить, при тій же нормальної реакції 
сила зчеплення  11 zRP ϕ=ϕ більше сили опору ко-

ченню 1zfR  Таким чином, переміщенню в напрям-

ку сили 1xP  чинить опір сила реакції, істотно мен-

ша, ніж в напрямку дії сили 1yP . Крім того, при 

кутах θ  повороту керованих коліс, менших 45° (як 
правило, керовані колеса повертають на кути до 
15...20°, рідко до 30°), складова  1xP  більше 1yP . 

Таким чином, вектор швидкості 1v
r

 середини пе-

редньої осі спрямований під кутом θ  до поздовж-
ньої осі і вектора 2v

r
 середини задньої осі, що і ви-

значає криволінійний рух (поворот) машини. 
З огляду на співвідношення між можливими 
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силами 1xP  і 2xP , отримуємо, що умовою кочення 

ведених коліс в площині їх обертання при повороті 
є ϕ>θ /cos f . 

Практично при будь-яких дорожніх умовах 
кочення в площині свого обертання може бути за-
безпечено при кутах повороту θ , що досягають 
78...88°. 

У разі, коли передні керовані колеса ведучі 
(рис. 1, б), момент повертання, створюється силою 
тяги передніх коліс, спрямованою у площині обер-
тання цих коліс під кутом θ  до поздовжньої осі. 
Складова θcos1kP  сили тяги буде штовхати вперед 

задню вісь, а складова θsin1kP на плечі L створить 

момент, що повертає машину в сторону повороту 
керованих коліс. Відповідним чином визначаються 
напрями векторів швидкостей центрів мостів. Ке-
ровані колеса в цьому випадку можуть бути повер-
нені практично на будь-який кут. 

У деяких спеціальних машинах (наприклад, у 
багатовісних машинах для перевезення великога-
баритних вантажів), а останнім часом навіть в 
окремих легкових машинах, застосовується систе-
ма повороту, при якій всі колеса повертаються в 
одну сторону. Це забезпечує можливість як криво-
лінійного руху, так і прямолінійного під будь-яким 
кутом до поздовжньої осі машини від 0° до 90°, що 
забезпечує високу маневреність таких машин. 

За іншим способом здійснюється поворот 
зчленованих машин (рис 1, в). У даному випадку 
поворот відбувається як у машин з керованими ко-
лесами, так і з некерованими, але з тією різницею, 
що одні колеса по відношенню до інших змінюють 
площину свого обертання одночасно з поворотом 
однієї частини машини по відношенню до іншої. 

При бортовому повороті (рис 1, г) механізми 
повороту забезпечують різні швидкості зовнішніх 

нv  і внутрішніх вv  коліс щодо поздовжньої осі 

симетрії машини. Різниця в цих швидкостях при-
зводить до криволінійного руху, тобто повороту. 
Цікаво відзначити деякі окремі випадки, яких не 
буває при перших двох способах повороту. Так, 
якщо швидкість коліс одного боку машини дорів-
нює нулю, а швидкість коліс іншого боку відмінна 
від нуля, миттєвий центр повороту лежить в пло-
щині коліс, що не обертаються. Радіус повороту 
при цьому дорівнює половині колії машини. Якщо 
швидкості коліс лівого і правого боків однакові за 
абсолютною величиною, але протилежно спрямо-
вані, то миттєвий центр повороту розташований в 
середині колії і бази, радіус повороту дорівнює 
нулю, тобто машина повертається на місці. 

Таким чином, бортовим поворотом досяга-
ються істотно менші радіуси повороту, що є його 
перевагою  порівняно з двома першими способами. 

Була розглянута лише якісна сторона повороту: 
яким чином може здійснювати поворот колісна ма-
шина. Для того, щоб визначити можливість поворо-
ту з заданим радіусом в певних умовах, необхідно 
врахувати вплив на машину багатьох чинників. 

При повороті на машину діють бічні сили і 

додаткові моменти, які збільшують поздовжні реа-
кції, а також необхідний для руху крутний момент 
коліс. Тому, щоб машина повертала з заданим раді-
усом, потрібно забезпечити дві умови: 

1) можливість створення достатньої сили тяги 
ведучих коліс, здатної подолати зростаючу порів-
няно з прямолінійним рухом силу опору руху; 

2) відсутність ковзання (буксування) коліс не 
менше двох осей машини, з яких хоча б одна пови-
нна бути віссю з керованими колесами. 

Остання умова пояснюється тим, що поло-
ження машини на площині дороги визначається 
двома точками. Разом з тим, якщо колесо або вісь з 
двома колесами ковзає, то напрямок його перемі-
щення, а значить, і положення у заданий момент 
часу, не може бути визначено однозначно. Ці дві 
умови зручніше виразити у безрозмірній формі. 

Тоді першою умовою повороткості є: 

,fDfдоп −≤  (1)

де Mkoiповдоп GРPf /)(∑ ∑−=  (∑ повP  – сума 

всіх сил опору руху, що діють на всю машину при 
її повороті).  

Таким чином, збільшення коефіцієнта опору 
коченню допf  за рахунок криволінійного руху не 

повинна перевищувати запас динамічного фактора 
над коефіцієнтом опору коченню прямолінійних 
коліс. 

Введемо поняття коефіцієнта зчіпної сили осі 

)./(2
0

2
0 zoyxo RRRk ϕ+=ϕ  

(2)

Згідно з другою умовою повороткості необ-
хідно, щоб не менше ніж для двох осей, з яких хоча 
б одна керована, дотримувалася умова 

.0≤ϕоk  (3)

Тобто результуючі реакції в площині дороги у 
цих двох осей мають  бути менше сил зчеплення 
коліс цих осей. 

Бортовий поворот забезпечується моментом 
різниці поздовжніх сил зовнішніх і внутрішніх ко-
ліс. [7]. Для здійснення рівномірного швидкісного 
повороту цей момент повинен дорівнювати момен-
ту опору повороту пмM . Останній утворюється 

бічними реакціями, що діють на колеса осей в на-
прямках, протилежних їх переміщенню. Таким чи-
ном, умовами повороткості при цьому способі бу-
дуть також умова (1) і 

,2/)(
1
∑
=

=≥−
n

i
oiyiпмхнхв lRMBRR  (4)

де    пмM  – момент опору повороту машини;  

yiR  – бічна реакція i – ої осі;  

n  – число осей машини;  

oil  – відстань від i –ої осі до полюса nO  пово-
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роту машини;  
B  – колія машини. 
Основний недолік бортового повороту – істо-

тно велике ковзання коліс по опорній поверхні, 
тому потрібні великі поздовжні реакції коліс різних 
бортів. Імовірність того, що ці реакції ( хвR і хнR ) 

не будуть досягнуті або за умовами зчеплення або 
по достатності сил тяги, мала. 

Кінематика повороту машини. Отже, при 
криволінійному русі завжди є бічна сила, бічна де-
формація або прослизання елементів шини по опо-

рній поверхні, які залежать від великої кількості 
факторів. 

 Однак, розглянемо, в яких співвідношеннях 
повинні бути кути повороту різних коліс в припу-
щенні, що колеса жорсткі в бічному напрямку, тоб-
то відсутнє відведення і колеса котяться в площині 
свого обертання.  

Схема повороту колісної машини з передніми 
та задніми керованими мостами показана на рис. 2. 

 

 
 а 

  
б 

Рисунок  2 – Схема повороту колісної машини:  
а – з передніми та задніми керованими мостами; б – з передніми керованими мостами 
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Для того, щоб жорсткі в бічному напрямку ко-
леса котилися без бокового ковзання, кожне з них 
треба повернути на такий кут, при якому перпен-
дикулярні до площин обертання коліс перетнуться 
в одній точці. Ця точка ( kO ) називається кінемати-

чним центром, а проекція її ( kO ) на поздовжню 

вісь – полюсом рульового управління. 
У найпростішому випадку, коли у двовісної 

машини керованими є колеса тільки однієї осі (за-
звичай передньої), отримуємо 

;/ нk ctgBCCO θ=  

./ вk ctgADDO θ=  

Віднімаючи з першої рівності другу і маючи 
на увазі, що BCAD = , отримуємо: 

,/Llctgctg oвн =θ−θ  (5)

де 0l  – відстань між осями шкворнів поворотних 

цапф. 
Максимальні кути повороту керованих коліс 

зазвичай не перевищують 20...30°, а середні їх зна-
чення в експлуатації, як правило, не перевищують 
±5…10°. При наявних реальних співвідношеннях 

Ll /0  різниця кутів повороту внутрішніх і зовніш-

ніх керованих коліс у середньому становить частки 
градуса, тому в більшості випадків з достатньою 
для практики точністю можна вести розрахунки, 
приймаючи середній кут повороту коліс 

2/)( вн θ+θ=θ  і розглядати так звану велосипедну 

схему повороту, в якій два колеса однієї осі як би 
об'єднуються в одне. Перевага цієї схеми – скоро-
чення приблизно в 2 рази кількості рівнянь, що 
описують рух машини. Однак для більш точних 
розрахунків слід застосовувати повну схему з ура-
хуванням реакцій і кутів кожного з коліс окремо. 
ЕОМ дозволяє порівняно легко розв’язувати таку 
задачу. 

Радіус повороту, званий кінематичним радіу-
сом, визначається як θ= tgLRk / . 

Якщо керованими є колеса і передньої, і зад-
ньої осей, то для того, щоб вони рухалися по одній 
колії (рис. 3) (з метою зменшення опору на основі, 
що деформується у ґрунті) і радіус повороту був би 
найменшим, доцільно, щоб кути повороту передніх 
і задніх коліс були однаковими. Тоді 

θ= tgLRk 2/  і ./2 Llctgctg oвн =θ−θ  (6) 

Траєкторію криволінійного руху колісної ма-
шини визначають величина і напрямок швидкості, 
а оскільки напрямок швидкості коліс залежить від 
діючих на колеса сил, кінематика повороту коліс-
ної машини без урахування сил не може бути ви-
значена. 

Слід звернути увагу на визначення знака кутів 
повороту і відведення коліс. Оскільки кожне коле-
со може повертати в різні боки, причому можливий 
поворот не тільки передніх коліс в одну сторону, а 

задніх – в іншу, а й поворот всіх коліс в одну сто-
рону, потрібно чітко встановити "правило знаків" 
для розрахункової схеми. Можна вибирати будь-
яке правило, але строго його дотримуватися. Прак-
тика показує, що найбільш зручними для викорис-
тання є такі правила. 

 

 
Рисунок  3 – Схема повороту інтегрального трактору 

 

Для коліс, розташованих попереду полюса ру-
льового управління, за додатний напрямок кутів θ  
приймаємо будь-який напрямок цих кутів перед-
ньої осі. Для коліс, розташованих ззаду, за додат-
ний напрямок приймаємо напрям, протилежний 
напрямку коліс передньої осі. Кути відведення δ  
додатні, якщо спрямовані у бік дії бічної складової 
сили інерції, тобто від центру повороту. 

При русі по траєкторії з великою кривизною і 
відповідно з великими кутами повороту керованих 
коліс, але малою швидкістю, кути бічного відве-
дення, в усякому разі у керованих коліс, істотно 
менше кутів повороту цих коліс. Звідси випливає, 
що машина з керованими колесами першої та 
останньої осей може рухатися з приблизно в 2 рази 
меншим радіусом повороту, ніж за наявності керо-
ваних коліс тільки на одній осі. Введення керова-
них коліс на проміжних осях не зменшує радіус 
повороту (не збільшує кривизну траєкторії). Разом 
з тим, збільшення числа керованих коліс призво-
дить до зменшення ковзання коліс, загального опо-
ру руху, а значить, збільшує повороткість машини. 

У зв'язку з тим, що при постійних кутах пово-
роту (у тому числі і при нульових із бортовим по-
воротом) може змінюватися кривизна траєкторії, 
введено поняття повороткість. Повороткість (ста-
тична) є властивістю машини змінювати кривизну 
траєкторії руху під дією бічної складової сили іне-
рції, аеродинамічної сили або будь-якого іншого 
збудження, включаючи зміни характеристик шин і 
підвіски, але при незмінному повороті керованих 
коліс або, як прийнято говорити, при закріпленому 
рульовому управлінні. 

Залежно від того, як змінюється кривизна тра-
єкторії машини внаслідок бічного відведення коліс, 
розрізняють три види повороткості (рис. 4): 

1) Якщо при наявності відведення кривизна 
траєкторії машини залишається такою ж, як без 
бічного відведення, то машина має нейтральну по-
вороткість. 

Це можливо тоді, коли кути бічного відведен-
ня коліс першої осі ( 1δ ) дорівнюють кутам бічного 

відведення коліс останньої осі ( nδ ). 
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У якості найпростішого, але не зовсім точного 
прикладу, можна вважати, що тоді при зміні швид-
кості і, відповідно, зміні сили інерції та її складо-
вих, що діють на першу і останню осі, кривизна 
траєкторії не змінюватиметься. Так буде, якщо при 
цьому не враховувати деякі додаткові фактори. 

 

 
 

 

Рисунок  4 – Залежність радіуса повороту  
від швидкості 

 

2) Якщо за наявності відведення кривизна 

(
nR

K
1= ) траєкторії руху зменшується (радіус по-

вороту збільшується) і стає меншою, ніж у тієї ж 
машини в тих же умовах, але без бічного відведен-
ня, то має місце недостатня повороткість. При цьо-

му кут відведення передньої осі повинен бути бі-
льше кута відведення задньої осі ( nδ>δ1 ). 

При збільшенні швидкості машини і, відпові-
дно, збільшенні сили інерції та її складових криви-
зна траєкторії буде зменшуватися. Разом з цим бу-
де зменшуватися і сила інерції. 

3) Якщо за наявності відведення кривизна тра-
єкторії руху машини стає більше, ніж у тієї ж ма-
шини, але з жорсткими колесами (радіус повороту 
менше), то машина має надлишкову повороткість. 
Так буде, якщо nδ<δ1 . В цьому випадку зі збіль-

шенням швидкості кривизна траєкторії руху при 
тих же кутах повороту керованих коліс збільшуєть-
ся, а сила інерції ще більше зростає. 

Були проведені експериментальні досліджен-
ня на полігоні ХНАДУ, де досліджувались за до-
помогою вимірювального комплексу сили, які ді-
ють на колісний трактор з двома ведучими мостами 
при агрегатуванні з навантажувачем. Дослідження 
проводились в твердому штучному покритті та пі-
щаній і ґрунтовій дорозі з повним навантаженням 
ковша. При цьому стріла навантажувача знаходи-
лась в двох розрахункових положеннях. Схема сил 
наведена на рис. 5. 

 

 
 

Рисунок 5 – Сили, які діють на колісний трактор з двома ведучими мостами при агрегатуванні з навантажувачем 
 

Розв’язання задач. У процесі моделювання 
динамічних процесів, що відбуваються з МФН, 
була обрана одномасова нелінійна модель з п'ятьма 
ступенями свободи. При цьому було прийнято, що 
у межах одного періоду основної форми коливань 
навантажувач рухається прямолінійно, процес по-
вороту виконується послідовним з'єднанням ліній-
но–ламаних відрізків, що утворюють спіраль. У 
зв'язку з цим у математичному описі розрахункової 
схеми виключені кутові коливання навантажувача 
у горизонтальній площині, а сили руху та опору 
повороту, спрямовані вздовж осі ОУ , прийняті 

рівними один одному. 
На підставі рівнянь Лагранжа другого роду 

були складені аналітичні залежності руху машини 
[11]: 
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де αJ  і γJ  – моменти інерції навантажувача щодо 

поперечної горизонтальної та поздовжньої горизо-
нтальної осей; 

j  – прискорення гальмування; 

oV  – початкова швидкість при вході у поворот; 

42, µµ  – коефіцієнти опору повороту; 

h – висота центру мас. 
Складові тягових зусиль на ходових колесах 

визначаються проекціями загального тягового зу-
силля на вісь OX  і пов'язані зі змінними у часі ве-
личинами опорних реакцій на кожному колесі на-
ступним чином [9, 11]: 
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де  42, ϕϕ  – граничні коефіцієнти зчеплення ко-

ліс з опорною поверхнею забігаючого борту; 
x&  і hα&  – поточне значення швидкостей 

центру мас, спрямованих уздовж осі OX при його 
кутових зсувах щодо координати α ; 

42, RR  – реакції опорних коліс забігаючого 

борту. 
Величини 42, RR  визначаються з рівнянь 

[11] 
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де стст RR 42 ,  – статичні навантаження, відповід-

но, на переднє та заднє колеса забігаючого борту; 

ррС λ,  – відповідно, радіальна жорсткість та 

коефіцієнт в'язкого опору шини; 
zz &,  – відповідно, переміщення та швидкість 

переміщення центру мас; 

2
,

2

BB γγ &  – поточні значення, відповідно, пе-

реміщення та швидкості кутових переміщень щодо 
осі  y . 

При розв’язанні  математичної моделі були 
введені такі обмеження за відривом від опорної 
поверхні та ковзанню ходових коліс [11]: 
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При розв’язанні  диференціальних рівнянь ви-

користовувався програмний пакет MATLAB, що 
містить у своєму складі інструмент візуального 
моделювання SIMULINK. Як шукані показники 
були прийняті вертикальні деформації і опорні реа-
кції на ходових колесах, тягове зусилля на колесах 
забігаючого борту і кутова швидкість. 

У процесі моделювання варіювалися наступні 
основні фактори: маса вантажу, що піднімається, а 
разом із ним і положення центру мас всієї машини, 
висота ковша над опорною поверхнею, початкова 
швидкість навантажувача.  

Для розв’язання складеної математичної мо-
делі використовувався чисельний метод Рунге–
Кутта 4–го порядку. 

Як показало зіставлення розрахункових та ек-
спериментальних осцилограм (рис. 6), за основною 
формою коливань (рис. 6, б) і характером зміни 
тягового зусилля вони практично збігаються (роз-
біжність за періодом основної форми коливань на-
вантажувача становить 11%). Однак досвід експлу-
атації навантажувачів вказує на наявність високо-
частотних складових коливань з малою ампліту-
дою, які викликані переміщеннями окремих мас 
навантажувача щодо остова і коливаннями тягово-
го гідроприводу, що не враховує запропонована 
розрахункова схема та її математичний опис. Але, з 
точки зору стійкості навантажувача, малі ампліту-
ди високочастотних коливань не відіграють істот-
ної ролі. 

При розвороті навантажувача у результаті ко-
взання ходових коліс по опорній поверхні колива-
льний процес є незгасаючим та близьким за харак-
тером до автоколивань. При цьому спостерігається 
відрив ходових коліс від опорної поверхні (див. 
рис. 5). Зі збільшенням вильоту та висоти підйому 
вантажу інтенсивність коливань зростає, і за пев-
них обставин можлива втрата стійкості машини. 

Заміри крутного моменту на передніх та зад-
ніх півосях дозволили встановити характер розпо-
ділу тягового зусилля між передніми та задніми 
ходовими колесами забігаючого борту і виявити 
найбільш навантажене колесо, а також непрямим 
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чином встановити величини опорних реакцій. Па-
діння у процесі коливань тягового зусилля на од-
ному ходовому колесі до нуля свідчить про його 
відрив від опорної поверхні. 

Критерієм стійкості навантажувача при вико-
нанні повороту пропонується взяти кут α , який 
визначається залежністю [9] 

 

 
а 

 
б 
 

Рисунок 6 –Графіки тягового зусилля на МФН:  
а – розрахунковий; б – експериментальний 

 

.0
2

→






 α−β−π
 

Коли центр мас навантажувача, відхиляючись 
вперед, поєднується з вертикаллю, що проходить 
через вісь ходових коліс, настає нестійка рівновага 
машини. Цьому відповідає граничний кут відхи-
лення центру мас [ ]α  вперед [9]: 

[ ],
2

α=β−π
 

де α  – кут відхилення центру мас у вертикальній 
площині від статичного положення;  

β  – кут відхилення від горизонталі центру мас 

навантажувача у статичному положенні. 
І, нарешті, якщо кут відхилення центру мас α  

вперед перевищує допустиме значення [ ]α , то не-
минуче перекидання машини. Величина кута β  [7] 

– змінна і залежить від вильоту стріли, маси ванта-
жу та висоти розташування ковша над опорною 
поверхнею. Кут α  відхилення центру мас вперед у 
першому наближенні може бути визначений з умо-
ви: 

 

,
2

πω=α ср  

де срω – середня кутова швидкість руху центру мас 

навантажувача щодо опорної точки за координатою 
α . 

За умови, що maxω=ωср  і 
цтh

v0
max =ω , при-

йнявши орієнтовно головну форму коливань у ви-
гляді синусоїди, можна записати для півперіоду 
[11]: 

цт
ср h

v064,0=ω  

і тоді 

,
2

64,0 0

цтh

v τ=ϕ  (15)

де τ  – період основної форми коливань наванта-
жувача; 

0v  – початкова швидкість навантажувача; 

цтh  – висота центру ваги навантажувача над 

опорною поверхнею. 
Таким чином, при заданій висоті розташуван-

ня найбільшого вантажу на підставі (14) наванта-
жувач стійкий, якщо [ ]α<α  та знаходиться у ме-

жах 0170 <α< , і перекидається, якщо [ ]α≥α , де 

[ ]α  – допустимий кут відхилення від статичного 
положення машини. 

Також існує необхідність у вивченні впливу 
навантажень, які виникають у процесі черпання 
матеріалу, на втомну довговічність стріли фронта-
льного навантажувача з метою виявлення раціона-
льного способу черпання матеріалу. 

Як приклад, розглянемо вплив навантажень, 
що виникають у процесі черпання матеріалу, на 
втомну довговічність стріли фронтального наван-
тажувача [1]. 

Після попереднього заглиблення ковша наван-
тажувача на задану глибину гідроциліндрам підйо-
му стріли і повороту ковша необхідно подолати 
опір зрушенню матеріалу по лобовій поверхні, 
зрушенню матеріалу по бокових поверхнях, а та-
кож ваги матеріалу у призмі зсуву [9, 10].  

Найбільш небезпечним перетином стріли 
фронтального навантажувача є місце кріплення 
гідроциліндра підйому стріли. Небезпечний пере-
тин стріли є прямокутником зі сторонами 

50=b мм, 220=h мм. Визначимо геометричні ха-
рактеристики небезпечного перерізу [11]: площа 
поперечного перерізу =⋅= hbF  110см2, момент 

інерції відносно осі x  
12

3

== bh
J x  4437 см4, мо-
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мент опору відносно осі x  –
6

2

== bh
Wx  403 см3. 

Стріла навантажувача виготовлена зі сталі ма-
рки Ст. 3, що має такі характеристики [12]: межа 
текучості 240=mσ МПа; межа міцності 

470=вσ МПа; межа витривалості =вσ  170 МПа; 

відносне подовження %26=ψ . 

Навантаження, яке сприймає стріла при пово-
роті ковша в штабелі матеріалу, буде складатися з 
ваги ковша KG  і ваги матеріалу в призмі зсуву 

мG . 

Для фронтального навантажувача 
CATERPILLAR 950G KG =0,9 т, 1мG =3,8 т, 

2мG =2,75 т (згідно з даними, отриманими в ре-

зультаті проведення експерименту) [10]. Тоді 

11 =+= Kм GGP  4,7 т; 1,461 =P кН; 22 =+= Kм GGP  

= 3,65 т; 8,351 =P кН. 

Величина максимального згинного моменту в 
небезпечному перерізі від дії навантажень 1P  та 2P  

відповідно 11max == aPM  96,8 кНм; 

22max == aPM 75,18 кНм. Максимальне напружен-

ня в небезпечному перерізі 1max
1max ==

xW

Mσ  

= 240,2 МПа; 2max
2max ==

xW

Mσ   186,5 МПа. 

Таким чином, і в першому, і в другому випад-
ку, максимальні напруження, що виникають у стрі-
лі, перевищують допустиму межу витривалості. 
Отже, має місце накопичення втомних пошко-
джень. 

Визначимо допустиму кількість циклів наван-
тажень робочого обладнання навантаженнями 1P  і 

2P .  

Рівняння кривої втоми має вигляд [13]: 
 

,)75,1( m
ak

m
a N σ⋅=⋅σ  

 

де m  – показник ступеня, 3,8=m , [13]; 

     kN  – число руйнівних циклів; 

     aσ  – максимальні напруження. 

Тоді 1 =kN 3105,27 ⋅= . 

Як випливає з наведеного розрахунку, число 
циклів до утворення втомної тріщини при викорис-
танні у робочому процесі фронтального наванта-
жувача раціонального сумісного способу черпання, 
збільшується порівняно зі звичайним способом у 
8 разів. 

Висновки.  
1. Застосування і реалізація у робочому проце-

сі раціонального способу черпання дає можливість 
підвищити напрацювання на відмову елементів 
металоконструкцій робочого обладнання та ходо-

вих пристроїв, що веде до підвищення надійності 
машини в цілому. 

2. На основі розв’язання  рівнянь руху наван-
тажувача отримані значення коливань та перемі-
щень навантажувача з бортовою системою поворо-
ту за п'ятьма координатами [14]. 

3. При повороті МФН процес його руху но-
сить складний коливальний характер та супрово-
джується періодичним відривом коліс від опорної 
поверхні. Порівняння теоретичних та експеримен-
тальних даних склало 11% розбіжності результатів. 

4. Як критерій стійкості навантажувача при 
розвороті запропоновано вважати кут відхилення 
його центра мас від статичного положення. При 
максимальному вильоті ковша з повним вантажем 
його величина не повинна перевищувати 170 від 
статичного положення [15]. 

5. З метою запобігання мимовільного надмір-
ного розгойдування навантажувача доцільно пе-
редбачити блокування важелів системою керування 
тяговими насосами, яка спрацьовує при досягненні 
амплітуд коливання кістяка машини до значення 
допустимого кута перекидання –170. 
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ВПЛИВ  УМОВ  ЕКСПЛУАТАЦІЇ  НА  МІЦНІСТЬ  ПАЯНИХ  З’ЄДНАНЬ  
 

Робота присвячена термодинамічним дослідженням відносної міцності паяних з’єднань при низьких температурах. Встановлено, що при 
наявності електроліту паяне з’єднання схильне до руйнування від реакції окислення, як по основному металу, так і по припою. З метою 
збільшення терміну експлуатації паяних з’єднань необхідно після закінчення процесу паяння деталей ретельно видаляти залишки флю-
сів. Термодинамічні розрахунки доводять відносну міцність паяних з'єднань при від’ємних температурах. Складність проблеми міцності 
паяних з'єднань пояснюється наявністю комплексу фізико–механічних, хімічних і конструктивно–технологічних факторів, що відпові-
дають за формування паяних з'єднань та їх умов експлуатації. За будь–якою додатною температурою ізобарний потенціал має від'ємне 
значення. Якщо рівновага хімічної реакції зміщена вліво і має від'ємний знак, то вона активно протікає. Чим далі у ряду електрохімічної 
активності перебувають один від одного основний метал (або метали) і компоненти припою, тим активніше протікають процеси та окис-
лення. 

Ключові слова: технологія паяння; припій; електроліт; паяне з’єднання; міцність; ізобарний потенціал; температура 
 

А. В. КРАХМАЛЕВ, Е. И. ЗИНЧЕНКО, С. Г. КОВАЛЕВСКИЙ, О. В. КОРНИЕНКО 
ВЛИЯНИЕ  УСЛОВИЙ  ЭКСПЛУАТАЦИИ  НА  ПРОЧНОСТЬ  ПАЯНЫХ  СОЕДИНЕНИЙ  

Работа посвящена термодинамическим исследованиям относительной прочности паяных соединений при отрицательных температурах. 
Установлено, что при наличии электролита паяное соединение склонно к разрушению от реакций окисления, как по основному металлу, 
так и по припою. С целью увеличения срока службы паяных соединений необходимо после окончания процесса пайки деталей тщатель-
но удалять остатки флюсов. Термодинамические расчеты доказывают относительную прочность паяных соединений при отрицательных 
температурах. Сложность проблемы прочности паяных соединений объясняется наличием комплекса физико-механических, химических 
и конструктивно–технологических факторов, отвечающих за формирование паяных соединений и их условий эксплуатации. При любой 
положительной температуре изобарный потенциал имеет отрицательное значение. Если равновесие химической реакции смещено влево 
и имеет отрицательный знак, то она активно протекает. Чем дальше в ряду электрохимической активности находятся  друг от друга ос-
новной металл (или металлы) и компоненты припоя, тем более активно протекают процессы и окисления.  

Ключевые слова: технология пайки; припой; электролит; паяное соединение; прочность; изобарный потенциал; температура 
 
О. KRAKHMALYOV, O. ZINCHENKO, S. KOVALEVSKYI, O. KORNIIENKO 
INFLUENCE  OF  OPERATING  CONDITIONS  ON SOLDERED J OINTS STRENGTH 

The work is devoted to thermodynamic studies of the relative strength of soldered joints at negative temperatures. It has been established that in the 
presence of electrolyte, the soldered joint is prone to destruction from oxidation reactions, both in the base metal and in solder. In order to increase 
the service life of soldered joints, it is necessary to remove residual fluxes carefully after the end of the soldering process. Thermodynamic 
calculations prove the relative strength of soldered joints at low temperatures. The complexity of the problem of soldered joints strength is 
explained by the presence of a complex of physico-mechanical, chemical, and structural-technological factors responsible for the formation of 
soldered joints and their operating conditions. At any positive temperature, the isobaric potential has a negative value. If the equilibrium of a 
chemical reaction is shifted to the left and has a negative sign, then it is actively flowing. The further the base metal (or metals) and soldered 
components are from each other in the series of electrochemical activity, the more actively processes and oxidations proceed. 

Keywords: soldering technology; solder; electrolyte; soldered joint; strength; isobaric potential; temperature  
 
 
Вступ. Проблема міцності паяних з'єднань є 

досить складною, що пояснюється наявністю ціло-
го комплексу фізико-механічних, хімічних і конс-
труктивно-технологічних чинників, що відповіда-
ють за формування паяних з'єднань та їх умов екс-
плуатації. 

Необхідною умовою для отримання міцного 
з'єднання деталей є здатність поверхні металу змо-
чуватися рідким припоєм. Якщо розплавлений 
припой добре змочує поверхню основного метала і 
розтікається по ній рівномірним шаром, то і в за-
тверділому стані припій матиме хороше зчеплення 
з металом і паяне з'єднання буде досить міцним. 

Аналіз літератури. Метал змочується припо-
єм лише за умови, що його поверхня абсолютно 
чиста. За наявності на поверхні метала плівки ок-
сидів або інших забруднень припій не розтікається, 
а утворює окремі краплі, які після твердіння легко 
відділяються від метала. Тому необхідно або зазда-
легідь очистити поверхню і запобігти її окисленню 
при нагріві металу, або видалити окисну плівку під 
час самого процесу паяння [1, 2]. 

У роботі [3] розглянуто контактні та капілярні 
процеси взаємодії евтектичних Nb–розплавів, що 
містять Co, Ni та Fe, з твердими підкладками сис-

тем Al2O3–SiO2 та AlN–TiN при 1400–1450 °С у 
вакуумі 10–3 Па; досліджено мікроструктуру та фа-
зовий склад продуктів взаємодії в зонах контакту 
та виконано термодинамічний аналіз імовірних 
реакцій; виявлено вплив ніобію на ці процеси та 
запропоновано пояснення різної змочуваності од-
нотипних підкладок, яке базується на властивостях 
твердої фази, що утворюється на межі з розплавом.  

Отримання активною пайкою у вакуумі адге-
зійно-механічних з’єднань, здатних працювати при 
підвищених температурах з одночасним наванта-
женням на кручення в різних середовищах (вакуу-
мі, відновлюючому, окислювальному) досліджено 
в роботі [4]. 

Присутність Ni в Cu суттєво змінює мікро-
структуру паяного шва: на межі з ніобієм 
з’являється новий прошарок з мікротвердістю 7,1–
7,3 ГПа і зникають глобули, які спостерігалися в 
системі Cu–Nb [5]. 

В роботах [6, 7–10] встановлено, що міцність 
паяних з’єднань є практично на рівні основного 
металу та залежить від форми підготовки кромок. 

      © О. В. Крахмальов, О. І. Зінченко,  
С. Г. Ковалевський, О. В. Корнієнко,  2019 
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Так міцність зразків з обробленням кромок V–
подібними є на 50% більшою від зразків із прями-
ми кромками. 

У роботі [8] методом лежачої краплі з викори-
станням способу капілярного очищення розплаву 
краплі у процесі експерименту вивчено змочування 
компактних матеріалів на основі міді (олов’яної, 
берилієвої, алюмінієвої бронз) і чистої міді низько-
температурними припайними розплавами на основі 
олова. Припої системи Sn–Ag–Cu виявляють біль-
шу активність при змочуванні у порівнянні зі спла-
вами Sn–Pb, Sn, Sn–Bi.  

Аналіз розглянутих матеріалів дає підстави 
для висновку про необхідність подальших дослі-
джень у зазначеному напрямку. 

Мета роботи – розрахунок ізобарного потен-
ціалу окислення припою і основного металу для 
паяного з’єднання.  

Методологія досліджень. Як відомо, при 
будь-яких видах навантаження матеріали зазнають 
два види напружень: нормальні (залежно від при-
кладання сил – що розтягують або стискають) і 
тангенціальні (спрямовані по дотичній).   

При осьовому розтягуванні паяного з'єднання 
з нанесеним припоєм довільної довжини силою P  
нормальні напруження розтягування перпендику-
лярні поперечному перерізу стержня і дорівнюють: 

,/ FP=σ
 

(1)

а максимальні дотичні напруження спрямовані під 
кутом 45° до осі розтягування і дорівнюють поло-
вині нормальних напружень:  

.5,0 στ =  (2)

Подібні умови навантаження розглянуті у ро-
ботах [1, 2, 11, 12]. Проте ці умови не враховують 
умов експлуатації паяних з'єднань. За наявності 
розчину електроліту у будь–яких умовах експлуа-
тації відбувається хімічна реакція окислення при-
пою або основного металу, що призводить до по-
слаблення паяного з'єднання. 

Методи рішення задачі. Метали, маючи мале 
число електронів на зовнішніх енергетичних рів-
нях, легко віддають їх атомам елементів з високою 
електронегативністю. Не обов'язково, щоб метали 
утворювали тільки оксиди; з'єднуючись з галоге-
нами або сіркою, метал  теж окислюється, перехо-
дячи в стан позитивно зарядженого іона. 

Розрахуємо за методикою [7, 8] ізобарний по-
тенціал окислення припою і основного металу для 
паяного з'єднання: 1) мідь – припій – мідь; 2) сталь 
– припій – мідь. В якості припою розглянемо чисте 
олово, флюс – ортофосфорну кислоту і припой 
ПОС–40, ГОСТ 21930–76. Ізобарний потенціал – 
величина, що показує зміну енергії під час хімічної 
реакції і можливість її протікання. Його зміни ви-
ражають корисну роботу при постійних температу-
рі і тиску. 

У наведених паяних з'єднаннях можливі про-
ходження наступних реакцій. 

Для першого випадку: 

 2Cu + О2 + 4Н3РО4 = 2CuO + 6Н2О + 2Р2О5, 
 

2Sn + О2 + 4Н3РО4 = 2SnO + 6Н2О + 2Р2О5, 
 

(3) 
 

(4) 

 2Pb + О2 + 4Н3РО4 = 2PbO + 6Н2О + 2Р2О5. (5)

Для другого випадку додасться ще одна 
реакція: 

2Fe + О2 + 4Н3РО4 = 2 FeO + 6Н2О + 2Р2О5. (6)

Метод ентропії заснований на рівнянні Гіббса 
– Гельмгольца: 

,
dT

dA
TQA +=  (7)

однією з форм якого є рівняння 

.000 STHZ ∆−∆=∆  
(8)

Для стандартних умов воно дає: 

.0
298

0
298

0
298 STHZ ∆−∆=∆  

(9)

З рівняння ізотерми хімічної реакції і рівняння 
(9) отримаємо: 

,ln0 KTRZ ⋅⋅−=∆  
(10)

.ln
0

R

S

TR

H
K

⋅∆+
⋅

⋅∆−=  (11)

Цей розрахунок можна вести у калоріях і у 
джоулях. При розрахунку у калоріях, підставивши 
замість R  його значення (1,986 кал), отримаємо: 

,
575,4575,4

ln
0 S

T

H
K

⋅∆+
⋅

⋅∆−=  (12)

де    H∆  – зміна ентальпії, Дж/моль (кал/моль);  
T  – температура процесу, К (оС);  

0S∆ – зміна ентропії, Дж/моль·К (кал/моль·К). 
Рівняння (12) дає точний розрахунок тільки за 

стандартних умов – T = 298 К  і  P = 1,013·105 Па. 
Для усіх інших випадків результат буде наближе-
ним, оскільки не враховуються зміни величин теп-
лоємностей, і, відповідно, ентальпій і ентропій уча-
сників реакції. 

Для спрощення розрахунків рівняння (12) можна 

представити у вигляді, вважаючи, що 
575,4

S⋅∆
 = N та 

T

H o

⋅
⋅∆

575,4
 = М: 

.ln N
T

M
K +−=                      (13) 



ISSN 2079–0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 1 2019              41 

Для розрахунків не в калоріях, а в джоулях рі-
вняння (12) має вигляд: 

.
15,1915,19

ln
0 S

T

H
K

⋅∆+
⋅

⋅∆−=  (14)

Якість паяного виробу істотно залежить не 
лише від властивостей паяних з'єднань, але і від 
того, як змінюються властивості паяного (основно-
го) матеріалу під дією нагріву при паянні і матеріа-
лу деталей зібраного виробу, що не піддаються 
безпосередньо паянню, але нагріваються в техно-
логічному процесі. Погіршення властивостей конс-
трукційного матеріалу, передусім механічних і ко-
розійних, під дією нагріву у процесі паяння пов'я-
зане з його структурними змінами, що відбувають-
ся при цьому: зняттям ефектів наклепу або нагар-
товування і термічної обробки, зростанням зерна і 
зміни стану сплаву по межах зерен, старінням або 
відпуском, перепалом. 

При нагріві холоднодеформованого металу до 
температури 0,2 плt  йде перша стадія зняття накле-

пу або нагартовування – повернення або відпуск; 
при цьому вакансії переміщуються до границь зе-
рен з міжвузельними атомами, що призводить до 
зменшення кількості дислокацій і зниження мікро-
напружень у металі і, отже, до пониження міцності 
та підвищення пластичності металу [12]. 

При нагріві слабодеформованих заліза, алю-
мінію та їх сплавів до температури ~ 0,3 плt настає 

друга стадія повернення – полігонізація; при цьому 
формується комірчаста структура, що є наслідком 
утворення субзерен з кутовими межами, і пластич-
ність металу ще більше підвищується. 

При нагріві слабо холоднодеформованих ме-
талів у інтервалі температур (0,3 ÷ 0,5) плt  у місцях 

найбільшої концентрації дислокацій (на межах ста-
рих деформованих зерен) зароджуються і ростуть 
нові рівноважні зерна (первинна рекристалізація). 
При достатній витримці або при подальшому під-
вищенні температури текстурована структура ме-
талу замінюється рівноосними зернами рекристалі-
зованої структури. Усе це призводить до зниження 
міцності і до подальшого підвищення пластичності 
металу. 

Величина рекристалізованого зерна залежить 
від ступеню деформації, температури і часу рекри-
сталізації зерна початкового розміру. Максималь-
ний розмір зерна характерний для рекристалізації 
металу, підданого деформації з критичною мірою 
3–15%. При цьому в металі при рекристалізації 
утворюється обмежене число зародків рекристалі-
зованих зерен. 

Подальше підвищення ступеню деформації 
призводить до зростання числа центрів рекристалі-
зованих зерен за ступеневим, а підвищення темпе-
ратури нагріву – за експоненціальним законом. При 
подальшому підвищенні температури зростання 
зерен внаслідок посилення дифузійних процесів 
швидко прискорюється. 

Температура рекристалізації сильно деформо-

ваних чистих металів, за правилом А. А. Бочвара, 
складає (0,3 ÷ 0,4) плt , а у сплавів і сталей вона іс-

тотно вища (0,4 ÷ 0,5) плt . Дані про таку темпера-

туру для сплавів можуть бути визначені за їх діаг-
рамами рекристалізації, що показують залежність 
температури початку і кінця цього процесу від сту-
пеню деформації при заданій тривалості нагріву, 
або по тривимірних діаграмах рекристалізації, що 
зображують залежність середньої площі зерна від 
ступеню деформації і температури. 

Температурний інтервал паяння повинен зна-
ходитися в температурному інтервалі активності 
флюсу при контакті його з металом, що паяється, і 
припоєм, або в інтервалі температур, при якому 
можливе активування поверхні, що паяється, у ва-
куумі, інертних або активних газових середовищах. 

Вже після первинної рекристалізації зміню-
ються також електричний опір, питомий об'єм, 
термо ЕРС та інші фізичні властивості металів і 
сплавів, наближаючись до відпаленого стану. 

Збиральна рекристалізація характеризується 
подальшим зростанням зерен, що виникають в ре-
зультаті первинної рекристалізації. При цьому від-
бувається аномальне зростання великих зерен, зме-
ншення загальної довжини границь зерен, пони-
ження поверхневої енергії металу, утворення по-
трійних стиків зерен під кутом 120°. Збиральна 
рекристалізація відбувається тим інтенсивніше, 
чим вище температура нагріву. Включення диспер-
сних фаз гальмує первинну і збиральну рекристалі-
зацію. При ще більш високій температурі нагріву 
металів і сплавів може розвинутися вторинна рек-
ристалізація, при якій відбувається аномальне зро-
стання деяких великих зерен і утворення різнозе-
ренної грубої структури металу. 

Зміна корозійної стійкості та зменшення міц-
ності постарених або загартованих сплавів при на-
гріві відбуваються в результаті штучного (>20°С) 
або природного (~20°С) розпаду пересичених твер-
дих розчинів. Такий розпад здійснюється перерив-
часто (локально) або безперервно (однорідно). 

Зміна стану металів і сплавів по межах зерен 
може бути наслідком перегрівання або перепалу. 
При перегріванні в металах і сплавах утворюється 
великокристалічна структура, внаслідок чого погі-
ршуються їх механічні, особливо динамічні влас-
тивості. До перегрівання не схильні спадково дріб-
нозернисті сталі, такі, що містять 0,03–0,04 %  А1 
або 0,1–0,4 % Ті, але схильні сталі із спадково ве-
ликим зерном. Структурні зміни матеріалу при пе-
регріванні можуть бути усунені подальшою норма-
лізацією в сплавах без фазового наклепу. 

Перепал сплавів незалежно від їх початкового 
стану настає внаслідок оплавлення або окислення 
границь зерен при нагріві їх поблизу температури 
солідусу, що істотно знижує їх міцність, пластич-
ність і в'язкість. 

Перепал у сталях і сплавах протікає в три ста-
дії. На першій стадії відбувається збагачення гра-
ниць зерен легуючими елементами. На другій ста-
дії на границях зерен виникають порожнечі без 
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ознак окислення металу. На третій стадії відбува-
ється окислення границь зерен. Виправлення стру-
ктури конструкційних матеріалів після перепалу 
можливе тільки після першої стадії шляхом пода-
льшої гомогенізації та відпалу. Структурні зміни на 
другій і третій стадіях перепалу – неусувний де-
фект. 

Нетехнологічними вважаються температурні 
інтервали при досить тривалому нагріві або пові-
льному охолодженні, в яких паяний метал зазнає 
структурних або фазових змін, неприпустимо погі-
ршуючі властивості паяного з'єднання або виробу у 
цілому. 

Окрім того, температурний інтервал паяння 
повинен знаходитися поза температурними інтер-
валами розвитку дифузійної пористості, окрихчу-
вання паяного металу у контакті з рідким припоєм і 
нижче температури початку неприпустимого роз-
витку хімічної ерозії. 

Внаслідок розвитку фізико-хімічних процесів 
взаємодії паяного металу з припоєм, флюсом, газо-
вим середовищем, що відбувається в часі, темпера-
турний інтервал паяння залежить від тривалості 
контакту конструкційного матеріалу і припою: при 
малій тривалості контакту цей інтервал може змі-
щуватися в зону більш високих температур, а при 
збільшенні часу контакту - в зону нижчих темпера-
тур. Отже, температурний інтервал залежить від 
часу паяння. 

Часовий режим паяння характеризується три-
валістю нагріву до температури паяння, тривалістю 
паяння, тривалістю охолодження, тривалістю на-
гріву вище температури ліквідусу припою. 

Результати чисельного моделювання. Фізич-
ний зміст моделювання полягає в тому, що при тем-
пературі  T  рівноважний тиск кисню над оксидом 
дорівнюватиме зовнішньому тиску чистого кисню, 
тобто навіть у чистому кисні метал окислюватися не 
буде. Для активних металів ця температура дуже 
висока і знаходиться вище температури кипіння ме-
тала, а метали менш активні (тобто мідь) задоволь-
няють цій умові при нижчих температурах. 

Існує правило: коефіцієнти M  і N  тієї речо-
вини, яку відновлюють, розкладають або піддають 
іншим перетворенням, приймають зі знаком "мі-
нус", а результат реакції – зі знаком "плюс". Якщо є 
декілька молекул речовини (у нашому випадку – 2, 
4 і 6), то коефіцієнти  M  і N  теж збільшують у 
відповідне число разів. 

Складемо відповідну таблицю (табл. 1) для пер-
шого варіанту. Алгебраїчне складання коефіцієнтів  
M  і N  призводить до наступних рівнянь:  

• для міді – 

606,571
6,59700

ln −−=
T

K , 

TZ 606,5716,597000 −−=∆ ; 
• для олова –  

472,573
72,2428

ln −−=
T

K , 

−=∆ 72,24280Z T472,573− ; 

• для свинцю – 

99,572
1,31702

ln −−=
T

K , 

.99,5721,317020 TZ −−=∆  
 

На рис. 1 показано окислення міді.  
 
Таблиця 1 – Результати розрахунку для першого 

варіанту 
 

Речовина M  N  
4Н3РО4 –1856712,86 96,3216 
6Н2О 374956,8 –219,996 
4РО3 1354164,4 –407,16 
2CuO 67891,06 –40,7716 

f –59700,6 –571,606 
4Н3РО4 –1856712,86 96,3216 
6Н2О 374956,8 –219,996 
4РО3 1354164,4 –407,16 
2SnO 125162,94 –42,638 

f –2428,72 –573,472 
4Н3РО4 –1856712,86 96,3216 
6Н2О 374956,8 –219,996 
4РО3 1354164,4 –407,16 
2PbO 95889,54 –42,1552 

f –31702,1 –572,99 
 

 
 

Рисунок 1 – Окислення міді:  
сірий фон – мідь; рядкова структура – оксид міді;  

не травлено (× 200) 
 
З рівнянь видно, що при будь–якій плюсовій 

температурі ізобарний потенціал має від'ємне зна-
чення. Якщо рівновага хімічної реакції зміщена 
вліво і має від'ємний знак, то вона активно проті-
кає. 

Складемо відповідну таблицю (табл. 2) для 
другого варіанту. Алгебраїчне складання коефіціє-
нтів  M  і N  призводить до наступних рівнянь:  

• для міді –  

606,571
6,59700

ln −−=
T

K , 

TZ 606,5716,597000 −−=∆ ; 
• для олова –  

,472,573
72,2428

ln −−=
T

K  

=∆ 0Z ;472,57372,2428 T−−=  
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• для свинцю –  

=Kln  ;99,572
1,31702 −−=

T
 

;99,5721,317020 TZ −−=∆  
• для заліза –  

,06,563
72,9925

ln −−=
T

K  

∆ 0Z  −−= 72,9925 .06,563 T−  
 

 На рис. 2 показано окислення олова. 
 
Таблиця 2 – Результати розрахунку для другого ва-

ріанту 
 

Речовина М N 
4Н3РО4 –1856712,86 96,3216 
6Н2О 374956,8 –219,996 
4РО3 1354164,4 –407,16 
CuO 67891,06 –40,7716 

f –59700,6 –571,606 
4Н3РО4 –1856712,86 96,3216 
6Н2О 374956,8 –219,996 
4РО3 1354164,4 –407,16 
SnO 125162,94 –42,638 

f –2428,72 –573,472 
4Н3РО4 –1856712,86 96,3216 
6Н2О 374956,8 –219,996 
4РО3 1354164,4 –407,16 
PbO 95889,54 –42,1552 

f –31702,1 –572,99 
4Н3РО4 –1856712,86 96,3216 
6Н2О 374956,8 –219,996 
4РО3 1354164,4 –407,16 
FeO 117665,94 –32,226 

f –9925,72 –563,06 
 

 
 

Рисунок 2 – Окислення олова:  
сірий фон – олово; рядкова структура – оксид олова; 

 не травлено (× 200) 
 

 

З рівнянь видно, що при будь–якій плюсовій 
температурі ізобарний потенціал має від'ємне зна-
чення. А оскільки рівновага хімічної реакції зміще-
на вліво та має від'ємний знак, то вона активно 
протікає і у другому випадку. 

 

Висновки. 
1. За наявності електроліту паяне з'єднання 

схильне до руйнування від реакцій окислення як по 

основному металу, так і по припою. Очевидно, чим 
далі у ряді електрохімічної активності знаходяться 
один від одного основний метал (чи метали) і ком-
поненти припою, тим активніше протікають проце-
си їх окислення. 

2. З метою збільшення терміну служби паяних 
з'єднань необхідно після закінчення процесу паян-
ня деталей  ретельно видаляти залишки флюсів, у 
першу чергу, рідких. 

3. Термодинамічні розрахунки доводять від-
носну міцність паяних з'єднань при від'ємних тем-
пературах. 
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М.В. ПРОКОПЕНКО, О.І. ЗІНЧЕНКО  
 
АНАЛІЗ І ВИБІР МЕТОДІВ ОПИСУ ПРОЦЕСІВ УТОМИ, ПОВЗУЧОСТІ І ПРОГНОЗУВАННЯ 
ТРИВАЛОЇ МІЦНОСТІ ПОРШНІВ  ШВИДКОХІДНИХ ФОРСОВАНИХ ДИЗЕЛІВ 

 
Робота присвячена  аналізу та вибору методів опису процесів утоми, повзучості та прогнозування тривалої міцності поршнів швидкохідних форсованих 
дизелів на початкових стадіях проектування. Проаналізовані існуючі методи опису процесу втоми деталей камери згоряння швидкохідного дизеля з 
точки зори ефективності їх використання, особливо на початкових стадіях проектування. Також розглянуто методи для опису процесу повзучості в 
матеріалі деталей камери згоряння швидкохідного двигуна. Запропоновано метод оцінки накопичених пошкоджень у матеріалі поршня в умовах дії 
низькочастотної циклічної повзучості. Наведено методику прогнозування тривалої міцності кромки камери згоряння поршня з урахуванням моделі 
експлуатації швидкохідного дизеля, яка враховує спільний вплив низькочастотної втоми і повзучості на процес накопичення пошкоджень. Доведено, що 
для прогнозування довговічності в області малоцикловой втоми доцільно використовувати деформаційні критерії втомної міцності.  

Ключові слова: температурний стан; граничні умови; швидкохідний дизель; камера згоряння; коефіцієнт теплопровідності; поршень; тривала 
міцність 

 

Н.В. ПРОКОПЕНКО, Е.И. ЗИНЧЕНКО  
АНАЛИЗ И ВЫБОР МЕТОДОВ ОПИСАНИЯ ПРОЦЕССОВ УСТАЛОСТИ, ПОЛЗУЧЕСТИ И 
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ДЛИТЕЛЬНОЙ ПРОЧНОСТИ ПОРШНЕЙ БЫСТРОХОДНЫХ 
ФОРСИРОВАННЫХ ДИЗЕЛЕЙ 

Работа посвящена анализу и выбору методов описания процессов усталости, ползучести и прогнозирования длительной прочности поршней 
быстроходных форсированных дизелей на начальных стадиях проектирования. Проанализированы существующие методы описания процесса усталости 
деталей камеры сгорания быстроходного дизеля с точки зрения эффективности их использования особенно на начальных стадиях проектирования. 
Также рассмотрены методы для описания процесса ползучести в материале деталей камеры сгорания быстроходного двигателя. Предложен метод 
оценки накопленных повреждений в материале поршня в условиях действия низкочастотной циклической ползучести. Приведена методика 
прогнозирования длительной прочности кромки камеры сгорания поршня на основе модели эксплуатации быстроходного дизеля, которая учитывает 
совместное влияние низкочастотной усталости и ползучести на процесс накопления повреждений. Доказано, что для прогнозирования долговечности в 
области малоцикловой усталости целесообразно использовать деформационные критерии усталостной прочности.  

Ключевые слова: температурное состояние; граничные условия; быстроходный дизель; камера сгорания; коэффициент теплопроводности; 
поршень; длительная прочность 

 
M. PROKOPENKO, O. ZINCHENKO 
ANALYSIS AND CHOICE OF DESCRIPTION METHODS FOR PROCESSES OF FATIGUE, CREEP 
AND LONG TERM STRENGTH FORECASTING FOR HIGH-SPEED FORCED DIESELS PISTONS 

The work is devoted to the analysis and choice of description methods for processes of fatigue, creep and long-term strength forecasting of high-speed forced diesel 
pistons at the initial design stages. The existing description methods for the process of the combustion chamber parts fatigue of high-speed diesel engine are analyzed 
from the point of view of their use efficiency, especially at the initial design stages. The description methods are also considered for creep process in the material of 
high-speed engine combustion chamber parts. A method is proposed for estimating of accumulated damage in a piston material under conditions of low-frequency 
cyclic creep action. The forecasting method is presented for the long-term strength of the piston combustion chamber edge based on the operating model of a high-
speed diesel engine, which takes into account the combined effect of low-frequency fatigue and creep on the damage accumulation process. It is proved that it is 
advisable to use the deformation criteria of fatigue strength to predict durability in the field of low-cycle fatigue.  

Keywords: temperature condition; boundary conditions; high-speed diesel; combustion chamber; thermal conductivity coefficient; piston; long-
term strength 

 
Актуальність урахування опору пружного і 

пластичного руйнування поршнів швидкохідних 
форсованих дизелів на ранніх стадіях їх 
проектування. Структуру процесу проектування 
двигуна внутрішнього згоряння (ДВЗ), як складної 
технічної системи, можна представити у вигляді 
логічної схеми [1, 2], заснованої на окремих 
послідовних етапах його розробки. Тут під етапом 
проектування розуміється умовно виділений 
фрагмент, за результатами реалізації якого має бути 
прийняте рішення про продовження проектування. 

В укрупненому вигляді процес проектування 
двигуна передбачає наступний порядок виконання 
етапів проектних робіт: 

1. формування технічного завдання на 
проектування елементів двигуна або двигуна в 
цілому; 

2. пошук прототипів, тобто здійснення пошуку 
серед існуючих конструкцій таких, які корисно 
враховувати при формуванні вимог технічного 

завдання; 
3. розробка технічної пропозиції з метою 

прийняття принципових рішень про реалізацію нових 
елементів конструкції двигуна або модернізації 
існуючих; 

4. вибір, розробка або уточнення математичних 
моделей для прогнозування ефектів від поновлення 
або модернізації конструкцій; 

5. аналіз варіантів проектних рішень на основі 
оцінки очікуваних ефектів; 

6. оптимізація рішення для встановлення 
максимального ефекту від упровадження 
рекомендованих конструкцій; 

7. розробка конструкції двигуна (виконується 
конструкторське опрацювання відібраних рішень, 
остаточний вибір конструктивних варіантів реалізації 
двигуна і його елементів, випуск проектно-
конструкторської документації); 
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8. розробка технологічного процесу 
виготовлення дослідних зразків і підготовка 
технологічної документації; 

9. виготовлення дослідної партії. 
10. проведення випробувань (в тому числі 

прискорених) і доведення двигунів. 
У період проектування в залежності від 

одержуваних проміжних результатів переходять до 
наступного етапу або здійснюють повернення на 
один з пройдених, вносять зміни в проект, 
здійснюють уточнення математичних моделей і 
продовжують процес проектування з цього етапу. 
Кількість таких ітерацій визначається ступенем 
досконалості тих розрахункових методів, які були 
використані при аналізі конструкції. 

Природно, що для скорочення тривалості циклу 
проектних робіт необхідні зміни в конструкцію 
необхідно вносити на якомога більш ранніх етапах 
проектування, в будь-якому випадку - до здійснення 
етапу випробувань. 

Під ранніми (початковими) стадіями 
проектування будемо розуміти ітераційний цикл 
проходження етапів проектування від моменту 
розробки технічної пропозиції до моменту 
випробування і доведення двигунів. 

Очевидно, що якщо етапи проектування, на яких 
відбувається аналіз роботи конструкції, досить точно 
відображають фізичну суть процесів, то вже на 
ранніх стадіях проектування, тобто до стадії 
експериментальної перевірки, можна виключити 
явно помилкові рішення, тим самим істотно 
скоротивши складний і дорогий процес створення 
двигуна. 

При проектуванні високофорсованих 
перспективних дизелів важливе місце займають 
етапи проектування поршня, як однієї з 
теплонапружених деталей камери згоряння (КЗ). При 
цьому типовим і попереднім стоїть завдання 
відпрацювання конструкції поршня в наступній 
постановці: забезпечення необхідної тривалої 
міцності кромок КЗ при використанні таких типів 
камер, які дозволяють отримати найкращі економічні 
та екологічні показники роботи двигуна [3–6]. 

Численні дослідження в області оцінки 
забезпечення працездатності поршня [7–14] свідчать, 
що основними факторами, що визначають 
руйнування кромки КЗ, є процеси втоми і повзучості. 
Нижче виконується аналіз методів опису цих 
процесів у швидкохідних дизелях з точки зору 
можливості їх застосування на ранніх стадіях 
проектування поршня. 

Аналіз і вибір методів опису процесу втоми 
деталей камери згоряння швидкохідного дизеля. 
Для прогнозування довговічності, зумовленої 
низьким показником циклової втоми матеріалів, 
пропонується ряд критеріїв. Наприклад, виходячи з 
енергетичної теорії втомного руйнування, критерії 

пов'язують з енергією, що розсіюється в процесі 
циклічного деформування матеріалу [12]. 

Відповідно до гіпотези Пальмгрен-Маєра 
(рис. 1) передбачається, що протягом одного циклу 
навантаження на накопичення пошкоджень 

витрачається NU ip  кількості енергії, якщо на 
руйнування всієї деталі витрачається енергія U . 
Нехай навантаження матеріалу відбувається на 
різних рівнях, тоді руйнування настане за умови 

 

 UN
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=
∑
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 .                    (1) 

 

Розділивши обидві частини рівності (1) на U , 
маємо: 

1
1

=
=
∑
q

i N
n

ip

i ,                            (2) 

 

де q  – число рівнів навантаження; 

     ni  – кількість циклів навантаження на рівні i ; 

ipN  – граничне число циклів навантаження на 
цьому рівні. 

Гіпотеза Кортена-Долана (рис. 1,б) передбачає, 
що генерування мікротріщин має місце на всіх рівнях 
напружень, в тому числі і нижче σac  (межі 
витривалості). 

 

 
 а 

 
 б 

 
Рисунок 1 – Залежності амплітуди напруг від кількості 

циклів навантаження до руйнування: 
а – за гіпотезою Пальмгрен-Майера; 
б – за гіпотезою Кортена-Долана 

 
Для опису процесу втоми в деталях КЗ дизелів 

певний інтерес представляє метод [12], який би 
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розглядав час до руйнування як результат одночасної 
дії циклічних, механічних і термічних навантажень, 
тобто у вигляді 

 

 ( ) ( ) 
= ττσσττ Ttapp

,, .                      (3) 

 

 Тут σa  і σt  – амплітуди механічних і термічних 
напружень відповідно; Т – температура. 

Запропоновано гіпотезу лінійного 
підсумовування відносних довговічністей, яка 
описується співвідношенням: 

 

1
1

*
=

=
= ∑

τ
τq

i i

iљ
pf Nd ,                        (4) 

 

де N p  – число навантажувальних теплозмін (циклів) 
до руйнування;  

τiљ  – напрацювання при i-ій температурі циклу;  

τ*
i – тривала міцність при заданих σa  та σt ;  

q  – число ступенів температурного 

навантаження. 
Деформаційні критерії втомної міцності 

засновані на припущенні, що критерієм руйнування є 
вичерпання ресурсу пластичності матеріалу. Для 
області помірних температур Менсон запропонував 
критерій 

 

CN
n

n
=⋅ε р

,                                   (5) 

 

де N  і С – константи матеріалу; 

     N
n

р  – число циклів до руйнування. 
Коффин пропонує значення коефіцієнтів в цій 

залежності прийняти наступними n  = 0,5, 
)1/(1ln5,0 ψ−=C , де ),( τψ T  – характеристика 

тривалої пластичної деформації матеріалу.  
У разі циклічно нестабільних матеріалів 

критерій видозмінюється і записується у вигляді: 
 

NE
B

NC p

k γ−⋅+⋅=ε∆ р
,                   (6) 

 

де kBC ,,  і γ  – характеристики матеріалу. 

Коли амплітуда пластичної деформації стає 
сумірною з амплітудою пружних деформацій, а 
область тривалої міцності лежить в межах 104 циклів 
навантаження, він же запропонував критерій, що 
враховує і вплив пружної складової деформації: 
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При неізотерміческому цикловому 

навантаженні, окремим випадком якого є термічна 
втома, пропонується модифікація цієї залежності: 
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де ),( τσ T  – характеристика тривалої міцності; 

 ),( τψ T  – характеристика довготривалої 

пластичності. 
В цілому при виборі критерію оцінки тривалої 

міцності матеріалу доцільно враховувати конкретні 
чинники: умови експлуатації або випробувань, 
допустимі похибки і наявні бази даних за 
коефіцієнтами, що характеризує властивості 
матеріалу, а також наявність розрахункової бази 
даних про напружено-деформований і тепловий стан 
досліджуваних деталей. 

При цьому найбільш поширеним для оцінки 
тривалої міцності деталей КЗ двигунів є 
деформаційний критерій міцності. Цей критерій 
використаний у роботах Бачевського А.М., 
Абрамчука Ф.І. та ін. [13, 14]. При цьому кількість 
циклів до руйнування визначають за рівнянням Б. 
Поспішила: 
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де σ линa. – амплітуда напружень, розрахована за 

законом Гука; 

′σ f
, ′ε f

, с, b – константи матеріалу; 

ε ..нпл
 – амплітуда неруйнуючої пластичної 

деформації; 

σσ= aa max  – коефіцієнт асиметрії циклу; 

 σmax  – дійсне максимальне напруження циклу; 
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 σa – дійсна амплітуда напружень циклу. 
Пластична деформація в місцях локальних 

екстремумів напружень (наприклад, в зоні кромки КЗ 
поршня) визначалася на основі напружено-
деформованого стану (НДС) поршня у пружній 
постановці з використанням принципу Нейбера . 

Аналіз і вибір методів для опису процесу 
повзучості в матеріалі деталей камери згоряння 
швидкохідного дизеля. Останнім часом у ряді робіт 
[6, 12] показано, що руйнування деталей КЗ ДВЗ не 
обмежено пружними процесами у деформовному 
матеріалі. Це пов'язано з іншою специфічною 
особливістю нестаціонарних експлуатаційних 
навантажень і деформацій, властивою 
теплонапруженим деталям КЗ форсованих 
швидкохідних дизелів. Йдеться про їх можливе і 
істотне пластичне розміцнення. Тому з урахуванням 
можливих перегрівів деталей КЗ перспективних 
дизелів значний інтерес представляє вивчення 
процесу нестаціонарної повзучості конструкційних 
матеріалів, лімітує тривалу міцність деталей КЗ ДВЗ 
в умовах циклічно змінюваних температур і 
напружень не тільки за параметром руйнування, але і 
за параметром формозміни.  

Залежність тривалої міцності матеріалу від 
накопичених пластичних ушкоджень (у процесі 
повзучості) до моменту руйнування підтверджується 
даними обробки результатів великого обсягу 
експериментів [12]. Більшість цих даних відноситься 
до стаціонарної повзучості конструкційних 
матеріалів. 

Реакцією матеріалу на прикладання зовнішнього 
навантаження є його деформація - або пружна 
(оборотна), або пластична (необоротна). Остання 
виникає, якщо прикладене навантаження перевищує 
межу текучості матеріалу. 

Пластична деформація, обумовлена тривалою 
дією навантаження, іменується деформацією 
повзучості або просто повзучістю. 

 Необхідно відзначити, що процес повзучості 
інтенсивніше протікає при підвищеній температурі. 
Для сталевих і чавунних деталей явище повзучості 
істотне вже при температурі вище 300° С. Для ряду 
матеріалів, наприклад, для металів з низькою 
температурою плавлення (алюміній, дюралюміній 
тощо) або для високополімерних матеріалів, явище 
повзучості досить помітне і при t = 300 °C. 

Таким чином, процес повзучості є характерним 
для елементів конструкцій КЗ форсованих 
перспективних швидкохідних дизелів [12]; він може 
привести до руйнування (появи тріщин) або 
формозміни деталей навіть при напруженнях нижче 
межі пружності. 

Процес повзучості умовно розділяється на три 
стадії (рис. 2). Тут I – ділянка АВ, що 
характеризується спадною швидкістю накопичення 
деформації повзучості, який має назву несталої 

повзучості; II – ділянка ВС характеризується 
постійною швидкістю накопичення деформації 
повзучості і називається сталою повзучістю; III – 
ділянка СД, що характеризується збільшенням 
швидкості деформації і наступним потім 
руйнуванням і називається прискореною повзучістю. 

Зауважимо, що ділянка ОА відповідає 
початковій деформації, що виникає в момент 
навантаження і визначається температурою, 
навантаженням і швидкістю прикладення 
навантаження. 

 

 
 

Рисунок  2 – Крива повзучості матеріалу при постійних 
діючих напруженнях і температурі 

 
Для опису швидкості повзучості набули 

поширення феноменологічні залежності, побудовані 
на апроксимації експериментальних даних. Для 
випадку стаціонарної (постійної) температури 
такими можуть бути: 

ступенева          
nBn σ⋅ε =& ;                          (10) 
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гіперболічного синуса       

                  
 

s
shkn

σ⋅ε =& ,                  (12) 

де knB ,,  і s – постійні матеріалу при заданій 

температурі. 
Для матеріалу із зміцненням при постійній 

температурі і навантаженні процес повзучості можна 
описати співвідношенням : 
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Тут параметр ( )tω  характеризує ступінь 

пошкодження матеріалу, причому 0≤ ( )tω ≤ 1.  

Коефіцієнти С і α  характеризують стадію 
несталої повзучості, А і n – стадію усталеною 
повзучості, rrB 21

,,  і k описують процес наростання 
пошкодження. Всі ці коефіцієнти можна визначити 
методом найменших квадратів, маючи в своєму 
розпорядженні експериментальні криві повзучості. 

Застосування наведених рівнянь обмежується 
випадком стаціонарно (постійно діючого) 
навантаження. Специфіка експлуатації двигуна 
пов'язана з нестаціонарними (змінними) 
температурою і напруженням, тому для розрахунку 
тривалої міцності його деталей при довільному 
законі зміни навантаження необхідно застосовувати 
теорії нестаціонарної повзучості, засновані на 
концепціях механіки деформованого твердого тіла, 
що встановлюють зв'язок між деформацією, 
напруженнями, часом та іншими параметрами 
навантаження. 

Одна з таких теорій старіння заснована на 
гіпотезі про існування залежності між деформацією, 
напруженнями і часом при фіксованій температурі: 

 

( ) 0,, =σε tf n
 або ( )tfn ,σε = .               (15) 

 
Особливість цієї теорії полягає в можливості її 

використання для розрахунку кривих процесу 
повзучості за даними експерименту, а недолік 
пов'язаний з тим, що у рівняння повзучості, засновані 
на теорії старіння, фактор часу входить в явному 
вигляді, і вони виявляються не інваріантні до початку 
відліку часу. У зв'язку з цим у разі різкої зміни 
навантаження розрахунки можуть виявитися 
недостовірними. 

Інша теорія – течії передбачає існування 
функціональної залежності між швидкістю 
деформації повзучості, напругою і часом при 
фіксованій температурі: 

 

 ( ) 0,, =σε tf n& або ( )tfn ,σε =& .              (16) 

 
Така теорія має ті ж вади, що й теорія старіння. 

І, нарешті, теорія зміцнення передбачає 
функціональну залежність між деформацією 
повзучості, швидкістю деформації і напруженням: 

 

       ( ) 0,, =σεε nnf & або  ( )σεε = ,nfn&
.        (17) 

 
При цьому передбачається, що мірою зміцнення 

матеріалу є накопичена деформація повзучості, 
причому час в явному вигляді у рівняння теорії 
зміцнення не входить. Для структурно стійких 
матеріалів теорія дає можливість отримати цілком 

надійні результати. Існують і інші теорії повзучості. 
Майже всі вони свій розвиток отримали в роботах 
Работнова Ю.Н. 

У результаті узагальнену гіпотезу про пластичні 
деформації матеріалу можна надати залежністю 
швидкості повзучості від напружень, температури і 
кінценного числа структурних параметрів, що 
відслідковують структурні зміни в матеріалі: 

 

( )qqqTf nn ,...,,,, 21σε =&  , ni ,1= .      (18) 

 
Як структурні параметри можуть розглядатися 

різні величини. У теорії зміцнення, наприклад, – це 
накопичена деформація повзучості εn

. Структурним 

параметром може виступати і ступінь пошкодження 
ω , який у процесі розвитку повзучості змінюється 
від 0 у вихідному стані до 1 при руйнуванні. 

Для достовірного опису процесу нестаціонарної 
повзучості в матеріалах поршнів швидкохідних 
дизелів необхідне проведення спеціальних 
досліджень в умовах нестаціонарних 
термомеханічних навантажень з характеристиками, 
адекватними моделі експлуатації дизеля. 

Відповідно до цього на кафедрі ДВЗ НТУ «ХПІ» 
виконано дослідження процесу повзучості поршневого 
сплаву АЛ25 [12] в умовах циклічно змінюваних 
температур і напружень для двох найбільш характерних 
інтервалів зміни останніх (температури в межах 200 ↔ 
300° С; напружень у межах 25 ↔ 6,4 МПа і 50 ↔ 30 
МПа), що відповідає інтервалах зміни 
теплонапруженого стану різних конструкцій поршнів 
при роботі форсованих швидкохідних дизелів за 
циклом: холостий хід ↔ режим номінальної потужності 
[12]. Зміна температури (зразка) здійснювалося за 
пилкоподібним законом, а навантаження - за законом, 
близьким до прямокутного, що дало можливість 
імітувати найбільш важкі режими роботи дизелів в 
експлуатації [3]. Всього перевірено 6 варіантів поєднань 
інтервалів змін температур, напружень і тривалості 
циклу (див. табл. 1), причому кожному варіанту 
відповідали випробування трьох зразків. 

 
Таблиця 1 – Інтервали змін температур, напруг і 

тривалості циклу при експериментальному дослідженні 
повзучості сплаву АЛ25 

 
№ варіанта t, °C σ, МПа τц, хв 

1 6 
2 

25↔6,4 
12 

3 
200↔300 

50↔30 6 
4 25↔6,4 7 
5 7 
6 

230↔330 
50↔30 

18 
 
Випробування проводилися на модернізованій 

машині АІМА5-2 [12] в умовах нестаціонарного 
стиснення за допомогою описаного в [19] реверсивного 
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пристрою. Робоча довжина випробовуваних зразків 
становила 20 мм, діаметр – 10 мм. Оцінка деформації 
зразків проводилася за допомогою тензометра машини 
АІМА5-2 стрілочними індикаторами переміщень з 
ціною поділки 0,001 мм. 

Отримані експериментальні криві повзучості 
поршневого сплаву АЛ25 представлені на рис. 3, 4 
[12]. Як видно з рисунків, істотний вплив на процес 
повзучості, поряд з діючими температурами і 
напруженнями, здійснює і тривалість циклу. 

 

 
1 – τц = 6 хв; 2 – τц = 12 хв. 

 
Рисунок 3 – Криві повзучості поршневого сплаву АЛ25  

при нестаціонарній циклічній зміні температури  
в межах 200↔300°С, ступеневу зміні напружень  

і різних тривалостях циклу: 
а – σ = 50↔30 МПа; б – σ = 25↔6,4 МПа; 

 
На основі наведених результатів В.А. Пильовим 

було висунуто припущення, що в інтервалах зміни 
робочих температур і напружень, характерних для 
поршнів швидкохідних дизелів, коефіцієнти 

співвідношень, що описують процес циклічної 
повзучості, практично не залежать від рівня діючих 
температур і напружень, а залежать тільки від 
тривалості циклу. Тоді відповідно до теорії 
зміцнення, процес повзучості в умовах циклічного 
термомеханічного навантаження можна представити 
таким виразом [12]: 

 

 ( )ε+σε α−⋅= ЂД

ПД

n

ДП DА 1& , ( ) 00 =εП
,        (19) 

 
або з урахуванням залежності коефіцієнта від 
температури [18]: 

 

         ( )ε+σ






−ε α−⋅⋅= Д

ПД

n

ОДП D
T

k
А 1exp , 

( ) 00 =εП
.   (20) 

 

 
Рисунок 4 –  Криві повзучості поршневого сплаву АЛ25 
при нестаціонарному циклічному зміні температури в 
межах 230↔330°С, ступеневу зміну напружень і різних 

тривалостях циклу: 
1 – σ = 50↔30 МПа, τц = 7 хв.; 
2 – σ = 50↔30 МПа, τц = 18 хв.; 
3 – σ = 25↔6,4 МПа, τц  = 7 хв. 

 
Тут усі коефіцієнти з індексом «д» є функціями, 
залежними від тривалості циклу термомеханічного 
навантаження матеріалу. 

Вихідні криві повзучості, наведені на рис. 3 і 4, 
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оброблені з використанням методу найменших 
квадратів; значення отриманих коефіцієнтів 
представлені в табл. 2.  

При цьому виявлено, що коефіцієнти не 
залежать від параметрів циклу навантаження і 
можуть бути ідентифіковані на основі результатів 
обробки експериментальних даних в умовах 
статичної повзучості. 

 
Таблиця 2 – Коефіцієнти статичної та циклічної 

повзучості сплаву АЛ25 
 

Коефіцієнти повзучості Час 
циклу, хв. 

АОД n k DД αД 
Стаціо-
нарний 
режим *) 

2,43⋅109 
5,68 26580 0,256 

1,05 

6 6,53⋅1010 1,61 
7 5,59⋅1010 1,59 
12 3,84⋅1010 1,5 
18 3,23⋅1010 

5,68 26580 1,6 

1,64 
 

* – дані роботи [12]. 
 
З табл. 2 видно, що значення коефіцієнта в 

умовах циклічного навантаження більш, ніж у 6 разів 
перевищує значення цього коефіцієнта, отримане при 
статичному навантаженні матеріалу. 

У досліджених інтервалах зміни температур, 
напружень і тривалості циклу, його значення можна 
приймати практично незмінним. Це означає, що цей 
коефіцієнт для сплаву АЛ25 чутливий до виду 
навантаження, але мало чутливий до зміни 
тривалості циклу навантаження. Для коефіцієнта, 
який спільно з коефіцієнтом визначає процес 
зміцнення матеріалу на першій стадії повзучості, 
характерна лінійна залежність від тривалості циклу. 
Його значення порівняно зі стаціонарними умовами 
навантаження матеріалу зростає в 1,5 і більше разів. 

Коефіцієнт (що характеризує неусталену стадію 
повзучості) при великих тривалостях циклу 
термомеханічного навантаження (12–18 хв.) слабо 
залежить від тривалості аналізованого циклу, а зі 
зменшенням тривалості цього циклу з 12 до 6 хв. 
його значення зростає більш, ніж в 1,6 рази. 

Таким чином, тривалість циклу нестаціонарного 
навантаження поршневого сплаву АЛ25 чинить 
істотний вплив як на першу, так і на другу стадію 
повзучості. 

Емпіричні залежності значень коефіцієнтів і від 
часу циклу : 

 

1011 084,1453,4

358,4
−−−

+
=

⋅τ⋅⋅
τ

ее
А

ц

ц

ОД

 , 

τ⋅−α = 0174,0713,1
ДД

.             (21) 

 

Розрахункові криві повзучості, отримані на 

основі виразів (20), (21) і даних табл. 2, наведені на 
рис. 3, 4. З рисунків видно, що теоретичні криві 
повзучості досить добре описують протікання 
реального процесу. 

На підставі поданих результатів можна зробити 
висновок, що запропонована методика розрахунку 
повзучості в умовах термомеханічного циклічного 
навантаження матеріалу може використовуватися для 
оцінки впливу параметрів перехідних процесів 
роботи двигуна на даний процес, а також може бути 
покладена в основу розрахунків тривалої міцності 
поршнів швидкохідних дизелів з урахуванням моделі 
експлуатації двигуна, в тому числі і включає 
відомості про частоту змін режимів роботи останніх. 

Метод оцінки накопичених ушкоджень в 
матеріалі поршня в умовах дії низькочастотної 
циклічної повзучості. Умови експлуатації 
швидкохідних дизелів характеризуються наявністю 
спектра характерних режимів роботи, що 
відрізняються величинами навантажень, частот 
обертання колінчастого вала, а, отже, рівнями 
температур і напружень [3]. 

Питання вичерпання міцності матеріалу в 
подібних випадках зазвичай пов'язують з уявленнями 
про накопичення пошкоджень. Урахування впливу 
кожного з режимів навантаження деталі на її тривалу 
міцність здійснюють на основі принципу 
підсумовування пошкоджень, накопичених на 
відповідних режимах роботи. При цьому для 
урахування частки накопичених пошкоджень 
повзучості найбільшого поширення набули часовий, 
деформаційний і енергетичний критерії. 

Відповідно до часового критерію міцності 
величина накопичених пошкоджень може бути 
визначена виходячи з виразу [12]: 

 

∫ τ
ττ

=

*

0
*
q

s

d
d  ,                               (22) 

 

де τ*
q
 – час до руйнування при заданих температурі і 

напруженнях, що діють на q-тому режимі 
навантаження; 

       τ*
  – шукане час до руйнування. 

Згідно виразу (22) передбачається, що 

руйнування матеріалу настає в момент часу τ*
, 

відповідний умові ds  = 1, а розрахунок накопичення 
ушкоджень є нескладним завданням [12]. 

Однак, лінійне підсумовування викликаних 
повзучістю пошкоджень у ряді випадків виявляється 
неправомірним – величина в момент руйнування 
може змінюватися у великому інтервалі і не 
дорівнювати одиниці. Цього недоліку позбавлений 
критерій, запропонований В.В. Москвітіним: 
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( ) ( )∫
τ

τττ
τ

−= +

*

0
)1(*

*
m

q

qs

d
d

m  ,                    (23) 

 

де m – константа матеріалу, уточнювана за 
результатами експерименту. Його використання 
стосовно матеріалів деталей КЗ ДВЗ вимагає 
проведення спеціальних експериментальних 
досліджень з метою визначення коефіцієнта. У разі 
рівності зазначеного коефіцієнта нулю правомірно 
повернутися до виразу (22). 

Поряд з часовим критерієм урахування тривалої 
міцності використовується і деформаційний 
критерій: 

 ∫ ε
=

ef

f
s

de
d

0

,                            (24) 

 
де е – одностороннє накопичення деформації у 
процесі навантаження; 

     ef   – одностороннє накопичення деформації у 
момент руйнування; 
     ε f  – характеризує пластичність матеріалу, що 
отримується з випробувань на тривалу міцність. 

Відповідно до рівняння (24), критичне значення 

параметра ds = 1 визначається з умови вичерпання 
існуючої пластичності. 

Деформаційний критерій при 
експериментальній перевірці задовільно 
підтверджується лише в певних інтервалах зміни 
температур і напружень, а також в разі відсутності 
невстановлених стадій повзучості. Для більшості 
матеріалів і сплавів результати оцінки часу до 
руйнування за цим критерієм завищені . Тому в 
розрахунках перевага віддається часовому критерію. 

Крім перерахованих вище, на практиці також 
використовують енергетичний критерій, де за міру 
пошкодження приймають розсіяну енергію 
внутрішніх напружень на деформаціях повзучості . Її 
величина визначається з виразу: 

 

∫ τσε
τ

⋅⋅=
0

du n& ,                     (25) 

де σ  – напруження. 
Згідно енергетичного критерію, частка 

накопичених пошкоджень визначається як 
 

 ∫
τ

=

*

0
*

U
du

ds .                           (26) 

 

Тут U
*  – розсіяна енергія при руйнуванні. 

Енергетичний критерій заснований на 
твердженні, що руйнування внаслідок повзучості 
починається після досягнення критичного значення 
величини даної енергії, властивої даному матеріалу і 

не залежить від виду навантаження, значень діючих 
напружень і температур. 

Рівняння (26) досить добре узгоджується з 
експериментальними даними, отриманими для різних 
матеріалів в умовах постійних температур і 
напружень при досить широкому діапазоні зміни 
навантажень. 

Подібні дослідження матеріалів деталей КЗ ДВЗ 
проведені на кафедрі ДВЗ НТУ «ХПІ» та 
підтверджена можливість використання критерію 
виду: 

                                  .

0

1
∫ τσε
τ

=

∗

∗τ d
U

d &                    (27) 

 
Особливо підкреслимо, що робота 

автомобільних і тракторних дизелів характеризується 
частими і різкими змінами експлуатаційних режимів. 

Оцінка накопичення пошкоджень від повзучості 
при цьому припускає розбивку представленого циклу 
на окремі інтервали, з визначенням частки 
накопичених пошкоджень на кожному з них. 

Використання часового критерію при цьому 
призводить до необхідності вирішення завдання в 
квазістаціонарній постановці: 

 

∑ ττ ∗=
i

iisd  ,                            (28) 

 

де i  – загальна кількість інтервалів розбиття всіх 
температурних циклів роботи двигуна у прийнятій 
моделі експлуатації; 

     τi   – тривалість одного інтервалу розбивки 
температурного циклу; 

    τ∗
i    – час до руйнування матеріалу на даному 

розрахунковому інтервалі (при конкретному 
теплонапружених стані). 

Ясно, що такий підхід вимагає додаткових 
експериментальних досліджень із підтвердження 
правомірності його використання в разі дії 
нестаціонарних (змінних) температур і напружень. 

Розглядаючи енергетичний критерій, слід 
зазначити, що в роботах О.В. Сосніна неодноразово 
вказується на те, що критична величина питомої 
енергії розсіювання не залежить від виду 
навантаження і може бути визначена на основі 
кривих повзучості, отриманих в умовах постійно 
діючих температур і напружень. Тоді стосовно до 
досліджуваних умов навантаження, енергетичний 
критерій можна подати у вигляді: 

 

 
U

d
k

kkk

s ∗

∑ τσε ⋅⋅

=

&

.                       (29) 

 
У літературі є відомості про правомірність 

використання принципу лінійного підсумовування 
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пошкоджень на основі розглянутого критерію для 
цілого ряду матеріалів. При цьому, лінійне 
підсумовування пошкоджень справедливо в разі 
виконання умови подібності діаграм розсіювання 
енергії в процесі повзучості, отриманих при різних 
температурах, напруженнях і видах навантаження. 

Таким чином, можна стверджувати, що 
використання енергетичного критерію для оцінки 
накопичених ушкоджень повзучості в умовах дії 
змінних температур і напружень може виявитися 
кращим. Однак, його використання для матеріалів 
деталей КЗ вимагає визначення критичного значення 
питомої енергії розсіювання і перевірки умови 
подібності діаграм розсіювання енергії в процесі 
повзучості, отриманих для розглянутих матеріалів 
при різних температурах, напружених і видах 
навантаження. 

Для цих цілей в [12] оброблені дані на 
повзучість поршневого сплаву АЛ25 в умовах 
постійної дії температур і напружень як при 
розтягуванні, так і при стисканні. 

Критичне значення величини питомої енергії 
розсіювання у процесі повзучості визначалося, 
виходячи з чисельника співвідношення (29), а 
швидкість повзучості і входять до її рівняння 
коефіцієнти – з (19) [12]. Дослідження проводилися 
для рівнів температур 250° С, 300°С і 330° С в 
інтервалі напружень від 30 до 100 МПа (табл. 3, 4). В 
умовах розтягування дослідження проводилося до 
руйнування матеріалу, а при стисненні – до появи 
перших тріщин [12]. 

 
Таблиця 3 – Результати розрахунків часу до 

руйнування поршневого сплаву АЛ25 (розтягування) 
 

t,°C 
σ, 
МПа 

τ* , 
год 

τ85, 
год 

δτ
85, 

% 
τ950, 
год 

δτ
950, 
% 

100 14,33 11,0 17,56 14,89 3,91 
90 26,08 21,5 23,24 27,08 3,83 250 

70 108,7 110 1,21 114,9 5,75 
60 5,48 4,4 19,66 5,69 3,93 
50 15,43 14,1 8,61 16,03 3,87 
45 28,07 27,6 1,67 29,15 3,85 

300 

40 54,8 56,3 2,74 56,91 3,85 
50 2,07 1,55 24,98 2,15 4,02 

40 7,34 6,7 8,69 7,63 3,91 330 

30 37,6 38,8 3,19 39,06 3,88 

 
На підставі твердження, що критичне значення 

розсіяної в процесі повзучості енергії не залежить від 
виду навантаження, стосовно до поршневого сплаву 
АЛ25 як граничне значення шуканої енергії була 

прийнята величина U
∗
= 950 МПа. При обраному 

значенні похибки визначення часу до руйнування 
при розтягуванні не перевищують 6%, а при 
стисненні – 24%. 

 
Таблиця 4 – Результати розрахунків часу до 

руйнування поршневого сплаву АЛ25 (стиснення) 
 

τ*, час τ950, час δτ
950, % 

8 9 10 
140,4 118 7,8 
255,4 235 16,01 
1064 1180 10,28 
53,6 44,5 18,35 
151,0 145 4,6 
274,9 283 1,8 
536,6 604 11,1 
20,23 15,5 23,64 
71,86 65,5 9,03 
368,3 414,8 11,2 

 
Таким чином, на основі проведеного аналізу 

можна зробити висновок про допустимість 
використання енергетичного критерію при 
врахуванні впливу процесу нестаціонарної 
повзучості на тривалу міцність поршнів 
швидкохідних дизелів, виконаних з алюмінієвого 
сплаву АЛ25. При цьому, як критерій оцінки 
граничного з точки зору повзучості стану 
досліджуваного матеріалу слід приймати величину 
питомої енергії розсіювання, рівну 950 МПа [12]. 

Методика прогнозування тривалої міцності 
кромки КЗ поршня з урахуванням моделі 
експлуатації швидкохідного дизеля. В роботі 
Тимохіна А.В. представлена методика оцінки 
міцності і довговічності, що базується на результатах 
розрахунку НДС методом скінченних елементів і на 
використанні принципу Нейбера, який дає 
можливість врахувати вплив пластичної деформації 
на окремі граничні стани при використанні 
результатів розрахунків у пружній постановці. При 
цьому, реальна модель експлуатації дизеля не 
враховується. Оцінка часу до руйнування кромки КЗ 
поршня здійснюється за кількістю циклів до появи 
магістральної тріщини. Розглядається цикл 
навантаження холостий хід – режим номінальної 
потужності двигуна. 

У роботах Бєлова В.П. і Лизунова А.А. 
теоретична основа розробки методики розрахункової 
оцінки термостійкості крайок КЗ поршнів включає 
два етапи. 

На першому етапі обґрунтовується підхід до 
оцінки граничного стану кромки КЗ з використанням 
лінійного закону підсумовування пошкоджень. 

Накопичене сумарне пошкодження складається 
з пошкоджень на режимі номінальної потужності, 
перехідних режимах і режимі холостого ходу 
відповідно, тобто 

 
 dddd хпн

++= .                      (30) 

 
Пошкодження на режимах холостого ходу і 
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номінальної потужності викликані високочастотними 
змінами тиску і температури в КЗ і залежать від 
параметрів робочого циклу двигуна. 

Пошкодження на перехідних режимах 
виникають в умовах розвинених циклічних 
пластичних деформацій в зоні кромки КЗ. Тому для 
оцінки пошкоджень від малоциклової втоми 
найбільш універсальним (на думку авторів) можна 
вважати деформаційно-кінетичний критерій, 
розроблений колективом Інституту машинознавства. 
Цей критерій базується на лінійному підсумовуванні 
втомних і квазістатических ушкоджень, які можна 
визначати з виразу 

 

ddd sfп
+=  .                         (31) 

 
Вважається, що руйнування настає, якщо 

сумарне пошкодження досягає граничного значення. 
Втомне малоциклове пошкодження за N циклів 

визначається за формулою 
 

N
N

d
p

f
=  ,                              (32) 

 

де N p  – число циклів до руйнування. 
Число циклів до руйнування в залежності від 

розмаху пластичної деформації визначається за 
рівнянням малоциклової втоми Коффина: 
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де )(T
вε  – гранична пластичність матеріалу 

(відносне подовження при розриві); 
ρε∆2  – ширина петлі пружного гістерезиса. 

Квазістатичне пошкодження внаслідок 
однобічно накопиченої деформації може бути 
визначена наступним чином: 

 

( )T
Ne

d
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s ε
∆ ρ

=  ,                        (34) 

 

де e∆ ρ
 – односторонній зсув петлі пружного 

гістерезиса за один цикл. 
Тоді число циклів до руйнування (поява 

макротріщини) визначається за формулою: 
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Попередній розрахунок за цим критерієм при 

мінімальному і максимальному значеннях граничної 

пластичності (εв ) матеріалу показав, що число 

циклів до руйнування склало відповідно – 400 і 4900. 
Така відмінність обумовлена неізотермічністю 
процесу і суттєвою залежністю від температури. 

У зв'язку з цим для проведення коректного 
розрахунку далі запропоновано критерій, 
узагальнений на неізотермічне навантаження, що 
враховує число перехідних процесів і температуру на 
конкретних напівциклах нестаціонарних 
навантажень. 

Недоліком цієї методики є використання в 
розрахунковій моделі пружно-пластичного поведінки 
матеріалу без урахування його повзучості, що не 
призводить до зміни діаметра кромки КЗ, що 
спостерігається в ряді експериментів [12]. 
Аналогічно роботам Тимохіна А.В. модель 
експлуатації двигуна не враховується. 

Розроблена Іванченком О.Б. методика оцінки 
термоусталеної міцності поршнів форсованих дизелів 
заснована на розв’язанні нестаціонарної задачі 
теплопровідності і термопружності в осесиметричній 
постановці. Використовуються принцип Нейбера і 
модифіковане рівняння Морроу. Модель експлуатації 
дизеля не враховується. 

У роботі Пилова В.А. [12] розглянуті питання 
оцінки тривалої міцності деталей КЗ з урахуванням 
моделі експлуатації двигуна. За основу взята 
методика оцінки тривалої міцності поршнів, 
розроблена А.Ф. Шеховцовим. Доповнення методики 
виконано в частині урахування накопичених 
пошкоджень від повзучості. До недоліків методики 
відноситься врахування процесу повзучості лише на 
стаціонарних режимах роботи двигуна. 

В роботі Абрамчука Ф.І. [13, 14] пропонується 
методика розрахункової оцінки втомної і тривалої 
міцності деталей камер згоряння швидкохідних 
дизелів для конкретних моделей експлуатації 
тракторних і комбайнових дизелів. Фізичне 
моделювання процесу накопичення пошкоджень на 
реальному поршні з метою підвищення достовірності 
експериментальних даних проведено на 
оригінальному стенді для термоциклювання 
натурних поршнів. 

Оцінка накопичених пошкоджень від 
термовтоми і повзучості проводилася за допомогою 
критерію, що базується на лінійному підсумовуванні 
втомної і квазістатичої (від повзучості) складових 
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,                (36) 

 

де N f  – число циклів до появи тріщини;  

N pi  – число циклів до руйнування, яке 

визначається по кривій втомної міцності при розгляді 
форми циклу навантаження;  

τ*  – час до появи тріщини;  
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τ*
i  – час до руйнування, яке визначається за 

кривою тривалої міцності при заданих температурі і 
напруженнях (при розрахунку використовувалося 
рівняння Б. Поспішила). 

Розрахунок накопичених пошкоджень від 
повзучості найбільш навантажених зон поршнів в 
[13, 14] виконаний в такий спосіб. Цикл зміни 
температури (і напружень) розбивався на 30 рівних 
ділянок. На кожній дільниці приймалися середні 
значення температур і напружень. Дійсні окружні 
напруження за даними пружного розрахунку поршня 
уточнювалися, виходячи з принципу Нейбера. 
Знаючи дійсні напруження і температуру на кожній 
ділянці циклу, можна розрахувати деформацію 
повзучості. Напруження в кінці останньої ділянки 
розбиття за відомою деформацією повзучості 
визначається з принципу Нейбера. Гранична 
довговічність встановлюється за рівнянням Б. 
Поспішила з урахуванням спільного впливу 
нестаціонарних низькочастотних і високочастотних 
навантажень. 

Недоліком цієї методики є урахування 
накопичених пошкоджень повзучості в (36) на основі 
часового критерію міцності, що вимагає додаткової 
експериментальної перевірки і використання 
рівняння Москвітіна (23). 

У роботах Левтерова А.М. уточнення (36) 
виконано шляхом використання при розрахунку 
другого додатку енергетичного критерію міцності 
(27): 
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N f
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.        (37) 

Особливо підкреслимо, що у всіх представлених 
роботах питання про порядок чергування 
експлуатаційних режимів роботи дизеля (історії його 
навантаження) не розглядається. Це в загальному 
випадку може впливати на час до руйнування кромки 
. 

Таким чином, з урахуванням проведеного  
аналізу, за основу методики оцінки тривалої міцності 
кромки КЗ поршня може бути прийнято вираз виду 
(37) з урахуванням впливу історії нестаціонарного 
навантаження двигуна на процес руйнування цієї 
кромки. 

При цьому для прогнозування опору пружного і 
пластичного руйнування поршнів може бути прийнята 
методика, розроблена А.Ф. Шеховцовим і уточнена 
Ф.І. Абрамчуком, В.А. Пиловим, яка враховує спільне 
вплив низькочастотної втоми і повзучості на процес 
накопичення пошкоджень, а також конкретну модель 
експлуатації двигуна. Вихідним рівнянням зазначеної 
методики є вираз (37). 

Слід зауважити, що до теперішнього часу 
питань прогнозування ресурсу роботи кромок КЗ 
поршнів з урахуванням прийнятої моделі 
експлуатації двигуна, тобто при нестаціонарних 

навантаженнях, приділялася недостатня увага. Тут 
відкритими є питання врахування впливу історії 
навантаження двигуна на тривалу міцність кромки 
КЗ поршня, а також оцінки впливу різних перехідних 
процесів в загальній моделі експлуатації дизеля на 
накопичення пошкоджень в зоні зазначеної кромки. 

За умови вирішення цих двох проблем можна 
говорити про можливість оцінки опору пружного і 
пластичного руйнування кромки КЗ на початкових 
стадіях проектування поршня.  

Для використання зазначеної методики 
необхідно реалізувати ряд попередніх етапів 
прогнозування тривалої міцності КЗ поршнів: 

• визначити тепловий стан поршня на всіх 
експлуатаційних режимах роботи двигуна у 
прийнятій моделі експлуатації; 

• визначити напружено-деформований стан 
поршня на цих режимах; 

• встановити закидання і просадки 
термопружних напружень, які виникають в особливо 
теплонапружених зонах поршнів внаслідок різких 
переходів роботи двигуна з одного експлуатаційного 
режиму на інший; 

• ідентифікувати коефіцієнти в залежності для 
визначення частки накопичених пошкоджень від 
втоми та повзучості. 

Очевидно, що на ранніх стадіях проектування 
поршня в ході пошуку конструкції, що задовольняє 
вимогам технічного завдання, виникає необхідність в 
багаторазовій перебудові вихідної інформації і 
проведенні повторних (варіантних) обчислень. Крім 
того, оскільки розрахунки ведуться з урахуванням 
конкретної моделі експлуатації, то необхідно 
отримувати дані про тепловий і напружено-
деформований стан поршня не для конкретного 
стаціонарного режиму, а для всіх режимів роботи 
двигуна в прийнятій моделі експлуатації. Ясно, що 
такі розрахунки можуть бути досить ефективно і 
раціонально виконані тільки при використанні 
методів і засобів САПР. 

В першу чергу вирішення зазначеного 
комплексу питань пов'язано з визначенням 
граничних умов (ГУ) в задачі теплопровідності. У 
загальному випадку задача теплопровідності і 
термопружності має вирішуватися у нестаціонарній 
постановці. Така задача вирішена в роботі 
А.М. Левтерова при відомих ГУ на стаціонарних 
режимах роботи двигуна. Достовірна зміна 
граничних умов в перехідному процесі досягнуто 
відповідним вибором керуючих функцій. Однак 
аналіз, виконаний в [3], свідчить, що при 
використанні існуючих методик оцінки ГУ 3-го роду 
для поршнів дизелів з турбонаддувом, розбіжність 
експериментальних і розрахункових температур на 
стаціонарних режимах досягає 12-20% в залежності 
від рівня форсування дизеля. Ясно, що така похибка є 
неприпустимою; тому необхідно вживати заходів 
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щодо уточнення прийнятих ГУ. Останнє зазвичай 
досягається шляхом розв'язання оберненої задачі 
теплопровідності, тобто передбачає проведення 
експериментальних досліджень. 

Отже, актуальною є задача достовірної оцінки 
ГУ 3-го роду на початкових стадіях проектування 
двигуна, ще до проведення експериментів. 

Для встановлення напружено-деформованого 
стану поршня крім його теплового стану, в якості 
вихідних даних необхідно додатково знати 
характеристики міцності матеріалу. Такі 
характеристики представлені, наприклад, в [4, 9–14]. 

Розрахунок нестаціонарного напружено-
деформованого стану (НДС) поршня методом 
скінченних елементів займає значний розрахунковий 
час навіть для сучасних ЕОМ. Тому при визначенні 
НДС в роботі Левтерова А.А. пропонується 
визначати закидання і зкидання напружень, 
використовуючи критерій Предводітелева з 
подальшою апроксимацією залежності напружень від 
часу сплайном 3-го порядку. 

При дослідженні напружено-деформованого стану 
поршнів в умовах нестаціонарного навантаження 
дизеля для апроксимації закону зміни температур в зоні 
КЗ поршня зазвичай використовують експонентну 
залежність виду [13, 14]: 

 

eTTTT kτ⋅−−= −
)(

minmaxmax ,          (38) 
 

 де Tmax, Tmin  – максимальна і мінімальна 
температури циклу; 

k  – показник експоненти зміни температури 
елемента деталі, визначається при обробці 
розрахункової кривої зміни температури; 

 τ  – час. 
Були отримані апроксимуючі залежності, що 

дають можливість визначати показник експоненти 
для кромок камер згоряння поршнів з різними 
типами КЗ: 

 Tbak ∆+= 11 ,                        (39) 

 

 де TTT minmax
−=∆  – перепад температур, 

    ba 11,  – коефіцієнти, що залежать від форми КЗ і 

розмірів поршня і визначаються шляхом розв’язання 
нестаціонарної задачі теплопровідності. 

Результати розрахункових і експериментальних 
досліджень [13, 14] дають можливість зробити 
висновок про суттєвий вплив на накопичення 
пошкоджень від втоми та повзучості наявності 
закидів і скидів напруг на перехідних режимах 
роботи двигуна. Визначення зазначених закидів і 
просадок пропонується виконувати, використовуючи 
число (критерій) Предводітелева Pd . Причому, чим 

більше значення, тим швидше досягається максимум 
термопружних напружень і тим більше величина 

закидів (осідань) напружень, що виникають при 
набиранні (скиданні) навантаження дизеля. 

Число Предводітелева характеризує темп 
прогрівання (охолодження) елемента деталі і 
залежить від теплофізичних властивостей матеріалу, 
конструкції деталі, умов теплообміну і визначається 
залежністю  

a
kr

Pd
2

=  ,                          (40) 

 

 де k  – показник експоненти зміни температури 
елемента деталі; 

r  – характерний геометричний розмір деталі; 
а – коефіцієнт температуропровідності матеріалу 

деталі. 
Отримано лінійні залежності між значеннями 

закидів термічних напружень і числом 
Предводітелева для кромок різних типів КЗ: 

 

        Pdba ⋅+=σ∆ 22
 .                     (41) 

 
Таким чином, маючи значення числа 

Предводітелева для конкретного елемента 
конструкції і конкретного перехідного 
(експлуатаційного) режиму двигуна, можна 
визначити відповідний йому закид термопружних 
напружень. Величини r  і а для будь-якої конкретної 
конструкції постійні і значення критерію Pd  згідно 

(40) залежить тільки від показника експоненти k . У 
свою чергу, показник експоненти залежить від 
закону зміни температури при переході елементів 
конструкції з одного теплового стану в інше. Отже, 
можна стверджувати, що темп прогрівання 
визначається величиною показника експоненти і 
перепадом температур між початковим і кінцевим 
усталеними тепловими режимами. 

Виходячи з вищесказаного, послідовність 
визначення закидів (осідань) термопружних 
напружень при набиранні (скиданні) навантаження 
двигуна наступна: 

1) відшукується перепад температур між 
кінцевими усталеними тепловими режимами; 

2) розраховується показник експоненти з (39); 
3) відповідно до (40) визначається число 

Предводітелева; 
4) обчислюється закид напружень з (41). 
Коефіцієнти, що входять в залежності для 

визначення частки накопичених пошкоджень від 
втоми та повзучості, можуть бути визначені 
відповідно до робіт Пильова В.А., Абрамчука Ф.І., 
Раміреса Міттані А. та ін.  

У зв'язку з вищевикладеним, метою цієї роботи 
є створення комплексу методик, що дають 
можливість здійснювати оцінку опору пружного і 
пластичного руйнування кромок камер згоряння 
поршнів на початкових стадіях проектування 
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форсованих швидкохідних дизелів.  
Для досягнення поставленої мети вирішені 

наступні завдання: 
1. Вибраний метод і розроблена методика 

розв’язання за допомогою САПР задач 
теплопровідності та термопружності з точки зору 
використання їх результатів на початкових стадіях 
проектування форсованих швидкохідних дизелів. 

2. Розроблено комплекс методик прогнозування 
опору пружного і пластичного руйнування кромок 
камер згоряння поршнів з урахуванням моделі 
експлуатації та ступеня форсування швидкохідних 
дизелів. 

3. Розроблено методику оцінки ефективності 
застосування різних заходів, спрямованих на 
підвищення тривалої міцності крайок камер згоряння 
поршнів, на початкових стадіях проектування 
швидкохідних дизелів. 

4. Оцінено вплив різних конструктивних і 
режимних факторів на тривалу міцність кромок 
камер згоряння поршнів швидкохідних дизелів. 

Висновки. Таким чином, можна зробити 
наступні висновки. 

1. При проектуванні високофорсованих 
перспективних дизелів однією з актуальних є 
завдання забезпечення необхідної міцності кромок 
камер згоряння поршнів. Для скорочення тривалості 
проектних робіт необхідно вносити основні зміни в 
конструкцію двигуна на більш ранніх етапах 
проектування. 

2. Для прогнозування довговічності в області 
малоциклової втоми доцільно використовувати 
деформаційні критерії втомної міцності. При 
неізотермічному циклічному навантаженні, окремим 
випадком якого є термічна втома, доцільним можна 
вважати використання рівняння Б. Поспішила 
спільно з принципом Нейбера. 

3. Методика розрахунку нестаціонарної 
циклічної повзучості в умовах термомеханічного 
циклічного навантаження матеріалу, заснована на 
теорії зміцнення і уточнена стосовно кромки КЗ 
алюмінієвого поршня А.Ф. Шеховцовим, В.А. 
Пильовим та ін., може бути покладена в основу 
розрахунків тривалої міцності поршнів 
швидкохідних дизелів з урахуванням конкретної 
моделі експлуатації двигуна. 

4. На основі проведеного аналізу можна зробити 
висновок про допустимість використання 
енергетичного критерію при врахуванні впливу 
процесу повзучості на тривалу міцність поршнів 
форсованих дизелів. При цьому, як критерій оцінки 
граничного з точки зору повзучості стану 
досліджуваного матеріалу слід приймати критичну 
величину питомої енергії розсіювання. 

5. До теперішнього часу питань прогнозування 
ресурсу роботи кромок КЗ з урахуванням прийнятої 
моделі експлуатації двигуна приділялася недостатня 

увага. Тут відкритими є питання впливу історії 
навантаження двигуна на тривалу міцність кромки 
КЗ поршня, а також оцінки впливу різних перехідних 
процесів в загальній моделі експлуатації дизеля на 
накопичення пошкоджень в цій зоні. 

6. При прогнозуванні тривалої міцності крайок 
КЗ в якості вихідної інформації необхідно мати дані 
про температурний і напружено-деформований стан 
поршня на всіх режимах роботи двигуна в прийнятій 
моделі експлуатації. Такі розрахунки можуть бути 
досить ефективно і раціонально виконані тільки при 
використанні методів і засобів САПР. 
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КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ ЕЛЕМЕНТІВ ПРЕС-ФОРМ ТА ПРОЕКТНО-ТЕХНОЛОГІЧНЕ  
ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ЇХ ТЕХНІЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

Для аналізу функціональних властивостей прес-форм необхідно визначати напружено-деформований стан їхніх елементів. Це пояснюється 
тим, що прес–форми є сукупністю багатьох деталей, які перебувають одна із одною у контактній та силовій взаємодії. Для цього розроблена 
математична модель напружено–деформованого стану елементів прес–форм. Ця модель ураховує дію зусиль запирання прес–форм та дію 
внутрішнього тиску робочого матеріалу, який перебуває у рідкому стані, на поверхню напівматриць. Крім того, на поверхні деталей, які 
перебувають у сполученні, діють умови контактної взаємодії. Ця математична модель реалізована у вигляді сукупності параметричних мо-
делей та програмних модулів. Із використанням цих засобів визначені характерні особливості поведінки прес–форм при здійсненні техноло-
гічних операцій пресування деталей із пластмас. Визначені особливості деформування основних деталей, які забезпечують міцність, жорст-
кість, точність роботи та якість деталей, що виготовляються на цих прес–формах. Здійснено аналіз одержаних результатів. Сформовані від-
повідні рекомендації. 

Ключові слова: прес-форма; напружено-деформований стан; контактна взаємодія; міцність; жорсткість; параметрична модель; метод 
скінченних елементів 
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КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ПРЕСС-ФОРМ И ПРОЕКТНО-
ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ИХ ТЕХНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК  

Для анализа функциональных свойств пресс-форм необходимо определять напряженно-деформированное состояние их элементов. Это объ-
ясняется тем, что пресс-формы представляет собой совокупность многих деталей, которые находятся друг с другом в контактном и силовом 
взаимодействии. Для этого разработана математическая модель напряженно-деформированного состояния элементов пресс-форм. Эта мо-
дель учитывает действие усилий запирания пресс-форм и действие внутреннего давления рабочего материала, который находится в жидком 
состоянии, на поверхность полуматриц. Кроме того, на поверхности деталей, находящихся в контакте, действуют условия контактного 
взаимодействия. Эта математическая модель реализована в виде совокупности параметрических моделей и программных модулей. С ис-
пользованием этих средств определены характерные особенности поведения пресс-форм при осуществлении технологических операций 
прессования деталей из пластмасс. Определены особенности деформирования основных деталей, которые обеспечивают прочность, жест-
кость, точность работы и качество изготавливаемых деталей на этих пресс-формах. Осуществлен анализ полученных результатов. Сформи-
рованы соответствующие рекомендации. 

Ключевые слова: пресс–форма; напряженно-деформированное состояние; прочность; жесткость; параметрическая модель; метод ко-
нечных элементов 

 
M. А. TKACHUK, A. GRABOVSKIY, M.М.  TKACHUK, A. ZARUBINA, M. SAVERSKA, D. MUKHIN, 
S. KUTSENKO 
CONTACT INTERACTION OF MOLDS ELEMENTS AND PROJECT-T ECHNOLOGICAL PROVI-
SION OF THEIR TECHNICAL  

To analyze the functional properties of molds, it is necessary to determine the stress-strain state of their elements. This is due to the fact that the molds 
are a set of many parts that are in contact with each other in a power and interaction relationship. To do this, a mathematical model of stress-strain state 
of molds elements has been developed. This model takes into account the effect of molds locking efforts and the action of the internal pressure of the 
working material, which is in liquid state, on the surface of the semimatrices. In addition, the conditions of contact interaction process are in place on 
parts surface that are in combination. This mathematical model is implemented as a set of parametric models and software modules. Using these tools, 
characteristic features of molds behavior are determined in the implementation of technological operations of pressing plastics parts. Certain features 
of main parts deformation are determined that provide strength, toughness, accuracy and quality of molds manufactured parts. The analysis of the 
received results is carried out. Formal recommendations made. 

Keywords: mold; stress-strain state; strength; stiffness; parametric model; finite element method  
 
 

Вступ. У сучасному машинобудуванні одна із 
найбільш поширених технологічних операцій – 
пресування деталей у прес-формах (ПФ). Таким 
способом виготовляються деталі із металів та 
сплавів, із пластиків та композиційних матеріалів 
тощо. Перевагами такого способу виготовлення 
деталей є висока продуктивність процесу. Напри-
клад, пластикова деталь виготовляється шляхом 
заливки розплавленого матеріалу у прес-форму, 
яка розміщується на термопластавтоматі, протягом 
циклу, який триває від декількох до десятків се-
кунд. Перевагою такого процесу є також та обста-
вина, що таким шляхом можливе виготовлення 
деталей дуже складної форми. Потрібно лише ви-
готовити відповідні формотвірні деталі (напівмат-
риці), підібрати режими нагріву, впорскування та 
тиску на робочу рідину у формотрівній порожнині. 

Разом із тим при формуванні проектно-
технологічних параметрів прес-форм на перший 
план виступають умови міцності, жорсткості, точ-
ності та якості виконання технологічних операцій, 
які зумовлені напружено-деформованим станом 
(НДС) елементів ПФ. Зважаючи на значну кіль-
кість деталей, які складають ПФ та знаходяться в 
умовах контактної взаємодії (КВД), можна ствер-
джувати, що основні технічні характеристики 
прес-форм залежать від умов контактного сполу-
чення деталей ПФ. Це передбачає необхідність 
аналізу НДС елементів ПФ із урахуванням КВД. 

© М. А. Ткачук, А. В. Грабовський,  
    М. М. Ткачук, А. О. Зарубіна, М. С. Саверська,  
     Д. С. Мухін, С. В. Куценко, 2019 
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Відповідно, розробка моделей, методів та здійс-
нення такого аналізу є метою цієї роботи. 

Аналіз існуючих моделей, методів та засобів 
досліджень. Прес-форма є елементом технологічної 
системи, який розміщується на відповідному облад-
нанні та забезпечує базування, силове замикання та 
формоутворення деталей із розплавленого робочого 
матеріалу. Прес-форми мають різноманітні конструк-
тивні рішення та технологічні режими роботи [1]. 
Разом із тим для них спільною рисою є те, що усі 
елементи ПФ знаходяться в умовах КВД. Для дослі-
дження НДС  системи пружних тіл із урахуванням 
КВД на сьогодні застосовуються різноманітні методи 
[2–4]. Вони реалізують підходи, які базуються на 
теорії варіаційних нерівностей [5, 6] , методах грани-
чних інтегральних рівнянь [7, 8], модифікаціях мето-
ду скінченних елементів (МСЕ) [9, 10]. 

Ці методи і моделі володіють суттєвими пере-
вагами: універсалізм, можливість урахування зна-
чної кількості чинників, наявність великої кількос-
ті потужних програмних комплексів, які реалізу-
ють той чи інший метод або модель. Разом із тим, 
цим засобам досліджень властиві також і певні 
недоліки. Це, по-перше, неадекватність щодо ура-
хування низки чинників, важливих для тих чи ін-
ших конструкцій, у т.ч. – прес-форм. Зокрема, мова 
йде про вплив нелінійних проміжних та поверхне-
вих шарів на КВД деталей досліджуваної констру-
кції. По-друге, це слабке переналаштування на 
конкретний обсяг досліджень. По-третє, це труд-
нощі при організації досліджень та аналізі одержу-
ваних результатів у автоматизованому режимі. 

Усі перелічені проблемні аспекти можуть бу-
ти подолані шляхом розробки, залучення та адап-
тації на основі модифікованого варіаційного прин-
ципу Калькера альтернативних моделей та методів.  

Зокрема, у роботах [11–14] розвинено модель 
КВД складнопрофільних тіл та методів розв’язання 
системи співвідношень для визначення їх НДС. Ці 
розробки реалізуються за допомогою МСЕ та ме-
тоду граничних елементів (МГЕ). Для побудови 
варіативних моделей залучається метод узагальне-
ного параметричного моделювання [15]. Таким 
чином, удається подолати перелічені вище недолі-
ки існуючих підходів. Враховуючи ці обставини, 
для аналізу НДС елементів ПФ у цій роботі розро-
блено спеціалізований програмно-модельний ком-
плекс для забезпечення заданих їх техніко-
технологічних характеристик, який поєднує чисе-
льні та аналітичні методи і моделі. 

Розрахункові моделі напружено-
деформованого стану прес-форм із урахуванням 
контактної взаємодії. Напружено–деформований 
стан елементів ПФ визначається системою рівнянь 
теорії пружності [16], що діють у областях 

Ω=Ω Nii ,...,2,1, , де ΩN  – кількість деталей, що 

складають прес-форму та інші тіла, які перебувають у 
взаємодії із ними. Так, одним із найпростіших варіан-
тів є система, зображена на рис. 1.   

Тут між нерухомою  2 та рухомою 1 плитами 
термопластавтомата розміщуються деталі 3÷10. На 

рухому плиту діє зусилля замикання прес-форми 
Q . На напівматриці 7, 8 діє тиск робочого матеріа-

лу p  (рис. 2).  

 

 
 

1 – рухома плита термопластавтомата;  
2 – нерухома плита термопластавтомата;  

3 – підкладна плита; 4, 10 – плити;  
5, 6 – обойма; 7, 8 – напівматриці; 9 – опори 

 

Рисунок 1 – Схема взаємодії елементів прес-форм  
 

 
 

Рисунок 2 – Розрахункова схема напівматриці 
 

Між тілами 101 Ω÷Ω  на поверхнях їхнього 

сполучення ijS  діють умови непроникнення: 

,ijji ww δ≤+  (1) 

де ji ww ,  – переміщення точок тіл iΩ , jΩ  відпо-

відно за нормалями до поверхонь ijS  кожного із 

тіл; 

ijδ  – початковий зазор у сполученні тіл (зазви-

чай для ПФ 0=δij ). 

Умови 1 перетворюють задачу аналізу НДС у 
загальному випадку у нелінійну. Це значно ускла-
днює дослідження впливу проектних та технологі-
чних параметрів, а також експлуатаційних режимів 
навантаження, на характеристики міцності та жор-
сткості елементів ПФ. Оскільки на етапі проектних 
досліджень необхідно варіювати достатньо обши-
рну множину параметрів, то пошук раціональних 
технічних рішень вимагатиме багатократних 
розв’язань нелінійних задач визначення НДС еле-
ментів ПФ із урахуванням умов КВД. Отже, в умо-
вах дефіциту часу на етапі проектних досліджень 
досить ефективними були би моделі та методи, що 
суттєво скорочують обсяг необхідних обчислюва-
льних ресурсів. 

Варіаційна постановка задачі та чисельно–
аналітичний метод аналізу НДС елементів ПФ. 
Одним із перспективних підходів до аналізу НДС 
системи контактуючих тіл є варіаційна постановка 
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задачі на основі теорії варіаційних нерівностей [17, 
18]. Згідно із нею задача визначення НДС системи 
контактуючих тіл зводиться до проблеми мініміза-
ції функціоналу повної внутрішньої енергії [18, 
19]: 

KuubuuaJ ∈→−= min,)(),(
2

1
, (2)

де u  – поля переміщень точок контактуючих тіл; 
a  – квадратична форма, задана на полях u ; 
b  – лінійна форма переміщень; 
K  – множина функцій, що задовольняє умовам 

(1). 
Зокрема, 
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ij

S
ij εσ  – компоненти тензорів напружень і 

деформацій та вектора переміщень у тілах SΩ ; 
)(Sf  – навантаження на поверхні SS  окремих 

тіл. 
При дискретизації функціоналу (2)  із залу-

ченням МСЕ одержуємо задачу  

,min
2

1

,
∑ ∑ →−≈∧

rp p
pprppr ufuuCJ  

 
(5) 

де prC  – елементи матриці жорсткості конструкції; 

     pu  – шукані вузлові параметри скінченно-

елементної моделі (тут – вузлові переміщення); 
    pf  – вузлові сили, відповідні параметрам pu . 

Мінімізація дискретизованого функціоналу 
(5) здійснюється на множині, яка є проекцією умов 
(1) на скінченновимірний простір параметрів pu : 

.ghhg uu δ≤+  (6)

Від такого загального формулювання можна 
перейти до частинного. 

По-перше, слід звернути увагу, що лінійна 
форма у (5) лінійно залежить від параметрів наван-
таження Q  та p : 

,21∑ +==∧ pbQbufb pp  
(7) 

де 21, bb  – деякі лінійні комбінації вузлових змін-

них pu . 

По-друге, співвідношення (6) при 0=δgh  (що 

є справедливим для багатьох випадків конструкти-
вного виконання ПФ) виконуються як для деяких 

номінальних значень )0()0( , hg uu , так і для їх зна-

чень, однаково збільшених у α  разів:  

⇒≤+ 0)0()0(
hg uu .0)0()0( ≤α+α hg uu  

(8)

тут α  – деякий довільний множник. 
Якщо тепер подати (7) як  
 

[ ],][ 21
)0(

2)0(

)0(

1
)0( bbQb

Q

p
bQb γ+α=+α=Λ

 (9)

де )0()0( , pQ  – деякі номінальні значення притиск-

ної сили Q  і тиску p ,  

то можна зауважити, що при певному співвідно-

шенні const=γ між )0(Q  та )0(p  розв’язок задачі 

(5) є лінійним за параметром α . Це твердження 
випливає із того, що квадратичний функціонал (5) 
за лінійних обмежень, які містять початок коорди-
нат у просторі змінних pu , при зміні навантажень 

у α  разів досягає і умовних, і безумовних мініму-
мів на одних і тих же променях відповідно. Отже, 
розв’язок при const=γ  лінійно залежить від рівня 

навантаження. 
Таким чином, за цих умов достатньо один раз 

розв’язати задачу визначення НДС елементів ПФ 

за певних )0(Q  та )0()0( Qp γ= , а надалі за довіль-

них )0(QQ α=  та )0(pp α=  одержувати поточний 

розв'язок за лінійними залежностями )0(uu α= , 
)0(ασ=σ , )0(αε=ε , де )0()0()0( ,, εσu  – перемі-

щення, напруження та деформації при номінальних 
навантаженнях, а εσ,,u  – при довільних поточ-

них. 
Сформульоване твердження складає основу 

нового підходу до розв’язання задач визначення 
НДС елементів ПФ із урахуванням умов КВД. Він 
полягає у тому, що на основі математичної моделі 
НДС контактуючих елементів ПФ, яка зводить ви-
хідну задачу до задачі квадратичного програму-
вання, пропонується чисельно-аналітичний метод 
визначення напружено-деформованого стану цієї 
системи тіл (див. вище). Це дає змогу багаторазово 
зменшити обсяг обчислень при проектних дослі-
дженнях міцності та жорсткості елементів ПФ. 
Таким чином, різко зростає оперативність дослі-
джень без втрати точності одержуваних результа-
тів. Відповідно, збережеться достовірність одержу-
ваних на основі аналізу НДС елементів ПФ реко-
мендацій та ефективність обґрунтованих проект-
них рішень. 

Приклад чисельних досліджень. Для проек-
тованих ПФ виникає низка задач, пов’язаних із 
напружено-деформованим станом їх елементів. 
По-перше, це визначення працездатності за умова-
ми міцності найбільш відповідальних та наванта-
жених деталей. По-друге, це визначення якості та 
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точності виготовлення деталей у прес-формах, яке 
залежить від різних чинників, зокрема, від дефор-
мування напівматриць.  

Останнє може призвести до спотворення но-
мінальної форми та розмірів деталі, яка виготовля-
ється. Це може бути викликане зміною товщини 
деталей внаслідок роздуття формотвірної порож-
нини або локального розкриття стику напівмат-
риць  та утворення облою на периферії цих дета-
лей. Таким чином, потребує аналізу напружено-
деформованого стану усіх елементів ПФ, особливо 
– напівматриць. 

Для прикладу було досліджено НДС дослідної 
ПФ, наведеної на рис. 3, без додаткових опор 6. 

Базове навантаження  )0(Q =250кН, )0(p =2,5МПа. 

Варіювання рівня навантаження здійснювалося 
шляхом зміни α  у межах 0,1÷10, тобто ∈Q [25кН; 

2,5МН], p =[0,25; 25] МПа.  

У табл. 1 (див. рис. 1) наведено розподіл кон-
тактного тиску у спряженнях елементів прес–
форм, у табл. 2, 3 наведено розподіл еквівалентних 
напружень за Мізесом та повних переміщень у 

елементах ПФ, а на рис. 4 наведено залежність від-
носних максимальних значень контактного тиску, 
напружень за Мізесом, переміщень від рівня нава-
нтажень.  

Як видно із наведених розподілів, області ко-
нтакту та закон розподілу контактного тиску є 
практично співпадаючим для різних рівнів наван-
тажень. При цьому виконується прямо пропорцій-
на залежність між компонентами НДС та діючими 
навантаженнями. 

Висновки. Одержані результати слугують ос-
новою для наступних висновків. 

1. У роботі  обґрунтована варіаційна постано-
вка задачі про визначення напружено–
деформованого стану системи контактуючих тіл за 
наявності між ними контакту на співпадаючих час-
тинах площин. При цьому визначено, що у цьому 
випадку між компонентами напружено–
деформованого стану та навантаженням викону-
ється прямо пропорційна залежність, незважаючи 
на нелінійність контактної задачі у загальному ви-
падку. 

 

 
1 – матриця; 2 – верхня плита; 3 – гвинти для закріплення формуючої 

вставки; 4 – підкладна плита; 5 – опори;  6 – додаткові опори 
 
а 

 
б 
 

 
в 

     
 

г       д      е 
 

Рисунок 3 – Конструкція дослідної прес-форми, скінченно-елементна модель, контакти у спряженні та крайові умови:  
а – конструкція дослідної прес-форми; б – скінченно-елементна модель ПФ;  

в – контакти у спряженні напівматриць; г – крайові умови закріплення на нерухомій плиті термопластавтомату;  
д – внутрішній тиск робочої рідини у порожнині напівматриць; 

 е – сила змикання прес-форми, прикладена до рухомої плити прес-форми 
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Таблиця 1 – Розподіл контактного тиску у спряженнях  елементів прес-форм, МПа 
 

Набір 
параметрів 

Значення кон-
тактного тиску 

Розподіл контактного тиску 
Значення  
контактного  
тиску 

Розподіл контактного тиску 

 рухома напівматриця нерухома напівматриця 

p = 0,25 МПа,  

=Q 25кН 

    
p  = 2,5 МПа,  

=Q  250 кН 

    
p  = 25МПа,  

=Q 2,5 МН 

    
 
 
Таблиця 2 – Розподіл еквівалентних напружень за Мізесом в елементах прес-форм, МПа  
 

Набір 
параметрів 

Значення  
контактного 
тиску 

Розподіл контактного тиску 
Значення 
контактного 
тиску 

Розподіл контактного тиску 

рухома напівматриця нерухома напівматриця 

p = 0,25 МПа,   

Q = 25кН 

 
 

 
 

p = 2,5 МПа,   

Q =  250 кН 
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Закінчення табл. 2 

Набір 
параметрів 

Значення 
контактного 
тиску 

Розподіл контактного  
тиску 

Значення 
контактного 
тиску 

Розподіл контактного тиску 

p 
=

 2
5М
П
а,

 

Q
 =

 2
,5

 М
Н

 

 

 

 
 

 
Таблиця 3 – Розподіл повних переміщень у елементах прес-форм , мм  
 

Набір 
параметрів 

Значення  
контактного  
тиску 

Розподіл контактного тиску 
Значення  
контактного 
тиску 

Розподіл контактного тиску 

рухома напівматриця нерухома напівматриця 

р = 0,25 МПа, 

Q = 25кН 

 

 
 

p = 2,5 МПа, 

Q = 250 кН 

  
 

p = 25МПа, 

Q = 2,5 МН 

 
 

 
2. На прикладі дослідної конструкції преc-

форми шляхом чисельного моделювання підтвер-
джені прогнозовані закономірності: пляма контакту 
залишається незмінною при зміні рівня навантажень, 
а контактний тиск і компоненти напружено-
деформованого стану прямо пропорційні діючим 
силам. 

3. Продемонстровано, що при розрахунках на-
пружено-деформованого стану елементів прес-форм 
із урахуванням умов контактної взаємодії можливе 

застосування чисельно-аналітичного способу, який 
полягає у здійсненні одиничного розрахунку напру-
жено-деформованого стану при номінальному нава-
нтаженні. При зміні ж цього рівня навантажень від-
повідно змінюються усі компоненти напружено-
деформованого стану. Це суттєво підвищує операти-
вність проектних досліджень при збереженні їх точ-
ності та обґрунтованості розроблюваних технічних 
рішень за критеріями міцності, жорсткості та праце-
здатності досліджуваних конструкцій прес-форм, 
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точності та якості виготовлення деталей. 
 

 
а 

 
б 

 
в 
 

Рисунок 4 – Залежність відносних максимальних значень 

контактного тиску )0(/ ppp = (а), напружень за Мізесом 

)0(/ ээ σσ=σ  (б), переміщень )0(/ www =  (в) від рівня 

навантажень )0(/ QQ=α  

 
У подальшому пропонується розвинути запро-

понований підхід до розв’язання більш широкої 
множини задач. 
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М. А. ТКАЧУК, О. В. КОХАНОВСЬКА, Г. В. ТКАЧУК, А. О. ЗАРУБІНА, І. Я. ХРАМЦОВА,  
С. І. МАРУСЕНКО, Д. С. МУХІН, С. В. КУЦЕНКО 

РОЗРАХУНКОВІ ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ ЕЛЕМЕНТІВ 
КОНВЕЄРІВ  

Розроблено моделі та здійснено аналіз напружено-деформованого стану елементів шахтових конвеєрів. Для цього розвинено та адаптовано 
метод узагальненого параметричного моделювання. Він дає змогу варіювати проектні рішення досліджуваного об’єкту. При цьому стає 
можливим здійснювати багатоваріантні дослідження напружено-деформованого стану. На цій основі можливе розв’язання задач цілеспря-
мованого поліпшення конструкцій за критеріями міцності та жорсткості. У роботі здійснено порівняння двох варіантів конструкції шкребка 
шахтового конвеєра. Визначено особливості напружено-деформованого стану шкребків, розраховано граничні величини навантаження, які 
призводять до руйнування шкребків. Ці дослідження продемонстрували можливості розробленого методу дослідження напружено-
деформованого стану та обґрунтування технічних рішень виробів із високими технічними характеристиками. 

Ключові слова: напружено-деформований стан; конвеєр; метод скінченних елементів; шкребок; міцність; параметризована модель; 
параметричне моделювання 
 

Н. А. ТКАЧУК, О. В. КОХАНОВСКАЯ, А. В. ТКАЧУК, А. А. ЗАРУБИНА, И. Я. ХРАМЦОВА, 
С. И. МАРУСЕНКО, Д. С. МУХИН, С. В. КУЦЕНКО 
РАСЧЕТНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  
ЭЛЕМЕНТОВ КОНВЕЕРОВ  

Разработаны модели и осуществлен анализ напряженно-деформированного состояния элементов шахтных конвейеров. Для этого развит и 
адаптирован метод обобщенного параметрического моделирования. Он позволяет варьировать проектные решения исследуемого объекта. 
При этом становится возможным осуществлять многовариантные исследования напряженно-деформированного состояния. На этой основе 
возможно решение задач целенаправленного улучшения конструкций по критериям прочности и жесткости. В работе проведено сравнение 
двух вариантов конструкции скребка шахтного конвейера. Определены особенности напряженно-деформированного состояния скребков, 
рассчитаны предельные величины нагрузки, которые приводят к разрушению скребков. Эти исследования продемонстрировали возможно-
сти разработанного метода исследования напряженно-деформированного состояния и обоснование технических решений изделий с высоки-
ми техническими характеристиками. 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние; конвейер; метод конечных элементов; скребок; прочность; параметриче-
ская модель; параметрическое моделирование  

M. TKACHUK, О. KOKHANOVSKA, G. TKACHUK, A. ZARUBINA, I. KHRAMTSOVA, S. MARUSENKO, 
D. MUKHIN, S. KUTSENKO 
CALCULATING STUDY OF STRESS-STRAIN STATE OF CONVEYO RS ELEMENTS  

The models are developed and the analysis of the stress-strain state of the elements of mine conveyors is carried out. For this purpose, the method of 
generalized parametric modeling has been adapted  and developed. It allows to vary design solutions of the studied object. In this case it becomes 
possible to carry out multivariate studies of stress-strain state. On this basis, it is possible to solve the tasks of purpose-oriented improvement of struc-
tures according to the criteria of strength and rigidity. In the work, a comparison is made for two design variants for shaft conveyor scraper. Peculiari-
ties of the stress-strain state of scrapers are determined, limiting loading values are calculated, which leads to scrapers destruction. These studies dem-
onstrated the possibility of a developed method for studying the stress-strain state and the justification of technical solutions for products with high 
technical characteristics. 

Keywords: stress-strain state; conveyor; finite element method; scraper; strength; parametriс model; parametric modeling  

Вступ. Сучасне машинобудування потребує 
виробів із високими технічними і тактико-
технічними характеристиками. Сучасного рівня тех-
нічних характеристик неможливо досягти без здійс-
нення досліджень їх напружено-деформованого ста-
ну (НДС). При цьому ключовою є можливість варі-
ювати проектні та технологічні параметри і режими 
експлуатації в ході розрахункових досліджень. Це 
створює можливість цілеспрямованого поліпшення 
технічних рішень за критеріями міцності, жорсткос-
ті, навантажувальної здатності, довговічності тощо. 
Оскільки уже навіть одиничне розв’язання задачі 
аналізу НДС конструкцій є достатньо складним, то 
при здійсненні багаточисленних досліджень обсяг 
потрібних обчислювальних ресурсів стає невиправ-
дано великим. У цьому випадку доцільне цілеспря-
моване варіювання технічних рішень. У силу таких 
обставин важливо будувати такі параметричні моде-
лі, які можуть реалізовувати зручне варіювання 
конструкції, що досліджується. 

Зокрема, подібна проблема постає при визна-
ченні раціональних технічних рішень шкребків шах-
тових конвеєрів. Стосовно цих шкребків існує вимо-
га міцності при дії екстремальних тягових сил. З ін-
шого боку, існує вимога мінімізації маси шкребка. 

Таким чином, протиріччя, що склалося, формує 
задачу побудови параметричних розрахункових мо-
делей шкребків шахтових конвеєрів. Також важли-
вим є порівняльний аналіз напружено-
деформованого стану  досліджуваних шкребків. Такі 
двоетапні дослідження складають мету цієї роботи. 

Аналіз існуючих методів. Натепер технології 
параметричного геометричного моделювання є до-
мінуючими у проектних розробках машинобудівних 
конструкцій. Дослідження напружено-
деформованого стану елементів цих конструкцій, як 
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правило, здійснюється за допомогою методу скін-
ченних елементів (МСЕ) [1]. На шляху інтеграції 
параметричного геометричного та скінченно-
елементного моделювання створюються потужні 
програмні комплекси типу Creo, SolidWorks, Catiа. 
Вони володіють широким арсеналом можливостей 
щодо розв’язання як задач аналізу, так і синтезу 
складних конструкцій за критеріями міцності. Проте 
весь спектр задач, що постають на практиці, у цих 
програмних засобах напряму не розв’язується. Крім 
того, для окремих предметних областей потрібно 
створення спеціалізованих інструментів досліджень, 
які орієнтовані на певний специфічний клас конс-
трукцій. Тому слід звернути увагу на альтернативні 
методи аналізу та синтезу [2–9]. Зокрема, у роботі 
[10] запропоновані основи методу узагальненого 
параметричного моделювання процесів і станів у 
складних механічних системах. На цій основі буду-
ються спеціалізовані програмно-модельні комплек-
си. Вони складаються із програмних модулів, які 
оперують із параметризованими моделями дослі-
джуваних об’єктів. Крім того, залучаються можли-
вості універсальних програмних комплексів типу 
ANSYS, Abaqus, Femaр тощо. 

Цей підхід продемонстрував високу ефективність 
[11–13] стосовно широкого класу об’єктів. Тому він 
був розвинений та адаптований для задач, які постав-
лені у цій роботі стосовно шкребків шахтових конвеє-
рів. 

Загальний підхід до розв’язання поставлених 
задач. При розробці методів, алгоритмів та програ-
много забезпечення для побудови параметричних 
моделей просторових об’єктів складної геометрич-
ної форми потрібно розв’язати задачу створення ра-
ціональної структури дослідження напружено-
деформованого стану. Застосування методу скінчен-
них елементів передбачає створення сітки скінчен-
них елементів, формування граничних умов та нава-
нтажень на вузли сітки. Саме створена скінченно-
елементна модель є основою для дослідження впли-
ву різних параметрів на міцність та жорсткість до-
сліджуваних тіл. Зазвичай цей етап є дуже трудоміс-
тким та довготривалим. 

Основна мета роботи – розробка ефективної си-
стеми для побудови параметричних моделей просто-
рових об’єктів складної геометричної форми із ви-
користанням сучасних методів, алгоритмів та про-
грамного забезпечення. 

Запропоновані підходи, що дозволяють побуду-
вати розрахункові моделі досліджуваних об’єктів на 
основі їх 3D–моделей, створених у різних CAD-
системах. Розроблено загальну схему побудови якіс-
ної моделі, яка базується на методі узагальненого 
параметричного моделювання [10].  

Новизна та унікальність запропонованих мето-
дів полягає у новому підході до створення моделей 
досліджуваних тіл на основі поєднання універсаль-
них CAD/CAE–систем та спеціалізованих модулів. 
Крім того, запропоновано розширений параметрич-
ний підхід до створення моделей. Він полягає у то-
му, що параметрами моделі є не тільки геометричні 

розміри, але й структура, компоновка, форма об’єкта 
і розміри сітки скінченних елементів, граничні умо-
ви, умови контактної взаємодії та навантаження. 

Результатами при цьому є: 
1) схема побудови скінченно-елементних моде-

лей досліджуваних об’єктів;  
2) спеціалізовані модулі для опису окремих 

об’єктів;  
3) тестові моделі для дослідження напружено-

деформованого стану окремих тіл складної форми. 
Отримані результати дозволяють приступити 

до здійснення багатоваріантних розрахунків НДС з 
метою обґрунтування раціональних технічних рі-
шень. Зокрема, у роботі це здійснено на прикладі 
шкребків шахтових конвеєрів. 

Побудова параметризованих моделей дослі-
джуваних об’єктів.  Задача створення раціональної 
схеми отримання скінченно-елементних моделей 
просторових тіл складної форми є однією з найбільш 
важливих при проектному дослідженні їх НДС. З 
одного боку, в універсальних CAD/CAE–системах є 
можливості для створення скінченно-елементних 
моделей тіл практично будь-якої складності. З іншо-
го боку, найбільші можливості для оперування з мо-
деллю дають спеціальні модулі, що орієнтовані на 
відповідний клас конструкцій. У роботі запропоно-
вано підхід, що поєднує переваги універсальних та 
спеціальних систем створення розрахункових моде-
лей. Запропоновано поєднувати у рамках дослі-
дження того чи іншого класу конструкцій універса-
льні CAD/CAE–системи та спеціалізовані підсисте-
ми. Це різко підвищує оперативність створення мо-
делей. Вони створюються в автоматизованому ре-
жимі. Крім того, впроваджується наскрізна парамет-
ризація цих моделей. Це дає змогу створювати не 
одну модель, а цілий клас моделей. Ці моделі на 
будь-якому етапі досліджень можуть бути модифі-
ковані. 

Пропонуються оригінальні методи та алгорит-
ми урахування реальних умов взаємодії елементів 
досліджуваних систем, зокрема – контактної взаємо-
дії. Вони полягають у новій оригінальній схемі трак-
товки поведінки контактних елементів та пошуку 
зон контактної взаємодії. У рамках запропонованого 
підходу вдається уникнути або значно зменшити час 
на ітераційний процес пошуку зон контакту та кон-
тактного тиску.   

При цьому слід зазначити, що при проектуванні 
нових машинобудівних виробів закономірним і важ-
ливим етапом є математичне моделювання різних 
фізичних процесів і вибір на цій основі їх раціональ-
них конструктивних параметрів (рис. 1). 

Зокрема, при проектуванні елементів складних 
механічних систем актуальним питанням є оптима-
льний вибір конструктивних і технологічних пара-
метрів, а також режимів експлуатації, що забезпе-
чують міцність, жорсткість і надійність проектова-
ного виробу, а також зниження його маси. Для 
розв’язання цієї задачі плідне використання систем-
ного підходу [1]. Дійсно, сучасні машини є складни-
ми системами взаємодіючих елементів. У свою чер-
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гу самі машини знаходяться у становищі підсистеми 
до систем, що включають їх самих, зовнішнє середо-
вище, системи керування й операторів. 

 

 
 

Рисунок 1 – Структура проектування та життя виробу 
 
У зв'язку з цим пропонується розширити ідеї 

параметричного підходу, запропонованого в роботах 
[2, 3], а саме розширити множину визначальних па-
раметрів шляхом включення в нього параметрів всіх 
елементів системи «машина – зовнішнє середовище 
– система керування – оператор» (М – ЗС – СК – О). 
Природно, при цьому необхідно розвязати задачі 
ранжирування параметрів, визначення значимих і 
малозначимих з них, а також (за необхідності) – ро-
зширення множини значимих параметрів. 

Основними факторами успіху в сучасному про-
мисловому виробництві є: скорочення терміну вихо-
ду продукції на ринок, зниження її собівартості і 
підвищення якості. До числа найбільш ефективних 
технологій, що дають можливість виконати ці вимо-
ги, належать так звані CAD/CAM/CAE-системи (си-
стеми автоматизованого проектування, технологіч-
ної підготовки виробництва й інженерного аналізу). 
За останні роки CAD/CAM/CAE-системи пройшли 
шлях від порівняно простих креслярських додатків 
до інтегрованих програмних комплексів, що забез-
печують єдину підтримку всього циклу розробки, 
починаючи від ескізного проектування і закінчуючи 
технологічною підготовкою виробництва, випробу-
ваннями і супроводом. Сучасні CAD/CAM/CAE-
системи не тільки дають можливість скоротити тер-
мін впровадження нових виробів, але і впливають на 
технологію виробництва, даючи змогу підвищити 
якість і надійність продукції, що випускається (під-
вищуючи, тим самим, її конкурентоздатність). Зок-
рема, шляхом комп'ютерного моделювання складних 
виробів проектувальник може зафіксувати нестиков-
ку і заощаджує на вартості виготовлення фізичного 
прототипу.  

Як правило, у сучасні CAD-системи входять 

модулі моделювання тривимірної об'ємної констру-
кції (деталі) і оформлення креслень та текстової 
конструкторської документації (специфікацій, відо-
мостей тощо). Провідні тривимірні CAD-системи 
дають можливість реалізувати ідею наскрізного цик-
лу підготовки і виробництва складних промислових 
виробів. CAM-системи (системи технологічної під-
готовки виробництва) натепер є практично єдиним 
способом для виготовлення складнопрофільних де-
талей і скорочення циклу їхнього виробництва. У 
CAM-системах використовується тривимірна модель 
деталі, створена у CAD-системі. САЕ-системи (сис-
теми інженерного аналізу) є великим класом систем, 
кожна з яких дає можливість розв’язувати визначену 
розрахункову задачу (групу задач), починаючи від 
розрахунків на міцність, аналізу і моделювання теп-
лових процесів до розрахунків гідравлічних систем і 
машин, розрахунків процесів лиття тощо. У САЕ-
системах також використовується тривимірна мо-
дель виробу, створена у CAD-системі.  

З досвіду використання так званих «важких» 
CAD/CAM-системи випливає, що вони фактично 
вимагають повної перебудови виробництва «під се-
бе». Реальному виробництву,  якому треба випуска-
ти продукцію, навпаки, потрібно налаштувати сис-
тему під існуючі техпроцеси обробки інформації. 

Крім цього, одним із слабких місць, що мають 
корені в історії розвитку систем автоматичного про-
ектування, є передача даних між CAD, CAE, CAM-
системами. Ц проблему вирішують різними шляха-
ми: від створення спеціальних інтерфейсних модулів 
до окремих програмних продуктів, основна задача 
яких – усунення нестиковок.  

 

 
 

Рисунок 2 – Структура CAD/CAM/CAE–системи 
 

Для сучасних САПР характерне поєднання фу-
нкцій CAD, CAE, CAM-систем в інтегрованих 
CAD/CAЕ/САМ-системах з єдиною базою даних 
(рис. 2). При цьому тенденція ця є провідною (при-
клади – Pro/ENGINEER(Creo), CATIA). Таке поєд-
нання, крім усунення проблем передачі даних, при-
носить і інші очевидні переваги: оперативність; скрі-
зна параметризація; асоціативність; можливість 
створення з урахуванням блочної структури компле-
ксної системи автоматизованого проектування, до-
слідження, виготовлення. Останнє передбачає вико-
ристання або достатньо потужних, дорогих і ресурс-
номістких систем (типу того ж Pro\ENGINEER(Creo) 
або CATIA), або розробки оригінальних спеціальних 
систем, орієнтованих на вузький клас задач. 

Більш гнучкою схемою видається та, котра по-
єднує переваги і недоліки кожного з напрямків: 
створення спеціалізованих систем проектування, 
виготовлення і дослідження певних класів конструк-
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цій на базі універсальних систем, у які вбудовуються 
спеціалізовані модулі. Пропонований підхід, крім 
очевидних економічних вигод, дає велику перевагу 
на етапах побудови просторових моделей, способів 
виготовлення, чисельних моделей і при виборі мето-
дів вирішення оптимізаційних задач. 

Загальна схема розв’язання сформульованої за-
дачі – на рис. 3. 

Аналіз схем на рис. 4 показує, що в цих систе-
мах присутні кілька ключових елементів, що визна-
чають як можливості тієї чи іншої  системи в цілому, 
так і ефективність обробки й обміну інформацією з 
іншими системами. При цьому центральною ланкою 

більшості систем є математичне ядро, що визначає 
технологію роботи з основною первинною геомет-
ричною інформацією. 

Схема взаємодії елементів інтегрованої системи 
автоматизованого проектування, дослідження, виго-
товлення (САПДВ) наведена на рис. 4. На рис. 5 на-
ведена структура даних  у системі автоматизованого 
проектування, дослідження, виготовлення. 

Для дослідження складних механічних систем 
пропонується підхід, заснований у тому числі на 
параметричному поданні найбільш істотної інфор-
мації. 

 

  
 

Рисунок 3 – Загальна схема розв’язування 
 

 

Рисунок 4 – Схема взаємодії елементів систем автоматизова-
ного проектування, дослідження та виготовлення 

 

 
 

Рисунок 5 – Схема структури організації даних в інтегрованих системах автоматизованого 
проектування, дослідження та виготовлення 

 
У параметричній моделі визначальними пара-

метрами можуть бути як конструктивні розміри, так 
і силові впливи, технологічні параметри, фізико-
механічні властивості матеріалів тощо, а також варі-

анти конструктивних рішень. Важливо те, що при 
параметризації моделі того чи іншого елемента 
складної механічної системи зберігається цілісність 
конструкції при варіюванні окремих її параметрів 
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або наборів таких параметрів. Параметризація також 
є основним кроком на шляху застосування того чи 
іншого методу оптимізації конструкції. 

У зв'язку з цим запропонована авторами схема 
побудови параметричних моделей на кожному етапі 
набуває властивості наскрізної параметризації 
(рис. 6, 7). 

Схема роботи із застосуванням запропонованих 
авторами технологій побудови розрахункових моде-
лей елементів складних механічних систем передба-
чає модульну структуру програмного забезпечення. 
При цьому обмін інформацією між розроблюваними 
модулями здійснюється за схемою, наведеною на 
рис. 8. 

 
 

Рисунок 6 – Скрізна параметризація при дослідженні напружено-деформованого стану 
елементів складних механічних систем 

 

 
 

Рисунок 7 – Комплексна схема дослідження напружено-деформованого стану 
елементів складних механічних систем 

 

 
 

Рисунок 8 – Схема обміну між програмними модулями 
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Побудова розрахункових моделей шкребків 
та дослідження їх напружено-деформованого 
стану. На рис. 9, 10 приведений загальний вигляд 
конструкції – шкребка І (виробник – завод «Світло 
Шахтаря», м.Харків). Основні характеристики 
шкребка наведені в табл. 1. 

 

 
 

Рисунок 9 – Шкребок І. Вид знизу 
 

 
 

Рисунок 10 – Шкребок І. Вид зверху 
 
Таблиця 1 – Основні характеристики  шкребка І 

 

Габаритні розміри 674х135х105 
Матеріал Сталь 35ХГСА 
Маса, не більше, кг 24 
Пробне навантаження, т 30 
Руйнівне навантаження, т 70 

 

Шкребок І, використовуваний у ланцюговому 
шахтному конвеєрі для подачі вугілля, що добува-
ється, до підйомника, є суцільнометалевим литим 
тілом. Дослідження напружено-деформованого  
стану шкребка здійснювалися з метою визначення 
руйнівного навантаження. З огляду на умови його 
роботи, а також цілі дослідження, цю задачу не 
можна звести до двомірної, тому будувалася три-
вимірна просторова геометрична модель.  

Оскільки повністю змоделювати умови роботи 
шкребка на конвеєрі при транспортуванні породи 
дуже складно (ця задача вимагає великих обчислю-
вальних ресурсів), то в задачі була реалізована 
схема навантаження, що  використовується в при-
стосуванні для випробувань нових шкребків у цеху. 
Модель пристосування показана на рис. 11. Для 
спрощення задачі в геометричній моделі шкребка 
перетинанням її двома циліндрами були побудовані 
поверхні, що моделюють опору. 

Для прискорення здійснення різноманітних 
розрахунків було введено низку параметрів. Оскі-
льки цей шкребок є досліджуваним виробом, отже, 
для нього конструкція випробувального пристосу-
вання є варійованою, тому саме розміри і положен-
ня  опори і були параметризовані. На рис. 12 пока-
зані геометричні параметри моделі. Параметри 
d693 і d692 відповідають за положення опори, а 
d691 і d694 відповідають за її розміри. 

Геометричні параметри доповнювалися пара-
метрами, що визначають розміри скінченних еле-
ментів, величину навантаження, властивості мате-

ріалу. Докладніше додатковий набір параметрів 
описано нижче. 

 
 

Рисунок 11 – Схема пристосування для випробування 
шкребка у площині тягового органу  

на прикладі шкребка I 
 

 
 

Рисунок 12 – Геометричні параметри моделі шкребка 
 

Геометрична модель. Етапи створення. Ге-
ометрична модель будуватися в кілька етапів. Рис. 
13–20 ілюструють основні з них. Створення моделі 
починалося з першого «витягування», у результаті 
були отримані грубі контури симетричної половини 
деталі (рис. 13). Наступний етап – підрізування краю, 
див. рис. 14. На рис. 16 показана модель після проріз-
ки площадок під кріпильні скоби. На наступних двох 
етапах створюється поверхня контакту з ланкою, що 
навантажує, і будуватися симетрична частина 
(рис. 16, 17). Рис. 18,  19 ілюструють подальше вида-
лення зайвого матеріалу, а на рис. 20 показана прак-
тично готова модель, на якій створені ливарні ухили,  
скруглення й отвори для кріпильних скоб. Останнім 
етапом є створення поверхні контакту шкребка з опо-
рою іспитового пристосування. 

 

  
 

Рисунок 13 – Створення  
першого «витягування» 

 

 

Рисунок 14 – Обрізка 
краю 

Готова геометрія за допомогою вбудованого ін-
терфейсу між Pro/ENGINEER (Creo) та ANSYS пере-
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дається з першого пакета в другий (див. рис. 21). 
 

 
 

Рисунок 15 – Розмітка площадок під кріпильні скоби 
 

 

 
Рисунок 16 – Створення поверхні контакту з ланцюгом 

 

 
 

Рисунок 17 – Створення симетричної частини 
 

 
 

Рисунок 18 – Видалення «зайвого металу», створення 
двох поверхонь контакту, що залишилися, з ланцюгами 

 

 
Рисунок 19 – Створення ливарних ухилів 

 

 
Рисунок 20 – Створення скруглень і отворів під скоби 

 

 
 

Рисунок 21 – Геометрична модель шкребка, 
передана в ANSYS 

 

 
 

Рисунок 22 – Зони згущення сітки 
 

Створення скінченно-елементної сітки. Для 
визначення руйнівного навантаження необхідне 
здійснення нелінійних розрахунків. Нелінійність 
викликана необхідністю урахування пластичної 
деформації, виникаючої у конструкції при такому 
випробуванні. 

Нелінійний розрахунок з урахуванням пласти-
чних деформацій вимагає завдання діаграми розтя-
гання, що визначає модель поведінки матеріалу. На 
жаль, одержання реальної діаграми розтягання ме-
талу, використовуваного в конструкції, вимагало 
проведення дорогого експерименту, оскільки сталь 
проходила процедуру перегартовування для підви-
щення характеристик міцності. Єдині значення, що 
вдалося одержати – це модуль пружності і межа 
міцності. Для вирішення цієї проблеми в розрахун-
кову схему була закладена модель полілінійного 
ізотропного матеріалу зі зміцненням. Графік моделі 
матеріалу наведений на рис. 23. 

Далі з використанням ANSYS будувалася скі-
нченно-елементна сітка (рис. 24, 25). Тут викорис-
товується низка параметрів, що задають розміри 
елементів у різних зонах. У моделі після декількох 
перевірочних розрахунків був виділено ряд «небез-
печних» зон, у яких сітка була згущена, що і потре-
бувало введення декількох параметрів. Як «небез-
печні» зони були обрані: зона контакту з опорою, 
зона дії навантаження, а також зони, у яких істотно 
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зменшується товщина шкребка. 
 

 
 

Рисунок 23 – Діаграма розтягання  
«напруження (σ ) – деформації (ε ) 
 
Навантаження і граничні умови. У площині 

симетрії (ПС) були задані умови симетрії, а саме, 
заборонені переміщення з ПС. Контакт з опорою 
пристосування, завдяки описаним вище спрощен-
ням задачі, звівся до заборони переміщень на пове-
рхні контакту. На поверхні контакту з ланкою на-
вантажувального ланцюга задавалася сила, розпо-
ділена на вузлах. Значення сили задавалося окре-
мим параметром. Схема навантаження і граничні 
умови наведені на рис. 26.  

Результати тестових розрахунків. Після під-
готовки моделі проводився розрахунок. Виходячи з 
діапазону параметрів і з огляду на всі тестові роз-
рахунки, було проведено більше двох десятків роз-
рахунків.  

На рис. 27–30 наведені діаграми розподілу су-
марних переміщень і еквівалентних (за критерієм 
фон Мізеса) напружень. 

 

 
 

Рисунок 24 – Скінченно-елементна 
сітка 

 

 
Рисунок 25 – Скінченно-елементна 

сітка (більш детальна) 

 
 

Рисунок 26 – Схема навантаження 
 

 

 
Рисунок 28 – Діаграма розподілу еквівалентних за Мізесом  

напружень, Па  
 

 
Рисунок 27 – Діаграма розподілу повних переміщень, м 

 

 

 
 

Рисунок 29 – Діаграма розподілу еквівалентних за Мізесом 
напружень, Па 

 

 

 
 

Рисунок 30 – Діаграма розподілу еквівалентних за Мізесом на-
пружень, Па 
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Порівняльний аналіз НДС двох варіантів 
конструкцій шкребків. Для дослідження були 
запропоновані геометричні моделі двох скребків, 
створені в САПР Pro/ENGINEER: І та ІІ. На рис. 31 
наведено геометричну модель шкребка ІІ.  

За кожним шкребком були здійснені наступні 
розрахункові дослідження: 

1. Дослідження у пружній області для визна-
чення пробного навантаження: 

а) навантаження у площині руху ланцюга; 
б) навантаження у площині, перпендикулярній 

руху ланцюга. 
2. Пружно-пластична деформація для визна-

чення руйнівного навантаження у площині руху 
ланцюга. 

На рис. 32–58 наведені розподіли повних пе-
реміщень (м) та еквівалентних за Мізесом напру-
жень (Па) у шкребках І та ІІ. 

 

 
 
Рисунок 31 – Геометрична модель шкребка ІІ 
 

 
 

 
 

Рисунок 32 – Розподіл переміщень шкребка ІІ під дією 
навантаження 30т у площині руху ланцюга, м 

 

 
 

 
 

 

Рисунок 33 – Розподіл напружень шкребка ІІ під дією  
навантаження 30т у площині руху ланцюга, Па 
 

 

 
 

Рисунок 34 – Розподіл переміщень шкребка І під дією 
навантаження 30т у площині руху ланцюга, м 

 

 

 
 

Рисунок 35 – Розподіл напружень шкребка І під дією 
навантаження 30т у площині руху ланцюга, Па 
 

 

 
 

Рисунок  36 – Діаграма розподілу переміщень шкребка ІІ  
під дією навантаження 10т у площині, яка  

перпендикулярна руху ланцюга, м 
 

 

 
 

Рисунок 37 – Діаграма розподілу напружень шкребка ІІ 
під дією навантаження 10т у площині, яка  

перпендикулярна руху ланцюга, Па 
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Рисунок 38 – Діаграма розподілу переміщень шкребка І 
під дією навантаження 10т у площині, яка перпендикуля-

рна руху ланцюга 
 

 

 
Рисунок 39 –Діаграма розподілу напружень шкребка І  

під дією навантаження 10т у площині, яка  
перпендикулярна руху ланцюга, Па 

 

 

 
Рисунок 40 – Діаграма розподілу переміщень  

шкребка ІІ під дією навантаження 30т у площині  
руху ланцюга, м 

 

 

 
Рисунок 41 – Діаграма розподілу напружень  

шкребка ІІ під дією навантаження 30т у площині  
руху ланцюга, Па 

 

 
 

Рисунок 42 – Діаграма розподілу переміщень шкребка ІІ 
під дією навантаження 35т у площині руху ланцюга, м 

 

 
 

Рисунок 43 – Діаграма розподілу напружень  
шкребка ІІ під дією навантаження 35т у площині  

руху ланцюга, Па 
 

 

 
Рисунок 44 – Діаграма розподілу переміщень  

шкребка ІІ під дією навантаження 40т у площині 
 руху ланцюга, м 

 
 

 

 
Рисунок 45 – Діаграма розподілу напружень 

 шкребка ІІ під дією навантаження 40т у площині 
 руху ланцюга,Па 
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Рисунок 46 – Діаграма розподілу переміщень  

шкребка ІІ під дією навантаження 50т у площині 
 руху ланцюга, м 

 

 

 
Рисунок 47 – Діаграма розподілу напружень шкребка ІІ 
під дією навантаження 50т у площині руху ланцюга, Па 

 

 

 
Рисунок 48 – Діаграма розподілу переміщень шкребка ІІ 
під дією навантаження 55т у площині руху ланцюга, м 

 

 

 
Рисунок 49 – Діаграма розподілу напружень шкребка ІІ 
під дією навантаження 55т у площині руху ланцюга, Па 

 

 

 
Рисунок 50 – Діаграма розподілу напружень шкребка ІІ 
під дією навантаження 70т у площині руху ланцюга, Па 

 

 
Рисунок 51 – Діаграма розподілу переміщень шкребка І 
під дією навантаження 30т у площині руху ланцюга, м 

 
 

 

 
Рисунок 52 – Діаграма розподілу напружень шкребка І 
під дією навантаження 30т у площині руху ланцюга, Па 

 

 

 
Рис. 53 – Діаграма розподілу переміщень шкребка І під 
дією навантаження 40т у площині руху ланцюга, м 

 

 

 
Рис. 54 – Діаграма розподілу напружень шкребка І під 
дією навантаження 40т у площині руху ланцюга, Па 
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Рисунок 55 – Діаграма розподілу переміщень шкребка І 
під дією навантаження 50т у площині руху ланцюга, м 

 

 

 
Рис. 56 – Діаграма розподілу напружень шкребка І під 
дією навантаження 50т у площині руху ланцюга,Па 

 
 

 

 
Рисунок 57 – Діаграма розподілу переміщень шкребка І 
під дією навантаження 70т у площині руху ланцюга, м 

 
 

 

 
 

Рисунок 58 – Діаграма розподілу напружень шкребка І 
під дією навантаження 70т у площині руху ланцюга, Па 

 

Аналіз результатів. На рис. 59 наведена під-
сумкова інформація про міцність шкребків шахто-
вих конвеєрів (варіанти «І» та «ІІ»). Ці дані є осно-
вою для обґрунтування тих чи інших технічних 
рішень шкребків. 

 

 
 

Рисунок 59 – Підсумкова інформація про міцність  
шкребків шахтових конвеєрів 

 

Висновки. Результатами роботи є:  
1) схема побудови розрахункових моделей 

елементів складних механічних систем на базі інте-
грованих технологій досліджень напружено-
деформованого стану та узагальненого параметри-
чного підходу;  

2) схема обміну інформацією між програмни-
ми модулями;  

3) методи, алгоритми та програмне забезпе-
чення для побудови розрахункових моделей, а та-
кож апробація запропонованої технології на конк-
ретних задачах. При цьому на конкретних прикла-
дах продемонстрована ефективність розробленого 
підходу, методу, моделей та програмних засобів 
досліджень. 

Отримані результати дають можливість про-
довжити дослідження із обґрунтування прогресив-
них технічних рішень досліджуваних об’єктів. 
Крім того, отримані при розрахунках дані можуть 
бути використані для порівняння з результатами 
експериментів. 
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РОЗРАХУНКОВО-ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ  
ЕЛЕМЕНТІВ УНІВЕРСАЛЬНО-ЗБІРНИХ ПРИСТОСУВАНЬ 

 
У виробництві широке застосування мають універсальні збірні пристосування. Ці пристосування визначають продуктивність та якість 
технологічних операцій на металорізальних верстатах. Для забезпечення міцності та жорсткості таких пристосувань здійснені чисельні та 
експериментальні дослідження складань із комплекту універсальних збірних пристосувань. Для моделювання мікромеханічних власти-
востей шару шорсткості між контактними елементами розміщені пружні прокладки. У ході досліджень установлені закономірності 
деформування пристосувань з урахуванням контактної взаємодії із базовими плитами. Для визначення розподілу контактного тиску 
застосовано чутливі до тиску плівки. Визначено умови, за яких здійснюється зміна умов деформування збірних пристосувань. Також 
визначено умови сполучення елементів пристосувань із базовою плитою. 

Ключові слова: розрахунково-експериментальне дослідження; контактна взаємодія; універсальні збірні пристосування; контакт-
ний тиск; напружено-деформований стан 
 

Н. Н. ТКАЧУК, А. В. ГРАБОВСКИЙ, М. А. БОНДАРЕНКО, М. С. САВЕРСКАЯ, Н. А. ТКАЧУК, 
Д. А. ТЕСЛЯ 
РАСЧЕТНО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КОНТАКТНОГО  
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕМЕНТОВ УНИВЕРСАЛЬНО-СБОРНЫХ ПРИСПОСОБЛЕНИЙ  

В производстве широко применяются универсальные сборные приспособления. Эти приспособления определяют производительность и 
качество технологических операций на металлорежущих станках. Для обеспечения прочности и жесткости таких приспособлений осу-
ществлены численные и экспериментальные исследования сборок из комплектов универсальных сборных приспособлений. Для модели-
рования микромеханических свойств слоя шероховатости между контактными элементами размещены упругие прокладки. В ходе иссле-
дований установлены закономерности деформирования приспособлений с учетом контактного взаимодействия с базовыми плитами. Для 
определения распределения контактного давления применены чувствительные к давлению пленки. Определены условия, при которых 
осуществляется изменение условий деформирования сборных приспособлений. Также определены условия сопряжения элементов при-
способлений с базовой плитой. 

Ключевые слова: расчетно-экспериментальное исследование; контактное взаимодействие; универсальные сборные приспособле-
ния; контактное давление; напряженно-деформированное состояние 

 
M. TKACHUK, A. GRABOVSKIY, M. BONDARENKO, M. SAVERSKA, M. TKACHUK, D. TESLІA 
CALCULATION AND EXPERIMENTAL RESEARCH OF CONTACT INTERACTION 
OF UNIVERSAL-ASSEMBLIES DEVICES ELEMENTS 

Universal assemblies are widely used in manufacture. These devices determine the performance and quality of technological operations in metal-
cutting machines. To ensure the strength and rigidity of such devices, numerical and experimental studies have been carried out for assemblies 
from a set of universal prefabricated devices. To simulate the micromechanical properties of the roughness layer, elastic pads are placed between 
the contact elements. In the course of the research the laws of deformation of adaptations were established taking into account the contact interac-
tion with base plates. Pressure sensitive films are used to determine the distribution of contact pressure. The conditions are determined when the 
deformation conditions of prefabricated devices are changed. Also conditions were defined for devices elements combination with the base plate. 

Keywords: calculation and experimental research; contact interaction; universal assemblies; contact pressure; stress-strain state. 

 
Вступ. У сучасних умовах різко зростають вимо-

ги до властивостей технологічного оснащення. Це 
зумовлено тим, що саме оснащення визначає продук-
тивність та точність виконання технологічних опера-
цій. Крім того, важливим є економічний аспект. Цей 
аспект вимагає застосування переналагоджувального 
оснащення, яке перенацілюється на виготовлення тієї 
чи іншої деталі залежно від виробничої програми. 
Відповідно, застосовуються різні види оснащення [1]. 
Серед їх різноманіття особливе місце займають уні-
версальні збірні пристосування (УЗП). Вони передба-
чають формування складань УЗП із комплекту стан-
дартизованих елементів (базуючих, фіксуючих, базо-
вих тощо) [1]. До цих пристосувань, як і до інших, 
ставляться вимоги міцності та жорсткості. Це напряму 
пов'язане із продуктивністю та якістю виконання тех-
нологічних операцій на металорізальних верстатах. 
Враховуючи, що складання УЗП є системою великої 
кількості елементів, які перебувають між собою у 
контактній взаємодії, то визначальним чинником є 
характер формування цих систем. Крім того, слід 
ураховувати також і характеристики проміжних шор-

стких шарів, які випливають, наприклад, із мікро-
механічних властивостей шорсткості  контактую-
чих елементів УЗП.  

Натепер відсутнє вирішення всього комплексу 
проблем, які постали перед наукою та виробницт-
вом із напрямку аналізу властивостей пристосувань 
УЗП у широкому діапазоні конструктивних, техно-
логічних параметрів та технологічних режимів 
оброблення матеріалів. Відповідно, формується 
актуальна проблема з точки зору дослідження де-
формування складань УЗП при дії сил різання ма-
теріалу та сил закріплення.  

Мета роботи – розрахунково-
експериментальне дослідження деформування 
складань УЗП з урахуванням контактної взаємодії 
їх елементів. 

Аналіз сучасного стану методів аналізу ко-
нтактної взаємодії елементів механічних систем. 

© М. М. Ткачук, А. В. Грабовський, М. О. Бондаренко, 
М. С. Саверська, М. А. Ткачук, Д. О. Тесля, 2019 
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Для аналізу контактної взаємодії елементів машино-
будівних конструкцій залучаються різноманітні під-
ходи, моделі та методи. Серед них значну роль віді-
грають методи скінченних та граничних елементів 
(МСЕ та МГЕ) [2–8].  

Для моделювання властивостей проміжних ша-
рів, у тому числі – шарів шорсткості, використову-
ються різноманітні моделі, описані у роботах [9–18]. 
Урахування контактної взаємодії здійснюється на 
основі підходів теорії варіаційних нерівностей, методу 
граничних інтегральних рівнянь, варіаційних принци-
пів типу Калькера тощо [19–22].  

Поєднання можливостей перелічених підходів, 
моделей та методів дає можливість здійснювати ши-
рокий спектр досліджень контактної взаємодії елеме-
нтів конструкцій, у тому числі – технологічного 
оснащення, включно із складаннями УЗП. Разом із 
тим, пряме механічне їх застосування не завжди є 
ефективним як із точки зору адекватності моделей, 
так і оперативності досліджень, точності результатів 
та обґрунтованості розроблених рекомендацій. Так, у 
низці перелічених вище робіт [6–21] не враховуються 
різні чинники, зокрема, властивості проміжних шарів 
(у тому числі – нелінійні). Також у окремих випадках 
універсальні моделі та методи призводять до громізд-
ких чисельних реалізацій. З іншого боку, використан-
ня їх спрощених альтернатив може призвести до сут-
тєвих похибок.  

Таким чином, є потреба у розробці нових підхо-
дів, моделей та методів до дослідження деформування 
складних багатокомпонентних механічних систем із 
урахуванням контактної взаємодії. Крім того, потрібні 
відповідні експериментальні дослідження. 

У роботі такі дослідження, що базуються на роз-

витку запропонованих раніше підходів [3–5, 22], 
описані на прикладі складань УЗП. 

Чисельні дослідження контактної взаємодії 
елементів універсально-збірних пристосувань. 

Універсально-збірні пристосування мають у 
своєму комплекті набір базових (плит) та базуючих 
(наприклад, призми) елементів. Складання УЗП – це 
верстатне пристосування, що оперативно збирається  
для закріплення та базування у процесі обробки на 
верстаті тієї чи іншої деталі. Після виготовлення 
партії деталей складання УЗП розбирається, а його 
елементи можуть бути використані повторно. 

Враховуючи, що базові та базуючі елементі 
складань УЗП є достатньо жорсткими та міцними, а 
при цьому у них є  багато контактних зон, то, при-
родно, виникає проблема визначення  вкладу кон-
тактних спряжень у забезпечення жорсткості, точ-
ності та працездатності складань УЗП. Аналіз по-
ведінки елементів складань УЗП і складає мету та 
зміст досліджень, описаних нижче. 

Як приклад складань УЗП розглядалися їх ва-
ріанти І і ІІ збірної конструкції із призматичною та 
циліндричною шпонками (рис. 1, 2). При цьому 
болти призми затягуються крутним моментом М, а 
між призмами (див. рис. 1) діє розпірна сила Q . 

Ставиться задача визначити розподіл контактних 
зусиль у спряженнях «призма – базова плита» та 
вплив контактної жорсткості на неї, а також на 
зміщення та деформування елементів збірки. Мо-
мент М варіювався в інтервалі 0÷150 Н⋅м, сила – Q  

0÷4 кН.  
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Рисунок 1 – Компоновка УЗП (варіант I) 
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Рисунок  2 – Компоновка УЗП (варіант IІ) 
 

Для визначення властивостей просторових конс-
трукцій із комплекту УЗП було промодельовано най-
простіше складання, яке зображене на рис. 3. Між 
призмами та плитами УЗП задана контактна взаємодія 
(рис. 4), яка промодельована в МСЕ контактною па-
рою (див. рис. 4, а). Крім того, у скінченно-елементній 
моделі присутній болт, який попередньо затягується 
зусиллям 2 кН. Між плитою УЗП та стійкою встанов-
люється прокладка товщиною 1 мм, у якій варіюється 
модуль пружності: Е, Е/10, Е/100, Е/1000 від номіналу 
Е = 2⋅1011 Па. На призму діє горизонтальна сила 
F =4 кН. На підошві плити задане закріплення. В силу 
симетрії розглядається 1/2 частина системи. 

На рис. 5 та у табл. 1–4 наведені картини розпо-
ділу контактного тиску при варіюванні модуля пруж-
ності проміжного шару та діючої сили, а також розпо-
діли повних переміщень та інтенсивності напружень 
за Мізесом. 

Видно, що ключову роль у дослідженої системи 
відіграє  співвідношення сил  попереднього затягу-
вання болта та  горизонтальної зрушувальної сили. 

Якщо зовнішня сила порівняно мала, то розкриття 
стику  у болтовому з’єднанні не відбувається. Із 
зростанням цієї сили зростає нерівномірність роз-
поділу контактного тиску, його максимум зміщу-
ється до дальнього ребра призми. За деякого рівня 
цієї сили відбувається відрив призми від плити. 
При цьому контактний тиск на значній частині 
підошви призми відсутній. Також слід відзначити, 
що чим менший модуль пружності проміжного 
шару, тим більш рівномірно розподіляється контак-
тний тиск.  

Відмічені особливості зміни контактних обла-
стей та контактного тиску відображають природні 
функціональні призначення: складання УЗП має 
забезпечувати базування деталей, які закріплюють-
ся та обробляються на металорізальних верстатах. 
Для надійного закріплення деталей, як видно із 
наведених результатів, необхідно прикладати таку 
силу затягування болтів, яка унеможливлює відрив 
призми від базової плити. 

 

  

 

Рисунок 3 – Геометрична модель компонентів УЗП 
 

Болт 

ІІ варіант 1 

ІІ варіант 2 
без шпонки 
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а 

      
 

б     в      г 
Рисунок 4 – Контактна взаємодія: а – моделювання контактної взаємодії; б – навантаження; в – дії болтового з’єднання;  

г – закріплення елементів УЗП у складанні 
 

Таблиця 1 – Картини розподілу контактного тиску (МПа) за варіювання модуля пружності від базового значення Е до 
10-3Е  (F = 4 кН) 

 

Варію-
вання 
модуля 
пруж-
ності 

Значення розподілу 
 контактного тиску (МПа) 

Розподіл контактного тиску (МПа) 

Е 

 

 

 
Е/10 

 

 

 
Е/100 

 

 

 

Контактна  
пара 

 F 
Болт 

Болт Болт 
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Закінчення табл. 1 
 

Варіюван-
ня модуля 
пружності 

Значення розподілу 
контактного тиску (МПа) 

Розподіл контактного тиску (МПа) 

Е/1000 

 

 

 
 

Таблиця 2 – Картини розподілу контактного тиску (МПа) за варіювання модуля пружності від базового значення Е до 
10-3Е   (F = 2 кН) 
 

Варію-
вання 
модуля 
пруж-
ності 

Значення 
розподілу 
контактного 
тиску (МПа) 

Розподіл контактного  
тиску (МПа) 

Варію-
вання 
модуля 
пруж-
ності 

Значення 
розподілу 
контактного 
тиску (МПа) 

Розподіл контактного  
тиску (МПа) 

Е 

 
 

Е/10 

 

 
Е/100 

 

 

Е/1000 

 

 
 
 

Таблиця 3 – Картини розподілу контактного тиску (МПа) за варіювання модуля пружності від базового значення Е до 
10-3Е   (F = 20 Н) 

 
Варіюван-
ня модуля 
пружності 

Значення розподілу 
контактного тиску (МПа) 

Розподіл контактного тиску (МПа) 

Е 
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Закінчення табл. 3 
Варіюван-
ня модуля 
пружності 

Значення розподілу 
контактного тиску (МПа) 

Розподіл контактного тиску (МПа) 

Е/10 

 

 
 

Е/100 

 

 
 

Е/1000 

 

 
 
Таблиця 4 – Картини розподілу контактного тиску (МПа) за варіювання модуля пружності від базового значення Е до 

10-3Е   (F = 0 кН) 
Варіюван-
ня модуля 
пружності 

Значення розподілу 
контактного тиску (МПа) 

Розподіл контактного тиску (МПа) 

Е 

 

 
 

Е/10 

 

 
Е/100 
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Закінчення табл. 4 
 

Варіюван-
ня модуля 
пружності 

Значення розподілу 
контактного тиску (МПа) 

Розподіл контактного тиску (МПа) 

   
Е/1000 

 

 
 

 
а          

б 

     
в 

 
г 

 
Рисунок 5 – Картини розподілів повних переміщень, мм (а),  інтенсивності напружень за Мізесом  (б), (в), МПа, та контакт-

ного тиску (МПа) у спряженні призми із базовою плитою (г)   
 
Отримані результати використані для порівняння 

із даними експериментальних досліджень, які наведе-
ні далі. 

Експериментальне дослідження контактної 
взаємодії елементів універсально-збірних присто-
сувань. Для експериментального аналізу контактної 
взаємодії елементів машинобудівних конструкцій 
були обрані об’єкти, що частково відповідають тим, 
які досліджені чисельно. Усі ці об’єкті мають або 
складну форму поверхонь сполучених елементів, або 
збурення цієї форми чи властивостей проміжного 
контактного шару чинить суттєвий вплив на контакт-
ну взаємодію, а, відповідно, – й на працездатність 
виробів. 

У процесі дослідження контактної взаємодії еле-
ментів УЗП (рис. 6) визначався розподіл контактного 

тиску між призмою  та базовою плитою. Як і у ході 
чисельних досліджень (див. вище), призми притя-
гувалися до базової плити відповідними болтами. 
Між призмою та плитою у варіанті 1 (див. рис. 6) 
не було ніякого проміжного шару, а у варіанті 2 – 
гумовий шар товщиною 1 мм (див. рис. 6). На пло-
щині з’єднання «призма–плита» визначався розпо-
діл контактного тиску за допомогою чутливих до 
тиску плівок. 

На рис. 7 наведені контактні відбитки та роз-
поділи контактного тиску, одержані у ході розши-
фровок. Видно, що наявність пружного проміжного 
шару згладжує розподіл контактного тиску, зни-
жуючи його рівень. Це відповідає одержаним чисе-
льним результатам. 
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Рисунок 6 – Експериментальні дослідження елементів УЗП:  
робочі моменти випробувань контактної взаємодії призм УЗП із базовою плитою 

 
Відбиток Розподіл контактного тиску 

 
 

а 

 

 
 

б 
 

 

Рисунок 7 – Контактні відбитки та розподіли контактного тиску між призмою та базовою плитою УЗП  
під дією тільки зусилля закріплення болтів:  а – варіант 1; б – варіант 2 

 
 

Також визначено розподіл контактного тиску під 
дією розпираючого зусилля на збірку УЗП (ті ж варіа-
нти 1 та 2 – без та із гумовим проміжним шаром). На 

рис. 8 – результати досліджень. Як видно, для цих 
розподілів властиві ті ж тенденції, що і для випадку 
дії тільки зусиль закріплення від болтів. 
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Відбиток Розподіл контактного тиску 
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Рисунок 8 – Контактні відбитки та розподіли контактного тиску між призмою та базовою плитою УЗП під дією тільки 
зусилля закріплення  болтів та сил розпирання: а – варіант 1; б – варіант 2 

 

  
 

Рисунок 9 – Голографічна інтерферограма компонування з фік-
сацією опори циліндричною шпонкою (вигляд збоку) 

 

 

Рисунок 10 – Голографічна інтерферограма компонування з 
фіксацією опори звичайною призматичною шпонкою  

(вигляд збоку) 
 
Крім того, було здійснено голографічне дослі-

дження двох вказаних варіантів при перепаді момен-
тів затягування зM∆ =100Нм÷10 Нм.  

На рис. 9–12 наведені  голографічні інтерферог-
рами, що характеризують геометричні зміни, які ста-
лися з компонуваннями у процесі затягування. Голо-
графування здійснювалося при освітленні об’єкту 
гелій–неоновим лазером ЛГН–215 із довжиною хвилі 
0,63 мкм. 

Друге компонування складається з базової плити 

і двох опорних елементів, закріплених за допомо-
гою болтового з’єднання моментом затягування 
150 Н⋅м. Досліджуваний опорний елемент фіксу-
ється в одному варіанті циліндричною шпонкою 
(рис. 13), в іншому – звичайною призматичною 
(рис. 14). Зовнішнім навантаженням служить роз-
пираюча сила Q . Голографічні дослідження цих 

двох варіантів були проведені при перепаді розпи-
раючих зусиль P∆  = (7,5кН÷6,3кН) = 1,2 кН 
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(рис. 15, 16).  
 

 
 

 Рисунок 11 – Голографічна інтерферограма базової плити при 
перепаді моментів затягування  зM∆ =100 Нм÷10 Нм  

з фіксацією опори звичайною призматичною шпонкою 
 

 

 
 

Рисунок 12 – Голографічна інтерферограма базової плити при 
перепаді моментів затягування зM∆  =100 Нм÷10 Нм  

з фіксацією опори циліндричною шпонкою 

 

 
Рисунок 13 – Компонування, що складається з базової 
плити і двох опорних елементів з фіксацією опор цилін-

дричними шпонками 
 

 
Рисунок 14 – Компонування, що складається з базової плити і 
двох опорних елементів з фіксацією опор призматичними 

шпонками 

 
 
Рисунок 15 – Голографічна інтерферограма компонування 
з фіксацією опор циліндричними шпонками при перепаді 

зусилля 1,2 кН 

 
 
Рисунок 16 – Голографічна інтерферограма компонування з 
фіксацією опор звичайними призматичними шпонками при 

перепаді зусилля 1, 2 кН 

 
У результаті виконання спекл-голографичних до-

сліджень компонувань УЗП продемонстровано, що 
діапазон величин вимірюваних переміщень будь-яких 
точок, що лежать на поверхні конструкції, складає 
0,5÷100 мкм; домінуючі переміщення точок призм 
викликані зміщенням їх як жорсткого тіла, це видно за 
характером інтерференційної картини смуг на голо-
грамі; максимальні переміщення верхньої частини 
опори при перепаді моменту затягування від 0÷100 
Нм складають 24 мкм для oпори з фіксацією призма-
тичними шпонками і 16 мкм для опори з фіксацією 
циліндричними шпонками; максимальні прогини ба-
зових плит при перепаді розпираючого зусилля 

P∆ =1,20 кН складають 32 мкм для опори з фіксацією 
призматичними шпонками і 10 мкм для опори з фік-
сацією циліндричними шпонками; здійснені експери-
ментальні дослідження дають змогу зробити висно-

вок, що при фіксації опор циліндричними шпонка-
ми жорсткість компонувань у 2–3 рази більша, ніж 
при фіксації компонувань звичайними призматич-
ними шпонками. Обидва види розглянутих компо-
нувань працездатні у широкому діапазоні наванта-
жень, що прикладаються, забезпечуючи при цьому 
необхідну жорсткість зібраних конструкцій; здійс-
нені дослідження уможливлюють обчислювати 
жорсткість складань як функцію того чи іншого 
конструктивного рішення і виду організації сполу-
чення; окремим питанням при цьому є характер 
умов сполучення на границях призма-плита і пли-
та-основа (див. рис. 19, 20); неспівпадіння картин 
смуг у цих сполученнях свідчить про їхнє відносне 
зміщення, а наклейка гумових «містків» дає змогу 
кількісно оцінити ці зміщення. 

Висновки. У роботі запропоновані та підтвер-
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джені методи досліджень контактної взаємодії багато-
компонентних механічних систем на прикладі УЗП. 
При цьому одержані наступні результати та установ-
лені певні закономірності. 

1. Розроблені чисельні моделі для аналізу конта-
ктної взаємодії елементів багатокомпонентних меха-
нічних систем на прикладі УЗП. На відміну від тради-
ційних, у цих моделях враховані варійовані фізико-
механічні властивості проміжних шарів між контак-
туючими елементами. 

2. Установлено, що для певного рівня наванта-
жень на складання УЗП відбувається така перебудова 
розподілу контактного тиску, яка призводить до зміни 
характеру деформування пристосування. У цей мо-
мент розпочинається розкриття стику між контактую-
чими елементами. Цей процес, як правило, також 
супроводжується суттєвим зниженням рівня жорсткі-
сних характеристик. Це стає на перепоні інтенсифіка-
ції режимів оброблення деталей та досягнення якості 
оброблення поверхонь. Крім того, можуть виникати 
небажані динамічні процеси у системі «пристосування 
– деталь – інструмент – верстат». 

3. Експериментальні дослідження підтверджують 
якісний характер деформування складань УЗП та кі-
лькісні його характеристики. Зокрема, підтверджено 
можливість розкриття зазору у стикових з'єднаннях 
призм та базових плит УЗП. Також виявлена нерівно-
мірність розподілу контактного тиску між призмами 
та базовими плитами навіть при дії тільки зусиль у 
болтових з'єднаннях. Крім того, при дії сил, які моде-
люють технологічні зусилля, відбувається перерозпо-
діл контактного тиску. Це призводить до зміщення 
максимального рівня тиску до зовнішньої кромки 
призми (відносно напряму дії збурювальної сили). На 
додаток, одержано підтвердження тієї закономірності, 
що переміщення призм набагато вищі, ніж у базових 
плит. Переважно це переміщення, які викликані змі-
щенням та поворотом призм як жорстких тіл. Разом із 
тим суттєве значення має контактна взаємодія (тобто, 
наприклад, деформування поверхневого проміжного 
шорсткого шару). Це змушує звернути увагу на аналіз 
впливу контактної взаємодії на міцнісні та жорсткісні 
властивості складань УЗП як яскравих представників 
систем із множинним контактним з’єднанням великої 
кількості елементів.  

Запропоновані підходи, розроблені моделі та ме-
тоди, а також установлені закономірності є відправ-
ними при подальших дослідженнях подібних об'єктів.  
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О. Є. ШАТАЛОВ, Є. Є. ДУДАР,  А. Ю. ВАСИЛЬЄВ  

 

КОМПЛЕКСНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ АНАЛІЗУ ЗАХИЩЕНОСТІ БОЙОВИХ МАШИН  

ЛЕГКОЇ КАТЕГОРІЇ ЗА МАСОЮ ВІД СТРІЛЕЦЬКОЇ ЗБРОЇ З УРАХУВАННЯМ ГЕОМЕТРІЇ  

МАШИНИ, РЕЛЬЄФУ МІСЦЕВОСТІ Й ДОДАТКОВОГО БРОНЮВАННЯ 

 
У роботі викладена розроблена комплексна математична модель для побудови тривимірних тактичних діаграм на місцевості і оцінки рівня 

броньованої захищеності бойових машин легкої категорії за масою (БМ ЛКМ) від стрілецької зброї, яка дозволяє розраховувати параметри 

польоту кулі залежно від дальності, кути зустрічі кулі з елементом бронекорпусу з положення стрільця і положенням елемента 
бронекорпусу, а також  швидкості пробиття бронеелементів корпусу з урахуванням додаткового бронювання. Створена математична 

модель дозволяє вирішувати завдання оцінки безпечної зони для БМ ЛКМ з урахуванням реальної геометрії корпусу, рельєфу місцевості та 

бронезахищеності існуючих і проектованих БМ ЛКМ для обґрунтованого вибору методів захисту від сучасної стрілецької зброї, зокрема з 
урахуванням додаткового бронювання. 

Ключові слова: бойова машина; бойова машина легкої категорії за масою; броньована захищеність; швидкість пробиття; тактична 

діаграма  
 

О. Е. ШАТАЛОВ, Е. Е. ДУДАР,  А. Ю. ВАСИЛЬЕВ  

КОМПЛЕКСНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ АНАЛИЗА ЗАЩИЩЕННОСТИ БОЕВЫХ 

МАШИН ЛЕГКОЙ КАТЕГОРИИ ПО МАССЕ ОТ СТРЕЛКОВОГО ОРУЖИЯ С УЧЕТОМ  

ГЕОМЕТРИИ МАШИНЫ, РЕЛЬЕФА МЕСТНОСТИ И ДОПОЛНИТЕЛЬНОГО БРОНИРОВАНИЯ 
В работе изложена комплексная математическая модель для построения трехмерных тактических диаграмм на местности и оценки уровня 

бронированной защищенности боевых машин легкой категории по массе (БМ ЛКМ) от стрелкового оружия, которая позволяет 

рассчитывать параметры полета пули в зависимости от дальности, углы встречи пули с элементом бронекорпуса с положения стрелка и 
положением элемента бронекорпуса, а также скорости пробития бронеелементив корпуса с учетом дополнительного бронирования. 

Создана математическая модель позволяет решать задачи оценки безопасной зоны для БМ ЛКМ с учетом реальной геометрии корпуса, 

рельефа местности и бронезахищености существующих и проектируемых БМ ЛКМ для обоснованного выбора методов защиты от 
современного стрелкового оружия, в частности с учетом дополнительного бронирования. 

Ключевые слова: боевая машина; боевая машина легкой категории по массе; бронированная защищенность; скорость пробития; 

тактическая диаграмма 

 

O. SHATALOV, YE. DUDAR,  A. VASILIEV  

COMPLEX MATHEMATICAL MODEL FOR PROTECTION ANALYSIS OF LIGHT MASS  

CATEGORY COMBAT VEHICLES FROM SMALL ARMS TAKING INTO ACCOUNT VEHICLE  

GEOMETRY, LOCATION RELIEF AND ADDITIONAL ARMOURING 
A developed complex mathematical model is presented for 3D tactical diagrams constructing on the locality and the armored protection level 
estimation from small arms for light mass category combat vehicles. This model allows to calculate the bullet flight parameters depending on the range, 

on the bullet meeting angles with armored housing element, on the arrow position and the armored hull element position, as well as the breakthrough 

speed of hull armored elements, taking into account the additional armouring. The created mathematical model allows to solve the tasks of the safe 
zone estimation for light mass category combat vehicles, taking into account the actual hull geometry, location relief and armor-proofing of existing and 

projected light mass category combat vehicles, for a reasoned choice of protection methods from modern small arms, in particular with allowance for 

additional armoring. 
Keywords: combat vehicle; light mass category combat vehicle; armored protection; breakthrough speed; tactical diagram 

 

Вступ. Захищеність бойових машин (БМ) 

легкої категорії за масою (ЛКМ) від стрілецької 

зброї є актуальною проблемою, що потребує свого 

вирішення. У свою чергу, це вимагає розроблення 

відповідного математичного апарату. 

Слід зазначити, що існуючий на сьогоднішній 

день математичний апарат дозволяє промоделювати 

більшість процесів, які відбуваються в ході бойових 

дій за участю БМ ЛКМ і стрілецької зброї. У той же 

час необхідно врахувати: по-перше, математичні 

моделі багатьох процесів дуже складні та їх 

моделювання потребує значних ресурсів (кошти, 

апаратне забезпечення, програмне забезпечення, 

час); по-друге, на сьогодні єдиної комплексної 

математичної моделі, що дозволяє 

здійснити/розв’язати  задачу оцінки рівня 

захищеності БМ ЛКМ від стрілецької зброї з 

урахуванням всіх необхідних факторів, немає. 

Таким чином, необхідно об’єднати існуючі моделі 

для розв’язання  задач, що сформульовані як мета 

поточної роботи. 

Аналіз вимог до комплексної математичної 

моделі, що дозволить коректно оцінювати 

захищеність з урахуванням сучасних реалій 

ведення бойових дій.  За основу математичної 

моделі береться модель, запропонована у роботах 

Шаталова О.Є., Литвиненка О.В. [1–4]. Як уже 

зазначалося раніше, у цій математичній моделі 

відсутні можливості врахувати вплив на рівень 

захищеності: елементів додаткового бронювання, 

реальної геометрії БМ ЛКМ та рельєфу 

місцевості. Крім того у роботах Шаталова О.Є. 

параметри бронезахищеності обчислюються для 

окремого зразка БМ ЛКМ, який знаходиться у 

певній орієнтації у глобальному просторі. Для 

цього за алгоритмами, наведеними у цих роботах, 

необхідно виконати певну кількість розрахунків, 

яка приблизно дорівнює 

 

,
90180





=

ПБЦ NN  

(

1) 

де ЦN  – кількість циклів; 

ПБN  – кількість бронеплит;  
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 ,   – крок по дельта та фі (кутові координати 

у сферичній системі координат) відповідно.  

Для наявних БМ ЛКМ (БМП, БТР, МТ-ЛБ), 

навіть при максимальній точності розрахунків 

кількість циклів обчислення не перевищує 1000. У 

зв’язку з цим використання математичної моделі 

польоту кулі, що спирається на чисельне 

розв’язання диференціальних рівнянь, не 

призводить до істотних витрат часу. На сучасному 

персональному комп’ютері із швидкістю 

обчислення 50 GFLOPS витрати часу на 

розрахунок складають приблизно 10–30 хвилин на 

одну машину. 

У той же час, необхідність урахування 

геометрії машини і рельєфу місцевості, які в 

загальному випадку є досить складними, з 

довільною кількістю дрібних геометричних 

підоб’єктів, призвела до опису рельєфу місцевості 

як набору невеликих геометричних примітивів 

(елементів). Загальна точність розв’язку залежить 

зокрема і від рівня дискретизації, тобто розміру 

елементів. Якщо врахувати максимальну дальність 

польоту кулі калібром 14.5 мм (3–5 км) і 

максимальну роздільну здатність супутникових 

знімків в плані 1818 м, виходить 10–60 тис. 

елементів на опис місцевості навколо машини. 

Таким чином, потрібна кількість розрахунків вже 

перевищує за кількістю циклів методику 

Шаталова О.Є. як мінімум на один порядок. 

Враховуючи ще елементи машини, 

 
,tЦ NNN =   (

2) 

де ЦN   – кількість циклів;  

N  – кількість елементів машини;  

tN  – кількість елементів карти. 

Загальна кількість варіюється від 0,1 до 1 млн. 

циклів обчислення. Якщо при цьому врахувати 

необхідність проведення додаткових типів 

обчислень, відсутніх у методиці Шаталова О. Є., для 

нових критеріїв захищеності, що розроблені у цій 

роботі, то стає зрозуміло, що час розрахунку одного 

випадку для всієї машини з використанням 

алгоритмів та математичних моделей, які викладені в 

попередніх роботах, може займати щонайменше 

16 годин, а в цілому – більше 100–200 годин, що є 

неприйнятним і вимагає спрощення найбільш 

ресурсномістких математичних моделей та 

алгоритмів, відмова від використання неактуальних 

моделей та алгоритмів та модифікація інших. 

Найбільш ресурсномісткими в роботах 

Шаталова О. Є. та Литвиненка О. В. є математичні 

моделі та алгоритми обчислення параметрів польоту 

кулі та обчислення параметрів бронезахищеності. 

У зв’язку з цим, відповідно до чинних вимог, 

математична модель побудови 3D ТД потребує 

модифікації та удосконалення. Так, наприклад, у 

зв’язку з модифікацією мети та завдання в рамках 

цієї роботи втратили актуальність і не будуть 

використовуватися методики і моделі: побудови 

окремих пелюсток, що позначають небезпечну 

зону для конкретної бронеплити корпусу; 

об’єднання пелюсток від окремих бронеплит в 

єдину діаграму захищеності БМ ЛКМ; 

математична модель чисельного процесу 

бронепробиття, що заснована на модифікації 

методу скінченних елементів, спрямованої на 

моделювання процесів, що проходять з великим 

рівнем швидкостей і нелінійності деформацій 

взаємодіючих тіл. 

При цьому інші елементи комплексної 

математичної моделі потребують вдосконалення: 

список узагальнених параметрів; математична 

модель розрахунку параметрів польоту кулі; 

математична модель опису місцевості; 

математична модель опису геометрії корпусу 

БМ ЛКМ; математична модель визначення умов 

зустрічі та пробиття кулі з елементами 

бронювання. 

Також варто зазначити, що необхідно 

повністю переглянути процес обчислення 

комплексних параметрів бронезахищеності, у 

зв’язку з принциповою зміною критеріїв 

захищеності. І, як наслідок, алгоритм обчислення 

компонент захищеності також потребує суттєвої 

модифікації. 

Зважаючи на те, що в рамках здійснюваного 

дослідження необхідно розрахувати не 

гіпотетичну поверхню рівня бронезахищеності, 

що не залежить ні від геометрії бронеплити, ні від 

рельєфу місцевості, а провести комплексну оцінку 

БМ ЛКМ з урахуванням геометрії її корпусу, 

наближеної до реальної, замість циклів за 

напрямком прильоту кулі для кожної пелюстки 

розрахунки відбуваються в ході циклів перебору 

елементів, що описують геометрію корпусу 

БМ ЛКМ і елементів, які описують місцевість. 

При цьому, на відміну від робот Шаталова О.Є. та 

Литвиненка О. В., враховується реальний стан і 

орієнтація БМ ЛКМ на місцевості. Самі ж 

результати надаються не у вигляді геометрії 

поверхні бронезахищеності, а у вигляді 

чисельного розподілу значень контрольних 

розрахункових параметрів за елементами 

місцевості, який в окремому випадку може бути 

представлений у вигляді пласкої діаграми, що за 

своїм виглядом наближена до класичної тактичної 

діаграми. 

Таким чином комплексна математична 

модель, що дасть можливість коректно оцінювати 

захищеність із урахуванням сучасних реалій 

ведення бойових дій, має складатися з наступних 

підмоделей: модель опису геометрії БМ ЛКМ; 

модель опису рельєфу місцевості; моделі обробки 

даних; модель обчислення параметрів зовнішньої 

балістики (модель кулі); модель обчислення 

параметрів бронепробиття (модель бронювання); 

модель побудови 3D ТД; модель обчислення 

параметрів захищеності (модель ураження). 

Підмодель обробки даних повинна мати 

наступні складові: 

• моделі роботи з векторами: обчислення 
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векторів; перенос векторів; поворот векторів; 

поворот векторів до нової локальної системи 

координат (ЛСК); обчислення кутів між 

векторами; 

• моделі роботи з системами координат: 

поворот ЛСК; 

• моделі роботи з елементами: обчислення 

центру елемента; обчислення нормалі до елементу; 

• обчислення проміжних параметрів: 

інтерполяційні функції (лінійна; поліноміальна); 

обчислення коефіцієнтів інтерполяційного 

поліному методом найменших квадратів; методи 

усереднення (середнє арифметичне та середнє 

геометричне); 

• конвертація географічних координат: кути 

– десяткові кути; дистанція – кут; координати – 

елемент. 

Якщо обчислення параметрів польоту кулі та 

бронепробиття здійснювати на основі 

інтерполяційних поліномів, це дасть змогу не 

тільки суттєво прискорити розрахунки порівняно з 

попередніми методиками без суттєвої втрати 

точності, але й спростити математичну модель і 

структуру бази даних. 

На основі перелічених критеріїв будується 

структурно-логічна схема розрахунку параметрів 

захищеності, алгоритм розрахунку параметрів 

захищеності та структура бази даних 

спеціалізованого програмно-модельного комплексу. 

Опис моделі. Як раніше зазначалося в 

роботах [1–3, 5], всі існуючі варіанти методик 

оцінки захищеності не враховують місцевість 

взагалі, а БМ ЛКМ розглядають як матеріальну 

точку з набором характеристик, що відповідають 

за опис бронеплит корпусу. Як характеристики 

бронеплит виступають: матеріал бронеплити, 

товщина, орієнтація в просторі щодо системи 

координат машини. У зв’язку з тим, що побудова 

рельєфу місцевості і геометрії бронелистів 

БМ ЛКМ є в загальному випадку досить складною 

(приклад такої геометрії показаний на рис. 1, 2), 

виникає питання щодо принципу її опису. 

Незважаючи на те, що властивості 

бронекорпусу можна вважати стабільними і 

незмінними, а рельєф місцевості майже незмінним 

(порівнянно з дистанцією польоту кулі), 

характеристики пробиття є варійованими по 

площі, у зв’язку з тим, що при стрільбі існує 

ймовірність здійснення пострілу: 

• з однієї точки простору по різних точкам 

БМ ЛКМ; 

• з різних точок простору в одну й ту ж 

точку БМ ЛКМ. 

У кожному з таких випадків будуть 

відрізнятися значення кута зустрічі і швидкості 

прильоту кулі. Особливо при врахуванні орієнтації 

корпусу БМ ЛКМ у просторі, відмінної від 

горизонтальної, та різниці висот між положенням 

точки простору і точок БМ ЛКМ. 

У зв’язку із складною геометрією бронелиста 

і рельєфу місцевості й великої кількості 

контрольних величин – задача виведення 

аналітичної системи рівнянь для кожного 

бронеелемента недоцільне. Більш раціональним 

постає питання дискретного опису геометрії за 

допомогою елементарних об’єктів.  
 

 
  а 

 
б 

  Рисунок 1 – Геометрія місцевості:  

а – карта висот України; б – яр 

 

 
 

Рисунок 2 – Загальний вигляд геометрії  

БМ ЛКМ БТР–80 
 

Подібні підходи, крім іншого, володіють 

двома істотними перевагами. Перша – такий 

підхід використовується при розв’язанні задач 

обчислювальної механіки та газогідродинаміки, і 

дає можливість вивчити вкрай складні фізичні 

процеси, що відбуваються в дуже складних з 

геометричної точки зору об’єктах [6–13]. Другою 

перевагою можна назвати наявність 

відпрацьованих методик та існуючих програмних 

реалізацій, які можуть істотно спростити процес 

розв’язання завдання за рахунок наявності 

інструментів створення геометрії, розробки 

дискретних моделей і візуалізації отриманих 

результатів [14–19]. Однак при цьому слід 

зазначити, що все інше – математичну модель, її 

програмну реалізацію необхідно розробляти 

самостійно і стикувати з існуючим програмним 

забезпеченням через наявні в них прикладні 
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програмні інтерфейси (з англ. Application 

Programming Interface, скорочено API). 

Математичне моделювання геометрії 

корпусу БМ ЛКМ. Для задачі опису геометрії 

бронелистів з перерахованих раніше типів 

найбільш підходять «пластинчасто–оболонкові» 

елементи. За формою вони бувають три– або 

чотирикутні (за термінологією МСЕ – три–, 

чотиривузлові). Додатково такі елементи містять 

інформацію про матеріал та товщину елемента. Це 

створює можливість повністю описати геометрію 

корпусу будь-якої БМ ЛКМ з досить високою 

точністю. Єдиною проблемою (з точки зору 

точності) можуть бути об’єкти криволінійної 

форми (наприклад, гарматні башти, рис. 3). 

 

 
а 

 
б 

 

 Рисунок 3 – Геометрія башт:  

а – БТР–80; б – БМП–2 

 

  
а 
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Рис. 4 – Геометрія бортів БТР–80: 

 а – борт верхньої півсфери; б – колісні арки 

 

Проте, такі об’єкти теж можуть бути описані 

як набір елементів трикутної чи чотирикутної 

форми. В цілому, геометрія будь якої БМ ЛКМ є 

дуже складною. Як приклад на рис. 4 представлена 

геометрія бортів БТР–80, що є наближеною до 

реальної. У всіх існуючих методиках подібна 

геометрія ігнорується, а бронелисти описуються як 

пласкі пластини з такими ж кутами нахилу, але 

розміщені у центрі СК. 

Через те, що відстані, з яких можливе 

ураження БМ ЛКМ, які стоять на озброєнні ЗС 

України, вимірюються у сотнях метрів та 

кілометрах, не є доцільним будувати геометрію 

корпусу з такими дрібними деталями [13, 16, 18–

26]. Крім того, кількість елементів машини 

лінійно впливає на кількість циклів обчислення та 

час розрахунку, тож замість максимально точного 

опису геометрії корпусу більш доцільним є 

спрощення геометрії корпусу та моделювання 

його як набору осереднених елементів, що 

описують основні характерні межі машини, які не 

мають дрібних елементів. На рис. 5 зображено 

приклад розрахункової моделі, побудованої для 

БТР–80 та вже розбитої на 120 елементів. 

 

  
а 

  
б 
 

Рис. 5 – Геометрія корпусу БТР–80:  

а – спрощена геометрія; б – розбита на елементи  

 

Математична модель БМ ЛКМ складається з 

двох підмоделей – геометричної та дискретної 

(сіткової, гратчастої). Геометрична модель 

корпусу складається з набору тривимірних 

плоских поверхонь, обмежених набором 

прямолінійних і криволінійних кромок, у роботах 

Купріненко О. М. , а також [16, 19, 20]. У 

загальному випадку кромки можуть бути або 

вільними – в цьому випадку вони описують 

геометрію отворів у бронепластинах, або 

належати кільком поверхням одночасно (зазвичай 

двом), в цьому випадку кромка найчастіше є 

зварним швом між різними «проекціями» 

(бронепластинами). Місця з’єднань повинні 

проходити через набір вершин. 

У кінцевому результаті дискретна модель 

корпусу БМ ЛКМ виглядає як набір вузлів і 

елементів (кожен елемент складається з 3-х або 4-

х вузлів) [2, 8–12]. Нумерація вузлів записується 

таким чином, щоб нормаль елемента співпадала з 
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нормаллю поверхні бронеплити і була спрямована 

назовні машини:  
 

,...1),,,( nizyxN iiiiv =   (3) 

де 
ivN  – координати i –го вузла у локальній 

системі координат машини;  

 
,...1),,,,( 4321 mjNNNNE

jjjjjv =  (

4) 

де 
ivE  – вузли j –го елементу, що йому належать 

у локальній системі координат машини (індекс v в 

позначенні вузлів і елементів позначає – vechicle 

(машина) і служить для того, щоб їх можна було 

відрізнити від вузлів та елементів карти 

місцевості). 

Вузли лежать на кромках і поверхні 

геометричних елементів машини. Елементи, крім 

інформації про належні їм вузли, містять також 

ряд допоміжної інформації. Усі дані, що пов’язані 

з елементами – позначені індексами j. Усі дані, що 

пов’язані з конструктивними властивостями – 

позначені індексом k, проте кожен з них може 

варіюватися в окремих межах. Для поточної 

роботи методики потрібна наступна додаткова 

інформація, яка позначається як KP 

(конструктивний параметр): 

• KP1j – номер бронеплити (проекції) – NApk 

(Number of Armor Panel), k=1..K (кількість 

бронепанелей); 

• KP2j – матеріали бронепластин чи 

додаткового бронювання – MAk – Material Armor, 

k=1..G (кількість бронематеріалів відповідно до 

загальної бази матеріалів). 

Зазвичай для корпусу використовується один 

матеріал для всіх проекцій, проте в деяких 

випадках це може бути декілька матеріалів. 

Наприклад в БМП–1 та БМП–2 використовується 

бронеалюміній та бронесталь, у БМП–3 – 

бронеалюміній АБТ–101, а у сучасних машинах – 

бронесталь та конструкційна сталь. Матеріалами 

додаткового бронювання можуть бути: сталевий 

лист, броньова плита, сталева решітка, ящик з 

піском, ящик з гравієм та інші: 

Tbkj – початкова (вихідна) товщина кожного з 

матеріалів бронепластин чи додаткового 

бронювання - (base Thickness); 

Tkj – поточна товщина бронепластини кожного 

з матеріалів бронепластин чи додаткового 

бронювання (Thickness). 

Таким чином, інформація для опису машини 

буде виглядати наступним чином: 
 

 ;...1),,,( nizyxN iiii
=   

    ;...1,,,, 4321 mjNNNNN jjjjj j
==  

;...1, KkNApk = ;...1, GkMApk = ;1 kjj NApKP =  

   ;,...,, 212 kjjjj MAMAMAKP =           (5) 

   ;,...,, 21 kjjjkj TbTbTbTb =  

   ;,...,, 21 kjjjkj TTTT =  

     ( ) ....1,,,,, 21 mjTTbKPKPNE kjkjjjjj =  

Це дозволить описати конструкцію та 

геометрію бронекорпусу із заданою точністю. Для 

того, щоб автоматизувати обчислення тактичних 

діаграм, потрібно створити базу даних по 

машинах, яка буде зберігати всю потрібну 

інформацію. Через те, що в рамках поточного 

дослідження може виникнути потреба аналізувати 

вплив проектних чи експлуатаційних 

модифікацій, для кожної машини та її модифікації 

потрібно буде створювати окремий запис у базі 

даних. Для спрощення задачі аналізу, крім 

інформації щодо параметрів бронекорпусу, 

необхідно включити додатково: 

• шифр машини та її модифікації; 

• метадані: назва та тип машини; ТТХ 

машини; шифр оригіналу (шифр, яким закодована 

оригінальна конструкція машини без 

модифікацій); належність бронеплит до 

відповідних проекцій та «півсфер» (верхня/нижня, 

передня/бокова/задня). 

Структура збереження інформації щодо 

БМ ЛКМ зображена на рис. 6. 
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Рисунок 6 – Структура даних БМ ЛКВ 

 

Математичне моделювання рельєфу 

місцевості. Аналогічно з математичними 

моделями БМ ЛКМ, для опису рельєфу земної 

поверхні (рис. 7), на основі якої буде 

здійснюватись розрахунок можливості ураження 

 

Модель  

БМ ЛКМ  

БМ 
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БМ ЛКМ, має сенс використовувати трикутні або 

чотирикутні елементи 
 

;...1),,,( nizyxN iiiti
=   (6) 

....1),,,,( 4321 mjNNNNE
jjjjjt =           (7) 
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Рисунок 7 – Структура даних рельєфу місцевості 

 

  
 

 
 

Рисунок 8 – Сіткове подання місцевості,  

вигляд із поверхні 

 

Проте, також слід врахувати, що для опису 

місцевості зазвичай використовують звичайні 

прямокутні карти, які є розгорткою земної 

поверхні на площину. Вся інша інформація, 

включаючи висоти, наноситься на прямокутну в 

плані сітку координат. Таким чином, для побудови 

рельєфу земної поверхні доцільно 

використовувати рівномірну і структуровану в 

плані (X0Y) сітку. При цьому за рахунок 

координати Z  буде отриманий рельєф, який 

наближений до земної поверхні. З огляду на те, що 

максимальна дальність польоту куль не 

перевищує 5 км, в першому наближенні 

викривленням поверхні землі для кращої 

відповідності її вихідній формі геоїда обертання 

можна знехтувати. Підсумкова карта в загальному 

випадку буде мати вигляд, близький до 

зображення на рис. 8 (вигляд з поверхні карти). 

Вузли й елементи місцевості містять в назві 

індекс t  (terrain – місцевість). Аналогічно з 

елементами, що описують геометрію БМ ЛКВ, 

кожен окремий елемент може містити додаткову 

інформацію. В рамках поточного дисертаційного 

дослідження така інформація ще не береться до 

уваги. На основі координат вузлів в ході роботи 

розраховуються наступні дані: центр елемента, 

нормаль (завжди звернена в повітря), середня 

висота по елементу. У той же час слід зазначити, 

що на відміну від вузлів БМ ЛКМ, які лежать 

точно на її поверхнях, вузли місцевості лише 

приблизно збігаються з реальною геометрією 

земної поверхні, і в залежності від рівня 

дискретизації, джерела інформації для опису 

земної поверхні і способу відновлення похибка 

висоти в конкретних вузлах може варіюватися, а 

рельєф – відрізнятися від реального [27–30]. 

Відповідно, напрямок нормалі також може 

варіюватися в певних межах, проте на поточний 

момент урахування такого фактору дуже 

ускладнить алгоритм розрахунку. Через те, що за 

оцінками [27–30] різниця в більшості випадків є 

незначною (див. далі), нехтування таким 

фактором не вносить значної похибки.  

Як уже зазначалося раніше, інформація про 

земну поверхню може бути отримана з різних 

джерел, наприклад, з реальної ГІС [27–30], що 

використовується в ході планування військових 

дій. Також геометрія поверхні може бути створена 

в генераторі ландшафтів безпосередньо під 

завдання аналізу рівня захищеності на місцевості 

конкретного типу. Але в якості найбільш 

загального способу рекомендується 

використовувати дані супутникового 

картографування [30]. 

При використанні супутникових даних 

береться до уваги наступна інформація: 

• растрове зображення розподілу висот на 

місцевості (довільної здатності) розміром Np на Mp; 

• габаритні розміри ділянки місцевості, в 

метрах Nm на Mm; 

• географічні координати двох 

протилежних по діагоналі кутів місцевості; 

• мінімальна і максимальна висота на 

ділянці Hmin, Hmax. 

Перш ніж перейти безпосередньо до 

обчислень, необхідно надати деякі пояснення. По-

перше, растрове зображення, збережене при 

супутниковому картографуванні, містить 

інформацію у вигляді світлової інтенсивності в 

градаціях сірого (рис. 9), де абсолютно чорним 

позначені висоти, що збігаються з мінімальною 

висотою, а абсолютно білим – з максимальною 
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висотою на ділянці. Всього використовується 

256 градацій сірого (0 – абсолютно чорний – 

найнижча точка, 255 – абсолютно білий – найвища 

точка). При цьому висоти всіх точок, що 

потрапляють в площу одного пікселя 

супутникового знімка, осереднюються і 

записується тільки середнє значення. Розміри 

пікселів можна вважати постійними за габаритами 

в межах всього знімка, якщо він не перевищує за 

розміром 25 км за стороною. 
 

 
 

Рисунок 9 – Приклад карти висот 

 

Таким чином, з урахуванням розмірів 

растрового зображення і габаритів місцевості 

розраховується: 

• загальна кількість елементів: Np·Nm; 

• повна кількість вузлів місцевості: 

(Np+1)·(Nm +1); 

• розмір елемента в плані X0Y: 

(Nm / Np)(Mm / Mp); 

• крок по висоті: Hs=(Hmax-Hmin)/256; 

• середня висота на площі пікселя: 

Hi = Hmin+№hi·Hs (№hi – інтенсивність сірого 

кольору в даному пікселі). 

Звісно, такий підхід має обмеження і похибки. 

Однак похибка обчислення висоти становить 

менше 0.4%, причому не від максимальної висоти, 

а від діапазону висот. Тобто можна вважати 

запропонований підхід досить точним. 

Далі, на основі інформації про середню площу 

можна побудувати досить докладну карту 

місцевості, проте для поточної методики такий 

результат ще не є прийнятним через постійну 

висоту в межах всього елементу і стрибками на 

стику елементів (рис. 10) [31, 32]. 

 

 
 

Рисунок 10 – Ступінчаста форма опису геометрії 
 

Крім цього, це ускладнює обчислення нормалі 

елемента землі, що є досить необхідним для низки 

подальших розрахунків. Таким чином, крім 

середньої висоти, необхідно отримати значення 

висот у кожному із вузлів карти. 

Найпростішим варіантом є обчислення висоти 

у вузлі як середнього значення на основі даних 

про середні висоти в елементах, що містять цей 

вузол. Отримана таким чином поверхня буде дещо 

відрізнятися від реальної і буде трохи нижче неї, 

проте вона буде повторювати характер поведінки, 

близький до реальної земної поверхні. На рис. 11 

зображено оригінальну функцію sin (x), «stepped» 

– варіант функції, що була осереднена на 

проміжках, «linear» – відновлене значення 

функції. Видно, що за значенням вона має 

відмінності, проте за характером поведінки – ні 

[32]. 
 

 
 

Рисунок 11 – Варіанти інтерполяцій 
 

У різних випадках доцільно використовувати 

різні методики. Також, за необхідності, для оцінки 

захищеності можна використовувати одночасно 

геометрії місцевості, одержані декількома 

способами і проводячи порівняння отриманих 

результатів. 

При необхідності отримання поверхні, 

максимально наближеної до реальності, можна 

скористатися методами екстраполяції та 

обчислення значень висот у вузлах, 

використовуючи метод найменших квадратів, 

порівнюючи вихідне середнє значення висоти 

(отримане на основі супутникових даних) і 

середніх значень висот за елементами, отриманих 

у ході екстраполяції. 

Однак з урахуванням того, що вихідна земна 

поверхня є випадковою величиною, яка 

змінюється з ходом часу в залежності від безлічі 

факторів, і це особливо помітно в місцях ведення 

бойових дій, то навіть якщо вийде відновити 

поверхню максимально близьку до того, що було 

при супутниковому картографуванні, така 

поверхня може відрізнятися від тієї, що зараз є в 

реальному часі. Таким чином, більш раціонально 

не уточнювати методики апроксимації земної 

поверхні, а додати можливість розрахунку з 

урахуванням імовірнісних характеристик, які 

описують можливі коливання вихідних величин.  

Моделі обробки даних. Як було зазначено 

вище, підмодель обробки даних повинна мати 

низку складових. Розглянемо кожну з них. 

Моделі роботи з векторами. Для роботи 

алгоритму методики дуже часто потрібно 

проводити операції з векторами [9, 31, 33]. 
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Однією з найпоширеніших операцій є обчислення 

параметрів питомого вектору ( r


) на основі 

вхідних координат двох точок, що відповідають 

початку (т. А) та кінцю (т. В) вектора r


. Вхідні 

дані точок: ),,( AAA zyxA , ),,( BBB zyxB  

відповідно. Тоді 

 
).,,(),,( BABABAzyx zzyyxxrrrr −−−=


   (8) 

Не менш важливими є операції трансформації 

– переносу та повороту векторів [31, 33]. При 

переносі вхідними даними є вектор ),,( aaa zyxa


 та 

вектор ),,( bbb zyxb


, питома функція – вектор r


: 

 
).,,(),,( bababarrr zzyyxxzyxr +++=


 (9) 

Під час повороту навколо однієї з осей для 

кожної з них сформульовані окремі матриці 

поворотів zyx MMM ,, : 
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де φ, γ, ϑ – кути повороту навколо осей системи 

координат 0X,0Y,0Z відповідно [31]. 

Матриця повороту навколо довільної осі, 

заданої вектором v, на кут θ виглядає наступним 

чином [31]: 

.

)cos1(

cos

)(sin

)cos1(

)(sin

)cos1(

)(sin

)cos1(

)cos1(

cos

)(sin

)cos1(

)(sin

)cos1(

)(sin

)cos1(

)cos1(

cos

),(

2

2

2

































−+

+

+

+−

−

−−

−

−−

−+

+

+

+−

+

+−

−

−−

−+

+

=

zx

zy

y

zx

x

yz

yz

yx

y

xz

z

xy

x

M


  (11) 

 

Питомий вектор отримується у результаті 

перемноження відповідної матриці M на 

початковий вектор a


: 

   .aMr

=  (

12) 

Для обчислення матриці трансформації 

вектору з однієї системи координат до нової ЛСК 

можна виконати поетапне перетворення за рахунок 

відповідних переносів та поворотів.  

Для розв’язання задач оцінки швидкості 

бронепробиття необхідно знати значення кута 

зустрічі між кулею та нормаллю бронеплити. Для 

цього необхідно провести скалярне множення цих 

векторів. Вхідними є дані про обидва вектори: 

 
),,( aaa zyxa , ),,( bbb zyxb , 

,cos
222222
bbbaaa

bababa

zyxzyx

zzyyxx
A

++++

++
==  

).arccos( A=  

 

 

(13) 

Таким чином, залишається лише питання 

щодо обчислення координат точок та векторів 

нормалі, які будуть подані на вхід до 

вищеописаних рівнянь та процедур. Через це 

необхідно записати рівняння обчислення 

координат центру. Визначим центр як jO , який 

повинен відповідати елементу jE . Таким чином, 

для елемента jE  (див. формули (4) або (7)): 

 
,...1),,,,( 4321 mjNNNNE

jjjjj =  (

14) 

радіус вектор jO


 з точки 0 (початок СК) до точки 

jO  обчислюється наступним чином: 

 

4

)( 4321 jjjj

j

NNNN
O


 +++

=  

або 
3

)( 321 jjj

j

NNN
O


 ++

= . 

 

 

 

(

15) 

Для варіанту, коли у елемента кількість 

вузлів дорівнює 4 та 3 відповідно до робіт 

Шаталова О. Є. [31, 33], для обчислення 

вектору нормалі ),,( mlkt  до площини, заданої 

трьома точками A, B і C з координатами 

),,( aaa zyxA , ),,( bbb zyxB , ),,( ccc zyxC , 

використаємо систему рівнянь: 
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mzlykx

mzlykx
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                   (16) 

 

Беручи до уваги, що, крім елементів з трьома 

вузлами, для опису геометрії машини та рельєфу 

місцевості використовуються чотиривузлові 

елементи, які можуть бути за формою дещо 

відмінними від площини, процедура обчислення 

вектору нормалі буде виглядати наступним 

чином: 

• для тривузлового елементу Ej: 

• jj NA 1= , jj NB 2= , jj NC 2= , 

1) питомий вектор ),,( jjjj mlkt ; 

2) система рівнянь:  
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(17) 
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• для чотиривузлового елементу Ej: 

1. Знаходимо координати центру елементу 

Oj.. 

2. Знаходимо послідовно нормаль для 4-х 

площ, що створені на наборах точок: 

),,( 21 jjj NNO , ),,( 32 jjj NNO , ),,( 43 jjtj NNO , 

),,( 14 jjj NNO . 

3.  Приймаємо т. jji OA = , ijji NB = , 

)1( += iNC ji , 4...1, =ij  для 14 += ii  приймаємо 

за одиницю. 

4. Для набора точок jijiji CBA ,,  приймаємо 

координати ),,( aaaji zyxA , ),,( bbbji zyxB , 

),,( cccji zyxC  згідно п.3. 

5. Координати нормалі обчислюємо за 

системою рівнянь: 
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=
4

14

1
jij tt . 

(18) 

Як було зазначено раніше, при роботі 

алгоритму для обчислення параметрів швидкості 

польоту кулі та параметрів бронепробиття виникає 

проблема, яка полягає в тому, що обчислення 

таких параметрів стандартними методиками 

(наприклад, такими, що наведені у роботі 

Шаталова О. Є.: пряме інтегрування для польоту 

кулі чи використання методу скінченних елементів 

для бронепробиття) є надто коштовним у плані 

необхідного часу та ресурсів. Використання 

методик, що основані на статистичних даних, 

отриманих експериментальним шляхом (в обох 

випадках – і для натурних, і для розрахункових 

експериментів) має проблему, пов’язану з тим, що 

таким чином можна отримати лише окремі 

«точки», проте є наявна необхідність у 

використанні безперервних функцій, заданих 

аналітичним чином, за допомогою рівнянь, що не 

потребують значних ресурсів для обчислення. У 

рамках цієї методики пропонується створювати 

інтерполяційні та екстраполяційні функції на 

основі наявних точок. Серед інтерполяційних 

функцій, що мають найбільшу універсальність та 

найменші потреби в ресурсах, слід визначити 

лінійну та поліноміальну інтерполяцію. З 

урахуванням якості поведінки процесів, які 

потрібно описати за допомогою інтерполяції, а 

саме: гладкість та монотонність процесу, з 

мінімальною різницею у кривизні, найбільш 

доцільним є використання поліномів 2–4 порядку. 

Через те, що кількість точок, на основі яких 

потрібно здійснити інтерполяцію, варіюється від 

2 до 20, для найбільшої точності слід проводити 

обчислення коефіцієнтів інтерполяційного 

поліному за допомогою методу найменших 

квадратів [9, 31]: 

• питома функція виду  =
=

N

i

i
i xaxf

0
)(  N-

ступінь питомого поліному (як було вказано 

раніше, N ≤ 4); 

• питомими є коефіцієнти Ni aaaa ,...,,, 10 ; 

• вихідний набор точок: 

NNii yxyxyx ,;...,;..., 11 , де n – кількість точок в 

наборі; 

• критерій якості:  
 

min))(( 2 →−=
n

i ii yxfS . 

 

Під час первинної побудови карти на основі 

даних супутникових знімків висот, як уже 

зазначалось, можна використовувати методи 

осереднення: середньоарифметичне, метод 

квадратів (середньоквадратичне), за максимумом, 

за мінімумом, середньо–гармонічне, середньо–

геометричне. Серед них, як показало попереднє 

дослідження [34], найбільш доцільно 

використовувати:  

• середнє арифметичне:  
 

);...(
11

10 n

n

i i zz
n

z
n

z ++==  =
 

 

• середньоквадратичне:  

.
... 22

2
2
1

n

zzz
z n+++
=  

У нашому випадку n = 4 для більшості вузлів 

та 2 – для вузлів, які належать межі області. 

Розробка моделі польоту кулі. Аналіз 

таблиць стрільб і траєкторій польоту, 

промодельованих для різних випадків [4], показує, 

що для більшості дистанцій стрільби аж до 2 км 

відхилення кулі від вектора, що з’єднує точку 

пострілу і ціль (кут падіння кулі) відрізняється не 

більше 4 градусів. 

Слід зазначити, що всі параметри польоту 

вже давно зібрані в настанови зі стрільби, з усіма 

контрольними значеннями і поправками 

віднормовані відносно дистанції до цілі. При 

цьому всі необхідні контрольні величини 

(швидкість кулі, енергія кулі, кут падіння тощо) є 

досить плавними залежностями, що можуть бути 

добре описані за допомогою ступеневих 

поліномів. 

Таким чином, як математичну модель 

польоту кулі і обчислення необхідних 

контрольних параметрів, як зазначалось вище, 

можна використовувати поліноми загального 

вигляду: 

 


=

=
N

n

n
nlplF

0

)( , 

 

(

19) 

де F(l) – функція зміни контрольної величини від 
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дистанції до цілі; 

l – дистанція до цілі; 

n – поточне значення ступеневого полінома; 

N – максимальне значення ступеню полінома 

(зазвичай N = 2..4); 

pn – коефіцієнт при відповідному за номером 

доданку полінома. 

Коефіцієнти полінома обчислюються на 

основі даних з таблиць стрільб з використанням 

методу найменших квадратів. 

Приклади основних функцій розподілу: 

швидкість кулі kV (м/с), енергія кулі kE (Дж), кут 

зустрічі c  (хв.) наведені нижче: 
 

;77,716995,0

0004,02)( 237

+−

−+= −

x

xxexVk            (20) 

 

;96,2065568,0

0006,02)( 237

+−

−+−= −

x

xxexEk            (21) 

 

.7677,00497,0

7)( 2538

++

+−= −−

x

xexexc              (22) 

 

Порівняння графіків, що були отримані на 

основі точок, наявних у настанові та інтерполяції, 

наведені на рис. 12–14. 

 

 
 

Рисунок 12 – Залежність падіння швидкості  

кулі від дальності 

 

 
 

Рисунок 13 – Залежність падіння енергії  

кулі від дальності 

 

Таким чином, запропонована математична 

модель спирається на дані, отримані з практичного 

досвіду, і при цьому дозволяє істотно прискорити 

процес обчислення. 

 

 
 

Рисунок 14 – Залежність збільшення кута  

падіння кулі від дальності 

 

Методики визначення кута зустрічі з 

елементами броні і параметрів захищеності з 

урахуванням додаткового бронювання. За 

аналогією з методикою, викладеною у роботах 

Шаталова О.Є., у поточній методиці буде 

використовуватися кілька різних систем 

координат. Як глобальна система координат 

виступає система координат, що поєднана з тією, 

у якій описаний рельєф місцевості (рис. 15). 

 

Z X

Y

 
а 

 
б 

Рисунок 15 – Декартова (глобальна) система координат 

 

Вісь 0Х колінеарна з лінією паралелі, вісь 0Y 

– з меридіанами. З огляду розглянутих масштабів 

місцевості криволінійністю земної поверхні 

нехтуємо. Площина X0Y співпадає з нульовою 

висотою на картах, глобусах тощо. Вісь 0Z 

перпендикулярна площині X0Y і спрямована в 

«повітря». Залежно від розв’язуваних завдань 

центр глобальної системи координат може лежати 

в одному з габаритних кутів місцевості або в її 

центрі. За замовчуванням початок системи 

координат розташуємо в лівому нижньому куті, 

вісь 0X направимо із заходу на схід, 0Y – з півдня 

на північ. Крім глобальної системи координат 

(ГСК) є кілька локальних: 

c , хв. 

Ek, Дж 

Vk, м/с 

l, м 

l, м 

l, м 
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• локальна система координат БМ ЛКМ (в 

якій описана її дискретна геометрія), рис. 16; 

• ЛСК1 – локальна система координат в 

точці місцевості, в якій буде встановлена машина. 

Центр СК співпадає з точкою на місцевості, 

орієнтація ЛСК – з ГСК, рис. 17, а; 

• ЛСК2 – аналогічна по положенню з ЛСК1, 

вісь 0Z співпадає з глобальною, вісь 0X – c 

необхідним напрямом осі 0X машини, рис. 17, б; 

• ЛСК3 – положення ЦСК співпадає з ЛСК2 

і ЛСК1, вісь 0Z співпадає з вектором нормалі в 

даній точці місцевості, X0Y – компланарна 

поточному елементу, вісь 0X – в проекції на X0Y 

ГСК співпадає з віссю 0X ЛСК2, рис. 17, в. 

Відповідно, у створеному математичному 

апараті послідовність обчислення координат точок 

БМ ЛКМ і нормалей до елементів в ГСК буде 

враховувати не тільки поворот систем, але і 

трансляцію, як зазначено вище у формулах (8)–(11). 

Процедура розрахунку компонент 

бронепробиття:  

• обчислення координат і нормалей 

бронеелемента, 

• обчислення позиції стрільця (координата 

+ висота позиції стрільця), 

• обчислення дальності та параметрів 

польоту кулі (швидкості прильоту та енергії), 

• обчислення кута зустрічі з 

бронеелементом, 

• обчислення параметрів бронепробиття 

основного бронювання з урахуванням кута 

зустрічі та товщини (швидкість, необхідна для 

пробиття), 

• обчислення параметрів бронепробиття 

додаткового бронювання з урахуванням кута 

зустрічі та товщини (швидкість, що необхідна для 

пробиття), 

• обчислення інтегральних параметрів 

бронепробиття (сума швидкостей), 

• порівняння швидкості прильоту та 

сумарної швидкості необхідної для пробиття.

 

  

  
Рисунок 16 – Орієнтація локальної системи координат машини 

 

 
а                                                     б                                                 в 

Рисунок 17 – Системи координат: а – ЛСК1; б – ЛСК2; в – ЛСК3 

 

Побудова тривимірних тактичних діаграм 

на місцевості та розрахунок параметрів 

захищеності. В методиці, що була викладена в 

роботах Шаталова О.Є. щодо тривимірних 

тактичних діаграмах, інформація про захищеність 

представляється у вигляді поверхні, що розділяє 

простір навколо машини на дві зони – внутрішню, в 

якій можливе пробиття бронелистів БМ ЛКМ при 

конкретному значенні товщини і куті нахилу 

бронелиста (з урахуванням орієнтації в просторі), і 

зовнішню – з якої пробиття неможливе. Як уже 

зазначалося, такий підхід має деякі недоліки. В 

першу чергу те, що відсутність можливості 

врахування геометрії бронепанелі в методиці 

Шаталова О.Є. призводить до того, що беруться до 

уваги лише великі бронепанелі. З цієї ж причини в 

методиці Шаталова О.Є. абсолютно неможливо 

врахувати, в яку саме частину корпусу чи 

бронепанелі був здійснений постріл і чи присутнє в 

цій частині корпусу щось, що вимагає захисту 

(особовий склад, двигун, бензобак).  

Таким чином, при розв’язанні задачі 

проектування корпусу БМ ЛКМ для забезпечення 

необхідного рівня захищеності проектувальник 

може тільки збільшувати товщину всієї 

бронепластини в цілому, у тому числі тих пластин і 
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тих частин пластин, для яких у реальності в цьому 

не буде потреби. Як уже зазначалося, це 

призводить до неможливості розробити раціональні 

варіанти конструкції, і це призведе або до істотно 

більшої маси, або істотно меншої захищеності, або 

до обох варіантів одразу. Аналогічним чином і 

рівно з тих же причин оцінка місцевості за 

критерієм захищеності/небезпеки, отримана з 

використанням методики Шаталова О. Є. і за 

критеріями, запропонованим в цій методиці, є не 

зовсім коректною. 

Слід ще раз відзначити, що порівняно з 

класичними методиками методика, запропонована 

Шаталовим О. Є., є суттєвим кроком уперед у 

напрямку точності оцінки рівня захищеності від 

стрілецької зброї і у зв’язку з малою кількістю 

вихідних параметрів та простотою їх зміни, а також 

із урахуванням високої швидкодії та можливості 

використання даних у звичному проектувальнику 

CAD-середовищі (як PTC Creo (Pro/ENGINEER), 

SolidWorks, Autodesk Inventor, Siemens NX тощо), 

ця методика добре підходить на першому етапі 

вибору базових кутів нахилу і товщини 

бронепанелі нового корпусу БМ ЛКМ, що 

розробляється. Також ця методика може досить 

ефективно використовуватися на етапі первинної 

оцінки ефективності певних рішень при розробці 

варіантів глибокої модернізації, як-то зміна 

матеріалу і товщини бронекорпуса при збереженні 

загальних геометричних закономірностей корпусу. 

У рамках цієї роботи більш раціонально 

використовувати інформацію про розрахункові 

параметри не у вигляді поверхневих об’єктів [3], а 

у вигляді набору векторів – одновимірних масивів 

даних, де кожному елементу місцевості, згідно із 

його номером, присвоюється значення 

розрахункових параметрів, або матриць – 

двовимірних масивів, на основі яких можна 

зробити растрове зображення [34]. Так, yid  – 

ураження з i елементу місцевості для елементу з 

номером y розраховується за формулою: 
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Враховуючи (24), значення функції ураження 

(defeat) – iD визначається: 
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Таким чином, детальний алгоритм обчислень 

представлений на рис. 18. В ході виконання циклу 

розрахунку по машині з положенням стрільця в 

центрі елемента місцевості відбувається 

обчислення можливості ураження БМ ЛКМ.  

На поточний час інформація щодо ураження 

зберігається за допомогою логічної змінної. Проте 

можливість моделювання не тільки корпусу в 

цілому, але й його окремих частин (наприклад 

частина бронекорпусу у області механіка–водія), 

може дати набагато більше інформації, ніж 

методика, розроблена Шаталовим О.Є., і тим 

більше – класична методика. 

За результатами розрахунку всієї території 

обчислюються інтегральні характеристики, що 

стосуються конкретного конструктивного рішення 

для конкретного положення машини на конкретній 

місцевості, наприклад, загальна площа, з якої 

можливе ураження машини (Ad – Defeat zone Area), 

рис. 19. Також у рамках поточної роботи, крім 

базового параметру, що контролює 

пробиття/непробиття, пропонується ввести ряд 

похідних контрольованих параметрів, що відсутні в 

роботах попередніх авторів. Одним із таких 

параметрів є мінімальна гарантована та 

максимально можлива відстань, з якої можливе 

ураження елементів бронекорпусу (в подальшому 

мінімальна та максимальна відстань – Rmin , Rmax), 

рис. 20. Крім того, вперше вводяться параметри: 

загальна оцінка небезпеки (H(r) – hazard) та 

щільність зони ураження (D(r) – density). Обидва 

параметри є інтегральними. Перший – це сума 

площ усіх елементів, з яких можливе ураження на 

дальності, більшій за питому (рис. 21), а другий – 

це відношення площі ураження на дистанції з 

радіусом, меншим r, до площі кола з радіусом r 

(рис. 22): 

 
,maxmin RrR   (26) 
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де N – кількість елементів;  

SA  – площа елементу; 
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Крім того, вводяться два інтегральних 

параметри – ймовірність ураження на конкретній 

відстані Pd(r) (defeat probability)  
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та похідні від цього параметру – максимальна 

ймовірність на відстані, більшої за питому Pm(r) 

(max defeat probability), 
 

 )(max)( 1rPrP dm = ,   (34) 

де   11 r ,        
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 Рисунок  18 – Запропонований алгоритм 

  

та середньостатистичні ймовірності ураження для 

відстані, більшої за питому Ps(r) (defeat probability 

statistic), 

 

 )()( 1rPrP dS = , де 11 r . 
(35) 

Надалі на рис. 19–24 показані графічні 

пояснення до описаних вище інтегральних 

параметрів. Усі рисунки зроблені на основі одного 

розрахунку. Як машина виступає класичний БТР–80 з 

певними умовними картами розподілу товщин у 

різних проекціях, місцевість – Yavoriv5; діаграми 

пробиття на основі формули Жакоб де Марра; 

БМ ЛКМ розміщена у деякій точці полігона. На 

рис. 19 показні загальні зони уражень для усіх 

калібрів. 

На рис. 20 зображені усі три зони окремо. Такі 

зони є графічним варіантом інтегрального 

параметру Ad. Усі зони показані в різних 

масштабах. Інтегральні параметри Ad досягають 

різних значень відповідно для калібрів 7.62 мм, 

12.7 мм і 14.5 мм (для обраного розрахункового 

випадку). Видно, що зі зростанням калібру значно 

зростає площа ураження. Площа ураження 

калібром 7.62 мм та більшими калібрами 

відрізняється на порядки, проте між 12.7 мм та 

14.5 мм різниця досягає разів, але не порядків. 

На рис. 21 представлені інтегральні 

характеристики Rmin (максимальна гарантована 

відстань ураження, мінімальна безпечна відстань) та 

Rmax – максимальна відстань можливого ураження. 

Видно, що для калібру 7.62 мм Rmin – може досягати 

майже нуля. Це означає, що навіть при стрільбі 

практично в притул є точки навколо машини, з яких 

можна її не пробити. Для калібрів 12.7 мм та 14.5 мм 

таке можливе тільки у випадках дуже пересічної 

місцевості. Це справедливо лише для даного 

розрахункового випадку, проте порядок значень 

залежить у більшості від рівня захищеності машини 

та типу місцевості.  

На рис. 22 показаний вигляд діаграми, що 

відображає ймовірність ураження БМ ЛКМ на 

відстані r (для кожного калібру відстань вибрана 

різною з точки зору наочності діаграми). Жовтим 

показані зони, які попадають в зону ураження, 

чорним – які попали в безпечну зону. Відношення 

сумарних довжин дуг, що попали до зон ураження по 

відношенню до довжини кола за радіусом r, складає 
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ймовірність ураження на цій відстані. Така 

ймовірність дуже сильно залежить від усіх параметрів 

– геометрія корпусу, карта бронювання, положення та 

орієнтація БМ ЛКМ, ландшафт навколо машини. На 

рис. 23 показаний графічний варіант інтегрального 

показника H(r) (він показаний для тієї ж відстані r, що 

і на рис. 22), а на рис. 24 – графічний вигляд 

інтегрального параметру D(r). 

 

 
а 

 
 б 

Рисунок 19  – Розрахунок загальної 

зони, з якої можливе ураження БТР-

80, на карті Yavoriv5: 

 а – відображення розрахованих 

площин на карті;  

б – без карти 

 
 

 
а б в 

 

Рисунок 20 –Діаграми ураження БТР-80 для окремих калібрів: 

 а – калібр 7.62 мм; б – калібр 12.7 мм; в – калібр 14.5 мм 

   
а б в 

 Рисунок 21 – Rmin та Rmax БТР-80 для калібрів:  

а – калібр 7.62 мм; б – калібр 12.7 мм; в – калібр 14.5 мм 

 

   
а б в 

 

Рисунок 22 – Ймовірність ураження БТР-80 на відстані. рівній радіусу r:  

а – калібр 7.62 мм; б – калібр 12.7 мм; в – калібр 14.5 мм 
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а б в 

Рисунок 23 – Розрахункова сума площ ймовірності ураження БТР-80 за межами радіусу r:  

а – калібр 7.62 мм; б – калібр 12.7 мм; в – калібр 14.5 мм 

 
 

 

а б в 

Рисунок 24 – Розрахункова сума площ ймовірності ураження БТР–80 з відстаней, менших радіусу r:  

а – калібр 7.62 мм; б – калібр 12.7 мм; в – калібр 14.5 мм 

 

Висновки. У роботі викладена розроблена 

комплексна математична модель для побудови 

тривимірних тактичних діаграм на місцевості і 

оцінки рівня броньованої захищеності БМ ЛКМ від 

стрілецької зброї, яка дає можливість 

розраховувати:  

– параметри польоту кулі (швидкість, енергія, 

зміна кута падіння) в залежності від дальності 

формулами, отриманими методом апроксимації 

експериментальних даних;  

– кути зустрічі кулі з елементом бронекорпусу 

з положення стрільця і положення елемента 

бронекорпусу;  

– швидкості пробиття бронеелементів корпусу 

з урахуванням додаткового бронювання на основі 

формул, отриманих методом апроксимації 

експериментальних даних, та забезпечити 

можливість різнобічного аналізу отриманих 

результатів розрахунку за рахунок збереження 

розрахункових параметрів у вигляді масивів, які 

асоційовані з елементами місцевості, що дає 

можливість будувати діаграми захищеності. 

Створено математичну модель, яка дає 

можливість, на відміну від існуючих методик, 

систем і моделей, вирішувати завдання оцінки 

безпечної зони для БМ ЛКМ з урахуванням її 

реальної геометрії корпусу і рельєфу місцевості та 

бронезахищеності існуючих і проектованих 

БМ ЛКМ для обґрунтованого вибору методів 

захисту від сучасної стрілецької зброї, зокрема, з 

урахуванням додаткового бронювання. 

Розроблена комплексна математична модель 

оцінки захищеності БМ ЛКВ від стрілецької зброї 

та її компоненти використовуються далі при 

створенні спеціалізованого програмно-модельного 

комплексу. 
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