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Д.В. БРЕСЛАВСЬКИЙ, C.О. ПАЩЕНКО, В.Б. УСПЕНСЬКИЙ  
 
АЛГОРИТМ ТА ПРОГРАМИ ДЛЯ МІНІМІЗАЦІЇ ТЕМПЕРАТУРНИХ ПОХИБОК ВОЛОКОННО-
ОПТИЧНИХ ГІРОСКОПІВ, ВСТАНОВЛЕНИХ НА ШТУЧНИХ СУПУТНИКАХ ЗЕМЛІ 
 

Надано опис розроблених алгоритмів та програм, що застосовуються для калібрування волоконно-оптичних гіроскопів, які 
працюють в умовах теплозмін при русі літального апарату навколоземною орбітою. Наведено математичну постановку зада-
чі нестаціонарної теплопровідності, яку розв’язано комбінацією методу скінченних елементів та різницевого методу інтегру-
вання за часом. За допомогою розробленого програмного засобу визначено розподіл температур у корпусі супутника та без-
посередньо у волоконно-оптичному гіроскопі у вигляді часової залежності. Знайдений розподіл дає змогу, по-перше,  обґру-
нтувати вимоги до наземного калібрування гіроскопів для побудови відповідних компенсуючих моделей; по-друге, викорис-
товувати такі моделі в умовах невизначеності поточної температури гіроскопу за причин, скажімо, відмови термодатчику. 
Таким чином здійснюється мінімізація температурної похибки приладів під час їх функціонування у складі бортових систем 
орієнтації та навігації та підвищується їхня відмовостійкість. 

Ключові слова: алгоритм, програма, нестаціонарна теплопровідність, штучний супутник Землі, волоконно-оптичний 
гіроскоп, температурна модель похибок, калібрування. 

 
Д.В. БРЕСЛАВСКИЙ, С.А. ПАЩЕНКО, В.Б. УСПЕНСКИЙ 
 
АЛГОРИТМ И ПРОГРАММЫ ДЛЯ МИНИМИЗАЦИИ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОГРЕШНОСТЕЙ 
ВОЛОКОННО-ОПТИЧЕСКИХ ГИРОСКОПОВ, УСТАНОВЛЕННЫХ НА ИСКУССТВЕННЫХ 
СПУТНИКАХ ЗЕМЛИ 
 

Представлено описание разработанных алгоритмов и программ, используемых для калибровки волоконно-оптических гиро-
скопов, работающих в условиях теплосмен  при движении  летательного аппарата по околоземной орбите. Приведена мате-
матическая постановка задачи нестационарной теплопроводности, решаемой с помощью комбинации метода конечных эле-
ментов и разностного метода интегрирования по времени. С помощью разработанного программного средства определено 
распределение температур в корпусе спутника и непосредственно в волоконно-оптическом гироскопе в виде временной за-
висимости. Найденное распределение дает возможность, во-первых, обосновать требования к наземной калибровке гироско-
пов для построения соответствующих компенсирующих моделей; во-вторых, использовать подобные модели в условиях 
неопределенности температуры гироскопа, например, по причине отказа термодатчика. Таким образом, производится мини-
мизация температурной погрешности приборов во время их функционирования в составе бортовых систем ориентации и 
навигации и улучшается их отказоустойчивость. 

Ключевые слова: алгоритм, программа, нестационарная теплопроводность, искусственный спутник Земли, волокон-
но-оптический гироскоп, температурная модель ошибок, калибровка. 

 
D.V. BRESLAVSKY, S.O. PASHCHENKO, V.B. USPENSKY 
 
ALGORITHM AND SOFTWARE FOR MINIMIZATION OF TEMPERATURE ERRORS OF FIBER-
OPTIC GYROSCOPES, MOUNTED ON ARTIFICIAL EARTH SATELLITES 
 

The description of the developed algorithms and programs, which are used for calibration of fiber-optic gyroscopes working in the 
conditions of heat varying during spacecraft’s motion in circumterrestrial orbit, is discussed. The mathematical statement for problem 
of non-stationary heat conduction for the satellite frame and on-board devices is presented.The method of numerical solution is based 
on the combination of Finite Element Method for boundary value problem and finite difference time integration method for initial 
one. The developed approach which allows use the parallel calculations in heat problems, is described. The information about devel-
oped software is presented by description of main functions written in C++ language. The temperature distribution in dependence on 
time in the satellite frame and directly in fiber-optic gyroscope’s shell is found by use of developed software.  Found distribution 
makes an opportunity at first to justify demands for ground calibration of gyroscopes for obtaining the compensation models. Sec-
ondly, the use of similar models in the conditions of uncertain value of gyroscope’s temperature, which can be, for example, in the 
case of heat-sensing device’s failure, can be done. The mathematical model of fiber-optic gyroscope snap data is discussed. The hy-
pothesis of the linear dependence of the drift motion from temperature is suggested. The description of calibration algorithm for tem-
perature model of fiber-optic gyroscope is presented. It was concluded that the main influence on the errors of fiber-optic gyroscope 
measurements is caused by temperature gradient and influence of absolute temperature is not so significant. Thereby, the minimiza-
tion of temperature error of devices, which are affiliated in orientation and navigation on-board systems, can be performed as well as 
fail safety of such systems can be increased by use of the presented methods and algorithms. 

Key words: algorithm, program, non-stationary heat conduction, artificial Earth satellite, fiber-optic gyroscope, temperature 
model of errors, calibration.  
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Вступ. Забезпечення стабільного функціонуван-
ня систем управління та навігації сучасних космічних 

літальних апаратів (КЛА) є практично важливою за-
дачею. Нові умови експлуатації КЛА, зокрема штуч-
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них супутників Землі (ШСЗ), пов’язані з застосуван-
ням негерметичних корпусів. При цьому розташовані 
в них прилади та обладнання знаходяться у більш не-
сприятливих температурних умовах. Це пов’язано з 
рухом ШСЗ навколоземною орбітою, при якому він 
періодично знаходиться в областях сонячного нагрі-
вання та остигання у тіні Землі. Працездатність воло-
конно-оптичних гіроскопів (ВОГ) [1], які є важливим 
елементом систем управління та навігації, істотно за-
лежить від експлуатаційної температури [1, 2]. Її пе-
ревищення над заданим діапазоном може призвести до 
суттєвих і неприпустимих похибок, та у граничному 
випадку – до втрати працездатності.   

У зв’язку з цим питанням мінімізації температу-
рних похибок ВОГ приділяється велика увага [2-5]. 
Однак у всіх існуючих на теперішній час роботах за-
стосовано підхід, в якому компенсуючі моделі буду-
ються виходячи з даних щодо вимірюваної датчиком 
ВОГ температури. Вочевидь, що такі моделі стають 
непрацездатними при відмові термодатчика.  

У даній роботі представлено новий підхід, в яко-
му запропоновано закласти в компенсуючу модель 
похибок ВОГ дані чисельного моделювання темпера-
тури в його корпусі та елементах приладів та устатку-
вання, що розміщені в ньому, включно з температу-
рою в самому ВОГ. Чисельне моделювання задачі не-
стаціонарної теплопровідності проводиться з застосу-
ванням методу скінченних елементів спільно з різни-
цевим методом інтегрування за часом. Це дозволяє з 
необхідним рівнем точності врахувати всі особливості 
розподілу теплових потоків та складну геометрію 
приладу. Визначена залежність змінювання темпера-
тури від часу застосовується, по-перше, для форму-
вання вимог у вигляді робочих діапазонів температури 
та її градієнту, у яких потрібно проводити наземне 
калібрування моделей датчиків, по-друге, для викори-
стання під час орбітального функціонування систем у 
компенсуючих моделях, у вигляді cпрогнозованої оці-
нки температури при ймовірної відмови відповідного 
термодатчику. Все це у сукупності дозволяє мінімізу-
вати остатню похибку гіроскопів та підвищити показ-
ники відмовостійкості системи у цілому. 

 
Математична постановка задачі нестаціонар-

ної теплопровідності корпусу супутника  
Розглянемо тривимірну континуальну область з 

об’ємом Ω, що обмежене деякою поверхнею S. 
Для опису процесу перерозподілу теплової енер-

гії у корпусах супутників та приладів  застосовано 
рівняння нестаціонарної теплопровідності [1, 6]: 
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де ( )Tkk xx = , ( )Tkk yy = , ( )Tkk zz =  – коефіцієнти 
теплопровідності, що є функціями температури; 

( )Tсс = , ( )Tρρ =  – розподілена теплоємність та гус-
тина матеріалу відповідно, які також є функціями те-

мператури; ( )tzyxf ,,,  – узагальнені об’ємні термоди-
намічні сили, що моделюють дію теплового джерела. 

Вважається, що на поверхні S3 для задачі неста-
ціонарної теплопровідності відповідно мають місце 
крайові умови Дирихле у вигляді заданого температу-
рного режиму; на поверхні S4 мають місце крайові 
умови Неймана, які описують дію теплового потоку; 
на поверхні S5 мають місце крайові умови Ньютона-
Ріхмана, що описують процеси теплопередачі шляхом 
конвективного теплообміну; на поверхні S6 мають 
місце крайові умови Стефана-Больцмана, що опису-
ють процеси теплопередачі шляхом променевого теп-
лообміну: 
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де θ(t) – заданий температурний режим, °C; q(t) – за-

даний тепловий потік, 
2м

Вт ; ( )TConvConv αα =  – коефіці-

єнт теплопередачі, що залежить від температури, 
швидкості та густини оточуючого середовища, 

См
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о⋅2
; TEnv – температура оточуючого середовища, 

°C; ( )TBlackBlack εε =  – коефіцієнт чорноти; 
810670367.5 −⋅=SBδ  – константа Стефана-Больцмана, 

42 См
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о⋅

. 

В початковий момент часу розподіл температур-
ного поля є функцією координат: 

СzyxzyxT о),,()0,,,( ψ= .                  (3) 
 
Програма для моделювання температурних 

розподілів. Як й у роботі [6], застосуємо для моделю-
вання розподілу температур у корпусі ШСЗ 
комп’ютерну програму FEM Temperature [7], розроб-
лену для розв’язання задач нестаціонарної та стаціо-
нарної теплопровідності трьохвимірних тіл. В програ-
мі використовується трилінійний восьмивузловий скі-
нченний елемент. На кожному кроці за часом при 
розв’язанні задачі нестаціонарної теплопровідності 
система лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) відно-
сно невідомих значень вузлових температур 
розв’язується методом спряжених градієнтів. При 
цьому реалізовано блочний алгоритм обчислення мат-
ричних та скалярних добутків із можливістю застосу-
вання технології розподіленого обчислення за допо-
могою бібліотеки багатопотоковості Thread стандарту 
С++ 11 та обчислювальної уніфікованої архітектури 
GPU-прискорювачів CUDA. Для розв’язання задачі 
нестаціонарної теплопровідності застосовано метод 
скінченних елементів. Отримується варіаційний фун-
кціонал за методом Гальоркіна, для якого матриця 
системи є додатно визначеною. Остаточні перетво-



ISSN 2078-9130 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ».  
Серія: Динаміка і міцність машин. № 33 (1309). 2018                                                            5 

рення призводять до системи алгебраїчних рівнянь:  
A · x = b,                                   (4) 

де A – матриця системи; b – вектор правих частин; x – 
вектор шуканих невідомих. 

Матриця системи повинна бути симетричною та 
додатно визначеною. Функціонал будується у наступ-
ному вигляді: 

( ) ( ) min,, →−⋅ xbxxA .                        (5) 
Отриманий функціонал є собою додатно визна-

ченою квадратичною формою, а його мінімум є 
розв’язком системи (4). Пошук мінімуму функціоналу 
(5) проводиться у два етапи: 

1) початкова ітерація. На даному етапі здійсню-
ється вибір початкового вектору пошуку x0. Визна-
чення вектору поправки та вектору корекції відповід-
но: 

00 xAbr ⋅−= , 00 rz = .                         (6) 
2) k -та ітерація. Визначення коефіцієнту поправ-

ки, уточнення вектору-розв’язку, уточнення вектору 
поправки, визначення коефіцієнту корекції, уточнення 
вектору корекції: 

( )
( )11 ,

,
−−

= kk

kk

k zAz
rrα ;     11 −− += k

k
kk zxx α ;              (7) 

11 −− −= k
k

kk Azrr α ;       ( )
( )11 ,

,
−−

= kk

kk

k rr
rrβ ; 

1−+= k
k

kk zrz β . 
Умовою завершення алгоритму є виконання не-

рівності: δ≤
b
r k

, де δ – наперед задана похибка. 

Наведений алгоритм дозволяє з легкістю реалізу-
вати процес паралельних обчислень [8].  

Програмний засіб складається із наступних осно-
вних методів: 

Input temperature data – функція, яка зчитує фізи-
чні параметри задачі: коефіцієнти теплопровідності, 
густину матеріалу, коефіцієнт теплоємності, коефіці-
єнт конвективного теплообміну та початковий розпо-
діл температури, крок інтегрування і кінцевий час 
розрахунку. 

Temperature matrix – функція, в якій формуються 
елементи локальних матриць теплопровідності, тепло-
ємності, конвекції та променевого теплообміну на 
елементі, що представляють собою інтеграли від до-
бутків базисних функцій та їх похідних. Формується 
узагальнений вектор термодинамічних сил. 

Temperature assembly – функція знаходження 
глобальних матриць теплопровідності, теплоємності, 
конвекції та променевого теплообміну. На підставі 
вхідної матриці індексів формується глобальна матри-
ця системи, що представляє собою СЛАР і глобальний 
вектор узагальнених термодинамічних сил. 

Output data – функція, що виводить у файл знай-
дений розподіл температурного поля для кожного так-
тового моменту часу. 

Gradient solve system – функція, яка по отриманій 
матриці системи проводить розв’язання СЛАР. Для 
задачі нестаціонарної теплопровідності глобальна си-
стема представляє собою лінійну комбінацію матриць 

теплопровідності, теплоємності, конвекції та проме-
невого теплообміну, а вектор правих частин – уза-
гальнений вектор термодинамічних сил.  

 
Визначення температурного поля штучного 

супутника Землі 
Розглянемо результати розв’язання задачі неста-

ціонарної теплопровідності корпусу ШСЗ з розташо-
ваними у ньому приладами та устаткуванням. Задачу 
сформульовано наступним чином: розглядається не-
рухомий корпус супутника, а теплові потоки  зміню-
ються за законом косинуса орбітального кута. ШСЗ 
обертається за круговою орбітою, радіус якої складає 
700 км, а час руху складає 90 хв. Закон зміни інтенси-
вності теплового потоку має такий вигляд: 

( )ϕcos⋅= qQ , ( )оо 90,0∈ϕ . 
Детальний опис задачі надано у [6]. Результати 

розв’язання представлено на рис. 1, 2. Рис. 1 містить 
залежність температури від часу у точці корпусу на 
зовнішньому, спрямованому на Сонце, боці, а на 
рис. 2 цю залежність надано для точок котушки (кри-
ва 1) та полімерного волокна ВОГ (крива 2). Із аналізу 
отриманих результатів видно, що незважаючи на істо-
тне зменшення температурних перепадів та абсолют-
них значень температури, має місце суттєва часова 
неоднорідність її значень – від +44,25 °C до −33,19 °C. 

 

 
Рисунок 1 – Залежність температури корпусу від часу 

 

 
Рисунок 2 – Залежність температури у волоконно-

оптичному гіроскопі від часу 
 
Отримані результати представляють собою уста-

лений розподіл температурного поля, що має місце 
після завершення перехідних процесів, пов’язаних з 
виводом супутника на орбіту.  

Важливо, що отриманий температурний розподіл 
є циклічним, тобто повторюваним від одного оберту 
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ШСЗ навколо Землі до іншого. Таким чином, за роз-
глянутих умов бажаного орбітального руху ШСЗ під 
час планування калібрувальних експериментів для 
обчислення параметрів температурних моделей ВОГ 
достатньо реалізовувати нагрів та охолодження при-
ладу у діапазоні від −40 °C до +50 °C. 

Безпосередньо залежність температури, скажімо, 
котушки, від часу (рис. 2) за умов прив'язування у де-
якій точці, яка далі вважається початковою, можна 
використовувати для прогнозування оцінки поточної 
температури приладу. Така оцінка може використову-
ватись у компенсуючих моделях в умовах невизначе-
ності щодо фактичної температури, яку, зазвичай, ви-
мірює вбудований термодатчик. Описаний підхід 
компенсації за температурної програмою забезпечує 
мінімізацію теплового впливу на похибку ВОГ при 
апаратній або параметричній відмові термодатчику. 

 
Калібрування температурної моделі ВОГ 
Мінімізація похибок поточних вимірів ВОГ в 

умовах орбітального руху ШСЗ покладається на так 
звану компенсуючу модель, яка відображує залеж-
ність адитивної систематичної похибки виміру від 
поточного значення внутрішньої температури гіро-
скопу та її градієнту. Структура такої залежності, за-
звичай, вводиться евристично, а її параметри визна-
чаються шляхом оптимальної апроксимації реальних 
вимірів, отриманих експериментально, модельної фу-
нкцією. Процедура отримання вихідних даних в лабо-
раторних умовах та їхньої обробки складає задачу 
калібрування ВОГ. 

Миттєві виміри ВОГ можна представити у вигля-
ді 

)(),()( *
kkkk tt ξττδωωω +Δ+= , 

де tk – дискретний момент часу, до якого актуалізуєть-
ся вимір; ω* – дійсне значення абсолютної кутової 
швидкості, яке вимірюється гіроскопом. В умовах ка-
лібрування воно є відомим, в умовах експлуатації - є 
питомим та визначається із наявних вимірів ВОГ; 

),( kk ττδω Δ  – значення систематичної адитивної по-
хибки, так званого дрейфу ВОГ; τk, Δτk – параметри 
внутрішньої температури ВОГ; ξ – шумова складова 
вимірів.  

В цих умовах мінімізація похибки для кожного 
дискретного моменту часу складається із алгоритміч-
ного видалення з апаратно отриманого виміру ω про-
гнозованого за деякою моделлю значення похибки δω, 
яке, у свою чергу, обчислюється на основі поточного 
значення температури.  

Висунемо гіпотезу щодо залежності дрейфу від 
температурних параметрів. Нехай така залежність є 
лінійною  

kkkk KKK ττττδω Δ⋅+⋅+=Δ 011000),( ,            (8) 

де 
)(

))(( 0

−+ −
−

=
TT

TtT kd
kτ  – безрозмірна відносна темпера-

тура; 
)(

))(( 0

−+ Δ−Δ
Δ−Δ

=Δ
TT

TtT kd
kτ  – безрозмірний градієнт 

температури; +−+− ΔΔ TTTT ,,, – нижні та верхні межі 

діапазону калібрування для температури та її градієн-
ту відповідно; T0, ΔT0 – середні значення діапазонів; 
Td(tk) – значення внутрішньої температури ВОГ у мо-
мент часу tk; ΔTd(tk) – обчислене значення градієнту 
такої температури; 011000 ,, KKK  – коефіцієнти моделі 
(8), які саме і визначаються під час калібрування ВОГ 
на підставі експериментальних вимірів ВОГ в умовах 
примусової зміни зовнішньої температури за допомо-
гою спеціального лабораторного обладнання. Най-
більш поширеним методом розв'язання такої задачі є 
метод найменших квадратів.  

Зауважимо, що у загальному випадку модель (8) 
може представляти собою поліном від τ, Δτ досить 
високого ступеню, як, наприклад, у [9]. У даному ви-
падку наведена для прикладу лінійна форма не має 
принципового значення, оскільки мова йде про зага-
льну технологію алгоритмічної мінімізації температу-
рної похибки. 

Центральним моментом вказаної технології є ви-
користання результатів , зображених на рис.2.  

По-перше, отримані вище дані, а саме, межі діа-
пазонів можливої температури та її градієнту, в яких 
проводиться калібрування, безпосередньо увійшли в 
алгоритм (8). По-друге, значення Td(tk) внутрішньої 
температури ВОГ при штатному функціонуванні бор-
тової системи отримується з поточних вимірів вбудо-
ваного в ВОГ термодатчика, але при відмові остан-
нього це значення може формуватися безпосередньо із 
залежності 1 на рис. 2, тобто прогнозуватися на основі 
розрахункових даних. Істотно, що в останньому випа-
дку якість компенсації може бути дещо нижчою, але 
вказаний підхід відкриває можливість зберегти у ці-
лому точнісні характеристики при можливих відмовах 
обладнання у ході орбітального руху. 

Для аналізу впливу температурних змін на точ-
ність визначення орієнтації та оцінки ефективності 
підходу, що розроблено, було створено моделюючу 
програму за функціональною схемою, як на рис. 3. 

 

 
Рисунок 3 – Функціональна схема моделюючої програми 

 
Важливим є те, що систематичні та шумові похи-

бки, які додаються до ідеальних значень при моделю-
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ванні, були реальними, тобто отриманими експериме-
нтально для ВОГ середнього класу точності у всьому 
температурному діапазоні. В цих умовах встановлено, 
що з точки зору похибки ВОГ градієнт температури на 
порядок впливовіший, ніж сама змінна температура, а 
ефективність використання компенсуючої моделі за 
описаною вище технологією дозволяє зменшити шви-
дкість зростання кутової похибки орієнтації у 3-5 ра-
зів, ніж за умов відсутності компенсації. 

 
Опис алгоритму 
Отже, загальний алгоритм мінімізації температу-

рної похибки можливо представити наступним чином. 
На першому етапі розв’язується  задача нестаціонар-
ної теплопровідності корпусу супутника з урахуван-
ням значень теплових потоків від сонячного нагріван-
ня та відповідних крайових умов. З урахуванням від-
повідних теплоізоляцій приладів визначається темпе-
ратура всередині корпусу ВОГ для кожного моменту 
часу руху ШСЗ навколоземною орбітою. Ця залеж-
ність далі використовується, по-перше, для вибору та 
обгрунтування діапазонів температури та її градієнта, 
для яких потрібно проводити експериментальну кали-
бровку ВОГ в наземних умовах, по-друге, для прогно-
зування поточних значень температури у разі відмови 
термодатчика у процесі функціонування ШСЗ. 

 
Висновки. В статті надано опис алгоритму міні-

мізації температурних похибок волоконно-оптичного 
гіроскопу, встановленого на ШСЗ типу «СІЧ-2». Опи-
сано програми, що застосовуються для чисельного 
моделювання. За розв’язанням задачі нестаціонарної 
теплопровідності визначено залежність температури 
всередині корпусу ВОГ від часу. Дана залежність до-
зволяє в наземних умовах  спланувати калібрувальний 
експеримент у частині вибору температурного діапа-
зону для обчислення параметрів компенсуючої моделі, 
а в умовах функціонування – замінити реальні виміри 
вбудованого термодатчику у разі його відмови. Зазна-
чений комплекс заходів забезпечує мінімізацію впли-
ву змінної температури на точність функціонування 
бортової системи орієнтації та навігації та сприяє під-
вищенню її відмовостійкості. 
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Д.В. БРЕСЛАВСЬКИЙ, C.О. ПАЩЕНКО 
 
ПОВЗУЧІСТЬ ТРІЙНИКОВОГО З’ЄДНАННЯ ТРУБОПРОВОДУ ПРИ СПІЛЬНІЙ ДІЇ  
ТЕМПЕРАТУРНО-СИЛОВИХ ТА РАДІАЦІЙНИХ ПОЛІВ 
 

У статті надано математичну постановку трьохвимірної задачі повзучості, що відбувається при дії температурно-силових та 
радіаційних полів. Для розв’язання задачі прийнято метод скінченних елементів, що використовується спільно з різницевим 
методом інтегрування за часом. Для чисельного аналізу застосовано розроблений програмний комплекс, що використовує 
восьмивузловий об’ємний скінченний елемент. Досліджено вплив повзучості та радіаційного розпухання на напружено-
деформований стан фрагменту системи охолодження ядерного реактору. Встановлено, що отримані розв’язки для задач тем-
пературно-силової повзучості та радіаційного розпухання у районі стику труб є принципово відмінними від результатів ком-
плексного розв’язку. Розрахунками виявлено, що вплив радіаційного розпухання істотно уповільнює релаксацію напружень 
при повзучості та підвищує їхній рівень у місці стику труб. 

Ключові слова: повзучість, температура, радіаційне розпухання, рівняння стану, ядерний реактор, трійникове 
з’єднання трубопроводу, метод скінченних елементів. 

 
Д.В. БРЕСЛАВСКИЙ, С.О. ПАЩЕНКО  
 
ПОЛЗУЧЕСТЬ ТРОЙНИКОВОГО СОЕДИНЕНИЯ ТРУБОПРОВОДА ПРИ СОВМЕСТНОМ  
ДЕЙСТВИИ ТЕМПЕРАТУРНО-СИЛОВЫХ И РАДИАЦИОННЫХ ПОЛЕЙ  
 

В статье представлена математическая  постановка трехмерной задачи ползучести, происходящей под действием  темпера-
турно-силовых и  радиационных полей. Для решения задачи принят метод конечных элементов, используемый совместно с 
разностным методом интегрирования по времени. Для численного анализа применен разработанный программный комплекс, 
использующий восьмиузловой объемный конечный элемент. Исследовано влияние ползучести и радиационного распухания 
на напряженно-деформированное состояние фрагмента системы охлаждения ядерного реактора. Установлено, что получен-
ные решения для задач температурно-силовой ползучести и радиационного распухания в районе стыка труб принципиально 
отличаются от результатов комплексного решения. Расчетами установлено, что влияние радиационного распухания сущест-
венно замедляет релаксацию напряжений при ползучести и повышает их уровень в месте стыка труб. 

Ключевые слова: ползучесть, температура, радиационное распухание, уравнение состояния, ядерный реактор, трой-
никовое соединение трубопровода, метод конечных элементов. 

 
D.V. BRESLAVSKY, S.О. PASHCHENKO 
 
CREEP OF T-JOINT OF PIPELINE UNDER JOINT ACTION OF TEMPERATURE-FORCE AND  
RADIATION FIELDS  
 

The mathematical statement of three-dimensional problem of creep, which is running under the action of temperature, force and radia-
tion fields, is presented in a paper. The total strain is considered as a sum of elastic, temperature, creep and swelling parts. The non-
homogeneous temperature fields are considered for determining the strain distribution as well as for obtaining the value of the neutron 
fluence function. The case of long term deformation under the creep with isotropic properties was analyzed by use of Norton law. The 
Finite Element Method, which is used jointly with finite differences method for time integration, was accepted for the problem’s solu-
tion. The volume finite element with eight nodes is used in numerical analysis. The approach uses the algorithm of parallel computing 
for the system of linear algebraic equations, which is solved by Choletski method. The program complex in C++ programing language 
was developed in order to realize the method and algorithms. It has been applied for numerical analysis. The influence of creep and 
radiation swelling on the stress-strain state of the cooling system fragment from nuclear reactor was investigated. The von Mises 
stress distributions are presented for different cases of nonlinearities both for tube’s volume and for the place of stress concentration. 
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It was established that obtained solutions for the separate problems of creep under irregular temperature field and inner pressure as 
well as for problem of radiation swelling significantly differ from the solution of complex problem with consideration of both effects. 
It was found by numerical simulation that influence of radiation swelling significantly decreases the stress relaxation in creep condi-
tions and increases the stress level in the place of tubes joint.  

Key words: creep, temperature, radiation swelling, constitutive equations, nuclear reactor, t-joint of pipeline, finite element 
method. 

 
Вступ. Застосування ядерних реакторів (ЯР) для 

отримання електричної енергії на борту космічного 
апарату у порівнянні з класичним підходами, що ба-
зуються на використанні сонячних панелей, має ряд 
переваг. По-перше, використання такого типу енергії 
надає можливість забезпечити автономність космічно-
го апарату, що дозволяє йому ефективно функціону-
вати на віддалених орбітах, де інтенсивність сонячно-
го потоку є незначною. По-друге, запасу ядерного па-
лива вистачає на десятки років, а отже, стає можливим 
здійснення місій до віддаленого космосу [1, 2]. Найбі-
льший недолік застосування ЯР у космічному просто-
рі полягає у складності відведення теплової енергії, 
що утворилася внаслідок розпаду ядерного палива, та 
складності експлуатації установок такого типу. У 
зв’язку з тим, що теплообмін у космічному вакуумі 
відбувається, переважно, за рахунок променевого ви-
промінювання [2], який є набагато менш ефективним 
у порівнянні з конвективним на один ват за одиницю 
часу, виникає гостра проблема розробки ефективної 
системи охолодження. На додаток, деградація матері-
алу, що супроводжується опромінюванням за рахунок 
ядерного розпаду палива та дією сонячних та галакти-
чних променів, характеризується процесами розпу-
хання, що призводить до зміни розмірів виготовлених 
з них конструктивних елементів [3]. Комплексна дія 
температурно-силових та радіаційних полів призво-
дить до виникнення процесів повзучості та розпухан-
ня, що значним чином скорочують строк експлуатації 
[4-5 ]. Дослідження та аналіз деформацій внаслідок 
повзучості та радіаційного разом з релаксацією на-
пружень дозволяє провести оцінку режимів роботи ЯР 
та розробити рекомендації щодо покращення умов 
експлуатації та збільшення терміну довговічності. 

Стаття містить математичну постановку задачі 
повзучості, що відбувається при дії температурно-
силових та радіаційних полів. За допомогою розроб-
леного авторами програмного комплексу [6] виконано 
розрахунки напружено-деформованого стану при пов-
зучості трійникового з’єднання труб системи охоло-
дження ЯР. Проаналізовано вплив температурних де-
формацій, внутрішнього тиску та радіаційного розпу-
хання матеріалу ЯР на напружено-деформований стан 
з’єднання за період експлуатації. 

 
Математична постановка задачі 
Для опису процесів теплової повзучості та радіа-

ційного розпухання, що мають місце у космічному 
просторі, задачу повзучості розглянуто у трьохвимір-
ній постановці. Повна система рівнянь містить рів-
няння рівноваги, геометричні та фізичні співвідно-
шення:  

i
j

ij X
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d

=
σ

, )(3,2,1, ϕσσ ijijji == ,              (1) 

де ϕ  – вектор переміщення; ijσ  – компоненти тензо-

ру напружень; iX  – вектор об’ємних навантажень. 
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klijklij eeeD −−−= εσ , 
де для компонентів тензорів введено позначення: εij – 
повних деформацій; Dij – пружних констант; kl

Creepe  –  
деформації повзучості; kl

Tempe  – температурної дефо-
рмації; kl

Swelle  – деформації розпухання. Індексація 
i,j = 1,2,3 відповідає просторовим координатам x, y, z.  

Тензор температурних деформацій описує зале-
жність виникнення деформацій від температурного 
градієнту та має вигляд: 

ijExpanij
Temp Te δα ⋅Δ⋅= ,                            (3) 

де Expanα  – коефіцієнт температурного розширення, 
°C−1; ΔT – температурний градієнт, °C; δij – символ 
Кронекера. При i = j символ приймає значення одини-
ці, при i ≠ j – нулю. 

Тензор деформацій радіаційного розпухання опи-
сує залежність виникнення деформацій в залежності 
від таких чинників, як інтегральний потік заряджених 
часток, температура та час. Інтегральний потік визна-
чається взаємодією заряджених часток з мікрострук-
турою матеріалу, що опромінюється, і залежить від 
ряду факторів: енергії заряджених часток, спектраль-
ної густини, густини потоку тощо. Функціональна 
залежність компонентів тензору швидкості деформації 
розпухання від швидкості функції інтегрального пото-
ку має вигляд [5]: 

( ) ij
Swell

ij TtSe δ⋅Φ= ,,
3
1 ,                          (4) 

де Φ – швидкість інтегрального потоку. 
Для опису процесів повзучості застосовано рів-

няння стану за гіпотезою течіння Нортона: 

,
2
3 1

ij
n

i
Сreep

ij SBe −⋅= σ                               (5) 

де B, n – константи, що визначаються експеримента-
льним шляхом. 

Вважається, що на деякій поверхні S1 мають міс-
це крайові умови Дирихле у вигляді заданого перемі-
щення, що є функцією часу. На поверхні S2 мають мі-
сце крайові умови Неймана, які описують дію розпо-
ділених сил: 

01
| ϕϕ =S ;     jSjij hn =

2
|σ .                        (6) 

В початковий момент часу значення деформацій 
повзучості та деформації розпухання мають нульові 
значення. 

0)0( =ij
Сreepe ;     0)0( =ij

Swelle .               (7) 
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Для задачі термопружності, яка розв’язується для 
моменту часу t = 0, має місце стаціонарний, нерівно-
мірний за координатами розподіл температурного по-
ля: 

СzyxzyxT о),,(),,( ψ=                                    (8) 
 
Розв’язання задачі. Розглянемо елемент системи 

охолодження, що представляє собою ортогонально 
з’єднані дві товстостінні труби з внутрішнім радіусом  
R1 = 100 мм, зовнішнім радіусом R2 = 200 мм, довжи-
ною опорної труби – L = 350 мм, висотою втулки – 
H = 250 мм. Фізико-механічні характеристики матері-
алу трійникового з’єднання: модуль пружності  
E = 1,55 · 105 МПа, коефіцієнт Пуассона – ν = 0,3. 
Константи повзучості для рівняння стану (5) мають 
значення [5]: B = 3,6 · 10−19,9 МПа−n · год−1; n = 4,9. 

Вважається, що з’єднання труб рівномірно нава-
нтажене внутрішнім тиском pin = 70 МПа, а темпера-
турне поле має усталений характер та представляє 
собою логарифмічний розподіл за радіальним напрям-
ком опорної труби та втулки, де на зовнішньому та 
внутрішньому радіусах мають місце крайові умови 
Дирихле у вигляді заданої температури, що складає 
T(R2) = 740 °K та  T(R1) = 752 °K відповідно. Швид-
кість функції інтегрального потоку представляється у 
вигляді наступної залежності [5]: 
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(9) 

де As, βs, αs – константи, що визначені для вищенаве-
деного матеріалу для заданого діапазону температур: 
As = 5,33 · 10−9; βs = 0,19 + 1,63 · 10−3 · T; 
αs = 2,247 · 10−22; sΦ  – швидкість нейтронного потоку, 
що визначає інтенсивність впливу радіаційного опро-
мінювання, де 2210012,15 ⋅=Φ s  нейтрон/м2 · г. 

Для розв’язання задачі застосовано МСЕ разом з 
різницевими методами інтегрування за часом. До роз-
рахунків залучено програмний комплекс, опис якого 
надано у [6, 8]. Cкінченно-елементну модель системи 
охолодження зображено на рис. 1, а, кількість елемен-
тів якої після дослідження на збіжність прийнято рів-
ною 22956. Для розв’язання кінцевої СЛАР задач пов-
зучості та радіаційного розпухання залучено блочний 
алгоритм Холецького [9]. 

У зв’язку з тим, що внутрішній тиск є рівномірно 
розподіленим за внутрішньою поверхнею, доцільно 
розглянути чверть моделі. Вважається, що на осьових 
торцях мають місце крайові умови Дирихле у вигляді 
часткового закріплення. На рис. 1, а зображено скін-
ченно-елементну модель фрагменту системи охоло-
дження, на рис. 1, b – поверхні крайових умов Дирих-
ле, де для вузлів, що потрапляють до зони S1, дозволе-
ні переміщення вздовж напрямку X та Y, при чому 
останній відповідає радіальному переміщенню втулки. 
Для вузлів, що потрапляють до зони S2, дозволено пе-
реміщення вздовж напрямку Z та X, де останній відпо-
відає радіальному переміщенню опорної труби. Для 

вузлів, що потрапляють до зони S3, дозволено перемі-
щення вздовж напрямків X та Z, де останній також 
відповідає за радіальне переміщення втулки. Вузли, 
що потрапляють до зони S4, знаходяться на з’єднанні 
двох труб, тому переміщення дозволено за всіма на-
прямками, окрім Y. Для зони S5 дозволено переміщен-
ня за напрямками X та Y. 

 

   
Рисунок 1 – Поверхні крайових умов (а), скінченно-
елементна модель з температурним розподілом (b) 
 
Для дослідження і аналізу відокремленого та су-

місного впливу факторів повзучості та радіаційного 
розпухання на розподіл компонентів НДС розв’язано 
ряд відповідних задач: 

1) задача повзучості при чисто механічному на-
вантаженні (поверхні за внутрішнім радіусом опорної 
труби і втулки навантажені рівномірним тиском 
70 МПа); 

2) задача повзучості для логарифмічного розпо-
ділу температурного поля (зображено на рис. 1, b), що 
відповідає розв’язку задачі стаціонарної теплопровід-
ності. Перепад температури за радіальним напрямком 
становить 12 градусів;  

3) задача радіаційного розпухання. Закон для 
швидкості інтегрального потоку має вигляд (9). При-
йнято радіальний розподіл температури, аналогічний 
заданому в задачі 2;  

4) задача повзучості при дії внутрішнього тиску, 
неоднорідного розподілу температур та радіаційного 
розпухання. 

Усі отримані розв’язки для задач теорії повзучос-
ті та радіаційного розпухання отримано для моменту 
часу 10000 годин. 

На рис. 2 надано розподіл інтенсивності напру-
жень вздовж внутрішньої частини опорної труби. Тут 
крива 3 відповідає розв’язку задачі при дії внутріш-
нього тиску при t = 0, крива 4 – розв’язку задачі пов-
зучості з неоднорідним розподілом температури  при 
t = 10000 г (незначні величини напружень),  крива 5 – 
розв’язку задачі повзучості при t = 10000 г , крива 1 – 
розв’язку задачі радіаційного розпухання при 
t = 10000 г, крива 2 – сумісному розв’язку задачі 4 при 
t = 10000 г (спільна дія радіаційного розпухання, теп-
лового поля та внутрішнього тиску). В околі стику 
труб знаходиться концентратор напружень. Криві ін-
тенсивності напружень побудовано вздовж напрямку 
пунктирної ліній, що зображено на рис. 1, a. 
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Рисунок 2 – Розподіл інтенсивності напружень вздовж  

осі труби 
 
На рис. 3 надано залежність максимального зна-

чення інтенсивності напружень від часу, де крива 1 – 
розв’язок задачі повзучості, крива 2 – задачі радіацій-
ного розпухання, крива 3 – комплексний розв’язок 
задачі повзучості та радіаційного розпухання. 

На рис. 4 та 5 представлено карту інтенсивності 
напружень для розглянутих задач. 

Аналіз результатів, наведених на рис. 4 – 5, показує, 
що має місце неоднорідний розподіл напружень за по-
здовжнім напрямком опорної труби для всіх типів наван-
тажень. Найбільш інтенсивно неоднорідність проявля-
ється для задачі радіаційного розпухання 3 та сумісної 
задачі 4 – повзучості та радіаційного розпухання. Порів-
нюючи результати на рис. 5 та 4, b з пружним розв’язком 
(див. рис. 4, а), можна зробити висновок, що релаксація 
компонентів НДС за 10000 г є значною. 

 

 
Рисунок 3 – Еволюція інтенсивності напружень у зоні  

концентратору напружень 
 

     
Рисунок 4 – Інтенсивність напружень: пружне деформуван-

ня при t =0 (а), повзучість при t = 10000 г (b) 

       
Рисунок 5 – Інтенсивність напружень t = 10000 г: радіаційне 
розпухання (а); спільна дія повзучості та розпухання (b) 

 
Варто зазначити, що відмінність розв’язків задач 

повзучості при дії тільки температурного поля та  
термопружності у концентраторі напружень не пере-
вищує 0,7 %, а вдалі від концентратору – 0,048 %. У 
зв’язку з чим на рис. 2 надано тільки розв’язок для 
задачі повзучості [7]. Зазначимо, що внесок темпера-
турних напружень для даного випадку у загальну пов-
зучість з’єднання є незначним.  

Для задачі повзучості з’єднання, навантаженого 
тільки внутрішнім тиском (див. рис. 2, крива 5), рела-
ксація напружень в зоні концентратора є значно біль-
шою у порівнянні з релаксацією цих же компонентів 
вдалині від нього. На рис. 2 видно, що протягом 
10000 годин значення інтенсивності напруження в 
зоні концентратору зменшилося, приблизно на 
200 МПа у порівнянні з пружним розв’язком, в той 
час, коли для довжини від 350 мм до 165 мм відмінно-
сті практично не спостерігається. Цей же результат 
спостерігається й на рис. 3 (крива 1) Видно, що швид-
кість релаксації на кінцевий момент розрахунку є де-
що меншою у порівнянні з початковим етапом. 

Відмітимо, що розподіл компонентів НДС, отри-
маний шляхом розв’язання задачі за допомогою МСЕ, 
є близьким до аналітичного розв’язку задачі для товс-
тостінної труби вдалині від концентратору на момент 
часу. 

У порівнянні з результатами розв’язання задачі 
повзучості, результати, отримані при врахуванні раді-
аційного розпухання, свідчать, що воно вносить наба-
гато більший внесок у процеси перерозподілу напру-
жень, що призводить до збільшення загального рівня 
деформацій та може вважатись причиною зменшення 
довговічності системи охолодження та складових ЯР. 
Характер зміни інтенсивності напруження в цьому 
випадку є більш рівномірним за всією моделлю, ніж 
для задач повзучості.  На момент часу кінця розрахун-
ку значення інтенсивності напружень в зоні концент-
ратору та вдалині від нього зросло приблизно, на 
300 МПа, що зображено порівнянням кривих 1 та 3 на 
рис. 2. Характер релаксації тісно пов’язаний зі значен-
ням температури та її градієнтом: для більш стрімких 
перепадів та високих значень температури інтенсивність 
радіаційного розпухання може значно зростати.  
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Співвідношення (9) характеризують найбільш ін-
тенсивну зміну швидкості інтегрального потоку у пе-
рші години процесу. Надалі процес переходить до 
квазіусталеної фази та має практично постійну швид-
кість. На рис. 6 надано залежність зміни швидкості 
інтегрального потоку від часу для різних значень тем-
ператури, що задавались з експлуатаційного інтервалу 
значень. З рис. 6 видно, що криві практично співпада-
ють. Це говорить про майже ідентичний характер роз-
пухання за всією моделлю. Починаючи з моменту ча-
су приблизно 3000 годин, швидкість інтегрального 
потоку приймає квазіпостійний характер та мало змі-
нюється за часом. Близькість кривих означає, що ха-
рактер радіаційного розпухання за всією моделлю є 
майже ідентичним. 

Розподіл інтенсивності напружень, що відповідає 
комплексному розв’язку задачі повзучості та радіа-
ційного розпухання (крива 2 на рис. 2), характеризу-
ється, з одного боку, значною релаксацією у зоні кон-
центратору напружень за рахунок процесів повзучос-
ті, а з іншого – значним підвищенням рівня інтенсив-
ності напружень вдалині від концентратору за рахунок 
процесу радіаційного розпухання. Із порівняння кри-
вих 1 та 2 на рис. 2 видно, що процес повзучості стри-
мує стрімке зростання інтенсивності напружень у зоні 
концентратору та загалом зменшує її рівень у порів-
нянні з розв’язками задач теорії пружності та радіа-
ційного розпухання, тобто процес повзучості позити-
вно впливає на релаксацію компонентів НДС, тим са-
мим зменшуючи потенційно небезпечні рівні напру-
жень у конструкції. Із аналізу кривої 3 на рис. 3 можна 
зробити висновок, що протягом приблизно 5500 го-
дин, переважно має місце релаксація інтенсивності 
напружень за рахунок процесу повзучості, після 
5500 годин спостерігається поступова компенсація та 
подальше зростання величини напружень за рахунок 
радіаційного розпухання.   

 

 
Рисунок 6 – Прискорення інтегрального потоку 

 
Висновки. В статті надано опис прикладу чисе-

льного моделювання процесів повзучості при дії тем-
пературно-силових та радіаційних полів у досить роз-
повсюдженому конструктивному елементі – трійнико-
вому з’єднанні труб системи охолодження ЯР. Шля-
хом аналізу задач з урахуванням тільки одного виду 
деформування показано їхню роль у загальному про-
цесі. Обговорено результати розв’язання задачі з ура-
хуванням всіх факторів, за яким можливо зробити ви-

сновок щодо існування тісного взаємного впливу про-
цесів повзучості та радіаційного розпухання. Зазначи-
мо, що у розглянутому випадку завдяки різноспрямо-
ваним впливам цих факторів спостерігається не таке 
значне змінювання напружень, ніж при дії кожного 
фактору окремо. Відомо, що при релаксації напружень 
у зонах їхньої концентрації з часом відбувається зрос-
тання пошкоджуваності. Часто такі процеси є взаємо-
пов’язаними за їхньою швидкістю. Отже, задачі, що 
розглядаються, у подальшому мають бути доповнени-
ми, за умов наявності відповідних експериментальних 
даних, кінетичними рівняннями для параметру по-
шкоджуваності. Це дозволить проектувати найбільш 
безпечні режими роботи трубопроводів ЯР.  

Також важливим для практичного використання 
може бути висновок щодо впливу неоднорідного тем-
пературного поля у подібних задачах, в яких врахова-
но вплив деяких факторів. Температурний перепад по 
стінці труби у даному випадку є незначним та дорів-
нює 12 °С, тому температурні деформації та напру-
ження не вносять великого внеску до загального на-
пружено-деформованого стану при повзучості. Але 
перепад температур обумовлює істотне зростання де-
формацій радіаційного розпухання, яке й може ліміту-
вати термін роботи трубопроводів. 
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Д.В. БРЕСЛАВСЬКИЙ, О.А. ТАТАРІНОВА, Ю.М. КОРИТКО  
 
ПОВЗУЧІСТЬ ПАНЕЛЕЙ НАДЗВУКОВИХ ЛІТАЛЬНИХ АПАРАТІВ ПРИ ПЕРІОДИЧНІЙ ДІЇ 
ТИСКУ ПОВІТРЯНОГО ПОТОКУ 
 

Розглянуто незворотне деформування при аеродинамічному нагріванні та  періодичній дії тиску повітряного потоку панелі 
надзвукового літального апарату. Надано математичну постановку задачі повзучості тонких оболонок обертання, що наван-
тажені нормальним тиском, який має постійну та складову, що періодично змінюється. Використано рівняння стану, що 
отримуються шляхом застосування асимптотичного розкладання невідомих з подальшим осередненням на періоді зміню-
вання напружень. Наведено приклад чисельного розв’язання задачі деформування нагрітої циліндричної панелі, яка піддана 
періодичній дії навантаження від поривів повітряного потоку. З застосуванням програмного комплексу для розрахунків пов-
зучості тонких оболонок обертання методом скінченних елементів визначено розподіли компонентів напружено-
деформованого стану.  

Ключові слова: панель літального апарату, повзучість, повітряний потік, періодичне навантаження, оболонка обер-
тання, метод скінченних елементів. 

 
Д.В. БРЕСЛАВСКИЙ, О.А. ТАТАРИНОВА, Ю.Н. КОРЫТКО  
 
ПОЛЗУЧЕСТЬ ПАНЕЛЕЙ СВЕРХЗВУКОВЫХ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ  
ПРИ ПЕРИОДИЧЕСКОМ ДЕЙСТВИИ ДАВЛЕНИЯ ВОЗДУШНОГО ПОТОКА  
 

Рассмотрено необратимое деформирование  при аэродинамическом нагреве и периодическом действии  давления воздушно-
го потока панели сверхзвукового летательного аппарата. Приведена математическая постановка задачи ползучести тонких 
оболочек вращения, нагруженных нормальным давлением, имеющим постоянную и периодически изменяющуюся состав-
ляющие. Использованы уравнения состояния, которые получаются путем  применения асимптотического разложения неиз-
вестных с последующим осреднением на периоде изменения напряжений. Приведен пример численного решения задачи 
деформирования нагретой цилиндрической  панели, подверженной периодическому нагружению от порывов воздушного  
потока. С  использованием программного комплекса для расчетов ползучести  тонких оболочек вращения методом конечных 
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элементов определены распределения компонентов напряженно-деформированного состояния.  
Ключевые слова: панель летательного аппарата, ползучесть, воздушный поток, периодическое нагружение, оболочка 

вращения, метод конечных элементов. 
 
D.V.BRESLAVSKY, О.А. TATARINOVA, JU.N. KORYTKO 
 
CREEP OF SUPERSONIC AIRCRAFT PANELS UNDER THE PERIODIC ACTION  
OF AIRSTREAM PRESSURE  
 

Irreversible deformation of supersonic aircraft panel under the aerodynamic heating and periodical action of airstream pressure is 
regarded. The distribution for airstream pressure which is obtained from the solution of aerodynamics problem, was simplified and 
presented as a cycle with triangular form of pressure increasing-decreasing in a part of period with definite constant static component. 
The mathematical statement of creep problem for thin shells of revolution loaded by normal pressure having constant and periodically 
varying components is presented. The theory of finite deflections is used. Equations are derived for the case of conical shell. The con-
stitutive equations, which are obtained by use the method of asymptotic expansions of creep strain and scalar damage parameter with 
subsequent averaging in a period of stress varying, are used. The form of these equations is similar to Norton law - Rabotnov-
Kachanov evolution equation with multiplayers represent the influence of periodic loading in each equation. Numerical simulation 
was performed by use of programming complex for thin shells of revolution creep calculations. It uses the Finite Element Method 
jointly with finite differences method for time integration. The example of numerical solution of the problem of deformation of heated 
cylindrical panel made from duralumin alloy and subjected to periodical loading from airstream puffs is presented. The distributions 
of stress-strain state components were obtained. The numerical results include distribution of normal deflection in the panel after 1000 
seconds of flight as well as the von Mises stress relaxation curve. The analysis of obtained data shows the sufficient increasing of 
normal deflections as well as stress redistributions. The necessity of consideration of current deformed state of the panel in the prob-
lem of analysis of airstream flow is discussed.  

Key words: aircraft panel, creep, airstream, periodical loading, shell of revolution, Finite Element Method. 
 
Вступ. При польотах літальних апаратів з над-

звуковими швидкостями відбувається т.зв. аеродина-
мічне нагрівання поверхонь їхніх конструктивних 
елементів [1]. При цьому внаслідок дії підвищених 
температур та навантажень у матеріалі можуть розви-
ватись деформації повзучості, які призводять до не-
безпечного формоутворення, наприклад панелей літа-
льного апарату. При їхньому проектуванні оцінюван-
ня впливу статичної складової аеродинамічного тиску 
проводилось в результаті розв’язання задач повзучості 
пластин у класичній постановці [2].  

Реальні умови роботи літального апарату харак-
теризуються спільною дією статичних та періодичних 
навантажень [3]. Таким чином, повна постановка за-
дачі розрахунку деформованого стану аеродинамічно 
нагрітої панелі призводить до необхідності врахуван-
ня деформацій повзучості, які викликані суперпозиці-
єю статичних та змінних за часом напружень. У разі 
швидкого змінювання навантажень з частотами від 
1 Гц при коливаннях конструктивного елементу у йо-
го матеріалі розвиваються деформації т.зв. динамічної 
повзучості [4], яка у порівнянні з навантаженням з 
чисто статичною складовою характеризується знач-
ним прискоренням швидкості деформацій та скоро-
ченням терміну життя.  

Динамічна повзучість панелей літальних апаратів 
є носить складним процесом, тому на перших етапах 
його дослідження проводилось експериментально з 
метою визначення основних якісних та кількісних 
закономірностей [5-6]. Визначення напружено-
деформованого стану та пошкоджуваності при дина-
мічній повзучості панелей літальних апаратів вдалось 
провести пізніше, з застосуванням методів багатьох 
масштабів та осереднення на періоді для трансформа-
ції вихідної повної системи диференційних рів-
нянь [7]. Отриману при цьому початково-крайову за-
дачу було розв’язано чисельно, з застосуванням мето-

дів скінченних елементів та прогнозу-корекції. Розро-
блений метод розрахунку дозволяв отримувати 
розв’язки задач динамічної повзучості пластин склад-
ної геометрії при дії одно- та полігармонійного наван-
таження. Проведена верифікація методу та програм-
них засобів продемонструвала задовільну точність при 
порівнянні чисельних з експериментальними даними. 
Наприклад, у монографії [8] наведено результати роз-
рахунків динамічної повзучості панелей зі сплаву 
ОТ−4, експериментальні дані для яких описано у ро-
ботах [5-6].  

Розроблений метод дозволяв виконувати розра-
хункове оцінювання повзучості тонкостінних елемен-
тів при постійному співвідношенні статичної та пері-
одичної складової навантаження з високою частотою, 
що характерно, наприклад, для врахування вібрацій 
від двигунів. Між іншим, режими експлуатації літаль-
них апаратів можуть характеризуватись й іншими ди-
намічними впливами, які в умовах аеродинамічного 
розігріву призведуть до повзучості у конструктивних 
елементах. 

В роботі [9] проведено комплексний аналіз пове-
дінки положистих оболонок при дії трьохвимірного 
потенційного повітряного потоку, встановлено форму 
змінювання переміщень за часом при вільних коли-
ваннях при раптовій дії одного повітряного пориву. 
Такі пориви можуть повторюватись та призводити до 
періодичного впливу імпульсів напружень, що вини-
кають з малою частотою. 

У цій статті надано підхід, що дозволяє проводи-
ти  оцінювання незворотного деформування розігрітих 
при надзвукових швидкостях польоту панелей обшив-
ки літальних апаратів від дії напружень, що періодич-
но виникають внаслідок коливань, які обумовлені ді-
єю поривів повітряних потоків. Для врахування такої 
повторної дії навантажень, що можуть призводити до 
повзучості у матеріалі панелей, як й у роботах [8, 10] 
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застосовано метод, який базується на перетворенні 
вихідної системи рівнянь до системи з чисто статич-
ним навантаженням зі спеціальними рівняннями ста-
ну. Вони  отримуються  з застосуванням асимптотич-
них розвинень та осереднення на періоді [10]. 

 
Постановка задачі та метод розв’язання 
Як й у роботі [8], для повзучості при періодич-

ному навантаженні розглянемо постановку задачі у 
масштабі повільного часу. Панель літального апарату 
розглядається як тонкостінна незамкнута оболонка 
обертання. Наведемо постановку задачі, виконану з  
застосуванням основних положень теорії повзучості 
та теорії оболонок для випадку скінченних прогинів.   

У зв’язку з тим, що у розрахунках використову-
ється скінченний елемент конічної оболонки, запише-
мо відповідні геометричні співвідношення, уточнюю-
чи  залежності за рахунок нелінійних додаткових де-
формацій у серединній поверхні:  
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де u, v, w – переміщення серединної поверхні оболон-
ки; el, en, χ – лінійна й нелінійна складові деформації 
серединної поверхні, змінювання кривизн та крутіння; 
β та s – координати у серединної поверхні; z – норма-
льна координата. 

Застосуємо варіаційну постановку задачі. Для 
конічного елементу оболонки основне рівняння, що є 
еквівалентним статичним рівнянням на будь-якому 
кроці за часом приймає наступний вигляд: 
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ij ee +=ε ; p – нормальний тиск; C

ij
C
ij MN ,  – уза-

гальнені силові фактори, які підраховуються за відо-
мими для даного моменту часу  деформаціями повзу-
чості; ijklijkl db ,  – тензори пружних властивостей мате-
ріалу оболонки, S – область, яка зайнята елементом у 
серединної поверхні. 

Зв’язок між компонентами девіатору напружень 
sij та деформаціями повзучості cij  конкретизуємо рів-
няннями стану. Розглянемо випадок дії навантаження 
σ = σ0 + σ1 при одночасній дії постійного напруження 
σ0, напруження σ1, що змінюється із циклічною часто-

тою Tf 11 =  за період робочого циклу T. Представ-
ляючи напруження σ1 періодичним рядом Фур'є з кое-
фіцієнтами ak та bk (k = 1, 2, …): 
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для повного навантаження закон зміни напруження за 
часом запишемо в такому вигляді: 
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Надалі, рівняння циклічної повзучості при комбі-
нованому навантаженні приймаємо у вигляді [8]: 
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де 0
e
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kM
σ
σ

=  – коефіцієнти асиметрії циклу напру-

жень; Sij
0 – компоненти девіатора тензора напружень 

«повільного» руху σij
0. 

Для визначення коефіцієнтів Mk, які використо-
вуються в функціях gn, попередньо обчислюються 
еквівалентні напруження σe

0, σe
ak  

Сформульована задача розв’язується методом 
скінченних елементів (МСЕ). Застосовано чотирьох-
вузловий скінченний елемент тонкої оболонки обер-
тання з сьома ступенями свободи у вузлі. До розраху-
нків залучено розроблений в НТУ «ХПІ» програмний 
комплекс для аналізу повзучості оболонкових конс-
трукцій «SCC v 4.8» [8]. 

 
Повзучість циліндричної панелі при періодич-

ній дії тиску повітряного потоку .  
Розглянемо задачу деформування при періодич-

ній дії повітряного потоку циліндричної панелі 
(рис. 1), жорстко закріплену з усіх боків. Геометричні 
розміри оболонки: α = 4 м, β = 20о, R = 9 м, 
h = 0,002 м. Оболонка виготовлена з алюмінієвого 
сплаву D16T та рівномірно нагріта до температури 
325 °C, фізико-механічні константи при якій дорів-
нюють: модуль пружності Е = 3,3 × 105 МПа, коефіці-
єнт Пуасону ν = 0,3; константи, що входять до визна-
чального рівняння (4) B = 2,109×10-27 (МПа)–n/с, 
n = 11,8. У зв’язку з тим, що розглядається деформу-
вання на короткому відрізку часу, який відповідає 
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польотним умовам, накопичення пошкоджуваності не 
враховується у розрахунках (приймається D = 0). 

 

 
Рисунок 1 – Форма оболонки  

 
Оболонка навантажена сумісною дію статичного 

навантаження 0.1 МПа та навантаження, що змінюєть-
ся за формою циклу, наведеного на рис. 2. Її прийнято 
осередненою, без врахування змінювання напружень 
при їхньому затуханні. Вважається, що при пориві 
тиск за 0,2 с доходить до максимального значення у 
періоді 0,5 МПа, потім за такий ж проміжок часу па-
дає до статичного значення, яке й зберігається протя-
гом 3,6 с.  

 

 
Рисунок 2 – Форма циклу змінювання тиску на оболонку 

 
Після аналізу збіжності даних чисельних розра-

хунків прийнято скінченноелементну сітку з 200 еле-
ментів. Аналізувались режими з та без присутності дії 
поривів тиску – статичне навантаження тиском 
0,1 МПа та періодичне з цим середнім значенням тис-
ку та описаною формою циклу. Розрахунки проведено 
для часу в 1000 с. 

За даними чисельного моделювання встановлено, 
що при відсутності періодичних поривів тиску повзу-
чість практично не відбувається та зберігається розпо-
діл прогинів, що відповідає пружному деформуванню. 
Але при врахуванні періодичності дії поривів повітря-
ного потоку має місце повзучість матеріалу оболонки. 
Результати розрахунків для випадку періодичного 
навантаження представлено на рис. 3-5. 

Форму деформованого стану панелі при 
t = 1000 с у вигляді розподілу нормальних вузлових 
переміщень представлено на рис. 3, а їхній розподіл за 
довжиною α у перерізі β = 10° – на рис. 4. Максима-
льне значення прогину має місце у центральному пе-
рерізі дорівнює 1,78 мм. 

 
Рисунок 3 – Розподіл нормальних прогинів панелі  

при t = 1000 с 
 

 
Рисунок 4 – Розподіл нормальних прогинів панелі  

у перерізі β = 10°при t = 1000 с 
 
При повзучості матеріалу панелі відбувається іс-

тотна релаксація напружень. Як приклад, на рис. 5 
наведено графік змінювання у часі максимального 
значення інтенсивності напружень.  

 

 
Рисунок 5 – Змінювання у часі максимального значення 

 інтенсивності напружень 
 
Як видно з отриманих результатів, періодичне 

навантаження панелі тиском від поривів повітряного 
потоку може призвести до істотних змін у її напруже-
но-деформованому стані.  

 
Висновки. В статті надано підхід до оцінювання 

напружено-деформованого стану при повзучості тон-
костінних оболонок обертання, що навантажені пері-
одичною дією від поривів повітряних потоків. Отри-
маний розподіл прогинів, що практично дорівнює то-
вщині оболонки, характеризує зміну її поточної фор-
ми. Таке змінювання, починаючи з певного моменту, 
коли їм вже не можливо нехтувати, має бути врахова-
не при розв’язанні аеродинамічної задачі встановлен-
ня розподілів тиску при обтіканні оболонки.  



ISSN 2078-9130 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ».  
Серія: Динаміка і міцність машин. № 33 (1309). 2018                                                            17 

Список літератури 
1. Бажанов В.Л. Расчет конструкций на тепловые воз-

действия / В.Л. Бажанов, И.И. Гольденблат, Н.А. Николаен-
ко, А.М. Синюков. – М.: Машиностроение, 1969. – 600 с.  

2. Миронова А.В. Выпучивание пластинки при неуста-
новившейся ползучести. / А.В. Миронова, И.И. Поспелов // 
Ученые записки ЦАГИ. – 1981. – Т. 12, № 1. – С. 95-104. 

3. Вопросы прочности самолетных конструкций, свя-
занные с нагрузками от струй реактивных двигателей // Экс-
пресс-информация АН СССР. – М.: ВИНИТИ, 1957. – Вып. 
22-23. – 4 с. 

4. Работнов Ю.Н. Ползучесть элементов конструкций 
/ Ю.Н. Работнов. – М.: Наука, 1966. – 752 с.  

5. Богачев И.Н. Методика оценки механических 
свойств металлов и сплавов в скоростных воздушных пото-
ках / И.Н. Богачев, Ю.Г. Векслер, В.Г. Сорокин // Физико-
химическая механика материалов. – 1970. – № 4. – С. 66-69.  

6. Векслер Ю.Г. К динамической ползучести сплава 
ОТ-4 / Ю.Г. Векслер, А.А. Вайнштейн, В.Г. Сорокин // Про-
блемы прочности. – 1972. – № 9. – С. 76-79. 

7. Бреславський Д.В. Дослідження НДС панелі літака в 
умовах повзучості при полігармонічному навантаженні / 
Д.В. Бреславський, В.Н. Бурлаєнко, О.К. Морачковський // 
Вісник НТУ «ХПІ». – Х.: НТУ «ХПІ», 2001. – № 6. – С. 14-
17. 

8. Бреславський Д.В. Проектування та розробка скін-
ченноелементного програмного забезпечення / 
Д.В. Бреславський, Ю.М. Коритко, О.А. Татарінова. – Х.: 
«Підручник НТУ «ХПИ», 2017. – 232 с. 

9. Avramov K.V. Dynamic instability of shallow shells in 
three-dimensional incompressible inviscid potential flow / 
K.V. Avramov, S.V. Papazov, I.D. Breslavsky // Journal of Sound 
and Vibration. – 2017. – № 394. – P. 593-611. 

10. Breslavsky D.V. High-temperature creep and long-term 
strength of structural elements under cyclic loading / 
D.V.Breslavsky, O.K. Morachkovs’kyi, O.A. Tatarinova // 
Strength of Materials. – 2008. – Vol. 40, № 5. – P. 531-537. 

 
References (transliterated) 
1. Bazhanov V.L., Gol'denblat I.I., Nikolaenko N.A., Sin-

jukov A.M. Raschet konstrukcij na teplovye vozdejstvija [Calcu-

lation of Structures for Thermal Effects]. Moscow, Mashinostro-
enie Publ., 1969, 600 p.  

2. Mironova A.V., Pospelov I.I. Vypuchivanie plastinki pri 
neustanovivshejsja polzuchesti [Buckling of plate with unsteady 
creep]. Uchenye zapiski CAGI.  

3. Voprosy prochnosti samoletnyh konstrukcij, svjazannye 
s nagruzkami ot struj reaktivnyh dvigatelej. [Questions of the 
strength of aircraft structures associated with loads from jets of 
jet engines]. Ekspress-informacija AN SSSR. Moscow, VINITI 
Publ., 1957, vol. 22-23, 4 p.  

4. Rabotnov Ju.N. Polzuchest' elementov konstrukcij 
[Creep of structural elements]. Moscow, Nauka Publ., 1966, 
752 p.  

5. Bogachev I.N., Veksler Ju.G., Sorokin V.G. Metodika 
ocenki mehanicheskih svojstv metallov i splavov v skorostnyh 
vozdushnyh potokah [Method for evaluating the mechanical 
properties of metals and alloys in high-speed air currents]. 
Fiziko-himicheskaja mehanika materialov. 1970, vol. 4, pp. 66-
69. 

6. Veksler Ju.G., Vajnshtejn A.A., Sorokin V.G. K di-
namicheskoj polzuchesti splava OT-4 [To the dynamic creep of 
the OT-4 alloy]. Problemy prochnosti. 1972, vol. 9, pp. 76-79. 

7. Breslavs'kij D.V., Burlaєnko V.N., Morachkovs'kij O.K. 
Doslіdzhennja NDS panelі lіtaka v umovah povzuchostі pri 
polіgarmonіchnomu navantazhennі [Investigation of the strain-
strain state of the aircraft panel under conditions of creep in a 
polyharmonic load]. Vіsnik NTU «HPІ». 2001, vol. 6, pp. 14-17. 

8. Breslavs'kij D.V., Koritko Ju.M., Tatarіnova O.A. 
Proektuvannja ta rozrobka skіnchennoelementnogo program-
nogo zabezpechennja [Design and development of finite element 
software]. Kharkiv, Pіdruchnik NTU «HPI» Publ., 2017, 232 p. 

9. Avramov K.V., Papazov S.V., Breslavsky I.D. Dynamic 
instability of shallow shells in three-dimensional incompressible 
inviscid potential flow. Journal of Sound and Vibration. 2017, 
vol. 394, pp. 593-611  

10. Breslavsky D.V., Morachkovs’kyi O.K., Tatari-
nova O.A. High-temperature creep and long-term strength of 
structural elements under cyclic loading. Strength of Materials. 
2008, vol. 40, no 5, pp. 531-537. 

Надійшла (received) 28.08.2018 

 
Відомості про авторів / Сведения об авторах / About the Authors 

Бреславський Дмитро Васильович (Бреславский Дмитрий Васильевич, Breslavsky Dmytro Vasylovych) – 
доктор технічних наук, професор, завідувач кафедри комп’ютерного моделювання процесів та систем, НТУ 
«ХПІ»; тел.: (057)-707-64-54; e-mail: brdm@kpi.kharkov.ua. 

Татарінова Оксана Андріївна (Татаринова Оксана Андреевна, Tatarinova Oksana Andriivna) – кандидат 
технічних наук, доцент, НТУ «ХПІ»; тел.: (057)-707-64-54; e-mail: ok.tatarinova@gmail.com 

Коритко Юлія Миколаївна (Корытко Юлия Николаевна, Korytko Julia Nikolaevna) – кандидат технічних 
наук, доцент, НТУ «ХПІ»; тел.: (057)-707-64-54; e-mail: juliakorytko@gmail.com 

 
 
 



ISSN 2078-9130 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». 
18                                                           Серія: Динаміка і міцність машин. № 33 (1309). 2018 

УДК 539.3:629.7                                                                      DOI: https://doi.org/10.20998/2078-9130.2018.33.151222 
 
Ю.С. ВОРОБЬЕВ, Р. ЖАНДКОВСКИ, Н.Ю. ОВЧАРОВА, Т.Ю. БЕРЛИЗОВА 
 
ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ ОХЛАЖДАЕМОЙ  
ЛОПАТКИ С УЧЕТОМ АКСИАЛЬНОЙ ОРИЕНТАЦИИ КРИСТАЛЛОГРАФИЧЕСКИХ ОСЕЙ 
 

Исследуется термонапряженное состояние монокристаллической лопатки с вихревой и частично пленочной системами ох-
лаждения. Задача решается в трехмерной постановке с использованием метода конечных элементов. Известно, что ориента-
ция кристаллографических осей оказывает существенное влияние на распределение полей напряжений. Когда меняется ори-
ентация кристаллографических осей, происходит перераспределение всех напряжений и изменение всей картины напряжен-
но-деформированного состояния лопатки. Данная работа является продолжением серии работ авторов, в которых рассматри-
вается влияние отклонение азимутальной ориентации кристаллографических осей на термонапряженное состояние монокри-
сталлической охлаждаемой лопатки. Поэтому в данной работе проведено исследование влияния аксиальной ориентации кри-
сталлографических осей, на распределение термоупругих напряжений по объему лопатки. Численные исследования позво-
лили показать изменение максимальных температурных напряжений при повороте кристаллографических осей в плоскости 
yz вокруг оси х и в плоскости хz вокруг оси у. Из соображений обеспечения прочности лопатки целесообразно ограничить 
пространственный поворот кристаллографической оси [001] в пределах 12° - 15°. Эти ограничения аналогичны необходимо-
сти обеспечения разброса собственных частот лопатки в пределах 8 – 10 %. Исследование позволило выявить влияние изме-
нения аксиальной ориентации кристаллографических осей на напряженно-деформированное состояние лопатки. Выполнено 
обобщение результатов предыдущих исследований на ограничения отклонений кристаллографических осей. Общая картина 
напряженно-деформированного состояния циклически повторяется при повороте кристаллографических осей на 90°. Места 
локализации термоупругих напряжений часто совпадают с местами локализации вибрационных напряжений, что создает 
дополнительную опасность. 

Ключевые слова: охлаждаемая лопатка, термоупругие напряжения, кристаллографические оси, аксиальная ориента-
ция, трехмерные модели, метод конечных элементов. 

 
Ю С. ВОРОБЙОВ, Р. ЖАНДКОВСКІ, Н. Ю. ОВЧАРОВА, Т. Ю. БЕРЛІЗОВА 
 
ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН МОНОКРИСТАЛІЧНОЇ ОХОЛОДЖУВАНОЇ ЛОПАТКИ  
З УРАХУВАННЯМ АКСІАЛЬНОЇ ОРІЄНТАЦІЇ КРИСТАЛОГРАФІЧНИХ ОСЕЙ 
 

Досліджується термопружний стан монокристалічної лопатки з вихровою і частково плівковою системами охолодження. 
Задача вирішується в тривимірній постановці з використанням методу скінченних елементів. Відомо, що орієнтація криста-
лографічних осей істотно впливає на розподіл полів напружень. Коли змінюється орієнтація кристалографічних осей, відбу-
вається перерозподіл всіх напружень і зміна всієї картини напружено-деформованого стану лопатки. Дана робота є продов-
женням серії робіт авторів, в яких розглядається вплив відхилення азимутальної орієнтації кристалографічних осей на тер-
мопружний стан монокристалічної охолоджуваної лопатки. Тому в даній роботі проведено дослідження вплив аксіальної 
орієнтації кристалографічних осей на розподіл термопружних напружень в об’ємі лопатки. Чисельні дослідження дозволили 
показати зміну максимальних температурних напружень при повороті кристалографічних осей в площині yz навколо осі х і в 
площині хz навколо осі у. З міркувань забезпечення міцності лопатки доцільно обмежити просторовий поворот кристалогра-
фічної осі [001] в межах 12° - 15°. Ці обмеження аналогічні необхідності забезпечення розкиду власних частот лопатки в 
межах 8 - 10%. Дослідження дозволило виявити вплив зміни аксіальної орієнтації кристалографічних осей на напружено-
деформований стан лопатки. Виконано узагальнення результатів попередніх досліджень на обмеження відхилень кристало-
графічних осей. Загальна картина напружено деформованого стану циклічно повторюється при повороті кристалографічних 
осей на 90°. Місця локалізації термопружних напружень часто збігаються з місцями локалізації вібраційних напружень, що 
створює додаткову небезпеку. 

Ключові слова: охолоджувана лопатка, термопружні напруження, кристалографічні осі, аксіальна орієнтація, тривимі-
рні моделі, метод скінченних елементів. 

 
YU. VOROBIEV, R. RZADKOWSKI, N. OVCHAROVA, T. BERLIZOVA 
 
THERMO-STRESSED STATE OF A SINGLE-CRYSTAL COOLED BLADE TAKING INTO ACCOUNT 
THE AXIAL ORIENTATION OF THE CRYSTALLOGRAPHIC AXES 
 

The thermo-stressed state of a single-crystal blade with vortex and partially film cooling systems is studied. The problem is solved in 
a three-dimensional formulation using the finite element method. It is known that the orientation of the crystallographic axes exerts a 
significant influence on the distribution of the stress fields. When the orientation of crystallographic axes changes, the redistribution 
all of stress is occur and changing the whole picture of stress-strain state of the blade. This work is a continuation of a series of papers 
by the authors in which the effect of the deviation of the azimuth orientation of the crystallographic axes on the thermo-stressed state 
of a single-crystal cooled blade is considered. Therefore, in this paper the influence of the axial orientation of the crystallographic 
axes on the distribution of thermoelastic stresses in the volume of the blade is investigated. Numerical studies have made it possible to 
show the change in the maximum temperature stresses during the rotation of the crystallographic axes in the yz plane around the x axis 
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and in the xz plane around the y axis. For reasons of ensuring the strength of the blade, it is advisable to limit the spatial rotation of the 
crystallographic axis [001] within 12° - 15°. These limitations are similar to the need to ensure the spread of the natural frequencies of 
the blade in the range of 8 to 10%. The study made it possible to reveal the effect of a change in the axial orientation of the crystallo-
graphic axes on the stress-strain state of the blade. A generalization of the results of previous studies to the limitations of the devia-
tions of the crystallographic axes is performed. The general picture of a stress-strain state is cyclically repeated when the crystallo-
graphic axes are rotated by 90°. Places of localization of thermoelastic stresses often coincide with places of localization of vibration 
stresses, which creates an additional danger. 

Keywords: cooled blade, thermoelastic stresses, crystallographic axes, axial orientation, three-dimensional models, finite ele-
ment method. 

 
Введение и постановка задачи. Лопатки первых 

ступеней газотурбинных двигателей (ГТД) работают в 
условиях высоких температур. Несмотря на использо-
вание современных жаропрочных сплавов, необходи-
ма система охлаждения, которая существенно услож-
няет конструкцию лопатки и вызывает концентрацию 
напряжений. Наибольшее распространение получили 
монокристаллические жаропрочные сплавы. Лопатки 
сложной формы изготавливаются с помощью точного 
литья. Сложный технологический процесс охлажде-
ния литья обеспечивает направленную кристаллиза-
цию материала лопатки. Структура таких сплавов 
представляет гранецентрированную кубическую ре-
шетку [1, 2]. В таких монокристаллах имеется ряд 
кристаллографических направлений. Обычно выделя-
ют три взаимоортогональные кристаллографические 
оси (КГО) [001], [010], [100]. Кристаллографическая 
ориентация материала лопаток существенно влияет на 
их механические характеристики. Влиянию ориента-
ции КГО на термоупругие и вибрационные свойства 
посвящен ряд работ. В большинстве работ рассматри-
ваются лопатки с прямыми охлаждающими каналами, 
расположенными вдоль продольной оси лопатки. Так 
в работах [3-5] рассматривается влияние изменения 
ориентации КГО на термоупругое состояние лопаток, 
а в работе [6] на их вибрационное состояние. В работе 
[6] показано влияние ориентации КГО на предел вы-
носливости монокристаллических охлаждаемых лопа-
ток также с прямыми охлаждающими каналами. 

 
Численные исследования. В работах авторов 

статьи рассматривается монокристаллическая охлаж-
даемая лопатка,  с  вихревой  системой  охлаждения,  с  

использованием трехмерных моделей и метода конеч-
ных элементов. Рис. 1 дает представление о конструк-
ции лопатки, системе охлаждающих каналов, распо-
ложения КГО относительно гранецентрированной 
кубической решетки материала. 

 

 
Рисунок 1 – Охлаждаемая лопатка, ее система охлаждения и 
расположение КГО относительно гранецентрированной 

кубической решетки материала 
 

 
-20°                                                                -10° 

 
10°                                                                20° 

Рисунок 2 – Изменение полей интенсивностей напряжений в поперечных сечениях лопатки  
при повороте кристаллографических осей на -20°, -10°, 10°, 20° вокруг оси х 
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Работы [7, 8] посвящены анализу влияния и изме-

нения азимутальной ориентации КГО на термоупругое 
состояние лопатки и выявления концентрации напряже-
ний. Поэтому в данной работе рассмотрено влияние из-
менение аксиальной ориентации кристаллографических 
осей на термонапряженное состояние лопатки.  

На рис. 2 приведено изменение распределения 
термоупругих напряжений в наиболее напряженных 
поперечных сечениях лопатки при повороте КГО в 
плоскости yz вокруг оси х. 

На рис. 3 показаны зависимости распределения 
интенсивности напряжений в наиболее напряженных 
продольных сечениях лопатки при изменении азиму-
тальной ориентации (поворот кристаллографических 
осей в плоскости xz вокруг оси y, что соответствует 
кристаллографической оси [010]). 

 

 
10°                     20°. 

Рисунок 3 – Изменение полей интенсивностей напряжений  
в продольных сечениях лопатки при повороте  

кристаллографических осей на 10°, 20° вокруг оси у 
 

На рис. 4 приведены изменения распределения 
напряжений в продольных сечениях лопатки, но в 
другой проекции при изменении КГО на углы - 10° и 
10° относительно оси у. 

На основании результатов исследований, часть 
которых представлена на рис. 2 – 4, можно выявить 
влияние отклонения кристаллографических осей от 
азимутальной ориентации.  

На рис. 5 представлено изменение максимальных 
интенсивностей напряжений при повороте КГО во-
круг оси х.  

На рис. 6 показано влияние максимальных ин-
тенсивностей напряжений при повороте кристалло-
графических осей вокруг оси у. На графиках видно, 
что напряженно-деформированное состояние при из-
менении аксиальной ориентации кристаллографиче-
ских осей носит периодический характер. 

 

.  
-10°                                                  10°. 

Рисунок 4 – Изменение полей интенсивностей напряжений  
в продольных сечениях лопатки при повороте  

кристаллографических осей на -10°, 10° вокруг оси у 
 

 
Рисунок 5 – Изменение максимальных интенсивностей напряжений при повороте кристаллографических осей вокруг оси х 
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Рисунок 6 – Изменение максимальных интенсивностей напряжений при повороте кристаллографических осей вокруг оси у 

 
Подобные исследования позволяют выявить 

влияние изменения ориентации кристаллографиче-
ских осей на напряженно-деформированное состояние 
лопатки. При повороте кристаллографических осей 
происходит перераспределение всех напряжений. В 
лопатках с вихревой системой охлаждения перерас-
пределение напряжений является весьма сложным, так 
как геометрическая форма каналов меняется от сече-
ния к сечению. На распределение напряженно-
деформированного состояния влияют также измене-
ние температурного поля и начальная неоднородность 
материала. Из соображений обеспечения прочности 
лопатки [3 - 6] целесообразно ограничить изменение 
ориентации КГО при изготовлении лопатки, что при-
ведет к ограничению роста максимальных термоупру-
гих напряжений. В работах [7, 8] показано, что изме-
нение азимутальной ориентации КГО определяется 
условием ограничения на значения изменения угла φ 
на 12°-13° (рис.7).  

 

 
Рисунок 7 – Ограничения поворота  

кристаллографических осей 
 
Для аксиальной ориентации КГО имеются огра-

ничения на поворот кристаллографической оси [001] 
на угол ψ, который составляет 12°-15°. При этом от-
клонение оси [001] от оси z не должны выходить за 
пределы конуса с углом ψ (рис. 7).  

Аналогичные ограничения на поворот КГО ре-
комендуются в работах [4, 5] для монокристалличе-
ских лопаток с другой конфигурацией охлаждающих 
каналов. Кроме того, поворот КГО вызывает отклоне-

ние собственных частот лопаток. Чтобы изменения 
собственных частот лопатки находились в границах 
допустимого разброса (8 – 10%) необходимы ограни-
чения на отклонения кристаллографических осей [6, 
9]. Эти ограничения аналогичны ограничениям на по-
ворот КГО связанным с термоупругими напряжения-
ми. 

 
Выводы. При изменении ориентации кристалло-

графических осей происходит перераспределение всех 
напряжений и изменение всей картины НДС лопатки.  

Общая картина напряженно деформированное 
состояние циклически повторяется при повороте кри-
сталлографических осей на 90° (от -45° до +45°). При 
этом максимальные напряжения значительно изменя-
ются. В связи с этим необходимо вводить ограничения 
на отклонения кристаллографических осей при изго-
товлении лопатки.  

В предыдущих работах [7, 8] выявлено измене-
ние азимутальной ориентации КГО, которое опреде-
ляется условием ограничения на значения изменения 
угла φ на 12°-13°. В данной работе исследовано влия-
ние отклонения аксиальной ориентации кристалло-
графических осей в охлаждаемой монокристалличе-
ской лопатке. Для аксиальной ориентации КГО реко-
мендуются ограничения на поворот кристаллографи-
ческой оси [001] на угол ψ, который составляет 12°-
15°. Выполнено обобщение результатов предыдущих 
исследований на ограничения отклонений кристалло-
графических осей. 

Места локализации термоупругих напряжений 
часто совпадают с местами локализации вибрацион-
ных напряжений [6, 9], что создает дополнительную 
опасность. Поэтому для оценки прочностной надеж-
ности охлаждаемых монокристаллических лопаток 
необходимо проводить комплексный анализ их дина-
мического напряженного состояния при колебаниях и 
статического термоупругого состояния. 
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В.Ф. ВАСИЛЬЧЕНКО, А.Н. ЛОМАКИН  
 
ИЗМЕРИТЕЛЬ СКОРОСТИ И ДЛИНЫ ЦЕЛЬНОТЯНУТЫХ ТРУБ  
ПО БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
 

Данная работа посвящена разработке бесконтактного измерения скорости и длины цельнотянутых труб, двигающихся не-
равномерно, на этапе вытяжки и прошивки заготовки, разогретой до температуры  около 1200 °С. Для измерений скорости и 
длины применен радиоволновой метод , потому что из-за особенностей технологического процесса,  большой загазованно-
сти цеховой атмосферы, большого количества  металлической пыли , высоких температур,  сильно ограничивается, а в неко-
торых случаях невозможно, применения контактных, оптических и ультразвуковых методов измерения скорости и длины.  
Использование передающего модуля частотой 60 ГГц ограничивает влияние приборов друг на друга и уменьшает аппарат-
ную погрешность до уровня половины длины волны, а применение блока аналогового сигнала позволяет программное регу-
лирование усиления и фильтрацию принимаемого сигнала с учетом уровня внешних помех и скорости движения труб. Ме-
тод измерение скорости и длины по боковой поверхности уменьшает уровень помех и улучшает точность измерения за счет 
постоянного расстояния до измеряемого объекта. Модуль согласования сигналов приводит уровни сигналов датчиков начала 
и конца трубы к уровню ТТЛ с которыми работает аналогово-цифровой преобразователь. Применение АЦП типа USB-6009 
позволяет преобразовывать аналоговые сигналы в цифровые с частотой более 20 КГц, что вполне достаточно для измерения 
скоростей движения на редукционных станах. Программный комплекс графического программирования LabVIEW автомати-
зирует процесс вычисления скорости  и длины, облегчает визуализацию результатов измерений 10 труб,  упрощает перена-
стройку измерителя на разный сортамент труб и позволяет объединить измерители из нескольких станов в единую систему с 
базой данных изготавливаемой продукцией. 

Ключевые слова: скорость, длина, эффект Доплера, LabView, аналоговый сигнал, погрешности измерений, датчики 
положения, боковая поверхность, обработка сигналов реального времени. 

 
В.Ф. ВАСИЛЬЧЕНКО, О.Н. ЛОМАКІН  
 
ВИМІРЮАЧ ШВИДКОСТІ ТА ДОВЖИИ ЦІЛЬНОТЯГНУТИХ ТРУБ ПО БОКОВІЙ ПОВЕРХНІ 
 

Дана робота присвячена розробці безконтактного вимірювання швидкості і довжини суцільнотягнутих труб, що рухаються 
нерівномірно, на етапі витяжки та прошивки заготовки, розігрітій до температури близько 1200 ° С.  Для вимірювань швид-
кості та довжини застосований радіохвильової метод, тому що через особливості технологічного процесу, великої загазова-
ності цехової атмосфери, великої кількості металевого пилу, високих температур, сильно обмежується, а в деяких випадках 
неможливо, застосування контактних, оптичних і ультразвукових методів вимірювання швидкості і довжини  .  Використан-
ня передавального модуля частотою 60 Ггц обмежує вплив приладів один на одного і зменшуються апаратну похибку до 
рівня половини довжини хвилі, а застосування блоку аналогового сигналу дозволяє програмне регулювання посилення і фі-
льтрацію сигналу з урахуванням рівня зовнішніх перешкод і швидкості руху труб.  Метод вимірювання швидкості і довжини 
по боковій поверхні зменшує рівень перешкод і покращує точність вимірювання за рахунок постійної відстані до вимірюва-
ного об’єкта.  Модуль узгодження сигналів призводить рівні сигналів датчиків початку і кінця труби до рівня ТТЛ з якими 
працює аналогово - цифровий перетворювач.  Застосування АЦП типу USB-6009 дозволяє перетворювати аналогові сигнали 
в цифрові з частотою більше 20 кГц, що цілком достатньо для вимірювання швидкостей руху на редукційних станах.  Про-
грамний комплекс графічного програмування LabVIEW автоматизує процес обчислення швидкості і довжини, полегшує 
візуалізацію результатів вимірювань 10 труб, спрощує перенастроювання вимірювача на різний сортамент труб і дозволяє 
об'єднати вимірювачі з декількох станів в єдину систему з базою даних продукцією, що виготовляється.  

Ключові слова: швидкість, довжина, ефект Доплера, LabView, аналоговий сигнал, погрішність вимірювань, датчики 
положення, бокова поверхня, обробка сигналів реального часу. 

 
V.F. VASILCHENKO, A.N. LOMAKIN  
 
MEASURING THE VELOCITY AND LENGTH OF THE SEAMLESS PIPE AT THE SIDE SURFACES 
 

This work is devoted to the development of contactless measurement of the speed and length of seamless pipes, moving unevenly, at 
the stage of drawing and flashing the workpiece, heated to a temperature of about 1200 ° C.  The radio wave method is used to meas-
ure the speed and length, because due to the peculiarities of the technological process, the high gas content of the shop atmosphere, a 
large amount of metal dust, high temperatures, is severely limited, and in some cases it is impossible to use contact, optical and ultra-
sonic methods for measuring speed and length  .  The use of the transmitting module with a frequency of 60 GHz limits the influence 
of the devices on each other and reduces the hardware error to the level of half the wavelength, and the use of an analog signal block 
allows software gain control and filtering of the received signal, taking into account the level of external noise and the speed of the 
tubes.  The method of measuring speed and length along the side surface reduces the noise level and improves the measurement accu-
racy due to the constant distance to the object being measured.  The signal conditioning module leads the signal levels of the sensors 
of the beginning and end of the pipe to the level of the TTL with which the analog-to-digital converter operates.  The use of the USB-
6009 type A / D converter allows you to convert analog signals to digital signals with a frequency of more than 20 KHz, which is 
quite enough to measure the speeds of movement on reduction mills.  The LabVIEW graphical programming software package auto-
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mates the process of calculating speed and length, facilitates visualization of measurement results from 10 pipes, simplifies reconfigu-
ration of the meter to a different pipe mix and allows you to combine meters from several mills into a single system with a database of 
manufactured products. 

Keywords: speed, length, Doppler effect, LabView, analog signal, measurement errors, position sensors, side surface, real-time 
signal processing. 

 
Введение. В основу измерения скорости и длины 

измерителя заложен эффект Доплера, который заклю-
чается в изменении частоты отраженного электромаг-
нитного излучения, если источник излучения и отра-
жатель движутся относительно друг друга. Измерен-
ную доплеровскую частоту легко пересчитать в ско-
рость движения трубы:   

α
λFV

2cosДОП= ,  

где λ –- длина волны Доплеровского измерителя, α – 
угол между направлением излучения и скорости. 

Рассмотрим метод измерения длины трубы. Если  

вдоль пути следования трубы имеется фотодатчик, 
который срабатывает от трубы, то зная время пере-
крытия датчика tфд, легко высчитать длину трубы  

Lтр. = V tфд,  
если труба движется равномерно (рис. 1). Если дви-
жение неравномерно, то необходимо знать закон из-
менения скорости трубы на измерительном интервале 
(когда перекрыт фотодатчик). В этом случае длина 
вычисляется интегрированием скорости: 

∫=
k

nt
TP

t
V(t)dtL . 

 

 
Рисунок 1 – Измерение всей длины трубы 

 

 
Рисунок 2 – Измерение трубы с использованием базы 

 
Часто конструктивные особенности станов не по-

зволяют производить прямое измерение длины всей 
трубы. Это когда труба должна пройти  в диаграмме 

измерителя расстояние равное своей длине. В целях 
устранения помех от других движущихся объектов 
(например, от грузов перемещаемых краном, людей и 
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т.п.), нельзя сильно расширять диаграмму направлен-
ности (она имеет форму конуса с углом раскрыва  
4,5−6о). Оптимальный измерительный интервал  со-
ставляет от 3 до 6 метров. А так как максимальная 
длина труб достигает 12-13 метров и даже больше, 
поэтому используются дополнительные  измеритель-
ные базы, которые задаются установкой  датчиков  
положения  трубы. Ближний к измерителю датчик 
дает сигнал начала измерения (по переднему краю 
трубы), а дальний – конец измерения (по заднему 
краю). 

Скорость движения трубы измеряется относи-
тельно измерительного блока (ИБ) и поэтому любая 
вибрация или дрожани ИБ приводит к погрешностям в 
измерении скорости движения и длины трубы. Конст-
рукция места установки ИБ предусматривает возмож-

ность регулировки его положения относительно роль-
ганга в горизонтальной и вертикальной плоскостях.  

Разработка схемы измерений. Реконструкции 
редукционного стана и существенное изменения ха-
рактеристик редуцируемых труб позволяет проводить 
измерение скорости и длины трубы только по боковой 
поверхности.  

Преимущества: 
– стабильное расстояние до трубы; 
– независимость результатов от толщины стенки; 
– допускается колебания объекта измерения; 
– универсальная схема построения измерителя; 
– дистанционное управление параметрами; 
– графическая среда программирования 

LabVIEW. 

 

 
Рисунок 3 – Блок схема измерителя длины по боковой поверхности 

 
В состав измерителя длины входят: измеритель-

ный модуль (ИМ), вычислительный модуль (АЦП, 
модуль согласования, программное обеспечение 
LabVIEW) и комплект датчиков положения трубы 
(ДПТ) (тип ВБО-М18-76У… и ФГ24М.2Р). Скорость 
движения трубы измеряется относительно ИМ и по-
этому любая вибрация или дрожание ИМ приводит к 
погрешностям в измерении скорости движения и дли-
ны трубы. Конструкция места установки ИМ преду-
сматривает возможность регулировки его положения 
относительно рольганга в горизонтальной и верти-
кальной плоскостях. Радиоволновой измеритель ско-
рости и длины построен на основе приемо-
передающего модуля миллиметрового диапазона. В 
качестве несущего колебания выбрана длина волны 
5мм (60 ГГц), которая является не чем иным как лини-
ей поглощения атмосферного кислорода. Характерной 
особенностью этой длины волны является повышен-
ное затухание при распространении. Величина зату-

хания составляет порядка 12dB/км, что примерно на 
порядок выше аналогичных характеристик для других 
частот. Такая повышенная характеристика затухания 
позволяет существенно уменьшить взаимное влияние 
приборов как друг на друга, так и не создавать помехи 
для работы других электронных устройств. Модуль 
аналоговой обработки сигнала служит для фильтрации 
и усиления принимаемого сигнала, улучшения соот-
ношения сигнал/шум. Он позволяет программно уста-
навливать коэффициент усиления сигнала. Вычисли-
тельный модуль включает модуль согласования уров-
ней напряжений, поступающих с датчиков начала и 
конца измерений с TTL уровнями АЦП usb-6009. В 
измерителях применяются датчики ВБО-М18-76У-
9123-С, работающие на «просвет» и размещаются с 
двух сторон относительно движущейся трубы, или 
ФГ24М, реагирующие на горячий металл. Датчики 
ВБО имеют относительно небольшую ширину луча 
10-15 мм, но это тоже вклад в общую ошибку измере-
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ний. Применение датчиков ФГ24М также не исключа-
ет ошибки измерения. Это связано с тем, что такие 
датчики срабатывают тогда, когда интегральное зна-
чение температуры в поле зрения (2о30" это 
≈ 45 мм/м) превысит порог чувствительности. Инте-
гральное значение зависит от температуры самой тру-
бы и поэтому датчик может срабатывать в различные 
моменты времени, в зависимости от температуры тру-
бы, что приводит к ошибке порядка нескольких сан-
тиметров. Устранение такой ошибки полностью не-
возможно, но ее можно существенно уменьшить за 
счет применения более чувствительных датчиков ( 
300оС) совместно со щелевым экраном. В качестве 

интерфейса связи используется промышленный стан-
дарт, применяемый в условиях высокого уровня инду-
стриальных помех RS-485. 

 
Результаты эксперимента. Для обработки ана-

логового сигнала использовались методы компьютер-
ной обработки на основе программ LabVIEW.  

Внешний вид экрана монитора представлен на 
рис. 4. Программа позволяет измерять длину трубы 
при различной скорости движения трубы, с разными 
базами и максимальной длиной. Информация о трубах 
хранитсяв файле. 

 

 
Рисунок 4 – Экран монитора программы на LabVIEW для измерения длины  

 
Анализ ошибок измерений. В ошибку измере-

ния длины трубы входит несколько составляющих, 
зависящих от метода измерения, характеристик объек-
та измерения, датчиков фиксации моментов «начало-
конец» измерения, метода метрологии. Рассмотрим 
величины этих ошибок. 

1. Ошибка метода измерения, основанного на ра-
диоволновом доплеровском методе, будет составлять 
0,1-0,2%. Например,. при длине трубы 5000 мм ошиб-
ка составляет 5-10 мм (несколько лет эксплуатировал-
ся измеритель в ТВЦ-3 с погрешностью 10-20 мм). 

2. Ошибки, связанные с объектом измерения. 
Торцы трубы после редукции, передний торец трубы в 
меньшей степени, имеют различную форму типа лас-
точкиного хвоста, размер которого может достигать 
100 мм в зависимости от диаметра. Фотодатчики рас-
познать тип хвоста, понятно, не могут, они срабаты-
вают по  интегральной характеристике засветки. 

3. Фотодатчики имеют конечное время реагиро-
вания, и при максимальной скорости редукции трубы 
может привести к ошибке до 20-30 мм. Кроме того, 

факелы, тянущиеся за трубой, вносят свою лепту в 
ошибку фиксации времени измерения. Таким образом 
суммарная ошибка фотодатчиков фиксации моментов 
«начало-конец» измерения, пересчитанная в длину 
может достигать величины 30-60 мм. 

4. Большую роль в оценке точности измерения 
длины трубы играет метод метрологической поверки. 
Стандартная методика поверки измерителя длины 
предполагает наличие поверенных образцов, с помо-
щью которых и проводится поверка. В данном случае, 
при измерении длины горячей и длинной трубы, мо-
жет применятся весьма упрощенный метод контроля: 
собрать все холодные отрезки трубы и провести соот-
ветствующие замеры с учетом коэффициентов линей-
ного расширения материала. Это означает, что необ-
ходимо регистрировать и температуру в моменты ре-
дукции по всей длине трубы. Ошибки, не учитываю-
щий температурный фактор, как показали совместные 
цеховые эксперименты весьма значительные. Они 
находятся в линейной зависимости от коэффициента 
линейного расширения материала, который необхо-
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димо с точностью не хуже 0,1%, что для абсолютных 
измерений весьма существенно. Так для длины трубы 
50000 мм величина ошибки определения коэффициен-
та линейного расширения материала составит уже 
50 мм. 

Подводя итог оценки величины ошибок можно 
сказать, что ошибки носят случайный характер и пра-
вильно их оценивать статистическими величинами, 
например, среднеквадратическая величина, стандарт-
ное отклонение, дисперсия и т.д., которые дают оцен-
ку точности для всего диапазона сортамента труб.  

Выражение величины ошибки в процентном от-
ношении, характеризует практически абсолютный 
разброс. Например погрешность измерения 0,1%: так 
для длины трубы 5000 мм составит величину отклоне-
ния 5 мм, для трубы 60 000 мм - 60 мм. А у нас труба 
сама имеет неопределенность размера +/-50 мм. Сюда 
добавить ошибки метода измерения, фотодатчиков и 
получится величина абсолютной ошибки +/- 150 мм, 
что составит около 6% от 5 000мм. Для длины трубы 
60 000 мм эта же абсолютная ошибка будет выражать-
ся величиной 0,5%. 

Поэтому мы предложили формулу вычисления 
ошибки, которая учитывает «постоянную» состав-
ляющую ошибок (метод, фотодатчики, неопределен-
ность размера объекта измерения) +/- 150 мм, плюс 
зависимость результата от длины с коэффициентом 
0,005 (0,5%).  

Еще раз проанализировав источники ошибок, мы 
можем снизить «постоянную» ошибку и дополнитель-
ный коэффициент, учитывающий длину трубы, с 0,5% 
до 0,2%. Тогда ошибка для трубы 60 000 мм составит: 
+/-120 + 120 мм – 0,6%. 

 
Выводы. Эксперименты показали, что, несмотря 

на достаточно гладкую поверхность реальной трубы, у 
которой шероховатость меньше λ/8, отраженный сиг-
нал от поверхности был достаточен для устойчивой 
работы измерителя в новой конфигурации. Результаты 
измерений, на наш взгляд, имели несколько великова-
тый разброс ошибок измерения, что объясняется, во-
первых, нехваткой времени на отработку схемы про-
ведения измерений (например, хотелось бы включить 
два двигателя в зоне измерения, без которых труба на 
этом участке резко тормозилась, попробовать уста-
новку измерителя под разными углами, для определе-
ния оптимальной работы с данным измерителем), во-
вторых, труба с толщиной стенки 4,5 мм имела по 
форме концы весьма далекие от идеала. Для постоян-
ной работы по боковой поверхности все эти моменты 
в дальнейшем будут предусмотрены и ошибка изме-
рения будет сведена к минимуму. 

На наш взгляд, предпочтительно работать по бо-
ковой поверхности трубы на выходе редукционного 
стана, при этом существует возможность измерять 
отрезанные куски, заведя в измеритель сигнал, пода-
ваемый на рубку, или начала движения ножниц. В 
этом случае мы можем определить длины отрублен-
ных концов и одновременно вычислять длину всей 
трубы после проката без дополнительных ошибок при 
суммировании отдельных результатов измерения. 
Кроме того, существует реальная возможность, при 
условии использования современной аппаратуры для 
обработки сигналов, работающей в реальном масшта-
бе времени, измерять текущую длину трубы и осуще-
ствлять управление рубкой. Эффективный способ 
улучшения точности – это уменьшение длины волны 
СВЧ модуля до 2 мм. 
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А.О. ЛОВСЬКА  
 
МОДЕЛЮВАННЯ НАВАНТАЖЕНОСТІ КОНТЕЙНЕРА-ЦИСТЕРНИ ПРИ ПЕРЕВЕЗЕННІ  
У СКЛАДІ КОМБІНОВАНОГО ПОЇЗДА НА ЗАЛІЗНИЧНОМУ ПОРОМІ  
 

В статті проводиться дослідження динамічної навантаженості контейнера-цистерни удосконаленої конструкції при  переве-
зенні на залізничному поромі у складі комбінованого поїзда. Для визначення прискорень, як складової динамічного наван-
таження, що діє на контейнер-цистерну при коливаннях залізничного порому, складено математичну-модель за методом 
Лагранжа ІІ роду. До уваги прийняті кутові переміщення залізничного порому відносно повздовжньої осі (крен), як випадку 
найбільшої навантаженості несучої конструкції вагона-платформи з контейнерами-цистернами, а також забезпечення їх 
стійкості відносно палуби. Враховано, що  вагон-платформа жорстко закріплений відносно палуби, а контейнера-цистерни 
відносно фітингових упорів та не мають власного ступеня вільності при коливаннях залізничного порому, тобто у коливаль-
ному процесі приймає участь тільки наливний вантаж, переміщення якого обмежені стінками котла.  Розв’язання математич-
ної моделі здійснено за допомогою метода Рунге-Кутти в середовищі програмного забезпечення MathCad. Визначено макси-
мальне прискорення, яке діє відносно штатного місця контейнера-цистерни при коливаннях залізничного порому. Загальна 
величина прискорення також враховує горизонтальну складову прискорення вільного падіння, обумовлену кутом крену залі-
зничного порому. Отримані результати враховані при розрахунку на міцність контейнера-цистерни за методом скінчених 
елементів, реалізованого в середовищі програмного забезпечення CosmosWorks. Встановлено, що максимальні еквівалентні 
напруження в удосконаленій несучій конструкції контейнера-цистерни не перевищують допустимі. Результати проведених 
досліджень можуть використовуватися при проектуванні контейнерів-цистерн нового покоління, а також сприятимуть під-
вищенню ефективності комбінованих перевезень в міжнародному сполученні. 

Ключові слова: контейнер-цистерна; несуча конструкція; динаміка; моделювання; міцність; залізнично-поромні пере-
везення. 

 
А.А. ЛОВСКАЯ  
 
МОДЕЛИРОВАНИЕ НАГРУЖЕННОСТИ КОНТЕЙНЕРА-ЦИСТЕРНЫ ПРИ ПЕРЕВОЗКЕ  
В СОСТАВЕ КОМБИНИРОВАННОГО ПОЕЗДА НА ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОМ ПАРОМЕ  
 

В статье проводится исследование динамической нагруженности контейнера-цистерны усовершенствованной конструкции 
при перевозке на железнодорожном пароме в составе комбинированного поезда. Для определения ускорений, как состав-
ляющей динамической нагрузки, которая действует на контейнер-цистерну при колебаниях железнодорожного парома, со-
ставлена математическая модель по методу Лагранжа ІІ рода. Ко вниманию приняты угловые перемещения железнодорож-
ного парома относительно продольной оси (крен), как случая наибольшей нагруженности несущей конструкции вагона-
платформы с контейнерами-цистернами, а также обеспечения их устойчивости относительно палубы. Учтено, что вагон-
платформа жестко закреплен относительно палубы, а контейнера-цистерны относительно фитинговых упоров и не имеют 
собственной степени свободы при колебаниях железнодорожного парома, то есть в колебательном процессе участвует толь-
ко наливной груз, перемещения которого ограничены стенками котла. Решение математической модели осуществлено с по-
мощью метода Рунге-Кутты в среде программного обеспечения MathCad. Определено максимальное ускорение, которое 
действует относительно штатного места контейнера-цистерны при колебаниях железнодорожного парома. Общая величина 
ускорения также включает горизонтальную составляющую ускорения свободного падения, обусловленную углом крена же-
лезнодорожного парома. Полученные результаты учтены при расчете на прочность контейнера-цистерны по методу конеч-
ных элементов, реализованного в среде программного обеспечения CosmosWorks. Установлено, что максимальные эквива-
лентные напряжения в усовершенствованной несущей конструкции контейнера-цистерны не превышают допускаемые. Ре-
зультаты проведенных исследований могут использоваться при проектировании контейнеров-цистерн нового поколения, а 
также будут способствовать повышению эффективности комбинированных перевозок в международном сообщении. 

Ключевые слова: контейнер-цистерна; несущая конструкция; динамика; моделирование; прочность; железнодорожно-
паромные перевозки. 

 
A.O. LOVSKA  
 
SIMULATION OF LOADS FOR A TANK CONTAINER INCLUDED  
IN COMBINED TRAINS TRANSPORTED BY TRAIN FERRY  

 
The article deals with the research into dynamic loading of a tank container of improved structure included in a combined train trans-
ported by train ferry. In order to define accelerations as a dynamic loading component on the tank container under train ferry vibra-
tions, a mathematical model was built with the method of Lagrange multipliers of the second kind. The research considered angular 
displacements of the train ferry relative to the longitudinal axle (careen), as the maximum loading of the carrying structure of a flat 
wagon with tank containers, and also their stability relative to the deck. It was considered that the flat wagon was rigidly fixed relative 
to the deck, and the tank wagons – relative to the fitting stops and did not have their own degree of freedom under train ferry vibra-
tions, i.e. the only fluid cargo, limited by the tank walls, could vibrate. The mathematical model was solved by the Runge–Kutta 
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method in the MathCad environment. The maximum acceleration on the normal position of the tank container under train ferry vibra-
tions was defined. The general acceleration value also considered the horizontal component of the free fall acceleration conditioned 
by the train ferry’s angle of heel. The results obtained were considered in the capacity calculation of a tank wagon with the Finite 
Element Method in the CosmosWorks environment. The calculation showed that the maximum equivalent loads for the improved 
carrying structure of a tank wagon did not exceed the admissible ones. The results of the research conducted can be applied in design-
ing new generation tank containers; they may also promote higher efficiency of the international combined transportation. 

Keywords: tank container; carrying structure; dynamics; simulation; capacity; train ferry transportation. 
 
Вступ. Розвиток конкурентного середовища на 

ринку залізничних послуг вимагає введення в експлу-
атацію інтероперабельного рухомого складу для між-
народного сполучення. На сьогоднішній день через 
територію України проходять три Пан'європейські 
міжнародних транспортні коридори, які сполучають її 
з Болгарією, Грузією, Туреччиною, Білоруссю, Поль-
щею та іншими державами, а з 2016 р. ще і з Китаєм 
транспортним коридором новий «Шовковий шлях», 
складовою якого є залізнично-поромний маршрут че-
рез акваторію Чорного моря.  

Одним з найбільш масових та мобільних видів 
транспортних засобів, що знайшли використання у 
міжнародному сполученні є контейнери, а також кон-
тейнери-цистерни. Інтермодальність контейнерів про-
гнозує підвищення рівня їх затребуваності при комбі-
нованих перевезеннях.  

Для підвищення ефективності перевізного проце-
су у міжнародному сполученні необхідним є  впрова-
дження в експлуатацію контейнерів з покращеними 
техніко-економічними, експлуатаційними та екологіч-
ними характеристиками.  

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій. Об-

ґрунтування доцільності проектування та впрова-
дження в експлуатацію контейнерів-цистерн, як 
транспортних засобів наведено в [1]. Розроблено нову 
оптимізовану конструкцію контейнера-цистерни для 
перевезення світлих нафтопродуктів. 

Особливості випробування металевих та компо-
зитних контейнерів під впливом низьких температур 
наведені у [2]. Визначено, які типи контейнерів доці-
льно використовувати для перевезення завданої номе-
нклатури вантажів з урахуванням низької температури 
навколишнього середовища. 

Особливості конструкцій та перспективи викори-
стання транспортних засобів для рідкого водню роз-
глянуті у [3]. Приведений аналіз конструкції перспек-
тивного контейнера-цистерни моделі КЦВ-20/1,2.  

Проблеми безпеки та особливості перевезення 
хімічних наливних вантажів в танк-контейнерах роз-
глянуті у [4]. 

Особливості розрахунку на міцність танк-
контейнера при експлуатаційних режимах наванта-
ження з використанням засобів програмного забезпе-
чення та натурного експерименту наведені у [5]. 

Особливості створення ідеальних несучих конс-
трукцій залізничних транспортних засобів та вимоги, 
яким вони повинні відповідати на сучасному етапі 
розвитку висвітлені у [6]. 

Дослідження міцності контейнера-цистерни мо-
делі ТК25 та оптимізація його несучої конструкції 
наведені в [7]. При складанні моделі міцності контей-
нера-цистерни враховані нормативні величини наван-

тажень, наведені в [8]. 
Необхідно зазначити, що у розглянутих працях 

не приділялося уваги питанням дослідження динаміч-
ної навантаженості та міцності несучих конструкцій 
контейнерів-цистерн у складі поїздів комбінованого 
транспорту при перевезенні залізничним поромом. 

 
Мета статті. Метою досліджень, які наведені в 

статті є висвітлення особливостей моделювання нава-
нтаженості контейнера-цистерни при перевезенні у 
складі комбінованого поїзда на залізничному поромі.  

 
Викладення основного матеріалу статті. Для під-

вищення ефективності комбінованих перевезень через 
міжнародні транспортні коридори запропоновано нову 
удосконалену конструкцію контейнера-цистерни 
(рис. 1). Особливістю контейнера-цистерни є те, що не-
сучі елементи каркасу виготовлені з труб круглого пере-
різу. Це дозволило значно зменшити його масу у порів-
нянні з контейнером-прототипом [7, 9]. 

 

 
Рисунок 1 – Контейнер-цистерна удосконаленої конструкції 

 
Для визначення динамічних навантажень, які діють 

на несучу конструкцію контейнера-цистерни у складі 
комбінованого поїзда при перевезенні на залізничному 
поромі складено математичну модель (1). До уваги при-
йняті кутові переміщення вагона-платформи з контейне-
рами-цистернами навколо повздовжньої осі Х на кут θ 
при коливаннях залізничного порому (еквівалент коли-
вань бічна хитавиця в «Динаміці вагонів»), як випадку 
найбільшої навантаженості несучої конструкції вагона-
платформи з контейнерами-цистернами, а також забез-
печення їх стійкості відносно палуби. 

Розрахунки проведені стосовно залізничного по-
рому «Герои Шипки», що рухається акваторією Чор-
ного моря. В якості базової моделі вагона-платформи 
обрана модель 13-4012.  

Ударна дія морських хвиль на корпус залізнично-
го порому з вагонами, розміщеними на його борту до 
уваги не приймалася. При складанні моделі враховано 
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трохоідальний закон руху збурюючої дії [10] (морсь-
кої хвилі) на залізничний пором з вагонами, розміще-
ними на його палубах (2) та дисипативну складову, 
яка виникає при коливаннях залізничного порому в 
умовах морської хитавиці, а також курсові кути мор-
ської хвилі по відношенню до корпусу залізничного 
порому (χ = 0° − 180°) та вітрове навантаження, що діє 
на надводну проекцію залізничного порому, вагона-
платформи, розміщеного на верхній палубі та контей-
нерів-цистерн. 

На першепочатковому етапі дослідження до ува-
ги прийнятий випадок відсутності переміщень вагона-
платформи відносно палуби та контейнерів-цистерн 
відносно рами вагона-платформи при коливаннях за-
лізничного порому, тобто у коливальному процесі 
приймає участь тільки наливний вантаж, переміщення 
якого обмежені стінками котла (рис. 2). 

  

 
Рисунок 2 – Схема переміщень наливного вантажу в котлі 
контейнера-цистерни при коливаннях залізничного порому 

 
У якості наливного вантажу прийнятий бензин. Ви-

значення гідродинамічних характеристик наливного ван-
тажу здійснювалося з урахуванням максимально-
допустимої завантаженості котла контейнера-цистерни у 
відповідності з [11]. Рух наливного вантажу описувався 
сукупністю математичних маятників [12].  

Розв’язання математичної моделі здійснено за 
допомогою метода Рунге-Кутти в середовищі програ-
много забезпечення MathCad [13, 14]. 

Результати досліджень дозволили зробити висно-
вок, що максимальні прискорення, які діють на кон-
тейнер-цистерну складають близько 0,9 м/с² (рис. 3).  

Загальна величина прискорення, яке діє на кон-
тейнер-цистерну з урахуванням горизонтальної скла-
дової прискорення вільного падіння, обумовленої ку-
том крену залізничного порому, складає близько 
2,97 м/с2 (0,3g). 
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де q1 = θ – узагальнена координата, що відповідає ку-
товому переміщенню залізничного порому відносно 
повздовжньої осі; q2 = ξ – узагальнена координата, що 
відповідає кутовому відхиленню j-го маятника від 
вертикалі. Початок системи координат розміщений в 
центрі мас залізничного порому. 
для залізничного порому: 

D – вагове водовитіснення; В – ширина залізнич-
ного порому; h – висота борта залізничного порому; 
Λθ – коефіцієнт опору коливанням; zg – координата 
центру ваги залізничного порому; p' – вітрове наван-
таження; F(t) – закон дії зусилля, яке збурює рух залі-
зничного порому з вагонами, розміщеними на його 
палубах.  
для наливного вантажу: 

Iij – момент інерції маятника; mij – маса j-го маят-
ника у і-му контейнері-цистерні; cij – відстань від 
площини zi = 0 до точки закріплення j-го маятника у і-
му контейнері-цистерні; lij – довжина j-го маятника. 

Re sin( ),
Re cos( ),

kb

kb

x a ka t
z b ka t

ω
ω

= + +

= − +
                       (2) 

де a та b – горизонтальна та вертикальна коорди-
нати центра траєкторії, за якою обертається частинка, 
що має на даний час координати x та z; R – радіус тра-
єкторії, за якою здійснюється оберт частинки; ω – час-
тота морської хвилі; k – частота траєкторії збурюючо-
го зусилля. 

 

 
Рисунок 3 – Прискорення, які діють відносно штатного  

місця розміщення контейнера-цистерни на палубі  
залізничного порому 

 
Отримана величина прискорення врахована при 

дослідженні міцності несучої конструкції контейнера-
цистерни (рис. 4). 

При побудові моделі міцності контейнера-
цистерни враховано такі навантаження: вертикальне 
Pв, обумовлене вагою брутто контейнера-цистерни, 
тиск наливного вантажу на котел Pвант, реакції у зонах 
обпирання фітингів на горизонтальні площини фітин-
гових упорів Pоп, горизонтальні реакції у фітингах Pр 
на дію динамічного навантаження Pд.  

Для визначення показників міцності контейнера-
цистерни застосований метод скінчених елементів. 
Розрахунок проведений в середовищі програмного 
забезпечення CosmosWorks. 
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Рисунок 4 – Модель міцності контейнера-цистерни при  

перевезенні на залізничному поромі у складі комбінованого 
поїзду 

 
У якості скінчених елементів використані ізопа-

раметричні тетраедри, оптимальна чисельність яких 
визначена за графоаналітичним методом. Кількість 
елементів сітки склала 1154094, вузлів – 374473. Мак-
симальний розмір елементу сітки дорівнює 20,0 мм, 
мінімальний – 4,0 мм, максимальне співвідношення 
боків елементів – 473,48, відсоток елементів з співвід-
ношенням боків менше трьох – 37,4, більше десяти – 
0,704. Мінімальна кількість елементів в колі – 9, спів-
відношення збільшення розміру елементу – 1,7. 

 

 
а 

 
б 

Рисунок 5 – Результати розрахунку на міцність несучої 
конструкції контейнера-цистерни: а – напружений стан; б – 

переміщення в вузлах конструкції 
 
Закріплення моделі здійснювалося у зонах обпи-

рання контейнера-цистерни на фітингові упори ваго-

на-платформи. В якості матеріалу несучої конструкції 
контейнера-цистерни застосована сталь марки 09Г2С, 
зі значенням межі міцності σB = 490 МПа та межі 
плинності σT = 345 МПа [15, 16]. 

Результати розрахунку наведені на рис. 5. Проведе-
ні дослідження дозволили зробити висновок, що макси-
мальні еквівалентні напруження в конструкції контейне-
ра-цистерни викають у зоні розташування завантажува-
льного люка та складають близько 250 МПа, що нижче 
за напруження плинності матеріалу конструкції майже 
на 30 %. В зоні взаємодії надбудови для розміщення вер-
тикальної стійки з фітингом максимальні еквівалентні 
напруження складають близько 140 МПа. 

Максимальні переміщення в конструкції контей-
нера-цистерни також виникають у зоні розташування 
завантажувального люка та складають 6 мм. У зонах 
взаємодії опорних елементів котла з підкладними лис-
тами максимальні переміщення склали близько 2 мм. 

Проведені дослідження дозволяють зробити ви-
сновок, що міцність удосконаленої конструкції кон-
тейнера-цистерни при перевезенні на залізничному 
поромі у складі комбінованого поїзда забезпечується. 

Наступним етапом дослідження є визначення ди-
намічних навантажень, які діють на контейнер-
цистерну з урахуванням наявності власного ступеня 
вільності відносно рами вагона-платформи при пере-
везенні на залізничному поромі. 

 
Висновки з дослідження і перспективи, пода-

льший розвиток у даному напрямку.  
1. Проведено дослідження динамічної наванта-

женості несучої конструкції контейнера-цистерни, 
розміщеного на вагоні-платформі при перевезенні за-
лізничним поромом. Отримано уточнене значення 
прискорення, яке діє на несучу конструкцію контей-
нера-цистерни; 

2. Визначено максимальні еквівалентні напру-
ження, які діють на несучу конструкцію контейнера-
цистерни при перевезенні у складі комбінованого по-
їзда на залізничному поромі. Встановлено, що міц-
ність контейнера-цистерни при завданій величині ди-
намічного навантаження забезпечується; 

3. Проведені дослідження сприятимуть підви-
щенню ефективності експлуатації комбінованого 
транспорту через міжнародні транспортні коридори. 
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В.П. ОЛЬШАНСЬКИЙ, С.В. ОЛЬШАНСЬКИЙ 
 
ПРО ДИНАМІЧНИЙ ЕФЕКТ НЕСИМЕТРІЇ СИЛОВОЇ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
КОЛИВАЛЬНОЇ СИСТЕМИ ПРИ ІМПУЛЬСНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 
 

Описано динамічний ефект несиметрії силової характеристики коливальної механічної системи з одним ступенем вільності 
при короткочасному силовому імпульсному навантаженні. Він полягає в тому, що максимальні переміщення системи у на-
прямі дії прикладеного імпульсу менші, ніж протилежні за напрямом максимальні переміщення розвантаженої системи, при 
її вільних коливаннях. Показано, що умови прояву ефекту пов’язані не тільки з власними параметрами коливальної системи, 
а й з тривалістю імпульса. Розглянуто дію двох варіантів силових імпульсів. Перший прямокутний, а другий – у вигляді од-
нієї півхвилі синусоїди. 

Ключові слова: динамічний ефект, коливальна система, несиметрична характеристика пружності, силовий імпульс. 
 
В.П. ОЛЬШАНСКИЙ, С.В. ОЛЬШАНСКИЙ  
 
О ДИНАМИЧЕСКОМ ЭФФЕКТЕ НЕСИМЕТРИИ СИЛОВОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ПРИ ИМПУЛЬСНОЙ НАГРУЗКЕ  
 

Описан динамический эффект несимметрии силовой характеристики колебательной механической системы с одной степе-
нью свободы при кратковременном силовом импульсном нагружении. Он состоит в том, что максимальные перемещения 
системы в направлении действия приложенного импульса меньше, нежели противоположные по направлению максимальные 
перемещения разгруженной системы, при ее свободных колебаниях. Определены условия, когда имеет место указанное не-
равенство. Показано, что условия проявления эффекта связаны не только с собственными параметрами колебательной сис-
темы, но и с продолжительностью импульса. Рассмотрено действие двух вариантов силовых импульсов. Первый прямо-
угольный, а второй – в виде одной полуволны синусоиды. Установлено, что высота этих импульсов не входит в условия про-
явления эффекта. Приведены примеры расчетов. Численные результаты, полученные с применением построенных аналити-
ческих решений, подтверждены численным интегрированием дифференциального уравнения движения на компьютере. 

Ключевые слова: динамический эффект, колебательная система, несимметричная характеристика упругости, силовой 
импульс. 

 
V.P. OLSHANSKIY, S.V. OLSHANSKIY 
 
ABOUT THE DYNAMIC EFFECT OF NON-SYMMETRY OF THE POWER CHARACTERISTIC  
OF AN OSCILLATING SYSTEM UNDER A PULSED  
 

The motion of a nonlinear mechanical system with one degree of freedom under force impulse loading is considered. The elastic char-
acteristic of the system is approximated by segments of two straight lines that have a common point in the equilibrium position with 
zero displacement. The dynamic effect of asymmetry of the power characteristic of an oscillating mechanical system is described. It 
consists in the fact that the maximum displacement of the system in the direction of the applied external pulse is less than the ampli-
tude deviation of the unloaded system in the opposite direction with its free oscillations. Conditions are defined when this inequality 
holds. To this end, analytical solutions of the differential equations of motion were constructed in the regions of positive (with greater 
rigidity) and negative (with less rigidity) displacements, and then the solutions were padded. Compact formulas are derived for calcu-
lating the maxima of displacements and the time of their attainment. It is shown that the expressions for the maxima can also be de-
rived from the energy relationships, without solving the differential equations of motion. The action of two variants of pulses of finite 
duration is considered. The first is rectangular, with a constant instantaneous applied force, which also instantly disappears after some 
time, and the second is sinusoidal - in the form of one half-wave of the sinusoid. It is established that the height of these pulses, that 
is, the maximum value of the applied force, does not enter into the conditions for the manifestation of the dynamic effect for the 
adopted kusano linear elasticity characteristic of the system. But the conditions for the manifestation of the dynamic effect are related 
to the proper parameters of the vibrational system (mass and rigidity), and also depend on the duration of the pulse in time. For rela-
tively long duration of the action of pulses with respect to the period of free oscillations of the oscillator, this effect is not manifested. 
Numerical examples are given that confirm the adequacy of the derived calculation formulas and illustrate the possibilities of the the-
ory presented. To compare the results, we numerically integrate the differential equation of motion on a computer. It is shown that the 
results obtained using analytical and numerical solutions of the Cauchy problem are in good agreement, and the dynamic effect of 
asymmetry of the power characteristic of the oscillating system is manifested for both forms of the pulses considered. 

Keywords: The сauchy problem, the analytical and numerical solution, dynamic effect, oscillatory system, asymmetrical elas-
ticity characteristic, power pulse. 
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Вступ. Інтенсивні короткочасні імпульсні або 
ударні навантаження можуть бути причиною передча-
сного руйнування елементів конструкцій. Тому висві-

тленню динаміки елементів конструкцій в умовах вка-
заних навантажень присвячено багато публікацій, се-
ред яких виділимо [1-4]. В техніці поширені механічні 
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системи з несиметричною характеристикою пружнос-
ті. Це системи, де поряд з основним несучим пружним 
елементом встановлюють додатковий пружний еле-
мент підсилювач або обмежувач руху. Наприклад, у 
підвісках транспортних засобів такими додатковими 
елементами можуть бути підресорник або буфер. Про 
коливальні властивості систем з несиметричною хара-
ктеристикою пружності йдеться в [5-8] та інших пуб-
лікаціях. Тут розглядаємо найпростіший варіант сило-
вої характеристики, коли вона утворена відрізками 
двох прямих [6]. 

 
Метою статті є становлення умов, за яких про-

являється динамічний ефект несиметрії силової харак-
теристики, коли переміщення системи у напрямі дії 
імпульсного навантаження менші за протилежні за 
напрямом переміщення розвантаженої системи. 

Основна частина роботи. Рух коливальної сис-
теми описуємо диференціальним рівнянням: 

( )[ ] ( ) ( )[ ]τ−−⋅=++ tНtHPхxссxm sign21�� ,      (1) 
у якому c1 > c2 > 0 – характеристики пружності; m – 
маса системи; x(t) – переміщення системи у часі t; P – 
величина миттєво прикладеної сили; ( ) ( )−−τtHtН ,  
одиничні функції Хевісайда; τ – тривалість імпульса; 
крапка над x означає похідну по t. 

Вісь ox і сила P спрямовані вертикально вниз. 
Рівняння (1) доповнюємо нульовими початкови-

ми умовами: 
( ) 00 =x ,   ( ) 00 =x� .                        (2) 

Для обчислення додатних переміщень (x > 0) ви-
користаємо відомі розв’язки задачі (1), (2), надрукова-
ні в [7]: 

( )
( )1 cos

2 sin sin
2 2

CT

CT

x t
x t

x t
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⎪= ⎨ ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎪
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ω

ωτ τω
 при .τ

τ

≥

≤

t

t
        (3) 

Тут 
21 cc

PxCT +
= ;  

m
cc 21 +=ω . 

Тривалість імпульсу обмежуємо нерівністю 
πτω 2≤ . 

Із (3) випливає, що розвантажений осцилятор по-
вертається в положення x = 0 при t = t*, причому: 

2*
τ

ω
π
+=t . 

Його швидкість руху в цей момент часу стано-
вить: 

( )
2

sin2*0
τωωυ CTxtx −== � .                  (4) 

Від’ємні переміщення (x ≤ 0), при t > t*, описуємо 
виразом: 

( ) ( )*1
1

0 sin tttx −= ω
ω
υ ,                          (5) 

у якому 
m

cc 21
1

−
=ω . 

Згідно з (3) максимальне переміщення a0 системи 
вниз дорівнює: 

2
sin20

τω
CTxa =                              (6) 

і досягається воно при: 

220
τ

ω
π

+== tt . 

Ці залежності мають чинність при 
ω
πτ < . Якщо 

ω
πτ ≥ , то CTxa 20 =  і 

ω
π

=0t . 

На підставі виразів (4) і (5) амплітудне відхилен-
ня 1a  системи вгору становить: 

2
sin2

11

0
1

τω
ω
ω

ω
υ

CTxa =−= .                  (7) 

Воно досягається при: 
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Враховуючи (6) і (7), для тривалостей імпульсу 

ω
πτ < , одержуємо співвідношення: 

0
21

21
0

1
1 a

cc
ccaa

−
+

==
ω
ω ,                         (8) 

із якого видно, що a1 > a0, тобто проявляється вказа-
ний ефект. 

Залежність (8) можна одержати і не розв’язуючи 
диференціальних рівнянь руху. Для цього варто при-
рівняти потенціальні енергії системи у крайньому ни-
жньому і крайньому верхньому положеннях. Це при-
зводить до рівняння: 

( ) ( )2 2
1 2 0 1 2 1

1 1
2 2
с с a с с a+ = − , 

з якого випливає формула (8). 
Динамічний ефект буде проявлятися і для трива-

лостей імпульсу 
ω
πτ > . Щоб знайти граничну трива-

лість імпульсу t = t*, при якій ефект зникає, викорис-
таємо залежність: 

CTCT xx 2
2

sin2 *

1

=
τω

ω
ω . 

Звідки отримуємо: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
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⎝

⎛

+
−

−=
21

21
* arcsin2

cc
ccπ

ω
τ . 

Отже, динамічний ефект несиметрії силової ха-
рактеристики проявляється лише для тих тривалостей 
імпульса, що попадають в проміжок ( )*;0 ττ ∈ . Зна-
чення τ* не залежить від величини сили P (висоти 
прямокутного імпульсу), що є наслідком кусково лі-
нійної характеристики пружності. 

Розглянемо приклад. Для проведення розрахунків 
приймаємо: m = 1 кг; c1 = 150 Н/м; c2 = 75 Н/м; P = 3 Н 
і різні значення τ. Вказаним числовим даним відпові-
дає: ω = 15 с−1; ω1 ≈ 8,66025 с−1; xCT ≈ 0,013333 м; 
τ* ≈ 0,33682 с. Одержані числовим інтегруванням на 
комп’ютері рівняння (1), для трьох значень τ, графіки 
x(t) нанесені на рис. 1. 
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Рисунок 1 – Графіки переміщень осцилятора: 

1 – τ = 0,10472 с; 2 – τ = 0,20944 с; 3 – τ = 0,33682 с  
 
Їх можна також побудувати за допомогою аналі-

тичних розв’язків (3) і (5). На графіках, позначених 
цифрами 1 і 2, амплітудні переміщення системи вгору 
більші, ніж амплітудні переміщення системи вниз, 
куди був спрямований силовий імпульс. На графіку, 
позначеному цифрою 3, амплітудні переміщення вниз 
і вгору одинакові. 

На рис. 2 подано графіки x(t), одержані числовим 
інтегруванням рівняння (1) для двох інших значень τ . 

На рис. 2 видно, що динамічний ефект несиметрії 
силової характеристики проявляється при τ = 0,3 с, а 
при τ = 0,38 с він відсутній. У другому випадку a1 < a0. 
Комп’ютерне інтегруванням підтвердило висновки із 
аналітичного розв’язку задачі руху.  

Щоб переконатись, що динамічний ефект неси-
метрії може проявлятись і для інших форм силових 
імпульсів, розглянемо рух системи, що описується 
диференціальним рівнянням: 

( )[ ] ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⋅=++

λ
πλ tНtHtPхxссxm sinsign21�� ,  (9) 

при початкових умовах (2). 
 

 
Рисунок 2 – Графіки коливань: 1 – τ = 0,3 с; 2 – τ = 0,38 с 

 
У рівнянні (9) параметр λ ≥ ω. Він характеризує 

тривалість імпульсу у вигляді однієї півхвилі синусої-

ди. 
В області додатних x(t) переміщення описується 

виразом: 
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Він має чинність, коли λ > ω. Якщо λ = ω, то роз-
кривши невизначеність в (10), отримуємо: 
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Похідна від (10) при 
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Осцилятор зупиняється, коли: 

0coscos =⎟
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πωω tt . 

Розв’язавши це рівняння, знаходимо час зупинки: 
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Максимальне відхилення системи вниз в цей мо-
мент часу становить: 
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Відповідне йому амплітудне відхилення вгору a1 
легко знайти по формулі (8). Воно буде більше, ніж a0 
і досягається при  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++==

1
31

11
2 ωω
πttt , 

де t3 подається виразом (11). 
У випадку, коли λ = ω, амплітудне відхилення 

вниз досягається при ωt3 = π і дорівнює 20 CTxa π= . 
Для нього по формулі (8) теж маємо a1 > a0. 

Отже, при λ ≥ ω, динамічний ефект несиметрії 
силової характеристики проявляється і при дії синусо-
їдального імпульсу. 

 
Приклад. Обчислимо амплітуди a0 і a1 при 

ωλ
3
4

= , зберігаючи попередні значення 21,, ccm  і P. 

Для прийнятих числових даних λ = 20 с−1. Розванта-
жений осцилятор, згідно з (11), зробить першу зупин-
ку при t3 ≈ 0,18326 с. При цьому він відхилиться вниз 
від положення x = 0 на a0 = 0,01749 м, обчислене по 
формулі (12). Відхилення вгору становитиме 
a1 = 0,03030 м при t1 = 0,46936 с. Воно значно більше 
за a0. 

З метою порівняння результатів, проведено чис-
лове інтегрування рівняння (9) при початкових умовах 
(2). Одержаний графік x(t) при λ = 20 с−1 позначено 
цифрою 1 на рис. 3. 
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Рисунок 3 – Графік x(t): 1 – λ = 20 с−1; 2 – λ = 15 с−1  
 
Там же цифрою 2 позначено графік x(t), який дає 

інтегрування при λ = ω = 15 с−1. У другому випадку 
маємо більші значення амплітуд переміщень. Резуль-
тати розрахунку a0 і a1 з використанням аналітичних 
розв’язків цілком узгоджуються з результатами 
комп’ютерного інтегрування рівняння руху. 

 
Висновки. Дослідження підтвердило, що при ко-

роткочасному імпульсному навантаженні системи з 
несиметричною характеристикою пружності максима-
льні переміщення системи у напрямі дії імпульсу мо-
жуть бути менші за максимальні переміщення у про-
тилежному напрямі. У випадку кусково лінійної сило-
вої характеристики цей ефект пов’язаний з тривалістю 
дії (шириною) імпульсу і не пов’язаний з формою і 
висотою імпульсу. 
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В.П. ОЛЬШАНСЬКИЙ, С.В. ОЛЬШАНСЬКИЙ 
 
ДИНАМІКА ОСЦИЛЯТОРА З ЖОРСТКОЮ ХАРАКТЕРИСТИКОЮ ПРУЖНОСТІ ПРИ ДІЇ 
СИЛОВОГО ІМПУЛЬСА 
 

Розглянуто рух осцилятора з показником нелінійності 3/2 при дії ступінчастого та прямокутного імпульсів. По-
будовано аналітичний розв’язок нелінійного диференціального рівняння другого порядку, де для розрахунку 

переміщень задіяно періодичні Ateb-функції та еліптичний косинус Якобі. Встановлено, що при наванта 
женні осцилятора миттєво прикладеною сталою силою коефіцієнт динамічності дорівнює (2,5)2/3. При дії на осцилятор пря-
мокутного силового імпульсу коефіцієнт динамічності залежить від тривалості імпульсу, але не перевершує (2,5)2/3. Визна-
чено такі тривалості, за яких розвантажений осцилятор має найбільшу та найменшу амплітуди коливань. Для спрощення 
розрахунків, з використанням одержаних розв’язків задачі Коші, складено таблиці, задіяних спеціальних функцій. Наведено 
приклади розрахунків, які підтверджують вірогідність виведених формул.  

Ключові слова: нелінійний осцилятор, жорстка характеристика пружності, імпульсне навантаження, коефіцієнт дина-
мічності, періодичні Ateb-функції, еліптичний косинус. 

 
В.П. ОЛЬШАНСКИЙ, С.В. ОЛЬШАНСКИЙ  
 
ДИНАМИКА ОСЦИЛЛЯТОРА С ЖЕСТКОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ УПРУГОСТИ  
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ СИЛОВОГО ИМПУЛЬСА 
 

Рассмотрено движение осциллятора с показателем нелинейности 3/2 при действии ступенчатого и прямоугольного импуль-
сов. Построено аналитическое решение нелинейного дифференциального уравнения второго порядка, где для расчета пере-
мещений задействовано периодические Ateb-функции и эллиптический косинус Якоби. Установлено, что при нагружении 
осциллятора мгновенно приложенной постоянной силой коэффициент динамичности равен (2,5)2/3. При воздействии на ос-
циллятор прямоугольного силового импульса коэффициент динамичности зависит от продолжительности импульса и не 
превышает (2,5)2/3. Определены такие продолжительности, при которых разгруженный осциллятор имеет наибольшую и 
наименьшую амплитуды колебаний. Для упрощения расчетов, с применением полученных решений задачи Коши, составле-
ны таблицы задействованных специальных функций. Приведены примеры расчетов, которые подтверждают достоверность 
выведенных формул. 

Ключевые слова: нелинейный осциллятор, жесткая характеристика упругости, импульсное нагружение, коэффициент 
динамичности, периодические Ateb-функции, эллиптический косинус. 

 
V.P. OLSHANSKIY, S.V. OLSHANSKIY 
 
DYNAMICS OF AN OSCILLATOR WITH A RIGID CHARACTERISTIC OF ELASTICITY  
UNDER THE ACTION OF A POWER PULSE  
 

The motion of the oscillator with a non-linearity of the restoring force equal to 3/2 is considered under the action of a stepped (instan-
taneously applied constant force) and a rectangular pulse of finite duration of action. An analytic solution of a second-order nonlinear 
differential equation is constructed, where periodic Ateb-functions and Jacobi elliptic cosine are used to calculate the displacements. 
The two forms of the analytical solution obtained are equivalent and establish a connection between the used Ateb and elliptic func-
tions. Unlike well-known works devoted to free and forced harmonic oscillations, the oscillator motion caused by impulse dynamic 
loading is considered here. The aim of the paper is to construct compact formulas for calculating the displacements of a nonlinear 
system with a rigid elastic characteristic under its nonstationary oscillations. To achieve this goal, integral representations of the 
above special functions are used, with the subsequent application of their tables. In addition to the known tables of Jacobi functions, it 
is also suggested to use the tables of Ateb-functions compiled in the work. The dynamic factor of the system is determined. It is estab-
lished that when the oscillator is loaded instantly with a constant force, the dynamic coefficient is equal to (2,5)2/3 < 2, which is char-
acteristic of systems with a rigid characteristic of elasticity. It is smaller than for linear systems. When the rectangular force pulse is 
applied to the oscillator, the dynamic coefficient depends on the pulse duration and does not exceed (2,5)2/3. As a result of the study, 
such lengths of the rectangular pulse are determined, at which the unloaded oscillator has the largest or smallest, equal to zero, ampli-
tudes of the oscillations. In this case, the unloaded oscillator stops moving, that is, it goes into a state of rest. The conditions for 
achieving extreme amplitudes depend not only on the duration (width), but also on the height of the rectangular pulse, which is char-
acteristic of nonlinear systems. To simplify the calculations, using the constructed analytic solutions of the Cauchy problem, tables of 
involved special functions are compiled. Examples of calculations are given that confirm the reliability of the derived formulas and 
illustrate the possibilities of the theory presented. Conclusions in the work are the result of theoretical analysis and calculations. 

Keywords: nonlinear oscillator, rigid elasticity characteristic, impulse loading, dynamic coefficient, periodic Ateb-functions, el-
liptic cosine, integral representations, tables of special functions. 

 

                                                           
© В.П. Ольшанський, С.В. Ольшанський, 2018 

 



ISSN 2078-9130 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». 
38                                                           Серія: Динаміка і міцність машин. № 33 (1309). 2018 

Вступ. Нелінійні механічні коливання з велики-
ми амплітудами можуть спричинити передчасне руй-
нування елементів конструкцій або суттєво скоротити 
їх робочий ресурс. Тому дослідження закономірностей 
таких коливань і розробка методів їх гасіння відно-
сяться до актуальних науково-прикладних задач. Не-
зважаючи на значні досягнення в цій галузі механіки 
[1], щорічно виходить з друку чимало нових наукових 
статей. Не аналізуючи їх змісту, відзначимо лише мо-
нографічні видання [2-5], в яких викладено методи 
досліджень, існуючі математичні моделі та проаналі-
зовано одержані результати. Звертаємо увагу також на 
огляд [6], де йдеться про нелінійні коливання систем 
змінної маси. Такі системи, за наявності сухого тертя, 
розглядали також в [7, 8]. Враховуючи, що у відомих 
публікаціях, в основному вивчали вільні та вимушені 
періодичні коливання, на відміну від них, тут розгля-
даємо рух осцилятора, спричинений дією силового 
імпульса. 

 
Метою статті є виведення та апробація розраху-

нкових формул для визначення переміщень нелінійно-
го осцилятора з жорсткою характеристикою пружнос-
ті при дії силового імпульса. 

Йдеться про два варіанти силового навантажен-
ня. У першому розглядаємо імпульс миттєво прикла-
деної сталої сили, а в другому – імпульс обмеженої 
тривалості дії. Для проведення досліджень використо-
вуємо метод припасовування розв’язків, який поши-
рений у нелінійній динаміці. Розв’язки нелінійної за-
дачі Коші будуємо з використанням затабульованих 
спеціальних функцій, що спрощує практичне викорис-
тання таких розв’язків. Вірогідність виведених фор-
мул перевіряємо проведенням числових розрахунків. 
Щоб придати більшу універсальність теоретичним 
результатам, їх подаємо в безрозмірній формі. 

 
Викладення основного матеріалу. Будемо роз-

різняти два варіанти зовнішнього навантаження: дію 
ступінчастого імпульсу сталої сили та дію прямокут-
ного імпульсу обмеженої тривалості. 

1. У першому варіанті навантаження рух осциля-
тора описуємо диференціальним рівнянням: 

( ) ( )tHPxxсxm ⋅=+ sign2/3�� ,                    (1) 
при нульових початкових умовах: 

( ) ( ) 000 == xx � .                             (2) 
Тут m – маса осцилятора; c > 0 – характеристика його 
жорсткості; P – величина миттєво прикладеної сили; 
H(t) – одинична функція Хевісайда; x(t) – переміщення 
осцилятора з вихідного положення x = 0; t – час; крап-
ка над х означає похідну по t. 

Заміною υ=x� , 
xd

dx υυ=�� , при t > 0, x > 0, рів-

нянню (1) надаємо вигляд: 
2/3x

m
c

m
P

xd
d

−=
υυ .                          (3) 

Інтегруванням (3), з урахуванням (2), отримуємо: 

( )2/32/3

5
2 xax

m
c

td
xd

−±==υ .                (4) 

Тут −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3/2

2
5

c
Pa  максимальне динамічне пере-

міщення осцилятора, при якому υ = 0. 
Якщо врахувати, що статичне переміщення xCT 

дорівнює 
3/2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

c
PxCT , то легко знайти коефіцієнт 

динамічності Kg. Він становить: 

2842,1
2
5 3/2

<≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

CT
g x

aK , 

тобто він менший, ніж у лінійного осцилятора. 
Взявши знак плюс перед радикалом в (4), пода-

льшим інтегруванням цього виразу отримуємо: 

( )
⇒

−
= ∫

x

xay

ydt
m
c

0
2/32/35

2  

( )∫
−

=⇒
ax

zz

zdt
m
ac /

0
2/315

2 .                   (5) 

Переходом до нової змінної інтегрування 2uz = ; 
duuzd 2= , виразу (5) надаємо форму: 

t
u

udax

ω=
−

∫
/

0
31

,                              (6) 

де 
m
ac

5
=ω . 

Співвідношення (6) дає можливість виразити x 
через t. При цьому існують два варіанти такої аналіти-
чної залежності. Перший варіант пов’язаний з викори-
станням періодичних Ateb-функцій [9-11]. Із (6) ви-
пливає, що: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= tSa

a
x ω

2
3,1,22 .                           (7) 

Тут −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ tSa ω

2
3,1,2  Ateb-синус. 

Щоб спростити розрахунки по формулі (7), наво-
димо табл.1 задіяної спеціальної функції. 

 
Таблиця 1 – Значення ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ tSa ω

2
3,1,2  

ωt 10Sa(…) ωt 10Sa(…)  ωt 10Sa(…) 
0,00 0,00 0,50 4,92 1,00 8,83 
0,05 0,50 0,55 5,39 1,05 9,10 
0,10 1,00 0,60 5,84 1,10 9,33 
0,15 1,50 0,65 6,28 1,15 9,53 
0,20 2,00 0,70 6,71 1,20 9,70 
0,25 2,50 0,75 7,12 1,25 9,83 
0,30 2,99 0,80 7,51 1,30 9,92 
0,35 3,48 0,85 7,88 1,35 9,98 
0,40 3,97 0,90 8,22 1,402 10,00 
0,45 4,45 0,95 8,54   

 

Зазначимо, що 1
2
3,1,2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ tSa ω , коли ωt = J, де  
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402182,1
1

1

0
3
≈

−
= ∫

u

udJ . 

Щоб поширити табл. 1 на проміжок ( )JJt 2,∈ω , 
треба врахувати, що: 

( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ tJSatSa ωω 2

2
3,1,2

2
3,1,2 .            (8) 

Отже, табл. 1 дає можливість розрахувати пере-
міщення на першому циклі коливань ( )Jt 2,0∈ω , що 
потім легко поширити і на інші цикли. 

Для отримання другої форми аналітичної залеж-
ності x від t, проведемо наступне перетворення в (6): 

  =
−

−
−

=
−

∫∫∫
1

/
3

1

0
3

/

0
3 111 ax

ax

u

ud

u

ud

u

ud  

   t
u

udJ
ax

ω=
−

−= ∫
1

/
31

. 

Тоді: 

τω =−=
−

∫ tJ
u

ud

ax

1

/
31

.                         (9) 

Інтеграл в лівій частині виразу (9) зводиться до 
неповного еліптичного інтеграла першого роду. Так, 
згідно з [12, с. 126]: 

( )0
4

1

3
75sin,

3
1

1
ϕF

u

ud

z

=
−

∫ ,    
31
31cos

+−
+−

=
z

zϕ . 

Тому із (9) отримуємо: 

( )
( )

2

04

04

75sin,31
75sin,31

31
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−
−=

τ

τ

сп
сп

a
x .            (10) 

Тут ( )−04 75sin,3τсп  еліптичний косинус Якобі. 
Для обчислення його значень можна використовувати 
таблиці неповного еліптичного інтеграла першого 
роду, надруковані в [13, с. 103] і в [14]. 

Розглянемо приклади розрахунків. 
 
Приклад 1. Обчислимо безрозмірне переміщення 

осцилятора при ωt = 0,9. Використовуючи табл. 1 і 
формулу (7), одержуємо x/a ≈ 0,676. У другій формі 
аналітичного розв’язку: τ ≈ 0,5022; 6609,034 ≈τ . Для 
цього аргументу в табл. в [13, с. 103] знаходимо, що 
φ ≈ 35,537. Тоді ( ) 8137,0cos75sin,3 04 ≈= ϕτсп  і по 
формулі (10) одержуємо x/a ≈ 0,676, що збігається з 
попереднім результатом. 

 
Приклад 2. Знайдемо відношення x/a, коли 

ωt = 2,6 > J. Для такого моменту часу 2J − ωt ≈ 0,2044 

і в табл. 1 йому відповідає 2044,0
2
3,1,2 ≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅Sa  

 ≈ 0,2044. Тоді формула (7) дає x/a ≈ 0,0416. Якщо для 
обчислення переміщення використовувати еліптичний 
косинус, то: τ ≈ −1,1978; 5764,134 ≈τ . В табл. в [13, 
с. 103] знаходимо, що φ ≈ 68,255°. При такому φ 

( ) 3705,0cos75sin,3 04 ≈= ϕτсп  і по формула (10) дає 

x/a ≈ 0,0418, що було одержано раніше з використан-
ням Afeb-синуса. 

Розв’язки (7) і (10) мають геометричний образ, а 
саме графік коливань осцилятора, спричинених мит-
тєво прикладеною силою. Він зображений на рис. 1, 
де вказано один цикл коливань, що легко поширити і 
на подальші цикли. 

 

 
Рисунок 1 – Графік коливань при дії миттєво прикладеної 

сили 
 
2. Рух осцилятора при дії імпульсу обмеженої 

тривалості. Його описуємо диференціальним рівнян-
ням: 

( ) ( ) ( )[ ]1
2/3 sign ttНtHPxxсxm −−⋅=+�� .      (11) 

Тут t1 –  час миттєвого розвантаження осцилято-
ра. 

Початковими умовами зберігаємо (2). Тому на 
проміжку [ ]1;0 tt∈  залишаються в силі формули (7) і 
(10). Переміщення осцилятора в момент його розван-
таження дорівнює: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== 1

2
11 2

3,1,2 tSaatxx ω  або 

( )
( )

2

0
1

4

0
1

4

75sin,31
75sin,31

31
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−
−=

τ

τ

сп
сп

ax ,        (12) 

де τ1 = J – ωt1. 
Рух в цей момент часу проходить зі швидкістю: 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−±==

2/3
11

11 12
a
x

a
xat ωυυ .      (13) 

Знак плюс маємо при ωt1 < J і мінус – при 
J < ωt1 < 2J.  

Тому розглянемо спочатку рух осцилятора при 
υ1 > 0, а потім при υ1 < 0. 

 
2.1. Припускаємо, що ωt1 < J. При t > t1 рівняння 

(11) стає однорідним з початковими умовами x(t) = x1; 
υ(t1) = υ1 > 0. Розвантажений осцилятор продовжує 
віддалятись від положення x = 0, так що x(t) > x1. Пе-
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рший інтеграл однорідного рівняння руху, при вказа-
них початкових умовах, має вигляд: 

( ) 2/5
*** /1 axa

td
xd

−== ωυ ,                (14) 

де λ⋅= aa* ; 
5/2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

a
xλ ; 42 2

5
*

*
c a

m
ω ω λ= = . 

Подальше інтегрування виразу (14) дає: 

( )
( )1*

/

/
2/52/5

**

*

*11 1/1
tt

u

ud

aya

yd ax

ax

x

x

−=
−

=
−

∫∫ ω , 

або 

( ) ξω =−−=
−

∫ 1**

1

/
2/5

* 1
ttI

u

ud

ax

.              (15) 

Тут ∫
−

=
1

/
2/5*

* 1ax u

udI  потребує окремого обчис-

лення. Щоб провести його приймемо до уваги, що 
відношення x1/a* близьке до одиниці. Виходячи з цьо-
го, замінимо u на 1 − ε, де ε мала величина. Далі вико-
ристаємо апроксимацію: 

( ) ( )32/52/5

4
31

2
5111 εεεε Ou +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−−=− . 

У прийнятому наближенні: 
( )

2
/13

arcsin
15

24

4
31

2
5

*1
/1

0
*

*1 axdI
ax −

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≈ ∫
−

εε

ε .  (16) 

Якщо застосовувати періодичні Ateb-функції 
[9−11], то матимемо залежність між I* і x1/a* у вигляді: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= *

*

1

4
5,1,

2
3 ICa

a
x ,                        (17) 

де ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

*4
5,1,

2
3 ICa  Afeb-косинус. Використовуючи таб-

лицю цієї спеціальної функції, теж можна обчислюва-
ти I* при відомому x1/a*. Згадана таблиця буде зруч-
ною і для розрахунку переміщень осцилятора, бо із 
(15) випливає, що: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= ξλ

4
5,1,

2
3Ca

a
x .                       (18) 

Отже, з метою спрощення розрахунків, наводимо 
таблицю Ateb-косинуса. 

Щоб з’ясувати похибки наближеної формули 
(16), обчислимо двома способами значення інтеграла 
I*. Прийнявши відношення x1/a* = 0,6, по формулі (16) 
одержуємо I* ≈ 0,847. Якщо використати залежність 
(17) і провести інтерполяцію даних в табл. 2, то: 

844,005,0
637,0595,0

637,06,08,0* ≈⋅
−
−

+≈I . 

Одержані значення I* для деяких відношень x1/a* 
записано в табл. 3. 

У чисельниках I* одержані по формулі (16), а в 
знаменниках – інтерполяцією даних табл. 3. Маємо 
гарну узгодженість результатів розрахунку різними 
способами. 

Таблиця 2 – Значення ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ξ

4
5,1,

2
3Ca  

ξ 10Ca(…) ξ 10Ca(…) ξ 10Ca(…)
0,00 10,00 0,60 7,87 1,20 2,70 
0,05 9,98 0,65 7,52 1,25 2,21 
0,10 9,94 0,70 7,16 1,30 1,71 
0,15 9,86 0,75 6,77 1,35 1,22 
0,20 9,75 0,80 6,37 1,40 0,716 
0,25 9,61 0,85 5,95 1,45 0,216 
0,30 9,45 0,90 5,52 1,4716 0,000 
0,35 9,25 0,95 5,07   
0,40 9,02 1,00 4,61   
0,45 8,77 1,05 4,15   
0,50 8,50 1,10 3,67   
0,55 8,20 1,15 3,19   

 
 
Таблиця 3 – Обчислені двома способами значення I* 

10 x1/a* 6 7 8 9 10 

10 I* 
8,47 
8,44 

7,22 
7,21 

5,81 
5,80 

4,05 
4,04 

0,00 
0,00 

 
Співвідношення (15) дає можливість знайти час 

t = t2, коли осцилятор зупиниться, відхилившись на 
x = a*. Із нього випливає, що: 

1**2* tIt ωω +=    або   14
*

2 2
tIt ω

λ
ω += .       (19) 

Підкреслимо, що формула (18) описує рух розва-
нтаженого осцилятора лише на проміжку ( )21; ttt∈ . 
Подальший його рух, при t > t2, зводиться до вільних 
коливань з амплітудою a* відносно положення x = 0. Із 
(12) випливає, що ця амплітуда максимальна, причому 

aa =*max , коли ωt1 = J. Така тривалість імпульсу 
призводить до найбільшого розгойдування коливань 
розвантаженого осцилятора. На відміну від лінійних 
систем, ця тривалість залежить і від величини прикла-
деної сили, з якою пов’язано значення ω. 

 
Приклад 3. Обчислимо час першої зупинки осци-

лятора t2, якщо ωt1 = 0,8. Для такої тривалості імпуль-
су по формулі (12), з використанням табл. 1, одержує-
мо: x1/a ≈ 0,564. Тоді, λ ≈ 0,795; x1/a* = 0,709 і по фор-
мулі (16) знаходимо I* ≈ 0,710. Отже, згідно з (19) 
ωt2 ≈ 1,176. З’ясуємо далі, яким буде відхилення x/a 
при ωt = 1. Для цього моменту часу 

( ) 332,02 1
4

* ≈−−≈ ttI ωωλξ . Інтерполяцією чисел в 

табл. 2 отримуємо: 932,0
4
5,1,

2
3

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ξCa  і по формулі 

(18) знаходимо x/a ≈ 0,741. 
2.2. Виведемо далі формули для розрахунку руху 

осцилятора, коли ωt1 > J, υ1 < 0. Помінявши знак у 
правій частині виразу (14), інтегруванням його отри-
муємо: 

( )1*

/

/
2/5

*1

* 1
tt

u

udax

ax

−=
−

∫ ω .                     (20) 

Тепер: 10 xx ≤≤ . 
Проведемо наступне перетворення в (20): 
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=
−

−
−

=
−

∫ ∫∫
*1 **1

*

/

0

/

0
2/52/5

/

/
2/5 111

ax axax

ax u

ud

u

ud

u

ud  

( )1*

/

0
2/5*

*

1
tt

u

udJ
ax

−=
−

−= ∫ ω .               (21) 

Тут  

*

1

0

1

/
2/52/5

/

0
2/5*

*1

*1

* 111
II

u

ud

u

ud

u

udJ
ax

ax

−=
−

−
−

=
−

= ∫ ∫∫ . 

Інтеграл 47164,1
1

1

0
2/5
≈

−
= ∫

u

udI , тому обчис-

лення J*, по суті, зводиться до обчислення I*, яким 
займалися вище.  

Вираз (21) набуває вигляд: 

( )1**

/

0
2/5

*

1
ttJ

u

udax

−−==
−

∫ ωζ .               (22) 

Він дає можливість знайти час t2, коли осцилятор 
повертається у вихідне положення x = 0, бо: 

1**2* tJt ωω +=  або 14
*

2 2
tJt ω

λ
ω += .          (23) 

Із (22) випливає також залежність x від t. Вона 
має вигляд: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= ζλ

4
5,1,

2
3Sa

a
x ,                        (24) 

де −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ζ

4
5,1,

2
3Sa  Ateb-синус. Для обчислення його 

значень теж можна використовувати табл. 2, бо: 

( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ζζ ICaSa

4
5,1,

2
3

4
5,1,

2
3 .          (25) 

 
Приклад 4. Обчислимо час повернення осцилято-

ра у вихідне положення x = 0, коли ωt2 = 2. Для вказа-
ної тривалості дії імпульсу, згідно з (8), 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅ 8044,0

2
3,1,22

2
3,1,2 SaSa . Тоді, методом ін-

терполяції даних в табл. 1, одержуємо 

754,02
2
3,1,2 ≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅Sa , що після підстановки в (12) дає 

x1/a ≈ 0,569. Цьому відношенню відповідає: λ ≈ 0,798; 
x1/a* = 0,713. Для такого x1/a* по формулі (16) знахо-
димо I* ≈ 0,705. Оскільки 767,0705,047164,1* ≈−≈J , 
то за формулою (23) отримуємо ωt2 ≈ 2,406. 

Знайдемо положення осцилятора, коли ωt = 2,2. 
У цей момент часу: ζ ≈ 0,389; I − ζ ≈ 1,083. В табл. 2, з 
урахуванням (25), інтерполяцією отримуємо 

383,0
4
5,1,

2
3

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ζSa . Подальша підстановка цього 

значення Ateb-синуса в (24) дає x/a ≈ 0,306. 
Після повернення у вихідне положення розван-

тажений осцилятор буде продовжувати вільні коли-
вання, якщо υ1 < 0. У випадку повернення з нульовою 
швидкістю, вільних коливань не буде. Із (12) і (13) 
випливає, що такий стан спокою маємо, коли ωt1 = 2J. 

При цій тривалості імпульсу миттєво розвантажений 
осцилятор буде знаходитись у нерухомому стані. 

 
Висновки 
1. Коефіцієнт динамічності розглянутого осциля-

тора з жорсткою характеристикою пружності, при дії 
прикладеної сталої сили, менший двох. 

2. Існують дві форми аналітичного розв’язку не-
лінійного диференціального рівняння коливань осци-
лятора при дії сталої сили. У перший, переміщення 
осцилятора у часі виражається через Ateb-синус, а в 
другій – через еліптичний косинус. 

3. Після розвантаження, переміщення осцилятора 
зручно обчислювати за допомогою складеної таблиці 
Ateb-косинуса. 

4. Існують такі тривалості прямокутного імпуль-
су, для яких амплітуди вільних коливань розвантаже-
ного осцилятора мають найбільше і найменше значен-
ня, причому найменше дорівнює нулю, що відповідає 
стану спокою коливальної системи. 
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Н.Н. ТКАЧУК, Г.И. ЛЬВОВ, А.В. ГРАБОВСКИЙ, Н.Б. СКРИПЧЕНКО 
 
КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕМЕНТОВ МАШИН  
С НЕЛИНЕЙНО УПРУГИМ ПРОМЕЖУТОЧНЫМ СЛОЕМ  
 

В работе поставлена и решена проблема построения вариационной формулировки задачи о контактном  взаимодействии 
элементов машин с нелинейно упругим промежуточным слоем. Исследуется контакт системы упругих тел, между которыми 
размещены прокладки, напыления или слои шероховатости. Предлагается при формировании системы разрешающих урав-
нений отталкиваться от условий совместимости нормальных  перемещений точек контактирующих поверхностей. Альтерна-
тивным является модификация вариационного принципа Калькера, в который вводятся дополнительные члены. Эти члены 
описывают влияние нелинейно упругих материалов или слоев. В итоге получается в общем случае нелинейная система 
уравнений и неравенств, отличительной особенностью которой является наличие нелинейных слагаемых в условиях совме-
стности перемещений. Эта особенность отличает созданную модель от традиционных, в которых в левой части уравнений и 
неравенств присутствуют только линейные члены. Структурная нелинейность этих соотношений, обусловленная наличием 
условий типа неравенств, дополняется также и физической. При этом слагаемые, ответственные за последнюю, присутству-
ют в соотношениях, описывающих первую. В результате получаем связанные нелинейные условия контактного взаимодей-
ствия, в работе называемые структурно–физической нелинейностью. Для решения получаемой системы уравнений и нера-
венств предлагается сведение физически нелинейной задачи к последовательности физически линейных, но структурно не-
линейных задач. Для этого разработаны методы дополнительных зазоров и переменных параметров податливости, а также 
модификации метода Ньютона–Рафсона. Кроме того, на основе решения сформированной системы соотношений предложе-
но решать также обратные задачи обоснования геометрической формы контактирующих тел или свойств материалов проме-
жуточных слоев. Намечены также критерии для решения задач оптимизации, которые направлены на обеспечение характе-
ристик прочности контактирующих тел. Кроме этого, сформулирована задача коррекции профиля поверхностей контакти-
рующих деталей за счет упругих деформаций от целенаправленной дополнительной внешней нагрузки. 

Ключевые слова: напряженно–деформированное состояние, сложнопрофильное тело, контактное взаимодействие, ва-
риационный принцип Калькера, метод дополнительных зазоров, метод переменных параметров податливости. 
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КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ ЕЛЕМЕНТІВ МАШИН  
ІЗ НЕЛІНІЙНО ПРУЖНИМ ПРОМІЖНИМ ШАРОМ  
 

У роботі поставлено та вирішено проблему побудови варіаційного формулювання задачі про контактну  взаємодію елементів 
машин із нелінійно пружним проміжним шаром. Досліджується контакт системи пружних тіл, між якими розміщено прокла-
дки, напилення або шари шорсткості. Пропонується при формуванні системи розв’язувальних рівнянь відштовхуватися від 
умов сумісності нормальних переміщень точок контактуючих поверхонь. Альтернативною є модифікація варіаційного прин-
ципу Калькера, у який вводяться додаткові члени. Ці члени описують вплив нелінійно пружних матеріалів або шарів. У ре-
зультаті виходить у загальному випадку нелінійна система рівнянь та нерівностей, відмінною особливістю якої є наявність 
нелінійних доданків в умовах сумісності переміщень. Ця особливість відрізняє створену модель від традиційних, у яких у 
лівій частині рівнянь та нерівностей присутні тільки лінійні члени. Структурна нелінійність цих співвідношень, яка обумов-
лена наявністю умов типу нерівностей, доповнюється також і фізичною. При цьому складові, відповідальні за останню, є 
присутніми у співвідношеннях, що описують першу. У результаті отримуємо зв'язані нелінійні умови контактної взаємодії, 
які у роботі називаються структурно–фізичною нелінійністю. Для розв’язання отримуваної системи рівнянь і нерівностей 
пропонується зведення фізично нелінійної задачі до послідовності фізично лінійних, але структурно нелінійних задач. Для 
цього розроблено методи додаткових зазорів та змінних параметрів податливості, а також модифікації методу Ньютона–
Рафсона. Крім того, на основі розв’язання сформованої системи співвідношень запропоновано розв’язувати також обернені 
задачі обґрунтування геометричної форми контактуючих тіл або властивостей матеріалів проміжних шарів. Намічені також 
критерії для розв’язання оптимізаційних задач, які спрямовані на забезпечення характеристик міцності контактуючих тіл. 
Крім того, сформульована задача коригування профілю поверхонь контактуючих деталей за рахунок пружних деформацій 
від цілеспрямованого додаткового зовнішнього навантаження. 

Ключові слова: напружено–деформований стан, складнопрофільне тіло, контактна взаємодія, варіаційний принцип 
Калькера, метод додаткових зазорів, метод змінних параметрів податливості. 
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CONTACT INTERACTION OF MACHINE ELEMENTS  
WITH NON–LINEAR ELASTIC INTERMEDIATE LAYER  
 

The work presents a variational formulation of a contact problem for elastic bodies with an intermediate nonlinear contact layer. The 
layer is introduced in order to model compliant gaskets, coatings and roughness between or on the surface of the machine parts. The 
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contact conditions in this case incorporate not only the elastic displacements but the local deformations attributed to the contact layer. 
This additional deformation is determined at every point of the contact surface as a function of the acting normal tractions. This rela-
tion is in general nonlinear and can be accounted for by a special term in the complementary energy updating the original Kalker’s 
variational principle. As an outcome the problem acquires besides the structural nonlinearity (i.e. contact) as well the physical nonlin-
earity. This means that one needs to solve a system comprising both the inequalities and nonlinear equations. This is done by comput-
ing consecutive approximations from problem linearizations. The two particular variants of this procedure comprise the method of 
augmented gap and the method of variable compliance. Newton-Raphson iterations are also considered as an option.  

With this model and the numerical analysis method at hand one can solve certain inverse problems. The goal is to 
justify the the geometrical shape of the contacting bodies as well as the physical parameters of the contact layers. The 
objective criteria enforcing strength and durability in terms of the contact loads are proposed for the optimization. Fur-
thermore deformation components arising from the applied external loads and the corresponding correction of the con-
tact geometry are introduced as an additional design factor. 

Keywords: stress-strain state, complex-shaped body, contact interaction, Kalker’s variational principle, deflected mode, geo-
metrically-complex body, contact interaction, augmented gap method, method of variable compliance  

 
Введение. Обеспечение конструкционной проч-

ности элементов машин зачастую требует привлече-
ния новых моделей, описывающих условия контакт-
ного сопряжения на границе с другими телами, для 
более адекватного и точного расчета напряженно-
деформированного состояния (НДС). 

Это обстоятельство обусловлено тем, что боль-
шое количество машиностроительных конструкций 
содержит элементы, находящиеся в условиях контакт-
ного силового и кинематического сопряжения. С це-
лью уменьшения контактных давлений в этих зонах 
проектировщики стремятся использовать в качестве 
сопрягаемых поверхности близкой, а также частично, 
фрагментарно или почти совпадающей формы. Это, 
например, «бочкование» рабочих поверхностей зубьев 
различных зубчатых передач, модификация поверхно-
стей роликоподшипников, профилирование формы 
беговых дорожек гидрообъемных передач (ГОП) и 
поршней двигателей внутреннего сгорания по высоте 
и в окружном направлении и т.п. Традиционные мето-
ды моделирования контактного взаимодействия при-
водят в таких случаях либо к значительным погреш-
ностям в полученных результатах, либо к чрезмерно 
громоздким численным моделям. Еще одним сущест-
венным фактором является недостаточно адекватное 
моделирование условий контактного сопряжения на 
границах тел. Зачастую для этого записывается, на-
пример, условие непроникновения для гладких тел в 
линеаризированном виде. Как один из более адекват-
ных вариантов – учет шероховатости, моделируемой, 
например, винклеровым слоем, что дает несколько 
уточненные, но также линеаризованные условия кон-
тактного взаимодействия, которые представляют со-
бой условия совместности перемещений ответных 
точек сопряженных поверхностей.  

В то же время сам поверхностный слой шерохо-
ватости обладает в общем случае нелинейными свой-
ствами в зависимостях «давление – перемещение», и, 
кроме того, в зоне контактного взаимодействия может 
реализовываться контакт со смазочными материалами 
или через гидродинамический слой, сама поверхность 
деталей может быть подвергнута химической, меха-
нической или температурной обработке, а также раз-
мещению между телами упругих прокладок, прослоек, 
уплотнений, что существенно сказывается на физико–
механических характеристиках контактирующих по-
верхностных слоев. В результате получаемые в итоге 

зависимости контактной жесткости (податливости) от 
давлений, скоростей, температуры, режимов и техно-
логий упрочнения и т.п., базирующиеся на микроме-
ханических моделях, становятся существенно нели-
нейными. До настоящего времени для формирования 
этих зависимостей привлекаются либо данные экспе-
риментальных исследований, либо различные упро-
щенные модели контактного взаимодействия  микро-
неровностей в виде стержней, полусфер и т.п. В этом 
случае на основе получаемых данных устанавливают-
ся различные модели локальной податливости, кото-
рые порождаются микронеровностями поверхности 
(или другими источниками). 

В то же время до настоящего времени отсутству-
ет единая завершенная теория микромеханики кон-
тактного взаимодействия, что обусловлено сложной 
формой микронеровностей, стохастическим распреде-
лением их по площади контакта, неоднородностью и 
анизотропией свойства материала поверхностных сло-
ев деталей и т.п. Однако сразу можно заметить, что 
уже предложенные до настоящего времени новые мо-
дели, описывающие связь «нормальные перемещения 
– контактные давления», являются существенно нели-
нейными, т.е. нелинеаризуемыми без потери физиче-
ской адекватности и численной точности. 

Таким образом, в записи условий контактного 
взаимодействия (непроникновения) появляются нели-
нейные слагаемые, обусловленные нелинейностью 
физико-механических характеристик материалов сло-
ев шероховатости. В результате структурная нелиней-
ность задачи дополняется физической. Для решения 
таких задач, содержащих нелинейные слагаемые в 
условиях контактного взаимодействия, необходима 
разработка новых методов и подходов. Более того, 
требуется разработка  новых путей решения обратных 
задач, т.е. геометрического синтеза таких профилей 
поверхностей взаимодействующих тел, которые дают 
возможность управлять (например, минимизировать) 
контактными давлениями, напряжениями или другими 
характеристиками, влияющими на конструкционную 
прочность деталей машин. Эти обстоятельства фор-
мируют  актуальную научную проблему разработки 
новых методов и моделей для анализа контактного 
взаимодействия элементов машиностроительных кон-
струкций с учетом не только структурной, но и до-
полнительной физической нелинейности, а также гео-
метрического синтеза формы поверхностей и свойств 
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поверхностных слоев материалов контактирующих 
тел по критериям контактной прочности. 

Решение всех перечисленных проблемных во-
просов в полной мере и в завершенном виде до на-
стоящего времени отсутствует. В свою очередь, по-
требности машиностроения в разработке методов ре-
шения данного типа задач переоценить сложно, по-
скольку их отсутствие нивелирует все преимущества, 
достигаемые при синтезе новых материалов, форм 
деталей и технологических операций  обработки их 
поверхностей. В результате сложилось противоречие 
между потребностями машиностроения, с одной сто-
роны, и возможностями механики, – с другой. Разре-
шение этого противоречия предполагает решение 
комплексной научно-практической проблемы, которая 
состоит в разработке и реализации новых моделей и 
методов расчета физически и структурно нелинейных 
задач определения напряженно-деформированного 
состояния для обеспечения конструкционной прочно-
сти элементов машиностроительных конструкций. 

Таким образом, сформулирована актуальная на-
учная и важная для промышленности масштабная 
проблема обеспечения конструкционной прочности 
элементов машиностроительных конструкций на ос-
нове разработки новых моделей и методов анализа 
нелинейного поведения материалов на поверхности 
деталей или в промежуточных слоях в условиях кон-
тактного взаимодействия. Это составляет направление 
исследований, описанных в работе. 

 
Анализ существующих методов и моделей ис-

следований контактного взаимодействия упругих 
тел при наличии нелинейного упругого промежу-
точного слоя. Анализ контактного взаимодействия 
является одним из наиболее важных направлений  в 
механике. Это вызвано как потребностями машино-
строения, где мощность во многих случаях передается 
с помощью механического контакта деталей, так и  
богатством математических постановок контактных 
задач. Таким образом, сформировалось  целое направ-
ление – механика контактного взаимодействия (или 
контактная механика) [1]. 

На решение контактных задач в разных поста-
новках были направлены усилия многих исследовате-
лей: М.И. Мусхелишвили, В.А. Александрова, Г.Я. 
Попова, В.Л. Рвачева, В.С. Гудрамовича, И.Я. Штаер-
мана и многих других. Ими были задействованы и 
развиты методы математической физики и функцио-
нального анализа, в т.ч. – асимптотические методы 
[2], методы однородных решений [3], парных уравне-
ний [4], R – функций [5] и т. п. 

Вместе с тем бурное развитие в последнее время 
получили численные методы, связанные с дискретиза-
цией тел методом конечных (МКЭ) [6] и граничных 
элементов (МГЭ) [7]. Теоретической базой этих чис-
ленных методов для контактных задач могут быть 
соответственно вариационные формулировки и гра-
ничные интегральные уравнения. 

Что касается вариационных постановок, то они, 
начиная с работы [8], получили существенное разви-
тие на основе теории вариационных неравенств 

[9−11]. Эта теория адаптирована для глубокого анали-
за задач такого типа, поскольку не предусматривает 
никаких дополнительных гипотез относительно фор-
мы и размеров контактных пятен. Само распределение 
контактного давления, а также форма и размеры кон-
тактного пятна не задаются, а определяются, напри-
мер, из условий экстремума некоторых функционалов. 
В частности, одним из вариантов такого типа постано-
вок является вариационный принцип Калькера [12]. 
Он оперирует с функционалом, определенным на 
множестве неотрицательных распределений контакт-
ного давления, на котором, собственно, и ищется его 
минимум. 

Кроме того, возможны самые разнообразные на-
правления развития вариационных постановок 
[13−19].  

Метод граничных элементов как один из вариан-
тов дискретизации граничных интегральных уравне-
ний  имеет свои преимущества и недостатки. Первые 
определяются тем, что с его помощью физическая 
размерность задачи снижается на единицу. Тем самым 
резко уменьшается объем дискретизированной моде-
ли. С другой стороны, ему присущи и недостатки, свя-
занные с трудностями применения к случаю контакта 
тел конечных размеров, а также с тем, что в дискрети-
зированной модели приходится оперировать не с ред-
козаполненной, а с матрицей общего вида. 

Разнообразные постановки, формулировки и ме-
тоды и модели вместе с тем не исчерпывают всего 
набора факторов, которые нужно учесть. Так, в общей 
постановке трудно объединять произвольную форму 
контактирующих тел, нелинейные свойства поверхно-
стных слоев, шероховатости прокладок, напылений, 
пленок и т. п. В то же время, как показано в работах 
[20−23], существует определенная корреляция между 
гранично-элементной постановкой контактной задачи 
и дискретной формой вариационных формулировок: 
при определенных условиях дискретизированные их 
формы совпадают. Это побуждает искать общие фор-
мулировки, которые объединяют, с одной стороны, 
гранично-интегральные и вариационные постановки, а 
с другой – разные дополнительные факторы. Среди 
них значительную роль играют произвольность фор-
мы распределений зазоров, а также нелинейные свой-
ства приповерхностных, поверхностных или межпо-
верхностных слоев в системе контактирующих тел. 

Следовательно, возникла необходимость провес-
ти анализ методов исследования влияния формы зазо-
ра, свойств промежуточных слоев между контакти-
рующими телами на их взаимодействие, а также базо-
вых дискретизированных формулировок контактных 
задач. Этот анализ осуществлен без снижения общно-
сти (универсальности) на примере шероховатости по-
верхностных слоев и гранично-элементных дискрети-
заций граничных интегральных уравнений или вариа-
ционных постановок. 

 
Микромеханика контакта: подходы и модели.  
Поверхности реальных тел на микроскопическом 

уровне не являются идеально гладкими, а имеют слу-
чайный профиль, который состоит из выпуклостей и 
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впадин. Это значит, что при первичном контакте сжа-
тие произойдет не на всей номинальной поверхности, 
а лишь на ее малой части, которая будет увеличивать-
ся по мере роста усилия прижатия в определенной 
связи с деформациями микронеровностей. Учет влия-
ния шероховатости на характер контактного взаимо-
действия является фундаментальной задачей, которая, 
невзирая на существенный прогресс нескольких поко-
лений исследователей за длительную историю, далека 
от полного решения. 

Первые попытки построить модель контакта ше-
роховатых тел связаны с применением теории Герца к 
отдельным вершинам неровностей. Однако, получен-
ные таким образом теоретические оценки не согласо-
вались с экспериментально установленным законом 
примерной пропорциональности между величиной 
прижимного усилия P и площадью пятна контакта A. 
Противоречие, на которое указал Дж. Арчард [24], 
состояло в том, что с ростом нагрузки не только уве-
личивается площадь существующих контактных пло-
щадок, но и возникают новые. Им было предложено 
приближение, согласно которому на неровностях рас-
полагаются микронеровности, на которых, в свою 
очередь, присутствуют еще меньшие микронеровно-
сти. Такая модель с ростом числа степеней увеличе-
ния в граничном значении давала искомую пропор-
циональность. 

Следующие уточнения теории шероховатого 
контакта имели целью получение не только качест-
венно верных, но и количественно точных оценок по-
ведения. Для этого были задействованы методы стати-
стического усреднения. Исчерпывающая теория, ко-
торая описывает статистические свойства случайных 
поверхностей, предложена в работе [25]. Однако еще 
до ее появления Гринвуд и Вильямсон разработали 
модель контакта, основанную на упрощающих пред-
положениях относительно распределения характери-
стик неровностей [26].  

Теория Гринвуда–Вильямсона допускает боль-
шие возможности для уточнения, в частности относи-
тельно геометрических свойств случайных поверхно-
стей. Так, при развитии этой модели, предложенной в 
работе [27], учитывается случайное распределение 
кривизны вершин неровностей. В дальнейшем от-
дельные положения модели были пересмотрены как 
самим Гринвудом [28], так и множеством других ав-
торов. Так, Маккул [29] предложил использовать 
двухпараметрическое распределение Вейбулла для 
описания высот неровностей. 

В оригинальной теории Гринвуда – Вильямсона 
контакт отдельных неровностей учитывался незави-
симо. В работах М. Чиаварелла [30, 31] было учтено 
взаимное влияние от деформаций, вызванных прикла-
дыванием контактных усилий в соседних вершинах.  

Отдельные модели [1, 32, 33] содержат режим 
пластических деформаций. Их наличие обычно отри-
цается тем, что неровности не увеличивают значения 
максимального контактного давления относительно 
среднего значения настолько сильно, чтобы это при-
водило к существенным пластическим деформациям. 
Кроме того, даже в случае их возникновения, есть все 

основания считать, что все следующие нагрузки после 
нескольких циклов сминания наиболее нагруженных 
участков поверхности будут происходить упруго. 

В дальнейшем развитие теории шероховатого 
контакта связано с фрактальной природой геометрии 
тел. Результаты теоретических исследований [34–36] 
показали значимость влияния масштабного эффекта 
топографии поверхностей на прогнозируемое кон-
тактное поведение. Чем больше детали фрактальной 
поверхности учитываются на все более мелком мас-
штабе, тем больше контактное пятно дробится на кла-
стеры микроконтактов. При этом в предельном значе-
нии для самоподобной поверхности их количество 
приближается к бесконечности, при этом полная пло-
щадь контакта уменьшается до нуля. Однако реальные 
системы характеризуются конечными нижней и верх-
ней границами масштабов неравенств, и, соответст-
венно, они являются ключевыми характеристиками 
случайной топографии. Эти выводы подтверждаются 
многочисленными исследованиями [37, 38], в том 
числе проведенными с помощью численного модели-
рования. 

Перссон разработал детальную модель, в которой 
обосновал обратно–потенциальную зависимость зна-
чения контактного давления от величины среднего 
зазора между прижимаемыми поверхностями [39]. 
Такое поведение ожидается при умеренном прижатии 
поверхностей, когда сближение приводит к развитию 
контакта на большом числе вершин неровностей, но 
далеко от установления полного контакта. Для про-
верки основных положений этой теории были прове-
дено численное моделирование, которое подтвердило 
качественно и вообще также количественно основные 
оценки [40]. 

Еще одной величиной, которая отображает свой-
ства шероховатого контакта, является контактная же-
сткость. Как показал Барбер [41], предложив прямую 
аналогию между задачей упругого контакта и элек-
трической проводимостью, она непосредственно свя-
зана с сопротивлением контактирующих тел [26, 42]. 
В соответствии с теорией Гринвуда – Вильямсона, 
равно как и теории Перссона, контактная жесткость 
прямо пропорциональна прижимному усилию. Однако 
в ряде других исследований указывается степенная 
зависимость с показателем от 0,5 к единице [43, 44].  
Ключевым параметром, который влияет на точное его 
значение, является фрактальная размерность поверх-
ности, что нашло отображение в аналитической оцен-
ке, предложенной Портом и Поповым [45, 46]. В рабо-
те [47] отмечается, что эта зависимость, которая про-
гнозирует показатель, меньший единицы, справедлива 
лишь при малых размерах систем, где значимой явля-
ется лишь наивысшая неровность с фрактальным про-
филем. В иных же случаях, когда в контакт вступает 
статистически значимый ансамбль неровностей на 
большой площади, выполняется линейный закон, ко-
торый предусматривается классическими теориями. 

Наличие микроскопических неровностей вносит 
существенную коррекцию в характер контактного 
взаимодействия тел разной формы. Важным случаем 
для изучения является контакт упругой сферы с номи-
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нально плоской шероховатой поверхностью. Гринвуд 
и Трипп [48] показали, что поведение такой системы 
согласуется с теорией Герца лишь при достаточно 
высоких нагрузках, тогда как при меньшем прижим-
ном усилии усредненное распределение контактного 
давления окажется существенно ниже и распростра-
нится на большую площадь по сравнению с оценкой 
для случая гладких тел. Пастевка и Роббинс [49] изу-
чили изменение действительной площади контакта, 
установив несколько режимов нагрузки. Сначала (при 
предельно малых усилиях) поведение поверхностного 
слоя полностью определяется первой вершиной, кото-
рая вошла в контакт. С ростом числа дискретных кон-
тактов при умеренных нагрузках соотношения между 
площадью контакта и силой становится линейными. И 
только при очень больших усилиях происходит пере-
ход к герцевскому поведению. При этом контакт ста-
новится практически сплошным, а размеры круговой 
зоны контакта подчиняются соотношениям теории 
Герца. Порт и Попов в работе [50] рассмотрели кон-
тактную жесткость. Для этой величины герцевскому 
закону предшествует фрактальный режим, аналогич-
ный поведению номинально плоских шероховатых 
тел. При этом этот переход проходит при значительно 
меньшей нагрузке, чем та, которая необходима для 
установления сплошного герцевского пятна контакта. 

Следовательно, можно отметить, что существует 
значительное количество теоретически, численно и 
экспериментально определенных моделей для описа-
ния свойств поверхностных слоев контактирующих 
тел. Применение тех или иных зависимостей опреде-
ляется конкретными условиями. 

Кроме особенностей геометрической формы, 
приповерхностные слои материала той или иной дета-
ли имеют также физико-механические свойства, отли-
чающиеся от свойств материала в глубине детали. Это 
вызвано не только микроструктурой этих слоев, но и 
совокупным действием факторов, которые влияют на 
эти приповерхностные слои при изготовлении (см. 
выше), а также в условиях реальной эксплуатации.  

Таким образом, с точки зрения контактной меха-
ники имеем взаимодействие не гладких тел, а тел с  
нанесенными промежуточными слоями. Физически 
это приводит к тому, что вместо номинальной площа-
ди контакта (как для гладких тел), рассматривается 
фактическая площадь контакта (то есть совокупность 
контактных зон микронеровностей). Кроме того, вол-
нистость формирует кластеры фактических площадок 
контакта, совокупность которых является контурной 
площадью контакта [51]. 

Для моделирования контактного взаимодействия 
шероховатых тел прямое описание всех перечислен-
ных факторов  неприменимо, поскольку это приводит 
к слишком громоздким и неэффективным с точки зре-
ния, например, численного исследования моделей. С 
другой стороны, учитывая слабое  взаимное влияние 
деформирования отдельных микронеровностей их 
можно представить в виде псевдослоя, приведя все 
характеристики микрорельефа к физико-механичес-
ким свойствам материала этого слоя. При этом, как 
правило, такие модели описывают местные деформа-

ции такого псевдослоя, то есть силовое распределен-
ное влияние вызывает в этом слое только местные 
(локальные) его деформации. Такая модель впервые к 
рассмотрению была предложена И.Я. Штаерманом [1, 
51]. Особенностями такого слоя, в отличие от основы 
Винклера [1, 51], являются: 

– нормальное давление, которое действует на 
внешнюю его поверхность, вызывает не только «ло-
кальную» деформацию слоя, но и  передается на глу-
бинные слои тела, вызывая «глобальную» деформа-
цию всего тела; 

– в общем случае зависимость прогибов (локаль-
ных перемещений точек внешней поверхности слоя, 
условно зафиксированного на внутренней его поверх-
ности) имеет нелинейный характер относительно 
нормального давления р 

),( pww =                                   (1) 
который во многих случаях [52] заменяется линейной 
зависимостью (линеаризуется) 

,, wcppw ⋅=⋅= λ                            (2) 
где λ, c – так называемые контактная податливость и 
жесткость соответственно. 

В итоге следует признать, что дальнейшие иссле-
дования контактного взаимодействия шероховатых 
тел зависят от типа модели, которая связывает микро-
структурные свойства приповерхностных слоев мате-
риалов деталей, с одной  стороны, и моделей местной 
(локальной) деформации (1), (2), – с другой. На этом 
рубеже осуществляется переход от микро– к макроме-
ханике контактного взаимодействия.  

Как уже было отмечено, для описания свойств 
слоев шероховатости применяются разнообразные 
модели. Они достигли на сегодня значительного про-
гресса. Однако не потеряли применимость также  и 
традиционные подходы, которые базируются или на 
упрощенных моделях, или на эмпирических данных. 

Так, получили распространение стержневая мо-
дель Крагельского, эллипсоидальная, двухпараметри-
ческая модель Демкина [1, 51-53]. Среди  эмпириче-
ских можно выделить модель, которая описана в [52]. 
Для связи величины обжатия поверхностного слоя w и 
контактного давления p предложена степенная зави-
симость  

,mcpw =                                    (3) 
где c,m – параметры, которые зависят от материала 
детали, микрорельефа его поверхности и технологиче-
ской операции обработки. 

Подводя итоги, можно на основе анализа описан-
ного материала обосновать следующие выводы. 

1. На сегодня отсутствуют универсальные моде-
ли для учета свойств приповерхностных слоев деталей 
машиностроительных конструкций, которые бы учи-
тывали все значимые факторы с точки зрения описа-
ния контактного взаимодействия. 

2. Существует большое количество моделей, ко-
торые связывают микро– и макромеханические свой-
ства поверхностных слоев материалов; в общем слу-
чае они, как правило, связывают местные (локальные) 
деформации промежуточных слоев с контактным дав-
лением. 
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3. Основной преградой к моделированию реаль-
ных процессов и состояний при контактном взаимо-
действии сложнопрофильних тел является отсутствие 
достаточно универсальной математической модели, 
которая бы связывала «локальные» и «глобальные» 
деформативные свойства поверхностных слоев кон-
тактирующих тел, причем с учетом вариативности 
этих свойств. 

4. Отсутствуют математические модели, которые 
бы связывали свойства микроструктуры поверхност-
ных слоев, с одной стороны, и геометрическую форму 
деталей, – с другой; следовательно, не построены свя-
зи микро- и макрогеометрических параметров контак-
тирующих деталей, а, соответственно, сложно иссле-
довать их взаимное влияние. 

5. На сегодня отсутствуют математические моде-
ли, связывающие все значимые факторы в единой сис-
теме разрешающих соотношений для решения задач 
синтеза геометрической формы контактирующих по-
верхностей сложнопрофильных тел и свойств проме-
жуточных слоев (шероховатости, пленок, напылений 
и т. п.) по критериям прочности, долговечности, рабо-
тоспособности деталей машиностроительных конст-
рукций. 

В то же время для частных случаев удается по-
строить достаточно адекватные модели, которые опи-
сывают физико-механические свойства приповерхно-
стных слоев контактирующих тел (типа (1)–(3)). Сле-
довательно, принципиальной проблемой являются как 
раз методы и модели построения моделей, которые 
сочетают микро- и макромеханические свойства по-
верхностных слоев и всего объема контактирующих 
тел. 

 
Сравнительный анализ методов исследования 

контактного взаимодействия и геометрического 
синтеза поверхностей сложнопрофильных тел с 
учетом физической и структурной нелинейности. 
Следует заметить, что при исследовании контактного 
взаимодействия сложнопрофильных тел (СПТ) 
[20−23] возникает необходимость проведения много-
вариантного решения задач анализа при варьировании 
формы и размеров взаимодействующих тел. При этом 
конкурирующими требованиями при решении еди-
ничной задачи анализа выступают оперативность и 
точность.  

Для решения подобных задач за последние годы 
был разработан специальный математический аппа-
рат, основанный на решении нелинейных интеграль-
ных уравнений [54-56]. При этом, предлагаемые фор-
мулировки зачастую ограничены предположениями, 
например, относительно формы области контакта. 
Вместе с тем подобные подходы позволяют учитывать 
податливость в виде нелинейного слоя Винклера 
[54,57-60] в том числе в приложении к вопросам из-
нашиваемости и долговечности трущихся деталей 
[61−63]. Однако именно подходы, основанные на ва-
риационных принципах [22, 23, 58, 59] являются более 
гибкими, позволяют учитывать наиболее широкий 
спектр физических факторов и допускают численную 
реализацию стандартными методами. 

Из всего разнообразия существующих методов 
решения рассмотрим, в частности, метод Герца и ме-
тод конечных элементов, следуя анализу в [20–23]. 
Метод Герца значительно суживает множество тел, 
для которых он дает приемлемую точность решения, 
однако дает возможность проводить достаточно опе-
ративную оценку контактного давления и контактных 
площадок. Второй применяемый метод конечных эле-
ментов обеспечивает высокую точность моделирова-
ния для тел конечных размеров любой формы, однако 
требует больших затрат времени на формирование 
численных моделей, особенно для контакта СПТ. Та-
ким образом, по критериям «точность – оператив-
ность» эти методы как бы разнесены на противопо-
ложные края условно воображаемого интервала пока-
зателей «применимость – ресурсозатратность», услов-
но определяя пределы возможностей каждого из кри-
териев. Компромиссным с этой точки зрения является 
метод граничных интегральных уравнений (МГИУ): 
он свободен от требований теории Герца о первичном 
точечном контакте тел и о представлении локального 
зазора в соединении тел в виде положительно опреде-
ленной квадратичной формы от координат, которые 
задают точки общей касательной плоскости (что су-
щественно расширяет множество тел, доступных для 
исследования их контактного взаимодействия). С дру-
гой стороны, в отличие от метода конечных элемен-
тов, он оперирует с существенно меньшими по разме-
рам дискретными моделями, поскольку снижает, как 
отмечалось выше, на единицу физическую размер-
ность при постановке задачи. Таким образом, для 
многих случаев исследуемого контактного взаимодей-
ствия сложнопрофильных тел метод граничных инте-
гральных уравнений является альтернативой методу 
Герца и МКЭ, сочетая преимущества первого и второ-
го, и будучи лишен, в значительной степени, их не-
достатков. Поэтому он может считаться одним из 
лучших  для решения контактных задач.  

 
Методы и модели контактного взаимодейст-

вия сложнопрофильных тел. Рассмотрим модифика-
цию МГИУ для исследования контактного взаимодей-
ствия гладких и шероховатых сложнопрофильных тел, 
ограниченных поверхностями произвольной формы. 
Решение задач проводится в следующей последова-
тельности:  

–·формирование разрешающих уравнений для 
случая контакта гладких тел;  

–·обобщение полученных соотношений на случай 
шероховатых тел, в т.ч. с нелинейной характеристи-
кой «перемещения – контактное давление». 

Рассмотрим модель контактного взаимодействия 
сложнопрофильных тел, следуя [20–23, 64–67]. При 
исследовании контакта гладких тел несогласованной 
формы (то есть несовпадающей) [1, 51] в первом при-
ближении при отсутствии трения рассматриваются 
перемещение точек поверхностей и зазор между ними 
только в нормальном направлении, и на этой основе 
определяются кинематические соотношения контакта. 
Такое упрощение модели нормального контакта бази-
руется на пренебрежении изменением направления 
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векторов нормали поверхностей взаимодействующих 
тел [1, 51]. Примером такой модели является теория 
Герца (в соответствии с ней нормальный зазор между 
поверхностями приближенно является квадратичной 
формой в локальной системе координат, связанной с 
точкой начального касания тел). 

В более общем случае придется учитывать точ-
ную форму зазора между телами, для чего вводится 
система координат, центр которой (точку О) традици-
онно располагают на линии действия сжимающей си-
лы Р (рис. 1). Уравнение каждой из поверхностей 
можно записать в виде 2,1),,( == iyxzz ii  (здесь и 
далее нижний индекс отвечает номеру тела, к которо-
му относится обозначение), а зазор вычисляется как  

),(),(),( 21 yxzyxzyxhh +==  соответственно. 
 

 
Рисунок 1 – Представление локального зазора между кон-

тактирующими телами 
 
В деформированном состоянии под действием 

силы Р оба тела деформируются и входят в контакт на 
некоторой площадке (рис. 2). Смещения δi являются 
сближениями тел и не связаны с их деформацией, а 
смещения 

izu  отвечают деформациям, вызванным 
действием искомого контактного давления. 

 

 
Рисунок 2 – Деформация тел и образование контактной 

площадки под действием нормального усилия 
 
Такое разложение традиционно для задач о взаи-

модействии упругого полупространства с гладким 
штампом, в которых компонентами сближения iδ  яв-
ляются перемещения бесконечно удаленной точки 
полупространства или всего жесткого штампа как аб-
солютно твердого тела. Отмеченное представление 
вертикальных перемещений при пренебрежении по-
перечными тангенциальными в плоскости xyO  при-
водит к следующей общепринятой записи нелинейных 

соотношений для нормального контакта:  
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Приведенная выше кинематическая модель кон-
тактного взаимодействия хорошо согласуется с моде-
лью упругого поведения твердых тел при приложении 
контактного давления (при условии, что перемещение 
точек их поверхности в зоне контакта и локальные 
деформации приближенно эквивалентны перемеще-
ниям и деформациям упругого полупространства под 
действием нормального усилия). Для упругого полу-
пространства известно интегральное соотношение, 
которое устанавливает связь между давлением и нор-
мальными перемещениями точек его границы (рис. 3) 
[68]:  

( ) ( )[ ] ,/,/1),( 2 ηξρηξπν ddpEyxu
S

z ∫∫−=  

( ) ( ) .22 ηξρ −+−= yx  
(5)

 

 
Рисунок 3 – Перемещение границы полупространства под 

действием нормального усилия 
 
Распределения контактного давления, которое 

действует на границу обоих взаимодействующих тел, 
совпадают, потому в соотношениях (4) неизвестные 
перемещения ),(

1
yxuz  и ),(

2
yxuz  выражены исклю-

чительно через единственную функцию распределе-
ния давления p  (в дальнейшем искомую): 
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Здесь νi, Ei, i = 1,2 – коэффициент Пуассона и мо-
дуль упругости материала каждого из контактирую-
щих тел, а распределение давления p(ξ,η) и контактная 
площадка S являются неизвестными и искомыми.  

Для определения контактной площадки и распре-
деления давления в случае сложной геометрии кон-
тактирующих тел, когда контактная задача не имеет 
аналитического решения в замкнутой форме, привле-
каются разные численные методы. Среди них для ре-
шения задач негерцевского нормального контакта уп-
ругих тел рассмотрим те, которые основаны на замене 
непрерывных распределений усилий набором элемен-
тов. Они различаются между собой типом аппрокси-
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мации неизвестного контактного давления и способом 
учета граничных условий. Здесь будет использовано 
кусочно-линейное представление распределения уси-
лий, которому отвечают непрерывные и гладкие по-
верхностные смещения, характерные для контакта 
сложнопрофильных тел. Искомая функция контактно-
го давления представляется суперпозицией массива 
пирамидальных элементарных распределений, верши-
ны которой расположены в узлах регулярной сетки 
шага с, состоящей из равносторонних треугольников 
(рис. 4, 5), и при этом полностью определяется дис-
кретным набором узловых значений давления pn:  

( ) ( )∑ ⋅−−≅
n

nnn ppp ηηξξηξ ,ˆ,  

 

 
Рисунок 4 – Регулярная треугольная сетка  

и пирамидальный элемент давления 
 

 
Рисунок 5 – Распределение перемещений точек поверхности 

полупространства от действия давления (см. рис. 4) 
 
Для нахождения величин усилий в узлах сетки, 

которые наилучшим образом удовлетворяют гранич-
ным условиям, могут быть применены два следующих 
подхода:  

– прямой метод (или метод коллокаций), в кото-
ром система разрешающих соотношений получается 
путем записи условий (4) для заданного набора точек 
коллокации; 

– вариационный метод (принцип Калькера), в 
рамках которого за действительные принимаются уз-
ловые значения контактного давления, которые мини-
мизируют функционал энергии.  

Применение каждого из вышеуказанных методов 
требует умения вычислять нормальные смещения (6) 
по виду аппроксимирующего давления. Очевидно, что 
такая задача эквивалентна определению перемещений 

uz, которые отвечают каждой из базисных нагрузок. 
Для пирамидальных элементов (см. рис. 4) в силу их 
однородности достаточно вычислить значение по-
верхностных смещений для одной единичной пирами-
ды с единичными сторонами как 
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где ∪
m

mSS = ; Sm – шестиугольная область пирами-

дального элемента с вершиной в узле (ξm, ηm), S(1) – 
шестиугольная область с единичными сторонами, )1(p̂  
– единичное пирамидальное распределение на ней,  

( )[ ] −= ∑ ∫∫ ηξρηξ ~~/,ˆ),(
)(

)1(

)1(

ddpyxw
m S

             (8) 

«шаблон» формы распределения перемещений для 
единичного пирамидального элемента (см. рис. 4, 5).  

Можно предложить простой алгоритм вычисле-
ния значений этой функции как в отдельных точках, 
так и на всей плоскости. В работах [20–23] за основу 
был принят способ, основанный на аналитическом 
вычислении подынтегральных выражений в (8) для 
каждого из треугольников, которые составляют ба-
зисный шестиугольник (на рис. 4 – окрашен в серое). 
Таким образом, получаются точные аналитические 
соотношения для вычисления компонент «шаблона» 
(см. рис. 5), что является положительным фактором с 
точки зрения обеспечения точности численного моде-
лирования контактного взаимодействия. 

Рассмотрим, следуя [20–23], случай использова-
ния для перемещений и контактного давления общей 
регулярной треугольной сетки, для обозначения узлов 
которой применяем как сплошную индексацию 
{ }N

nnI 1= , так и специальную систему отсчета. Оси этой 
системы направлены вдоль двух ортов ei и ej, угол ме-
жду которыми составляет π/3 (см. рис. 4). В этом слу-
чае любому узлу сетки можно поставить в соответст-
вие целочисленные координаты – индексы (i, j) так, 
что его радиус – вектор будет вычисляться как 

ijjiJ JJjic ~)( ⇔⋅+⋅= eer . 
Используя эту индексацию, можем переписать 

равенство (7) для узловых точек: 
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которое отображает вычисление матрицы коэффици-
ентов влияния С, связывающей узловые значения пе-
ремещений с узловыми значениями контактного дав-
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ления. Видно, как по узловым значениям «шаблона» 
(8) на единичной сетке (для которой с = 1) определя-
ются коэффициенты влияния для сеток с другими 
размерами ячеек с.  

Значение коэффициента 
( )cycxw klijklij /)(,/)( ηξ −−  для двух узлов Jij и Jkl оп-

ределяется только их относительным расположением, 
и, соответственно, разницей индексов i, k и j, l. Таким 
образом, достаточно вычислить значение «шаблона» 
(8) для одного единичного пирамидального элемента в 
узлах отмасштабированной сетки 

),(

)(:

jiww

jicJ

jiji

jiJji ji

′⋅+′⋅=→

→′⋅+′⋅=

′′

′′ ′′

ee

eer
 

а по нему уже определяются коэффициенты влияния 
Сть для действительной сетки 

( ) ( ))()(),()(* 1 mjnjminiwEcCnm −−= −π .         (9) 
Более того, из–за наличия осей симметрии пира-

мидального элемента и сетки, оказывается достаточно 
вычислить значения wi'j' только в узком секторе 
{ }iji ′≤′≤≥′ 0,0  и сохранить их при численной реа-
лизации в виде треугольной или симметричной мат-
рицы (wi'j' = wj'i'). Для произвольной пары индексов 
(i', j') значения wi'j' тогда можно быстро получать пу-
тем серии «отображений индексов», как показано на 
рис. 6. Здесь показана форма области индексов (i', j'), в 
которой возможно определение коэффициентов wi'j' 
этим способом по предварительно вычисленным зна-
чениям { }ijNiww wji ′≤′≤≤′≤= ′′ 0,0; . Исходная об-
ласть сетки, в которой непосредственно вычисляются 
коэффициенты «шаблона» (9), указана на рис. 6 штри-
ховкой.  

Такой простой прием позволяет в 12 раз умень-
шить количество осуществляемых на этом этапе вы-
числений. К преимуществам вычисления коэффици-
ента влияния по «шаблону», предложенного в [20–23], 
относится то, что достаточно один раз для всех при-
ложений вычислить и сохранить матрицу w достаточ-
ных размеров, а в дальнейшем для используемых се-
ток разных размеров и густоты необходимо будет 
только сформировать матрицу коэффициентов влия-
ния без проведения сложных вычислительных опера-
ций. 

 

 
Рисунок 6 – Отображение индексов для вычисления  

коэффициентов «шаблона» 
 
Прямой метод решения задач негерцевского нор-

мального контакта упругих гладких тел заключается в 
том, что условия контакта записываются для конечно-

го числа точек. Сформированная при этом система 
соотношений дает возможность  найти узловые значе-
ния контактного давления, которые им удовлетворя-
ют. Достаточно субъективным при этом является вы-
бор точек локализации и способ приближенной записи 
разных условий. Стандартной практикой является их 
численная проверка для серии модельных задач, по-
скольку для большого числа вариантов методов не 
существует строгого доказательства и оценок сходи-
мости. 

Использование общей сетки для пирамидальных 
элементов давления и узлов колокации дает возмож-
ность применить для записи соотношений метода вы-
ражения (4), согласно которым условия контакта в 
узлах сетки приобретают вид: 
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  (10) 

где 21 δδδ +=  – суммарное сближение, ),( nnn yxhh =  
– узловые значения начального зазора. 

Другим условием является неотрицательность 
давления, которое накладывает на искомые узловые 
значения ограничения: 

.,1,0 Nmpm =≥                           (11) 
Более того, вне зоны контакта они должны быть 

нулевыми, так что  
pm = 0,   Jm – вне зоны контакта.          (12) 

В условия (4) и их дискретную запись (10) входит 
сближение тел δ, которое для большинства задач яв-
ляется неизвестным. Добавив в систему разрешающих 
соотношений уравнения, в котором присутствует ве-
личина действующего усилия прижатия P, можно ис-
ключить возникающую вместе с этим неопределен-
ность (чаще всего бывает заданным именно оно – уси-
лие), а именно, уравнение получается интегрировани-
ем по элементам кусочно-линейно заданного давле-
ния: 

.2/3 2 Ppc
m

m =∑                             (13) 

Система соотношений (10)–(13) на практике все-
гда решается единственным образом относительно 
неизвестных { }N

mmp 1=  и δ, при определении которых 
наибольшей трудностью является то, что обычно не-
известна информация о форме и размерах области 
контакта. Поэтому для начала необходимо сделать 
предположение относительно зоны контакта и того, 
какие узлы в нее входят. Обычно строят сетку и осу-
ществляют начальное предположение об области кон-
такта таким образом, что они заведомо покрывают 
настоящую область контакта. В ходе дальнейшей ите-
рационной процедуры уточняются как форма пятна 
контакта, так и значение контактного давления. На 
каждом ее шаге существует множество NC, которое 
состоит из индексов узлов, которые вероятно входят в 
контакт. Для них должны выполняться уравнения из 
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системы (10), а также равенство (13): 
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                (14) 

Последнее равенство в системе (14) записано с 
учетом условия (12): cm Nmp ∉= ,0 . Соотношения 
(14) образуют систему из (Nc + 1)-го линейного алгеб-
раического уравнения (СЛАР) относительно такого же 
числа неизвестных. Ее матрица формируется из коэф-
фициентов влияния Cnm и весовых множителей из 
уравнения (13). Система (14) имеет единственное ре-
шение. Полученные с его помощью узловые значения 
{ }

ccc Nmmp
∈

 могут оказаться такими, что нарушают 

условие (11). Это означает, что размеры зоны контакта 
завышены. Индексы узлов, в которых это происходит, 
исключаются из множества Nc, и проводится новый 
шаг итерации. Так происходит до тех пор, пока на 
определенном этапе не будет получено множество 
индексов Nc, для которого решение системы (14) даст 
неотрицательное давление в зоне контакта. 

В большинстве ситуаций этот результат является 
окончательным. Однако он все же требует дополни-
тельной проверки на выполнение еще одного типа 
условий, представленного в (10). Вне зоны контакта 
не должно возникать взаимного проникновения взаи-
модействующих тел. Если в части узлов, которые не 
вошли в область контакта, не будут выдерживаться 
неравенства из (6), то их индексы придется включить 
во множество Nc и повторить итерационную процеду-
ру. Однако, в большинстве случаев, когда начальное 
приближение области контакта выбрано достаточно 
большим и покрывает действительное контактное 
пятно, подобной необходимости возобновления ите-
рационного процесса не возникает. Варьируемая зона 
контакта постепенно стягивается к искомой, и провер-
ки выполнения условия (11) оказывается достаточно. 
Точность результата при этом определяется размером 
сетки с.  

 
Вариационные методы решения задачи негер-

цевского нормального контакта. В отличие от опи-
санного выше прямого метода, в рамках которого на-
ходится приближенное распределение контактного 
давления, обеспечивающего выполнение точных со-
отношений контакта (4) в конечном числе точек, ва-
риационный подход основывается на слабой поста-
новке контактной задачи. Известные результаты Фи-
кера, а также Дюво и Лионса [9-11] устанавливают 
общий принцип, который определяет существование и 
единственность решения контактных задач. Он за-
ключается в том, что действительные перемещения 
точек системы тел, которые вводятся в контакт при 
выполнении ряда условий, минимизируют полную 
энергию системы U в пространстве возможных пере-
мещений, которые отвечают условию непроникнове-
ния. 

Однако при использовании модели упругого по-
лупространства, в которой есть соотношения (5), вы-

ражающие перемещения точек границы через нор-
мальные усилия на поверхности контактирующих тел, 
представляется удобнее принять как варьируемые 
функции распределение контактного давления. В этом 
случае необходимо воспользоваться отличающимся от 
вышеупомянутого вариационным принципом, пред-
ложенным Калькером [12]. Согласно нему для на-
стоящей области контакта и давления, которое дейст-
вует в соединении тел, достигается минимум полной 
дополнительной работы Φ среди всех возможных не-
отрицательных распределений р. Вид функционала и 
постановка задачи минимизации, ей эквивалентной, 
представлены ниже: 

( ) ( )
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где S – некоторая достаточно большая область по-
верхности полупространства (возможные распределе-
ния контактного давления должны иметь ограничен-
ные носители).  

С учетом соотношения (6) можно видеть, что ми-
нимизируемое выражение является функционалом, 
который зависит от одной лишь неизвестной функции 
давления р. Распределение давления здесь должно 
удовлетворять неравенству из (15) в слабом смысле. 

Приближенное решение этой задачи можно най-
ти, рассматривая значения минимизированного функ-
ционала на конечномерном пространстве, образован-
ном кусочно–линейными распределениями р на регу-
лярной треугольной сетке. В этом случае S или точно, 
или приближенно совпадает с областью, покрытой 
сеткой. Сам функционал при этом приобретает вид 
суммы квадратичной и линейной форм относительно 
узловых значений давления pn. Способ его вычисле-
ния зависит от схемы численного интегрирования. 
Применяя простую квадратурную формулу с узлами, 
которые совпадают с узлами используемой сетки: 

,
2
3 2

∑∫ =
i
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S

gfcdSgf                       (16) 

можно прийти к следующей задаче квадратичного 
программирования, которая является приближением 
(15), (16): 
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Примечательно, что узловые значения { }Тnnp 1= , 
получаемые как решения (17), являются идентичными 
результату применения прямого метода и удовлетво-
ряют условиям (10)–(12). В этом случае существует 
эквивалентность не только начальных сильной и сла-
бой постановки контактной задачи, но и приближен-
ных методов ее решения. Однако это справедливо 
лишь при использовании формулы (16) для вычисле-
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ния интегралов в (15), что не является обязательным.  
Преимуществами вариационного похода является 

наличие условий, которые единственным образом оп-
ределяют форму области контакта и распределение 
контактных усилий; возможность применения мето-
дов квадратичного программирования. Последнее об-
стоятельство позволяет применять вариационную 
формулировку для формального оправдания примене-
ния метода коллокаций. 

 
Модель контакта шероховатых тел. Для учета 

влияния шероховатости на контактное взаимодейст-
вие сложнопрофильных тел применима в первом при-
ближении модель упругого слоя, жесткостные свойст-
ва которого эквивалентны в некотором смысле свой-
ствам шероховатого поверхностного слоя. Тогда ис-
следуемое тело состоит из двух частей: Ω' – гладкое 
упругое тело и Ω^ – шероховатый слой, который его 
покрывает (рис. 7).  

При этом между перемещениями точек Σ
zu  по-

верхности S', которые участвуют в описании условий 
контактного взаимодействия, перемещениями гладко-
го тела u'z и шероховатого слоя ∧

zu  существует зави-

симость ∧Σ += zzz uuu ´ . Здесь u'z выражается через инте-

гральное соотношение (5). Перемещение же ∧
zu  опи-

сывается соответствующей моделью для шероховато-
го слоя. Различные аналитические модели контактно-
го слоя рассмотрены в [20–23]. Из простых моделей 
можно выделить основание Винклера [52]: 

,puz λ=∧                                   (18) 
где λ  – податливость слоя (или слоев), которая зави-
сит от свойств материала и качества обработки мате-
риала поверхностного слоя исследуемого тела.  

 

 
Рисунок 7 – Модель шероховатого сложнопрофильного  

упругого тела 
 
Модель (18) является достаточно упрощенным 

вариантом более адекватных и точных зависимостей 
(например, степенных) между перемещениями и дав-
лением в шероховатом слое. В то же время даже в та-
ком упрощенном виде она вносит качественное изме-
нение в систему взаимодействующих тел, вводя в нее 
дополнительные элементы. Соответственно, этим эта 
упрощенная модель и ценна, в связи с чем использо-
вана в дальнейших исследованиях как отправная. 
Учитывая малую толщину слоя Ω^, в дальнейших со-
отношениях координаты x, y (см. рис. 1) точек по-
верхностей S', S^ отождествляются. В то же время в 

кинематических соотношениях контакта происходит 
замена u'z на Σ

zu . В силу этого все вышеприведенные 
соотношения для описания контакта гладких тел ос-
таются по форме такими же, за исключением внесения 
в матрицу коэффициентов влияния CΣ дополнитель-
ных слагаемых, расположенных на главной ее диаго-
нали: 
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где nmnmnm CC λδ+=Σ  – коэффициенты матрицы влия-
ния, Cnm – коэффициенты матрицы податливости, ко-
торые определяются ранее приведенными соотноше-
ниями (9); λ – суммарная податливость шероховатых 
слоев в соединении шероховатых тел;  

⎭
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nm если,0
;если,1

δ  – символ Кронекера.  

Добавление к диагональным элементам исходной 
матрицы податливости положительных слагаемых 
сохраняет ее положительную определенность. 

Тогда результирующие разрешающие соотноше-
ния по структуре аналогичны соотношением для глад-
ких тел, однако привнесены дополнительные компо-
ненты от специально введенного упругого основания 
Винклера. Эффект от введения этого слоя зависит от 
соотношения податливости этого слоя, который моде-
лирует шероховатость, и гладкого упругого тела, ко-
торое этот слой покрывает.  

Что касается других разрешающих соотношений 
(то есть условий неотрицательности узловых значений 
контактного давления и равенства их суммы инте-
гральному усилию, которое прикладывается к взаимо-
действующим телам), то они остаются такими же, как 
и для случая контакта гладких тел. 

Общая система уравнений для точек в зоне кон-
такта из уравнений (14): 
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             (20) 

Для точек внутри области контакта, как отмеча-
лось, остаются справедливыми соотношения (20), а 
для точек вне области контакта – (12) и второе из со-
отношений (19). Аналогичной случаю контакта глад-
ких тел остается и процедура итерационного уточне-
ния области контакта и распределения контактного 
давления [20–23]. 

Таким образом, базируясь на методах и моделях, 
изложенных в [20–23], можно их развивать в даль-
нейшем для случая нелинейных зависимостей «пере-
мещение – давление» для слоя, расположенного меж-
ду контактирующими сложнопрофильными телами. 
Представленные соотношения являются отправными 
при построении усовершенствованных моделей и ме-
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тодов анализа контактного взаимодействия сложно-
профильных тел  с учетом нелинейных характеристик 
материала промежуточного слоя. 

Что касается проблемы синтеза геометрической 
формы тел при условии контактной прочности, то 
возможно прямое и непосредственное применение  
методов функций уровня и погруженной границы, 
включительно с оптимизацией в контактных задачах и 
методов переменной плотности или SIMP (изотропно-
го сплошного материала без штрафа) к задаче о кон-
тактирующих телах [69–78]. Эти методы предусмат-
ривают наложение, как правило, многошаговых ите-
рационных процедур нелинейного программирования 
на многократное решение задач анализа контактного 
взаимодействия, которые тоже решаются преимуще-
ственно итерационными методами. Следовательно, 
значительно возрастает количество необходимых для 
получения решения итераций. 

Такой традиционный подход сводит на нет лю-
бые усилия по повышению эффективности решения 
задач анализа. Следовательно, крайне необходимым 
является разработка нового, альтернативного подхода, 
в котором предусматривалось бы объединение ряда 
процедур с прозрачным  физическим смыслом, мате-
матической формализацией и вычислительной эффек-
тивностью. Как раз это и является одной из основных 
задач этой работы. 

 
Формулировка задач исследования. Обзор су-

ществующих методов анализа контактного взаимо-
действия элементов машин различного назначения с 
учетом влияния физически нелинейного промежуточ-
ного слоя между ними дает основания для следующих 
выводов. 

1. В настоящее время отсутствует полное реше-
ние проблемы анализа контактного взаимодействия 
сложнопрофильных тел с учетом влияния физически 
нелинейного промежуточного слоя, которое бы соче-
тало, с одной стороны, физическую адекватность, а с 
другой, –  высокую точность и оперативность. 

2. Традиционные процедуры синтеза геометриче-
ской формы сложнопрофильных тел  предусматрива-
ют многократное решение задач анализа контактного 
взаимодействия, а, следовательно (см. п. 1), чрезмерно 
усложняют решение актуальных и важных приклад-
ных задач.  

3. Наиболее пригодными для анализа напряжен-
но–деформированного состояния  системы сложно-
профильных тел с промежуточными физически нели-
нейными слоями, как видно из анализа литературных 
источников, представляется комбинация вариацион-
ной постановки типа принципа Калькера, метода гра-
ничных интегральных уравнений и дискретная ап-
проксимация искомых функций с представлением их в 
виде частичной суммы ряда по базисным функциям с 
локальным носителем. 

Принимая во внимание изложенные обстоятель-
ства, представляется целесообразным развивать и 
адаптировать к решению прикладных задач анализа 
контактного взаимодействия сложнопрофильных тел 
(а в дальнейшем – и синтезу их геометрической фор-

мы) существующие авторские разработки [20–23]. 
Вместе с тем прямое их применение невозможно, по-
скольку система разрешающих соотношений оказыва-
ется не только структурно, но и физически нелиней-
ной. 

 
Модель нелинейного промежуточного слоя.  
Если между контактирующими телами находится 

упругий слой с физически нелинейными характери-
стиками 

,4,3),()()( == ipww ii                          (21) 
то в соотношения (20) войдут дополнительные сла-
гаемые: 

.)()( )4()3(
iii

j
jij hpwpwpC −=++∑ δ            (22) 

Здесь )(),( )4()3( pwpw ii  – дополнительные прогибы 
за счет деформирования слоев на поверхностях кон-
тактирующих тел 1 и 2. Это могут быть, например, 
слои шероховатости, для которых справедливы соот-
ношения [52] 

spw λ= .                                   (23) 
Здесь λ, p – параметры, определяемые микроме-

ханическими характеристиками шероховатости (сред-
няя высота выступов шероховатости Ra, физико-
механические характеристики материала и вид меха-
нообработки поверхности). Эти параметры могут быть 
рассчитаны на основе статистических микромехани-
ческих моделей контакта шероховатых тел или из экс-
периментальных данных [51–53]. 

Получается в общем случае нелинейная система 
уравнений и неравенств, отличительной особенностью 
которой является наличие нелинейных слагаемых в 
условиях совместности перемещений. Эта особен-
ность отличает созданную модель от традиционных, в 
которых в левой части уравнений и неравенств при-
сутствуют только линейные члены. Структурная не-
линейность этих соотношений, обусловленная нали-
чием условий типа неравенств, дополняется также и 
физической. В результате получаем связанные нели-
нейные условия контактного взаимодействия, далее в 
работе называемые структурно–физической нелиней-
ностью. 

Таким образом, применение локальной постанов-
ки дало возможность резко расширить круг исследуе-
мых объектов механики контактного взаимодействия 
за счет включения в данный процесс, кроме гладких 
тел, и тел с линейно–упругим слоем на поверхности 
[20–23], также и тел с нелинейно-упругим слоем. 
Важно, что методология формирования  разрешающей 
системы уравнений осталась в целом аналогичной, 
хотя результат – качественно отличный. Это дает воз-
можность рассматривать случаи контакта гладких тел 
и тел с линейно-упругим слоем между ними как част-
ные случаи получаемых соотношений. 

Постановкой, альтернативной локальной, являет-
ся вариационная формулировка контактной задачи. В 
данном случае можно рассмотреть два наиболее пер-
спективных варианта. Первый вариант следует из по-
становок задач о контактном взаимодействии упругих 
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тел на основе теории вариационных неравенств 
[10−19,69]. В исследуемом случае в качестве такого 
нелинейного упругого тела в системе присутствует 
слой, материал которого подчиняется закону (23). 
Преобразовав это соотношение, контактные давления 
р можно в дальнейшем трактовать как напряжения в 
тонком контактном слое типа винклерова, а, соответ-
ственно, можно изменить подход теории вариацион-
ных неравенств, сводящей исходную задачу в конеч-
ном счете к минимизации функционала полной внут-
ренней энергии исследуемой системы тел (включая и 
нелинейный слой):  

.min)( →uI                               (24) 
Здесь u – множество распределений перемеще-

ний точек взаимодействующих тел, в т.ч. и нелиней-
но–упругого слоя. 

Применяя к этому функционалу (24) процедуру 
дискретизации, например, по методу конечных эле-
ментов, получаем в итоге функционал в виде суммы 
квадратичной и линейной формы, отвечающих за 
энергию линейно–упругой части исследуемой систе-
мы, и нелинейного слагаемого, соответствующей 
энергии нелинейно–упругого слоя:  

).(
2
1)( XIFXKXXuI nT +−≈                  (25) 

Процедура линеаризации полученного выпуклого 
функционала (25) может быть осуществлена методами 
множителей Лагранжа, штрафа, применением других 
процедур или путем прямой линеаризации с проекци-
ей на множество ограничений (27). В любом случае 
такие известные методы обладают тем общим недос-
татком, что в качестве массива искомых величин (при 
применении, например, МКЭ) выступают узловые 
перемещения всех узлов конечно–элементной сетки 
взаимодействующих тел: и в объеме, и на поверхно-
сти. Таким образом, при применении итерационных 
процедур решения задачи требуется оперирование с 
большими массивами узловых переменных, в то время 
как в контактных условиях задействована только та 
часть узловых перемещений, которая находится в зоне 
возможного контакта. 

Данного недостатка лишен подход, основанный 
на применении вариационного принципа Калькера 
[1, 12]. Он формируется относительно искомых кон-
тактных давлений, т.е. физическая размерность задачи 
снижается на единицу. В итоге, расширив известную 
формулировку принципа Калькера, получаем задачу 
минимизации функционала дополнительной энергии 
из  

min→Φn                               (26) 
на неотрицательных давлениях р. Данный выпуклый 
функционал состоит из суммы квадратичной формы 
давлений и нелинейной части, соответствующей не-
линейно–упругому слою. Применение квадратурных 
формул переводит задачу (26) к виду  

.)( hpDCp −=+ δ                            (27) 
Здесь С – матрица коэффициентов влияния (по-

рождается квадратичной частью функционала), D(p) – 
компонента, порождаемая нелинейной частью функ-

ционала, р – массив значений контактных давлений в 
узлах квадратурных формул, а δ, h – имеют тот же 
смысл, что и в (20). 

При применении определенного вида квадратур-
ных формул, как это было показано в [20–23], полу-
ченные соотношения (27) для случая контакта гладких 
тел совпадают с соотношениями, полученными в ло-
кальной постановке. В то же время вариационная по-
становка дает возможность более строго обосновать 
существование, единственность и сходимость числен-
ного решения контактной задачи. Помимо этого она 
обладает математической строгостью, универсально-
стью и естественным переходом к дискретной форме. 
С другой стороны, в сравнении с традиционной ко-
нечно–элементной постановкой резко снижается раз-
мерность массива искомых переменных (т.к. в качест-
ве варьируемых выступают узловые значения давле-
ний на сетке, наброшенной только на поверхность, а 
не на весь объем, занимаемый СПТ), и во многих слу-
чаях это дает возможность поднять оперативность 
решения задач анализа при сохранении точности по-
лучаемых результатов. Данное свойство особенно 
важно на первых этапах проектных исследований, 
когда требуется проведение большого объема много-
вариантных расчетов НДС сложнопрофильных тел с 
учетом контактного взаимодействия. 

Метод, основанный на использовании вариаци-
онного принципа Калькера, естественно подходит к 
применению в случае контакта полубесконечных тел, 
деформирование которых от действия нормального 
давления на поверхности мало отличается от дефор-
мирования упругого полупространства. Одним из ог-
раничений при этом является требование значитель-
ного превышения габаритов контактирующих тела 
над размерами пятна контакта. В то же время при не-
выполнении данного требования можно адаптировать 
предложенный метод, заменив аналитическое реше-
ние задачи Буссинеска для полупространства на 
функцию Грина для тел конечных размеров. В дис-
кретном варианте это означает замену аналитически 
вычисляемых компонент  матрицы коэффициентов 
влияния С  на численно определяемые (например, при 
помощи МКЭ). При этом матрица С видоизменяется, 
однако дополнительные операции потребуются только 
на этапе формирования системы разрешающих урав-
нений, не затрагивая этапы решения, которые форми-
руют подавляющую составляющую общего объема 
решения задачи.  

Получение разрешающих уравнений типа (27) 
является только начальной частью поставленной в 
работе проблемы. Важнейшим же компонентом явля-
ется разработка методов решения данной системы 
соотношений, принципиальным отличием которой от, 
например, традиционной системы нелинейных урав-
нений, является то, что неизвестными являются не 
только искомые узловые переменные, но и состав их 
множества, поскольку искомой является также и об-
ласть контакта. 

Таким образом, применение традиционных мето-
дов решения в данном случае напрямую неприемлемо. 
С другой стороны, уже существуют методы решения 
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схожих задач для гладких тел и тел с линейно–
упругими слоями, продемонстрировавшие работоспо-
собность и эффективность [20–23]. В связи с этим 
перспективным является развитие и обобщение дан-
ных методов на исследуемый случай. 

В частности, систему (27) можно представить в 
виде 

[ ],)( pDhCp +−= δ  (28)

что дает возможность организовать итерацион-
ный процесс уточнения решения, трактуя последнее 
слагаемое в (28) как некоторый дополнительный зазор 
( ,...2,1,0=s ): 
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Соотношения (29) отражают суть метода допол-
нительных зазоров  (МДЗ).  

С другой стороны, систему (27) можно предста-
вить в виде: 

[ ] ,)( hppC −=+ ∧ δλ  (30)

где переменная контактная податливость )( p∧λ  
определяется равенством 

).()( pDpp =⋅∧λ  (31)

Это дает возможность организовать итерацион-
ный процесс ( ,...2,1,0=s ): 
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Соотношения (32) реализуют метод переменных 
параметров податливости (МППП). 

Представленные методы (МДЗ и МППП) сводят 
исходную структурно–физически нелинейную задачу 
к последовательности контактных задач для гладких 
тел или тел  с линейно упругим промежуточным сло-
ем между ними. Физическая трактовка этих методов 
состоит в том, что решение исходной задачи совпада-
ет с решением задачи для контакта гладких тел со 
специально  подобранной коррекцией профиля по-
верхности (МДЗ) или с винклеровым слоем со специ-
ально подобранной неравномерной податливостью 
(МППП). 

Кроме этих методов, возможно применение, на-
пример, процедур, аналогичных методу Ньютона–
Раффсона, однако дополненных процедурой коррек-
ции множества активных ограничений (т.е. тех узлов, 
в которых выполняются условия контакта).  

Также для минимизации нелинейного функцио-
нала  Калькера на выпуклом множестве неотрица-
тельных узловых давлениях предложено применять  

релаксационные методы, состоящие в реализации ал-
горитмов для решения  системы линейных алгебраи-
ческих уравнений (СЛАУ) типа метода последова-
тельной верхней релаксации (МПВР), дополненного 
процедурой пошаговой проекции текущего прибли-
жения решения на ограничения. Предложены также 
новые процедуры блочной релаксации с проекцией. 

Кроме того, были разработаны новые подходы к 
качественному анализу и количественному описанию 
контактного взаимодействия сложнопрофильных тел. 
При этом отклик картины распределения контактных 
давлений  на варьирование значимых параметров, фи-
гурирующих  в соотношениях для описания их кон-
тактного взаимодействия, трактуется в виде двух про-
цессов: изменение формы и размеров пятна контакта, 
а также изменение формы и размеров купола распре-
деления давлений, опирающегося на данную область 
контакта. При этом можно определить чувствитель-
ность изменения контролируемых областей и распре-
делений на варьирование тех или иных параметров. В 
первую очередь, это дает представление о тенденции 
и интенсивности изменения решения задач анализа 
контактного взаимодействия при изменении опреде-
ленных величин. Соответственно, определяется мно-
жество параметров, путем варьирования в первую 
очередь которыми целесообразно оптимизировать 
решение задачи по тому или иному критерию. 

Для оценки вклада в общий баланс перемещений 
в контакте СПТ разработан новый способ их геомет-
рической интерпретации. Он состоит в том, что общее 
смещение в каждой точке контакта представляется в 
виде суммы трех слагаемых: первое отвечает за пере-
мещения, вызываемые «глобальным» упругим дефор-
мированием гладких СПТ; второе порождается ло-
кальным обжатием промежуточного слоя; третье  со-
ответствует начальному зазору. Баланс перемещений  
представляется в виде точки на единичной сфере. При 
изменении параметров точка на сфере прочерчивает 
характерную траекторию.  

Кроме поточечных, введена также и аналогичная 
интегральная характеристика по всей области контакта.  

Таким образом, построены новые характеристи-
ки, позволяющие интерпретировать вклад различных 
составляющих в баланс смещений в контакте СПТ. 

В итоге производится построение системы разре-
шающих соотношений, описывающих структурно–
физическую нелинейность в контакте, а также разработ-
ка методов их решения, и, кроме того, способов анализа 
и оценки изменения получаемых решений при варьиро-
вании исходных данных. Созданные новые модели, ме-
тоды и способы лежат в основе  последующих разрабо-
ток. Эти новые результаты, а также решения ряда тесто-
вых задач, описаны в работах [64−67, 80–82]. 

Сформулированные физически–структурно не-
линейные соотношения, а также разработанные мето-
ды их решения, послужили основой для разработки 
методов решения обратных задач. В частности, пред-
ставляет интерес задача синтеза геометрической фор-
мы контактирующих тел с целью формирования за-
данного распределения контактных давлений р. Для 
этого предполагается использовать те же соотношения 



ISSN 2078-9130 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ».  
Серія: Динаміка і міцність машин. № 33 (1309). 2018                                                            57 

(20), (22) и (27), что и для решения задач анализа. 
Действительно, с формальной точки зрения дан-

ные соотношения можно трактовать и относительно 
набора искомых величин (p, δ) при заданных (h, P), и 
наоборот. Таким образом, удается на единой системе 
соотношений строить как решение задач анализа, так 
и синтеза. 

В то же время прямое удовлетворение  всей сис-
темы сформированных соотношений не всегда дает 
приемлемое гладкое решение, в силу чего необходимо 
обращаться к другим постановкам задач синтеза. 

Следует отметить, что рассматривая распределе-
ние зазоров h между контактирующими телами как 
формообразующую информацию, ее можно также 
трактовать и как управляющую. Управляя распреде-
лением h, можно влиять на распределение контактных 
зон и контактных давлений в контакте. Однако при 
этом возникает проблема аппроксимации h с исполь-
зование базисных функций с локальным носителем. В 
этих случаях попытки локального варьирования зазо-
ра приводят, как правило, к негладкому поведению 
решения. Это иллюстрируется, например, варьирова-
нием первоначального нулевого зазора между пло-
скими  частями поверхностей контактирующих тел: 
давление в узле при таком варьировании – нулевое в 
случае изменения зазора «в плюс», номинальное – при 
отсутствии варьирования, резко возрастающее – при 
изменении зазора «в минус». Такие «нефизические» 
осцилляции распределений р при варьировании h вы-
нуждают перейти к альтернативным постановкам. В 
частности, в работе предложено производить варьиро-
вание не h, а р. Даже если варьировать р через узловые 
значения в разложении функции с локальным неглад-
ким носителем, будем получать как реакцию гладкое, 
хотя и нелокальное, изменение зазора h. Таким обра-
зом, этот способ является предпочтительным (именно 
благодаря гладкости отклика) для решения задачи 
синтеза благоприятного профиля поверхностей кон-
тактирующих тел. 

В качестве критерия при этом могут выступать:  
min,min,min, maxmax →→→ wp σ            (33) 

где σ – некоторая функция компонент напряженно-
деформированного состояния (например, интенсив-
ность напряжений), w – сжатие промежуточного слоя. 

В любом из вариантов получаем некоторую про-
блему типа 

( ) min,)( →phτ                              (34) 
сформулированную, в конечном счете, «в контактных 
давлениях», а получаемая форма (распределение h) явля-
ется «вытекающим» результатом из решения р. Здесь τ – 
некоторая функция качества, конкретизированная из 
набора (33) или иным образом определенная, исходя из 
специфики конкретной решаемой задачи. 

Кроме метода формирования благоприятного ис-
ходного профиля контактирующих тел, целесообразна 
также и новая постановка задачи о коррекции этого 
профиля за счет специально подбираемого дополни-
тельного нагружения и, соответственно, изменения 
первоначального зазора вследствие деформирования 
взаимодействующих тел. Такая постановка вызвана 

тем, что профиль, благоприятный с той или иной точ-
ки зрения при одном уровне нагрузки, перестает быть 
таковым при его изменении. Это – следствие нели-
нейности задачи. Кроме того, многие конструкции 
работают в условиях высоких изменяющихся нагру-
зок, и подобрать общий благоприятный профиль не 
всегда представляется возможным. В результате в по-
становку привносится дополнительная внешняя на-
грузка Fкор, и она определяется по критерию 

[ ]{ } .min),( кор →Ffphτ                      (35) 
Таким образом, Fкор = Fкор(F), и различным 

внешним нагрузкам F соответствует различная допол-
нительная нагрузка. 

Перечисленные выше постановки могут быть 
обобщены в двух направлениях. Первое направление 
относится к двойственности системы разрешающих 
уравнений для анализа контактного взаимодействия 
(27). Будучи дополнены интегральным соотношением  
для узловых значений контактных давлений  

∑ =⋅
j

j Ppc22/3 , где Р – величина усилия прижа-

тия, они содержат: 
– физико-механические характеристики: «гло-

бальные», порождаемые контактирующими упругими 
телами, описываемые матрицей коэффициентов влия-
ния С, и «локальные», порождаемые нелинейным уп-
ругим слоем и описываемые оператором D; 

– геометрические характеристики, отражаемые 
набором узловых зазоров h; 

– силовые характеристики (усилие прижатия Р); 
– статические характеристики (распределение 

контактных давлений р); 
– кинематические характеристики (смещение те-

ла δ). 
Прямая формулировка контактной задачи опре-

деляет в качестве заданных массивов {h, P}, а качест-
ве искомых – {p, δ}. Формально эти две постановки 
равноправны, и по исходной системе соотношений 
для анализа контактного взаимодействия можно ста-
вить и решать обратную задачу синтеза геометриче-
ской формы, удовлетворяющему желательному рас-
пределению контактных давлений. 

Второе направление состоит в трактовке всех 
входящих в построенные разрешающие соотношения 
не как постоянных, а как варьируемых величин и рас-
пределений. Тогда запись этих соотношений в развер-
нутом виде: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥⋅=

−≥+

∑ 0,32

;)(
2

k
i

i ppcP

hpDCp δ
                    (36) 

и в операторном их эквиваленте 
0),,,,,( ≥PhpDCZ δ                         (37) 

дает возможность ставить и решать ряд новых сле-
дующих задач. 

1. Определение чувствительности решения зада-
чи анализа к варьированию свойств системы, напри-
мер, C, D, P, h, причем как при малом, так и при зна-
чительном диапазоне такого варьирования. 

2. Определение оптимальных значений и распре-
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делений одних величин при варьировании других. 
3. Определение тенденций изменения решений 

возникающих задач при изменении варьируемых ве-
личин в определенных конечных диапазонах. 

4. Анализ влияния стохастического варьирования 
параметров и распределений, входящих в (27), на па-
раметры и распределения, из них получаемые. 

5. Анализ и выявление качественных особенно-
стей, вызываемых учетом тех или иных факторов, 
привносимых в расчетную модель исследуемой сис-
темы, на получаемое решение. 

Кроме задачи обоснования рациональной  гео-
метрической формы контактирующих тел, поставлены 
и предложены подходы к решению задачи коррекции 
условий взаимодействия в области контактирования 
тел путем приложения управляемой дополнительной 
нагрузки. За счет действия этой нагрузки вследствие 
упругой деформации возможно повлиять на текущую 
форму профиля контактирующих тел, а, соответст-
венно, на распределение зазоров в актуальном состоя-
нии. Таким образом, создается механизм "адаптации"  
условий контактирования под уровень нагрузки. Это 
особенно важно для случая тел с частично совпадаю-
щей или близкой формой контактирующих поверхно-
стей, а также при изменении характера картины опре-
деления контактных давлений с ростом нагрузки, на-
пример, в случае выхода пятна контакта на перифе-
рию области возможного контакта. В этих обстоятель-
ствах уровень зазоров, реализованных за счет формо-
образования поверхностей контактирующих тел, уро-
вень изменения этих зазоров за счет упругой дефор-
мации от действия дополнительной системы сил, а 
также уровень перемещений, вызываемых действием 
сил контактного взаимодействия, – все они оказыва-
ются соизмеримыми. Соответственно, целесообраз-
ность применения дополнительного управляемого 
нагружения, «отслеживающего» уровень основной 
нагрузки, возрастает по сравнению со случаем контак-
та сильно несогласованных поверхностей. 

С использованием предложенных постановок 
решен ряд тестовых задач, что продемонстрировало, в 
конечном итоге, возможность и целесообразность (а 
также эффективность применения) разработанных 
методов создания благоприятных профилей поверхно-
стей контактирующих тел, а также выявление качест-
венных особенностей и количественных характери-
стик изменения решения при случайном или целена-
правленном варьировании свойств исследуемой сис-
темы взаимодействующих тел с промежуточным не-
линейным упругим слоем. Описание решения задач 
синтеза геометрической форы поверхностей контак-
тирующих тел отражено в статьях [64–67, 80–82]. 

 
Выводы. Представленные в работе материалы 

дают основание для следующих выводов. 
1. Получила новую формулировку задача о син-

тезе геометрической формы контактирующих тел при 
наличие нелинейного упругого слоя между ними на 
основе единой взаимообратной системы соотношений 
для решения задач анализа и синтеза. 

2. Усовершенствована вариационная формули-

ровка задачи анализа контактного взаимодействия 
сложнопрофильных тел, расширенная, в отличие от 
известных постановок, на случай наличия между ними 
нелинейно упругого промежуточного слоя. 

3. Разработаны новые методы решения систем 
нелинейных соотношений, описывающих контакт 
сложнопрофильных тел при наличии нелинейно-упру-
гого промежуточного слоя. Это методы дополнитель-
ных зазоров и переменных параметров податливости. 
При их применении решение физически и структурно 
нелинейных соотношений сводится к итерационному 
уточнению решений для последовательности физиче-
ски линейных соотношений со специально скорректи-
рованным зазором или податливостью слоя. Таким 
образом, задача сводится к ряду подзадач, для кото-
рых процедура решения уже известна. 

4. Разработаны новые постановки задачи об оп-
тимизации формы поверхностей контактирующих тел, 
сформулированные, в отличие от традиционных, не «в 
зазорах», а «в контактных давлениях». Этим самым 
удается избежать негладкостей  при решении постав-
ленных задач. 

5. Впервые в общем виде поставлена задача о кон-
тактном взаимодействии с учетом варьирования всех 
величин и распределений, что дает возможность оцени-
вать тенденции и количественные характеристики изме-
нения решения при стохастическом, заданном или целе-
направленном изменении этих величин и распределений. 

Разработанные и описанные в работе подходы, 
методы и модели были использованы для решения 
ряда прикладных задач, описанных в статьях [64–67, 
80–82]: о контактном деформировании податливого 
мягкого материала, обоснование формы беговых до-
рожек гидрообъемной передачи танковой трансмис-
сии, о влиянии модификации  геометрической формы 
рабочих поверхностей зубчатых передач на их нагру-
женность контактным давлением, о влиянии шерохо-
ватости и волнистости на характер контактного взаи-
модействия по плоскости разъема полуматриц пресс–
форм. В результате решения данных задач установлен 
ряд закономерностей и тенденций изменения напря-
женно-деформированного состояния и контактного 
взаимодействия между элементами исследуемой сис-
темы тел при варьировании их формы, свойств и на-
грузок, а на этой основе разработаны рекомендации по 
обоснованию рациональных проектно-технологичес-
ких решений. Они переданы на ряд предприятий и 
учтены при проектировании, технологической подго-
товке производства и изготовлении элементов воен-
ной и гражданской техники, технологической оснаст-
ки, трансмиссий, защитных изделий. 

В публикациях [64–67, 80–82] описан ряд экспе-
риментальных исследований, использованных для 
анализа адекватности разработанных математических 
моделей, точности построенных численных моделей и 
достоверности полученных с их помощью результа-
тов. Результаты были получены частично самостоя-
тельно, а частично привлечены из литературных ис-
точников. В частности, было исследовано контактное 
взаимодействие шарового поршня гидрообъемной 
передачи ГОП–900 со статором; проведено исследо-
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вание контактного взаимодействия элементов универ-
сально–сборных приспособлений и пресс–форм. 

Сравнение результатов, полученных из экспери-
мента, с результатами численных исследований проде-
монстрировало не только их удовлетворительное соот-
ветствие (отличие на уровне 10–15 %), но и совпадение 
прогнозированной (расчетным путем) и обнаруженных 
(экспериментально) тенденций изменения решений при 
изменении нагрузки, геометрической формы и физико-
механических свойств материалов элементов исследуе-
мой системы взаимодействующих тел. 

В дальнейшем разработанные методы будут при-
менены для исследования контактного взаимодейст-
вия широкого класса сложнопрофильных тел с учетом 
нелинейно упругого промежуточного слоя. 
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