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УДК 621.85 

C. В. АНДРІЄНКО, О. В. УСТИНЕНКО 

ПІДВИЩЕННЯ РЕСУРСУ ЛАНЦЮГОВОЇ ПЕРЕДАЧІ ЗА КРИТЕРІЄМ ЗНОСУ ЗУБЦЯ ЗІРОЧКИ 

При експлуатації ланцюгових передач в умовах підвищеної запиленості на перший план виходить проблема прискореного абразивного зносу 
зубців. Розроблено методику синтезу профілю зубця зірочки на основі побудови Бобільє. Визначено радіуси кривизни профілю, швидкості 
ковзання та контактні напруження. Проведено моделювання процесу зношування зубця та розроблена методика оцінки ресурсу ланцюгової 
передачі за критерієм зносостійкості. 

Ключові слова: ланцюгова передача, зірочка, зубець, еволютний профіль, знос. 

При эксплуатации цепных передач в условиях повышенной запыленности на первый план выходит проблема ускоренного абразивного износа 
зубьев. Разработана методика синтеза профиля зуба звездочки на основе построения Бобилье. Определены радиусы кривизны профиля, ско-
рости скольжения и контактные напряжения. Проведено моделирование процесса износа зуба и разработана методика оценки ресурса цепной 
передачи по критерию его износостойкости. 

Ключевые слова: цепная передача, звездочка, зуб, эволютный профиль, износ. 

When using chain drives in dusty conditions, and for sprockets of the drive wheels for tracked vehicles, to the forefront the problem of accelerated 
abrasive wear of working teeth profiles. It is proposed to solve this problem using evolute chain mesh, which can ensure the reduction of sliding velocities 
and contact pressure. A method for the synthesis of tooth form by constructing Bobillier. The solution of the differential equation that describes the 
profile, obtained numerically by the Runge-Kutta method. Approximation of the profile with the help of a third-order Bezier curve was made. The 
methods are developed: determining sliding velocities in the chain engagement; calculating the curvature radius of the tooth profile based on differenti-
ating the Bezier curve; determination of contact stress by H. Hertz formula. Mathematical model of the sprocket tooth wear is developed. Method of 
evaluation the resource chain drive on the criterion of wear resistance of the tooth profile is proposed. 

Keywords: chain drive, sprocket, tooth, evolute profile, wear.  

Вступ. Загальновідомо, що головною причиною 
виходу із експлуатації ланцюгових втулково-ролико-
вих передач є абразивний знос шарнірів ланцюга [1]. 
Однак у багатьох випадках на перший план виходить 
проблема прискореного абразивного зносу робочих 
профілів зубців зірочок. До таких випадків відносяться: 

1. Передачі із втулковими ланцюгами без роликів, 
які часто застосовуються в автомобілебудуванні з ме-
тою економії маси. 

2. Зірочки ведучих коліс гусеничної техніки [2] 
(по своїй геометрії та кінематиці аналогічні ланцюговій 
втулковій передачі). 

3. Також прискорений знос зірочок часто зустрі-
чається в передачах сільськогосподарського та гірни-
чого машинобудування, працюючих в умовах підвище-
ної запиленості [3], проте для них він зазвичай не є лі-
мітуючим фактором навантажувальної здатності.  

Тому розробка нових профілів зубців зірочок та 
ведучих коліс, що забезпечують зменшення просли-
зання втулки (чи цівки для гусеничного рушія) та дос-
лідження їх зносостійкості є актуальною науково-прак-
тичною задачею сучасного машинобудування, тому що 
її розв'язування забезпечує підвищення здатності та до-
вговічності ланцюгових передач і гусеничного рушія. 

Постановка задачі. Як відомо, інтенсивність 
зносу зубців залежить не тільки від змащування, шорс-
ткості поверхонь та швидкості їх відносного просли-
зання, але і від рівня контактних напружень в зачеп-
ленні, який можна знизити збільшенням приведеного 
радіусу кривизни профілів ρH. Основний спосіб збіль-
шення ρH без росту габаритів передачі полягає в засто-
суванні зачеплення із опукло-увігнутим контактом. 
Одним з перспективних шляхів рішення цієї задачі є за-
стосування так званого еволютного зачеплення. Це сі-
мейство профілів для зубчастих та ланцюгових передач 
із опукло-увігнутим контактом, що розроблене україн-
ським вченим А. І. Павловим [4]. Його синтез базується 
на побудові Бобільє [5], що полягає в заміні зубчастого 

або ланцюгового зачеплення чотириланковим шарні-
рно-важільним механізмом. Регулюючи геометричні ро-
зміри механізму, можна синтезувати зачеплення із різ-
ними геометро-кінематичними показниками, що безпо-
середньо впливають на контактну міцність та зносостій-
кість. В першу чергу це приведений радіус кривизни ρН 
та швидкість відносного ковзання профілів зубців λ.  

Мета роботи – забезпечити підвищення працезда-
тності (насамперед ресурсу) ланцюгових втулково-ро-
ликових передач за критеріями зносостійкості зубців 
зірочок шляхом вибору раціональних параметрів про-
філю на основі теорії еволютного зачеплення. Для до-
сягнення цієї мети необхідно вирішити наступні задачі: 

1. Виконати синтез геометрії ланцюгового зачеп-
лення на основі побудови Бобільє. 

2. Визначити геометро-кінематичні характерис-
тики ланцюгового зачеплення, що впливають на його 
міцність та зносостійкість. 

3. Визначити контактні напруження в ланцюго-
вому зачепленні. 

4. Провести моделювання процесу зносу зубця зі-
рочки. 

5. Оцінити ресурс ланцюгової передачі за крите-
рієм зносостійкості профілю зуба. 

6. Виявити вплив геометричних параметрів ево-
лютного зубця на його знос та визначити їх раціональні 
значення, що забезпечують підвищення зносостійкості. 

Об'єднаємо усі ці задачі в єдину комплексну мето-
дику аналізу та підвищення ресурсу ланцюгової пере-
дачі за критерієм зносу профіля зубця зірочки. Вона є 
універсальною – може бути застосована для синтезу та 
аналізу ланцюгового зачеплення із будь-яким профілем 
зубця зірочки. Для більшої наочності представимо цю 
методику у вигляді алгоритму, зображеного на рис. 1.  

Далі детально розглянемо основні етапи цього ал-
горитму. Відмітимо, що усі дослідження та розрахунки 
виконуються для передач із втулковими ланцюгами без 
роликів, як найбільш схильних до зносу зубців.  

© С. В. Андрієнко, О. В. Устиненко, 2016
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Рис. 1 – Алгоритм методики аналізу та підвищення ресурсу 
ланцюгової передачі за критерієм зносу профіля зубця 

1. Математичне моделювання еволютного про-
філю зубця зірочки. На основі побудови Бобільє для 
ланцюгового зачеплення в роботах [6, 7] отримано на-
ступне звичайне диференціальне рівняння (ОДУ) 2-го 
порядку, що описує профіль еволютного зубця, який 
зачіпляється із цевкою або втулкою: 
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де x0, y0 – координати точок профілю зуба зірочки в 
системі координат, центр якої співпадає із полю-
сом зачеплення Р, а вісь x0 є дотичною до ділиль-
ного кола радіусом r0 (рис. 2);  
f – коефіцієнт тертя ковзання в зачепленні;  
k = h·sinα0 – так званий коефіцієнт різновиду ево-
лютного зачеплення [4] (один з найважливіших 
параметрів, що дозволяє управляти геометрич-
ними характеристиками передачі, що синтезу-
ється, тут h – відстань між полюсом зачеплення та 
центром обертання шатуна замінюючого механі-
зму; α0 – кут зачеплення в полюсі); 
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Рис. 2 – Системи координат, застосовані при 

синтезі профілю зубця зірочки: 
Р – полюс зачеплення; r0 – радіус ділильного кола 

Для зручності розв'язання запишемо рівняння (1) 
у формі Коши 

 
   
  

,
1

11

00000

00
2

00
0

kfryyAkfrx

yAkfryy
y




  (2) 

і приведемо його до системи двох рівнянь 1-го порядку, 
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В якості початкових умов використаємо прохо-
дження кривої, що описує профіль зубця, через полюс 
Р в початковий момент зачеплення. Значення коефіціє-
нта різновиду k вибираються з рекомендацій [8]. 

Розв'язання диференціального рівняння (2) може 
бути здійснене двома способами. У роботах [4, 6, 7] за-
пропоновано наближене рішення у вигляді полінома за 
допомогою програмного комплексу Vissim. Перевагою 
такого методу є отримання рівняння профілю зубця зі-
рочки в явному вигляді, що дозволяє досить просто 
профілювати зуборізний інструмент та знаходити ра- 
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діус кривизни профілю зубця, необхідний для визна-
чення контактних напружень за формулою Герца. Од-
нак апроксимація профілю поліномами високого сту-
пеня (найчастіше 7-го) часто призводить до погрішно-
стей профілю та нестійкості рішення. 

Тому у роботах [8, 9] запропоновано застосувати 
розв'язання диференціального рівняння (2) чисельним 
методом Рунге-Кутта четвертого порядку, як найбільш 
поширеним у зв'язку з достатньою точністю та віднос-
ною простотою. Рішення виконується в системі 
MathCAD за допомогою вбудованої функції Rkadapt, 
побудованої на методі Рунге-Кутта четвертого порядку 
із адаптивним підстроюванням кроку інтегрування по 
необхідній точності рішення, 

Rkadapt(у, х1, х2, m, F),  

де у – вектор початкових умов розмірності n (n – по-
рядок рівняння або число рівнянь в системі);  
х1, х2 – початок та кінець інтервалу інтегрування, 
на якому виконується розв'язання;  
m – число точок (не рахуючи початкової), в яких 
виконується розв'язання; 
F – символьний вектор, що містить праві частини 
рівнянь. 
Як приклад на рис. 3 показано синтезований із за-

стосуванням запропонованої методики профіль зубця 
зірочки із наступними основними параметрами: число 
зубців z = 20; крок ланцюга t = 25,4 мм; коефіцієнт те-
ртя ковзання f = 0,2; коефіцієнт різновиду k = –5. Про-
філь побудований в системі координат x, y, центр якої 
співпадає із центром обертання колеса, а вісь y співпа-
дає із віссю симетрії зубця (рис. 2). Координати точок 
профілю розраховуються за формулами: 
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де ψ – центральний кут, що відповідає половині тов-
щини зубця по дузі ділильного кола;  
j = 1, 2, …, k; тут k – кількість розрахункових точок 
профілю, що задається дослідником. 
На завершення цього етапу, для зручності визна-

чення швидкостей ковзання та радіусу кривизни про-
філю в точці контакту на основі чисельного рішення, 
виконується апроксимація профілю за допомогою кри-
вих Безьє третього порядку. Детально алгоритм апрок-
симації описаний в [9]. 

 

Рис. 3 – Профіль синтезованого зуба зірочки 
ланцюгової передачі із параметрами: 

крок ланцюга t = 25,4 мм, z = 20, k = –5 

2. Моделювання процесу зношування зубця зі-
рочки. Спочатку визначимо швидкості ковзання в ла-
нцюговому зачепленні. Швидкості переміщення точки 
контакту за профілем зубця та| втулки Vty1 та Vty2 є 
швидкостями кочення на відповідних ділянках в межах 
певного тимчасового інтервалу: 
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де S1, S2 – шлях, пройдений точкою контакту за 
профілем зубця та втулки впродовж часового ін-
тервалу t;  
i – номер циклу навантаження (відповідає 1 оберту 
зірочки). 
Фізичний сенс циклу по i полягає в тому, що після 

кожного циклу навантаження відбувається деградація 
(у нашому випадку – знос) профілю, тобто зміна його 
геометрії, характеристик кінематики та міцності. 

Різниця цих швидкостей є абсолютна швидкість 
ковзання контактуючих профілів,  

.,2,1,ск jityjityji VVV   

Для передачі із втулковим ланцюгом без роликів 
шлях ковзання точки контакту по зубу набагато більше, 
ніж по втулці. Тому приймаємо 

;,1,ск jityji VV  .0,2 jityV  

Значення Vскi,j будемо знаходити по наступній за-
лежності з [10], поклавши ω1=1с–1, ω2=0, 
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Знаходження радіусу кривизни профілю зубця зі-
рочки ρ1i,j виконується по відомій формулі диференціа-
льної геометрії [11] диференціюванням рівняння кри-
вої Безьє  
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де λi,j – поточний параметр кривий Безьє, що змінюється 
в межах 0 ≤ λi,j ≤ 1 та відповідає j-й точці кривої [9]. 
Також ця задача при необхідності може бути вирі-

шена на основі чисельного методу "трьох точок" [12]. 
Визначення контактних напружень в ланцюго-

вому зачепленні виконується по формулі Г. Герца [13] 
для початкового дотику пружних тіл по лінії. Залеж-
ність для розрахунку контактних напружень σHi,j, МПа, 
в j-й точці профілю на i-му циклі навантаження: 
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де )()( ,1,2,2,1, jijijijijHi   – приведений 

радіус кривизни в точці контакту зубця та втулки, 
тут знак "+" при двоопуклому контакті, а "–" при 
опукло-увігнутому; 

)()(2 2121 EEEEEH   – приведений модуль 

пружності матеріалів зірочки та втулки; 
bw – робоча ширина зубця зірочки; 
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Fni,j – нормальне зусилля в точці контакту,  
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де Ti – крутний момент на зірочці, що відповідає 
i-му циклу вантаження. 
Радіус кривизни профілю зубця ρ1i,j визначається 

за залежністю (6), а const5,02  вd , де вd  – діаметр 

втулки ланцюга. 
Математична модель процесу зношування зубця 

зірочки. При її розробці прийняті наступні основні до-
пущення [15]: 
– усі зубці однієї зірочки зношуються однаково; 
– сумарний знос дотичних тіл в контактній точці роз-

поділяється між ними прямо пропорційне шляху ков-
зання точки контакту по цих тілах та обернено про-
порційне до твердості контактної поверхні; 

– сумарний знос в контакті двох контактуючих повер-
хонь пропорційний питомій потужності, що витрача-
ється на подолання сил тертя. 

Врахуємо, що твердість поверхні зубця зазвичай 
суттєво менша твердості втулки, а шлях ковзання точки 
контакту по зубцю істотно більший, ніж по втулці. Тоді 
в першому наближенні застосуємо наступний розподіл 
спільного зносу Izi,j профілю зубця (Iz1i,j) та втулки (Iz2i,j) 
в j-й точці профілю за i-й цикл навантаження: 

.0; ,2,,1  jizjzijiz III  

Запишемо залежність для визначення зносу про-
філю зубця в j-й точці профілю за i-й цикл наванта-
ження по аналогії із запропонованою в [16] для зубчас-
тих передач, 
 ,,, jziBTzjzi PiI   (9) 

де �z = 0,03 мм/Вт – питома інтенсивність зношування; 
αT – коефіцієнт варіації питомої інтенсивності зно-
шування, що враховує зміну �z в процесі експлуа-
тації, визначається експериментально; 
αВ – коефіцієнт, що враховує вплив миттєвої тем-
ператури контакту зубців; 
Pzi,j – питома потужність сил тертя в контакті при 
відносному коченні з ковзанням контактуючого 
зуба та втулки 

 ,,ск,,тр, jidjHijijzi VKfP   (10) 

Kd – коефіцієнт динамічного навантаження;  
Vскi,j – швидкість ковзання;  
fтрi,j – коефіцієнт тертя з урахуванням ковзання і 
кочення, визначається за формулою Ю. М. Дроз-
дова [17] з урахуванням вище прийнятого співвід-
ношення швидкостей кочення зубця та втулки: 
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де HB та Rai – твердість за Бринелем та середнє арифме-
тичне значення шорсткості профілю для менш твер-
дого із контактуючих тіл (найчастіше – для зубця); 
ν – кінематична в'язкість мастила при температурі 
поверхонь, що вступають у контакт; 

fтрmax – максимальне значення коефіцієнта тертя 
для цих умов, що приймається на основі експери-
ментальних даних. 

3. Методика оцінки ресурсу ланцюгової пере-
дачі за критерієм зносостійкості. Після визначення 
величини зносу по залежності (9) визначаємо коорди-
нати точок зношеного профілю xi+1,j, yi+1,j:  
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Далі обчислюємо нові значення ρHi+1,j, Vскi+1,j та 
σHi+1,j, після чого знаходимо значення зносу на i+1-му 
циклі навантаження Izi+1,j, координати точок зношеного 
профілю xi+2,j, yi+2,j і так далі. Одночасно на кожному ци-
клі обчислюється сумарний знос профілю зірочки в ко-
жній j-й точці та шукається максимальна величина 
зносу за залежностями 
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Таким чином, ми отримали ітераційний процес, 
який зупиняється при досягненні величини критичного 
зносу Izкр, тобто при виконанні умови 

 .крmax zz II   (14) 

Тоді ресурс ланцюгової передачі за критерієм 
зносу профілю зірочки, Lh, годин, 
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де Nц – кількість циклів навантаження до досягнення 
величини критичного зносу Izкр; 
n – частота обертання зірочки. 
Функціональний взаємозв'язок між зношуванням 

та параметрами зачеплення (в першу чергу, коефіціє-
нтом k, кутом зачеплення в полюсі α0, кроком ланцюга 
t та числом зубців z) встановлюється шляхом варію-
вання цих параметрів на етапі синтезу еволютного про-
філя. Послідовно проходячи усі етапи алгоритму, ми 
отримуємо значення ресурсу Lh по граничному зносу 
профіля для кожного набору геометричних параметрів 
при однакових навантаженнях, фізико-механічних вла-
стивостях матеріалу та стану поверхні зубця. Значення 
параметрів ланцюгового еволютного зачеплення, при 
яких ресурс Lh максимальний, будуть раціональними 
для конкретної передачі. 

Надалі планується узагальнити результати моде-
лювання у вигляді графіків та довідкових таблиць, при-
значених для інженерних розрахунків. Вони дозволять 
вибирати раціональні параметри ланцюгового еволют-
ного зачеплення на етапі його проектування. 

Висновки: 
1. Еволютне зачеплення дозволяє підвищити нава-

нтажувальну здатність ланцюгових передач за крите-
рієм зносостійкості зубців зірочок.  

2. Розроблена методика аналізу та підвищення ре-
сурсу ланцюгової передачі за критерієм зносу профілю 
зуба зірочки із еволютним профілем. 

3. Методика є достатньо універсальною – вона 
може бути застосована (за винятком етапу синтезу ево-
лютного профіля) для дослідження зносу зубців зірочок 
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ланцюгових втулкових передач або гусеничного рушія з 
будь-яким стандартним та нестандартним профілем. 

4. Запропонована методика дозволить призначати 
раціональні параметри ланцюгового еволютного заче-
плення на етапі його проектування. 
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О. В. БОНДАРЕНКО, О. В. УСТИНЕНКО  
 

РАЦІОНАЛЬНЕ ПРОЕКТУВАННЯ ЗУБЧАСТИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ ДВОСТУПІНЧАСТИХ 
РЕДУКТОРІВ МЕТОДОМ ПСЕВДОВИПАДКОВОГО ПОШУКУ ПРИ ДЕКІЛЬКОХ КРИТЕРІЯХ 

Стаття присвячена задачі раціонального проектування широко розповсюджених зубчастих циліндричних двоступінчастих редукторів при декіль-
кох критеріях. Розглядаються питання пошуку оптимально-раціональних геометричних параметрів, які задовольняють декільком критеріям яко-
сті. Усі складності компонування та взаємозв’язок параметрів унеможливлюють їх вибір без використання підходів математичної оптимізації. 
Використання відомого псевдо-випадкового методу ЛПτ-пошуку з авторською модифікацією дало змогу уникнути проблем пов’язаних з дискре-
тністю та кількістю параметрів. Для розв’язання вказаної задачі було сформовано постановку задачі та вказані параметри проектування з обме-
женнями, записані критерії та запропоновано підхід переходу від багатокритеріальної до однокритеріальної задачі. Підхід базується на аналізі 
пробних точок, що отримані при використанні ЛПτ-пошуку, та подальшій обробці отриманої інформації. Запропоновано підхід переходу від 
багатьох критеріїв до одного за допомогою введення проектувальником шкали важливості та призначення важливості кожного з критеріїв, і 
знаходження для кожної пробної точки відносного зміщення бажаного розв’язання, що й пропонується використовувати у якості об’єдную-
чого критерію.  

Ключові слова: проектування, редуктор, критерії, цільова функція, раціональні параметри, алгоритм, ЛПτ-пошук, напруженість. 
 

Статья посвящена задаче рационального проектирования широко распространенных зубчатых цилиндрических двухступенчатых редукторов 
при нескольких критериях. Рассматриваются вопросы поиска оптимально-рациональных геометрических параметров, которые удовлетворяют 
нескольким критериям качества. Все сложности компоновки и взаимосвязь параметров делают сложным их выбор, что упрощается при ис-
пользовании подходов математической оптимизации. Использование известного псевдо-случайного метода ЛПτ-поиска с авторской модифи-
кацией позволило избежать проблем, связанных с дискретностью и количеством параметров. Для решения указанной задачи было сформиро-
вано постановку задачи и указаны параметры проектирования с ограничениями, записанные критерии и предложен подход перехода от мно-
гокритериальной к однокритериальной задачи. Подход базируется на анализе пробных точек, полученных при использовании ЛПτ-поиска, и 
дальнейшей обработке полученной информации. Предложен подход перехода от многих критериев к одному с помощью введения проекти-
ровщиком шкалы важности и назначения важности каждого из критериев, нахождения для каждой пробной точки относительного смещения 
желаемого решения, что и предлагается использовать в качестве объединяющего критерия. 

Ключевые слова: проектирование, редуктор, критерии, целевая функция, рациональные параметры, алгоритм, ЛПτ-поиск, напряженность. 
 

The article is devoted to the problem of rational design of widespread toothed cylindrical gears with multiple criteria. The problems of finding optimal 
rational geometric parameters that meet several quality criteria. All the complexity of the layout and connection options make impossible their choice 
without using mathematical optimization approaches. Using the known pseudo-random method LPτ search author of the modification made to avoid 
problems associated with discrete and number of parameters. To solve the said problem The problem was formed and the parameters of design limitations, 
written criteria and approach to the transition from a multicriterion to one-criterion problem. The approach is based on analysis of test points that obtained 
using LPτ search, and further processing of the information received. The approach of transition from one to many criteria by introducing designer of 
the scale and importance of the appointment of the importance of each criterion, and finding for each test point relative displacement desired solution, 
which is proposed to use as a unifying criterion. 

Keywords: design, gear, criteria, objective function, rational parameters, algorithm, LPτ search, tension. 
 

Вступ. Актуальність задачі. На сьогоднішній 
день широке застосування у машинобудуванні набули 
зубчасті редуктори, які використовуються для зміни 
обертального моменту та частоти обертання, найбільш 
яскравими та розповсюдженими представниками яких 
є циліндричні двоступінчасті редуктори.  

Основною проблемою при проектуванні таких ре- 

дукторів є необхідність забезпечити рівноміцність зуб-
частих зачеплень з одночасним поліпшенням масогаба-
ритних характеристик. Це досягається обранням конс-
труктивних параметрів та відповідним розподіленням 
передаточних чисел між ступенями редуктора. Зазви-
чай, при проектуванні технічних систем інженер стика-
ється з дилемою, бо широкий спектр вимог до виробу 

© О. В. Бондаренко, О. В. Устиненко, 2016
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приводить до появи декількох критеріїв якості. Біль-
шість задач оптимального проектування співвісних 
ступінчастих приводів також є багатокритеріальними. 

При проектуванні редукторів, зазвичай, виділя-
ють наступні найбільш значущі критерії якості: міжо-
сьова відстань(співвісні редуктори) чи сумарна міжо-
сьова відстань(розгорнута компоновка), довжина реду-
ктору, маса редуктору, "інтегральну" величину, яка мі-
стить в собі всі розрахункові запаси згинних та контак-
тних напружень. Одночасне досягнення кращих харак-
теристик завжди є суперечливим, складним та 
суб’єктивним процесом, тому доцільно використати 
при проектуванні підходи багатокритеріальної матема-
тичної оптимізації.  

Для розв’язання даної задачі запропоновано псев-
довипадковий пошук, що базується на зондуванні прос-
тору параметрів, де у якості пробних точок в одинич-
ному багатомірному кубі використовуються точки ЛПτ-
послідовності [1]. А усі критерії об’єднуються в один. 

При такому підході до розв’язання задачі поста-
ють питання формулювання цільових функцій, що від-
повідають критеріям, та підхід об’єднання критерії, що 
дає змогу звести задачу до однокритеріальної. Таким 
чином, розробка підходу раціонального проектування 
двоступінчастого редуктора при декількох критеріях, з 
об’єднанням їх у один, є актуальним. 

Конструктивні параметри та критерії проекту-
вання. Розглянемо кінематичну схему редуктора (рис. 1). 
На ньому прийняті наступні позначення: m  – відпові-

дні модулі пар зубчастих коліс (  = 1,2); kz ,  – відпо-

відні числа зубців коліс, k – номер колеса у зачеплені 
(k = 1 – ведуче колесо, k = 2 – ведене колесо);   – кути 

нахилу зубців у зачепленнях. Вказані вище конструк-
тивні параметри редуктора запропоновано використати 
у якості змінних параметрів оптимально-раціонального 
проектування. 

 
а 

 
б 

Рис. 1 – Схема двоступінчастого редуктору: 
а – співвісна схема; б – розгорнута схема 

Розглянемо послідовно запропоновані критерії 
якості двоступінчастого редуктора. 

Цільову функцію критерію мінімальної міжосьо-
вої відстані представимо у вигляді [2, 3]: 

- для розгорнутої компоновки, як суму міжосьо-
вих відстаней (при сумарному коефіцієнті зміщення 

0х ) окремих зачеплень: 
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- для співвісної компоновки: 
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Такий вигляд цільової функції дає змогу змен-
шити міжосьову відстань (чи сумарну міжосьову відс-
тань) редуктора. 

Написання наступних цільових двох функцій є до-
сить складною задачею, бо на етапі проектування не-
можливо врахувати довжини та маси усіх деталей ре-
дуктора, але можливо оцінити ці параметри з деякою 
похибкою, яка достатня для інженерних розрахунків. 

Цільову функцію у випадку, коли критерієм опти-
мальності є мінімальна довжина редуктора визна-
чимо як суму ширин зубчастих коліс та додаткової ве-
личини dL , що враховує розміри опор, картеру, різно-

манітних зазорів, тощо: 



  w

sf

t

g

r

h

w
L bLLLF

11
к

1
підш

1
заз , 

 LF →min, (3) 
 

де  


h

w

L
1

заз  – сумарна ширина зазорів між зубчастими 

колесами та зазорів між картером та зубчастими 
колесами (відповідно до базового редуктора, при 
відсутності – призначається орієнтовне значення 
для класу), h – кількість зазорів;  




g

r

L
1

підш  – сумарна ширина підшипників ведучого 

та веденого валів, що виходять за проекцію зубча-
стих коліс (відповідно до базового редуктора, при 
відсутності – призначається орієнтовне значення 
для класу), g – кількість підшипників ведучого та 
веденого валів;  




f

t

L
1

к  – сумарна ширина кришок опор ведучого та 

веденого валів(відповідно до базового редуктора, 
при відсутності – призначається орієнтовне зна-
чення для класу), f – кількість кришок опор. 
Така цільова функція досить точно характеризує 

лінійний розмір (довжину) редуктора. Вона враховує 
не тільки ширини зубчастих зубців, але й інші показ-
ники (розміри зазорів, підшипників, синхронізаторів, 
тощо), що є вагомими додатками і підвищують точ-
ність розрахунків. 
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Цільова функція у випадку, коли критерієм опти-
мальності є мінімальна маса редуктора. Основна маса 
редуктора складається з мас наступних елементів: зуб-
частих коліс, валів, підшипників та картеру. Запишемо 
цільову функцію у вигляді:  

MF кар
1

підш
1

вал
1

кол MMMM
в

o

v

c

r

j

 


, 

MF →min, 
(4)

 

де  


r

j

M
1

кол  – сумарна маса усіх зубчастих коліс у ре-

дукторі (зубчасті колеса розглядаються як диски), 
r – кількість зубчастих коліс у редукторі;  




v

c

M
1

вал  – сумарна маса усіх валів у редукторі 

(вхідний та вихідний вали розраховуються на кру-
чення, проміжний – на прогин), v – кількість валів 
у редукторі;  




g

r

M
1

підш  – сумарна маса усіх підшипників у ре-

дукторі, g – кількість підшипників у редукторі;  

карM  – маса картеру редукторі (розглядається як 

полий паралелепіпед). 
Цільову функцію у випадку, коли критерієм опти-

мальності є вірогідність безвідмовної роботи (P), за-
пропоновано[4] представити у вигляді добутку вірогід-
ностей безвідмовної роботи передач за контактом та 
згином:  

     
     ,22212

12111

nFnFnH

nFnFnHP

KpKpKp

KpKpKpF




 

PF →max, (5)

де  222111 ,, FFPnFFFPnFHHPnH KKK   – 

коефіцієнти рівня напруженості, відповідно за ко-
нтактом та згином ( 2211 ,,,,, FPFFPFHPH   – ді-

ючі та допустимі (P) напруження контакту (H) і 
згину (F)). 
Таким чином у проектувальника з’являється можли-

вість пов’язати набір параметрів проектування зубчастих 
передач редуктора з вірогідністю безвідмовної роботи.

  Обмеження та функціональні залежності між 
конструктивними параметрами. 

1) Міжосьові відстані зачеплень при співвісній 
компоновці повинні бути рівні між собою, тобто: 

21 ww aa  . (6)

2) Зубці коліс повинні мати необхідну контактну 
витривалість: 

H  HP . (7)

3) Зубці коліс повинні мати необхідну згинну мі-
цність: 

kF , kFP , . (8)

4) Модуль зубців є основним параметром зубчас-
того зачеплення. Вони стандартизовані (ГОСТ 9563–80). 
Приймаємо для розрахунків наступний ряд: 

m 1;…; 6 мм. (9)

5) Числа зубців коліс повинні приймати цілі зна-
чення (мають бути натуральними – N), а також обме-
жені верхнім та нижнім значенням з міркувань техно-
логії виготовлення: 

Nz k , ;    max,min zzz k   . (10)

6) З вимоги габаритного співвідношення зубчас-
тих коліс передавальні числа не повинні перевищувати 
певне значення ( maxu ): 

u = max
2,1,

2,1,

),min(

),max(
u

zz

zz




 . (11)

7) Кути нахилу зубців зубчастих коліс повинні 
бути у межах від min  до max : 

maxmin   . (12)

8) Коефіцієнт ширини вінця також обмежується 
крайнім значенням: 

max  bdbd . (13)

9) Повинна виконуватися умова загострення зуб-
ців, по їх товщині на колі вершин: 

  mSa 4.0 . (14)

Підхід та послідовність розв’язання задачі. Як 
відомо з [1], метод ЛПτ-пошуку базується на ЛПτ-рів-
номірно-розподілених послідовностях та дає змогу опе-
рувати значною кількістю параметрів (до 51) та кількі-
стю рівномірно-розподілених пробних точок (до 220). 

Підхід побудовано на позиції дослідження точ-
ками ЛПτ-рівномірно-розподіленої ( iА ) послідовності 

усього можливого простору параметрів (W ), що визна-
чається технічними та технологічними вимогами до 
типу привода, що розглядається. 

Потім точки проходять перевірку у певній послідо-
вності, яка дає змогу вчасно відсіяти "непридатні" точки, 
і тим самим скоротити час машинних розрахунків. З то-
чок, що пройшли перевірку, складається множина, що 
задовольняє умовам проектування (Q, WQ ).  

Досить часто використовується лінійне згортання 
критеріїв при розв’язанні багатокритеріальних задач 
оптимізації. Але лінійне згортання має суттєвий недо-
лік – величина одержаної функції не має ніякого фізи-
чного змісту. 

Авторами було запропоновано відійти від ліній-
ного згортання [5] та проводити об’єднання критеріїв у 
послідовності, що розглянута нижче.  

Проектувальнику пропонується ввести шкалу ва-
жливості, яка буде застосовуватися для всіх критеріїв. 
У цій шкалі важливість (  ) може змінюватися від 0 до 

max  з кроком 1, значення max  також обирається про-

ектувальником самостійно: max...,,2,1,0  ; таким чи-

ном, проектувальник може самостійно обирати рівень 
дискретизації шкали важливості. Значення 0  від-
повідає абсолютній пріоритетності критерію, значення 

max  відповідає відносній наважливості критерію. 

Для кожного з критеріїв ( PMLa FFFF ,,, ) проектуваль-

ник самостійно призначає відповідні значення важ-
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ливості ( PMLa  ,,, ). Важливостям можуть при-

значатися значення у межах прийнятої шкали, не є ви-
нятком ситуація рівності значень можливості будь-
яких критеріїв, що дає змогу реалізувати ієрархічні, 
бінарні чи будь-які інші зв’язки та співвідношення 
між критеріями.  

Для всіх точок множини Q розраховуються ок-
ремо значення всіх критеріїв за відповідними цільо-
вими функціями (1–5). Після цього визначаються ма-
ксимальне ( maxmaxmaxmax ,,, PMLa FFFF ) та мінімальне  

( minminminmin ,,, PMLa FFFF ) значення для кожного 

критерію.  
Далі пропонується ввести крок критерію, що від-

повідає ціні ділення шкали важливості, який відобра-
жає приріст значення критерію у відповідності до 1-го 
балу шкали важливості: 

 
PMLau

FF
R

uu
u ,,,,

1max

minmax





 . (15)

Наступним етапом є визначення для кожної (s) то-
чки множини Q зміщення бажаного розв’язання відно-
сно дійсного за кожним з критеріїв: 
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 (16)

У системі (16) остання формула для зміщення ба-
жаного розв’язання вірогідності безвідмовної роботи 
має у чисельнику у круглих дужках різницю від макси-
мального значення критерію, бо це єдиний з запропо-
нованих критеріїв який максимізується.  

Введемо коефіцієнт наближення до розв’язання за 
кожним з критеріїв у вигляді залежності: 
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 (17)

У системі (17) остання формула є винятковою, бо 
відповідний критерій максимізується.  

Потім об’єднаємо критерії за зміщеннями бажа-
ного розв’язання відносно дійсного як середнє арифме-
тичне зважене: 

 



 



u
su

u
usu

s
E

RE

E . (18)

Залежність (18) пропонується використовувати у 
якості критерію при аналізі точок множини Q: чим 
менше sE , тим більше пробна точка наближена до ба-

жаного проектувальником розв’язання, 

minsE . (19)

Розв’язання багатокритеріальної задачі за вказа-
ним підходом може бути проілюстрована наступною 
логічною послідовністю:  

1. Ввести максимальне значення шкали важливо-
сті та важливості критеріїв. 

2. Генерування пробних точок ЛПτ-рівномірно-
розподіленої послідовності усього можливого прос-
тору параметрів. 

3. Перевірка пробних точок за обмеженнями та 
функціональними залежностями (6–14), відібрані то-
чки складають множину розв’язання Q. 

4. Для всіх точок множини Q розрахувати зна-
чення кожного критерію.  

5. У межах Q знайти максимальні та мінімальні 
значення за кожним критерієм. 

6. Для всіх критеріїв розрахувати крок критерію. 
7. Для кожної точок множини Q розрахувати змі-

щення бажаного розв’язання відносно неї. 
8. Відсортувати пробні точки за зміщеннями ба-

жаного розв’язання та обрати кращу. 
Таким чином у проектувальника з’являється мож-

ливість розв’язувати багатокритеріальні задачі, перет-
ворюючи їх на однокритеріальні, а введений критерій 
має фізичний зміст – відносне наближення пробної то-
чки до бажаного розв’язання. 

У межах даної статті розглядається загальний під-
хід до розв’язання багатокритеріальних задач та "пере-
творення" їх у однокритеріальні, приклад розв’язання 
буде наведено у наступних працях. 

Висновки:  
1. Розглянута актуальність поставленої задачі та 

доведена необхідність розробки підходу до проекту-
вання двоступінчастих редукторів з раціональними па-
раметрами проектування при декількох критеріях, з 
об’єднанням їх у один. 

2. Записані цільові функції найбільш значущих 
критеріїв та обмеження на мінні проектування. Надані 
цільові функції дають змогу проектувальнику вибрати 
один чи декілька критеріїв якості; структура цільових 
функцій логічна та лаконічна, і вони можуть бути до-
повнені необхідними уточнюючими додатками.  

3. Запропоновано підхід розв’язання багатокрите-
ріальних задач раціонального проектування двоступін-
частого редуктора, з об’єднанням критеріїв у один. 
Підхід базується на аналізі пробних точок, що отримані 
при використанні ЛПτ-пошуку, та подальшій обробці 
отриманої інформації.  

4. Запропоновано підхід переходу від багатьох кри-
теріїв до одного за допомогою введення проектувальни-
ком шкали важливості та призначення важливості кож-
ного з критеріїв, і знаходження для кожної пробної точки 
відносного зміщення бажаного розв’язання, що й пропо-
нується використовувати у якості об’єднуючого критерію. 
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РАЗРАБОТКА РУКОВОДЯЩЕГО ДОКУМЕНТА ПО ПРОЕКТИРОВАНИЮ, ИЗГОТОВЛЕНИЮ 
И ИСПЫТАНИЮ МЕХАНИЧЕСКИХ ПРИВОДОВ 

Представлені результати роботи по створенню керівного документа з проектування, виготовлення та випробування механічних приводів за-
гальномашинобудівного і спеціального призначення. Використаний попередній багаторічний досвід спеціалізованої науково-дослідної і про-
ектно-конструкторської організації в області механічних приводів різного типу загальномашинобудівного застосування, а також досвід інших 
галузей машинобудування (приводи авіаційні, суднові, енергетичних машин та ін ). Документ поширюється на редуктори, мультиплікатори і 
приводи з зубчастими передачами різного призначення, що розробляються по технічним завданням замовників і призначений для прийняття 
основних конструкторсько-технологічних рішень, скорочення термінів розробки технічної документації та виготовлення виробу. 

Ключові слова: механічний привід, зубчаста передача, проектування, випробування і виготовлення. 

Представлены результаты работы по созданию руководящего документа по проектированию, изготовлению и испытанию механических при-
водов общемашиностроительного и специального назначения. Использован предшествующий многолетний опыт специализированной 
научно-исследовательской и проектно-конструкторской организации в области механических приводов различного типа общемашинострои-
тельного применения, а также опыт других отраслей машиностроения (приводы авиационные, судовые, энергетических машин и др.). Доку-
мент распространяется на редукторы, мультипликаторы и приводы с зубчатыми передачами различного назначения, разрабатываемые по тех-
ническим заданиям заказчиков и предназначен для принятия основных конструкторско-технологических решений, сокращения сроков разра-
ботки технической документации и изготовления изделия.  

Ключевые слова: механический привод, зубчатая передача, проектирование, испытание и изготовление. 

Presents the results of work on creation of the guidance document for the design, manufacture and test mechanical engineering and special purpose. 
Used preceding many years of experience of specialized research and development organizations in the field of mechanical actuators of various type of 
engineering application, as well as the experience of other branches of engineering (drives aviation, ship, power machinery, etc.). The document is being 
distributed for gearboxes, multipliers and drives with gears of different purposes, developed according to the customer's specifications and designed for 
making key engineering decisions, reducing development time and technical documentation of product manufacturing. In a hardened competition on the 
domestic market, the role of protection of intellectual property and combating unfair competition in the enterprise which produces mechanical drive. 
Noted a number of key trends, industry-specific production of mechanical drives: the rejection of rigid nomenclature of specialization of the enterprise 
for the production of a narrow range of drives in large volumes; the development of successful enterprises in a wide range of products, produced in small 
quantities; expanding the list of counterparties for the manufacture of component parts of goods and the rejection of closed-cycle production at its own 
plants; the transition to universal metal-cutting equipment in the rejection of special machine tools, the production of specific products with differentiated 
quality and price; the desire to ensure effective protection of enterprise intellectual property (design and technological documentation). The proposed 
sequence of work organization at the enterprise in the part of combating unfair competition. The guidance document consists of 228 pages, a list of 
references used in the development contains 44 source. The electronic version of RD.001-2015 can be ordered at e-mail: niireductor@yandex.ru.  

Keywords: mechanical drive, gear drive, design, testing and manufacturing. 

Введение. Механические приводы (МП) общема-
шиностроительного (ОМП) и специального примене-
ния (СП) относятся к группе приводной техники на 
базе зубчатых передач различного типа, технические 
требования которых должны соответствовать государ-
ственным стандартам [1–7], и от технического уровня 
которых зависит многочисленное оборудование потре-
бителей. 

Анализ состояния вопроса. База современных 
механических приводов общемашиностроительного 
применения в ТК 47 "Механические приводы" на базе 
цилиндрических, планетарных, червячных и комбини-
рованных передач предусматривает проведение ком-
плекса опытно-конструкторских и опытно-технологи-
ческих работ на различных стадиях жизненного цикла 
приводов. 

Более чем 40 лет в подразделениях института про-
водятся работы по совершенствованию конструктор-
ской базы. Усиление конкурентной борьбы на рынке 
производителей вынуждает разработчиков совершен-
ствовать методы расчета и проектирования МП.  

Цель работы. Разработка руководящего доку-
мента РД.001–2015 по проектированию и изготовле-
нию механических приводов ОМП и СП, использую-
щего многолетний опыт специализированного в этой 
области научно-исследовательского и проектно-кон-
структорского института. 

Постановка задачи. В качестве исходных требова-
ний при разработке РД было принято во внимание от-
сутствие на современном этапе комплекса практических 
рекомендаций по разработке, испытанию, производству 
и эксплуатации современных МП. 

Общие положения. РД распространяется на ре-
дукторы, мультипликаторы и приводы ОМП и СП 
назначения, разрабатываемые по техническим зада-
ниям (ТЗ) Заказчиков и предназначен для принятия ос-
новных конструкторско-технологических решений, со-
кращения сроков разработки технической документа-
ции и изготовления изделия.  

Разрабатываемые изделия должны соответство-
вать современному научно-техническому уровню и 
требованиям ТЗ. 

РД устанавливает основные требования к тяжело-
нагруженным цилиндрическим зубчатым передачам 
эвольвентного зацепления с высокой твердостью рабо-
чих поверхностей зубьев и подвергаемых финишной 
обработке рабочих поверхностей зубьев после химико-
термической обработки. 

РД может быть использована при проектировании 
изделий с другими видами зубчатых передач (кониче-
ских, коническо-цилиндрических, планетарных, ком-
бинированных и др.). 

При проектировании изделий необходимо исполь-
зовать предшествующий опыт редукторостроения как 
общемашиностроительного применения, так и других 
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отраслей машиностроения (приводы авиационные, су-
довые, энергетических машин и др.). 

При проектировании необходимо учитывать усло-
вия эксплуатации изделий: температуру внешней 
среды; влажность; высоту над уровнем моря; запылен-
ность; другие факторы, характерные для работы кон-
кретной машины и указанные в ТЗ. 

При расчете основных технических характеристик 
изделий необходимо учесть: режим работы; реверсив-
ность; частоту вращения входного и выходного валов; 
долговечность; радиальные и осевые нагрузки, прило-
женные к выходным концам валов; тип приводного дви-
гателя; характеристики приводимой машины и другие 
требования, указанные в ТЗ. РД состоит из таких основ-
ных разделов: основные параметры и технические ха-
рактеристики; зубчатые передачи; профильная модифи-
кация зубчатых колес; материалы и химико-термическая 
обработка зубчатых колес; основные параметры зубча-
тых передач; конструкция зубчатых колес; технические 
требования к зубчатым передачам; корпусные детали; 
валы, соединения, подшипниковые узлы и уплотнения; 
системы смазки редукторов, выбор сорта смазки; поря-
док разработки, изготовления и испытания изделий; рас-
четные методики гармонизированные с международ-
ными стандартами; общие технические условия  по МП; 
рекомендации по организации работ по защите интел-
лектуальной собственности и противодействию недоб-
росовестной конкуренции на предприятии выпускаю-
щем МП; список использованной литературы. 

РД содержит восемь информационных приложений: 
Приложение 1. Основные параметры и размеры 

нормализованных зубчатых передач с аw = 100–630 мм 
и β = 0°, 6°, 10°, 15°. 

Приложение 2. ОСТ 24.149.03–89. Колеса зубча-
тые передач тягового подвижного состава магистраль-
ных железных дорог. Технические условия; 

Приложение 3. Физико-химические характери-
стики масел, вырабатываемых по действующим стан-
дартам СНГ и применяемых в трансмиссиях машин; 

Приложение 4. Перечень методик испытаний ме-
ханических приводов, разработанных в Испытатель-
ном центре ООО "НИИ "Редуктор"; 

Приложение 5. Перечень методик испытаний ме-
ханического привода гармонизированных с междуна-
родными стандартами; 

Приложение 6. Перечень расчетных методик по 
механическому приводу гармонизированных с между-
народными стандартами; 

Приложение 7. Перечень ДСТУ и ДСТУ ISO на ос-
новные технические требования механических приводов; 

Приложение 8 Патенты на полезные модели, по-
лученные при выполнении работ, направленных на 
снижение шумовых характеристик привода (способы 
приработки), повышение долговечности, снижение 
массогабаритных размеров привода. 

 

Основные параметры и технические характе-
ристики. Основные параметры и технические характе-
ристики изделий должны быть указаны в техническом 
задании, уточнены при предварительной конструктор-
ско-технологической проработке и согласованы с За-
казчиком. 

К основным параметрам и техническим характе-
ристикам проектируемых изделий относятся: мощ 

ность приводного двигателя; частота вращения вала 
приводного двигателя или частота вращения входного 
вала редуктора; передаточное число редуктора; частота 
вращения выходного вала привода; допускаемый кру-
тящий момент на выходном валу; допускаемые ради-
альные и осевые нагрузки на выходные концы валов; 
габаритные размеры и масса изделия; показатели 
надежности и долговечности. 

При предварительной конструкторско-технологи-
ческой проработке для определения основных парамет-
ров и технических характеристик проектируемых изде-
лий целесообразно использовать опыт ранее спроекти-
рованных цилиндрических одно-, двух-, трех- и четы-
рехступенчатых редукторов блочно-модульной си-
стемы общемашиностроительного применения, имею-
щих высокую нагрузочную способность, конструктив-
ную и технологическую преемственность, кинематиче-
ское и силовое подобие и уровень унификации зубча-
тых передач. 

Основные параметры этих редукторов соответ-
ствуют ГОСТ 25301. 

В табл. 1 в качестве аналогов приведены основные 
параметры ряда цилиндрических двухступенчатых ре-
дукторов, выполненных по развернутой схеме, зубча-
тые передачи которых эвольвентного зацепления с вы-
сокой твердостью рабочих поверхностей зубьев HRC > 
58, коэффициентом ширины зуба и степенью точности 
6 по ГОСТ 1643–81. 

Зубчатые пары изготавливаются из хромоникеле-
вых сталей 20ХН2М, подвергаются цементации, за-
калке и шлифованию зубьев после химико-термиче-
ской обработки. 

В таблице 1 также приведены данные по окруж-
ной скорости зубчатых передач редукторов для удоб-
ства определения необходимой степени точности по 
ГОСТ 1643. 

Из ранее проведенных исследований и ОКР уста-
новлено, что оптимальным соотношением межосевых 
расстояний ступеней зубчатых передач является 1,4, 
обеспечивающее их равнопрочность. 

В связи со значительным повышением нагрузок и 
для обеспечения выхода инструмента при зубообра-
ботке ряд передаточных чисел редукторов сокращен и 
имеет вид: 6,3; 7,1; 8; 9; 10; 11,2; 12,5; 14; 16; 18; 20; 
22,4; 25. 

Главным параметром редуктора является крутя-
щий момент на выходном валу, остальные параметры – 
основными. 

Ориентировочно крутящий момент на выходном 
валу редукторов снижается до 30% по сравнению с ука-
занными в табл. 1 при применении для зубчатых пере-
дач азотирования или закалки ТВЧ из соответствую-
щих материалов. 

Анализ данных табл. 1 показывает, что при знаме-
нателе ряда межосевых расстояний R 1,12, коэффици-
енте ширины зубчатых колес ψb = b/аw = 0,355–0,4, оди-
наковых механических характеристиках материала, хи-
мико-термической и финишной обработке и степени точ-
ности зубчатых колес крутящий момент на выходном 
валу в типоразмерном ряду увеличивается в 1,4 раза. 

Данная густота ряда вполне достаточна для пред-
варительной оценки нагрузочной способности проек-
тируемых редукторов. 
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Таблица 1 –Зависимость межосевых расстояний по ступеням от крутящего момента 

Крутящий момент 
на выходном валу 

Межосевое расстояние, мм Передаточные 
числа 

Окружная скорость зубчатых передач, м/c 

1 ступени 2 ступени суммарное 1 ступени 2 ступени 

1000 71 100 171 6,3; 
7,1; 
8,0; 

10,0; 
11,2; 
12,5; 
14,0; 
6,0; 

18,0; 
20,0; 
22,4; 
25,0 

2,4 – 4,8 0,5 – 1,6 
1400 80 112 192 2,7 – 5,3 0,6 – 1,8 
2000 90 125 215 3,0 – 5,9 0,7 – 2,0 
2800 100 140 240 3,3 – 6,5 0,75 – 2,3 
4000 112 160 272 3,8 – 7,5 0,8 – 2,5 
5600 125 180 305 4,2 – 8,1 1,0 – 3,1 
8000 140 200 340 4,7 – 9,0 1,2 – 3,8 
11200 160 224 384 5,2 – 10,5 1,4 – 4,0 
16000 180 250 430 5,8 – 11,7 1,5 – 4,4 
22400 200 280 480 6,4 – 12,8 1,6 – 5,3 
31500 224 315 539 7,2 – 14,4 1,7 – 6,2 
45000 250 355 605 8 – 16,0 2,0 7,1 
63000 280 400 680 8,7 – 17,4 2,4 – 7,6 
90000 315 450 765 9,3 -18,6 2,8 – 8,5 
125000 355 500 855 10,7 – 20,8 3,2 – 9,8 
180000 400 560 960 11,8 – 23,4 3,7 – 11,0 
250000 450 630 1080 12,2 – 26,6 4,1 – 12,5 

Примечания: 
1. Крутящий момент приведен при длительной работе с постоянной нагрузкой и девяностопроцентном 

ресурсе зубчатых передач 25000 ч. 
2. Окружная скорость зубчатых передач приведена при частоте вращения входного вала 1500 об/мин. 
3. Меньшее значение окружной скорости приведено для большего передаточного числа ступени, боль-

шее – для меньшего передаточного числа. 
 

При необходимости определения допускаемого 
крутящего момента на выходном валу при других зна-
чениях ψb и межосевых расстояниях может быть ис-
пользована формула: 

М2 = 2,5·10–3·ψb·а
3
w , Н·м,  (1) 

где  ψb = b/аw – коэффициент ширины зубчатого венца 
меньшего по ширине из зубчатой пары; 
аw – межосевое расстояние выходной ступени, мм. 
При других материалах, видах термообработки, 

степени точности, зубчатых передач, частоте враще-
ния валов и ресурсе необходимо проводить расчет на 
прочность. 

 

Зубчатые передачи. Требования повышения 
надежности зубчатых передач, стоящие перед современ-
ным машиностроением, неизменно возрастают в связи с 
постоянным увеличением окружных скоростей – до 
140 м/с, удельных нагрузок до 7000 Н/см и температуры 
– до 300 °С. При этом значительный рост напряженно-
сти их работы сочетается с необходимостью снижения 
массы и увеличения ресурса работы. 

Поэтому повышение надежности тяжелонагру-
женных зубчатых передач является комплексной про-
блемой. Ее решение осложняется тем, что работоспо-
собность зубчатых колес определяется рядом крите-
риев (выносливостью зубьев при изгибе, контактной 
выносливостью, стойкостью к заеданию, а также проч-
ностью обода, диафрагмы, ступицы и других элемен-
тов колеса). 

Одним из важнейших направлений повышения 
выносливости зубьев при изгибе и улучшения работо-
способности по другим критериям является снижение 
динамических нагрузок применением профильной мо-
дификации. К числу важных мероприятий повышаю-
щих изгибную выносливость относится выбор рацио-
нального радиуса переходной кривой, а также изготов-
ление колес с нешлифованным поднутренным основа-

нием зубьев. Радикальным средством уменьшения ди-
намических нагрузок, вибраций и шума является повы-
шение плавности работы передач в результате увеличе-
ния точности изготовления зубчатых колес и их 
сборки. Особенно это важно для надежной работы вы-
сокоскоростных передач. 

Для повышения контактной выносливости цемен-
тованных и нитроцементованных зубчатых колес ре-
шающее значение имеет обеспечение высокого каче-
ства поверхностного слоя зубьев, что требует опти-
мальной технологии химико-термической обработки, 
зубошлифования и финишных операций, включающих 
поверхностное пластическое деформирование (обду-
вку дробью) и другие операции, формирующие струк-
туру, свойства и микрогеометрию рабочей поверхно-
сти. Высокое сопротивление контактной усталости до-
стигаются при определенных параметрах цементован-
ного слоя, обеспечение которых требует применения 
новых способов диффузионного насыщения. Наиболее 
полно задача управления качеством насыщения дости-
гается применением вакуумной цементации (нитроце-
ментации). Позволяя получить требуемые параметры 
цементованного слоя, она значительно сокращает дли-
тельность процесса и насыщения. 

Существенное влияние на свойства поверхност-
ного слоя и контактную выносливость оказывает зу-
бошлифовальная операция. Из-за тепловых явлений в 
зоне резания она может вызвать в тонких слоях струк-
турную неоднородность, снижение твердости, образо-
вание остаточных напряжений растяжения. На этой 
операции важно установить закономерности образова-
ния шлифовочных прижогов, позволяющие разрабо-
тать мероприятия по их предупреждению. 

Для дополнительного улучшения свойств поверх-
ностного слоя шлифованных зубчатых колес все шире 
применяют поверхностное пластическое деформирова-
ние – обдувку дробью зубьев. 

В разделе детально рассмотрены вопросы профиль-
ной модификации зубчатых колес, материалы и химико-
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термическая обработка зубчатых колес, основные пара-
метры зубчатых передач, конструкция зубчатых колес, 
технические требования к зубчатым передачам. 

Для обеспечения требуемой твердости как на по-
верхности зубьев, так и в сердцевине их необходима 
высокая закаливаемость, а прокаливаемость сердце-
вины должна регулироваться в достаточно узких преде-
лах. После химико-термической обработки сталь 
должна обладать удовлетворительной вязкостью при 
высоких значениях предела прочности, предела устало-
сти и предела контактной выносливости, в связи с чем 
для зубчатых колес рекомендуется применять только 
наследственно-мягкозернистые стали. Применение мел-
козернистых сталей позволяет использовать наиболее 
рациональный для производства режим непосредствен-
ной закалки или закалки с подстуживанием после цемен-
тации, вследствие чего уменьшается деформация зубча-
тых колес и снижаются затраты на их обработку. 

Важно также, чтобы стали при химико-термиче-
ской обработке не были склонны к чрезмерному пере-
насыщении поверхности углеродом. Для цементируе-
мых зубчатых колес используются стали с повышен-
ным содержанием углерода – до 0,3%. 

В редукторостроении для цементации и нитроце-
ментации широко используются стали хромомарган-
цовистые с титаном 18ХГТ, 30ХГТ с молибденом 
25ХГМ, хромоникелевые 12ХН3А, 20ХНЗА, хромони-
кельмолибденовые 20ХН2МА. Для шестерен автомо-
билей и тракторов используются также стали 
15ХГНТА, 15Х2ГНТРА, 20ХНР и др. 

Авиационные зубчатые колеса изготавливаются 
из цементируемых высоколегированных сталей элек-
трошлакового или вакуумного переплава 12Х2Н4А, 
12Х2НВФА, 20Х3МВФ-Ш и др. 

Тяжелонагруженные зубчатые колеса угольных 
комбайнов изготавливаются из стали 18ХГТ, 30ХГТ, 
12Х2Н4ВА, 18Х2Н4ВА. 

Стали 20ХН3А, 20Х2Н4А применяются для изго-
товления зубчатых колес тяговых приводов электровозов. 

Следует отметить, что для ответственных тяжело-
нагруженных зубчатых колес всех отраслей машино-
строения применяются стали с мелким зерном аусте-
нита не более 5 по ГОСТ 5639. 

Для обеспечения требуемой работоспособности це-
ментуемых колес следует устанавливать оптимальную 
глубину поверхностного слоя. В большинстве случаев 
глубина слоя принимается равной 0,2 – 0,25 модуля. 

Для обеспечения высокой контактной выносливо-
сти и износостойкости поверхностная твердость зубьев 
должна быть HRC  59. При чрезмерно высоком значе-
нии поверхностной твердости (HRC  63) возрастает 
опасность хрупкого разрушения зубьев. 

Твердость сердцевины должна находиться в пре-
делах HRC 32…42. При дальнейшем увеличении твер-
дости сердцевины (в  1300 МПа) ухудшается обраба-
тываемость колес резанием и снижается предел вынос-
ливости цементуемой стали, что обусловлено умень-
шением сопротивления хрупкому разрушению, а также 
неблагоприятным изменением эпюры остаточных 
напряжений. 

Для высоконагруженных зубчатых колес опти-
мальной структурой цементованного слоя является 
мелкодисперсный мартенсит и глобулярные карбиды, 
залегающие на глубину ~ (0,10–0,25) мм. 

Присутствие в цементованном слое грубой кар-
бидной сетки и крупных карбидов в виде глобулей яв-
ляется дефектом цементации и термической обработки. 

Дефектом микроструктуры является также нали-
чие в слое значительного количества остаточного 
аустенита ( 15 %). Такой слой обладает пониженной 
износостойкостью и контактной выносливостью. Не 
допускается зона внутреннего окисления (~ 30мкм) в 
цементованном слое и "темная составляющая" в нитро-
цементованном, т.к. эти дефекты снижают контактную 
и изгибную выносливость зубьев. 

Оптимальная структура сердцевины – малоугле-
родистый мартенсит или бейнит. Феррит в сердцевине 
не допускается, т.к. при наличии его даже при твердо-
сти HRC 30 предел изгибной выносливости снижается 
приблизительно на 15%. 

Учитывая влияние большого количества факторов 
химико-термической обработки на качество зубчатых 
колес и нагрузочную способность редукторов и приво-
дов необходимо уделить особое внимание концентра-
ции углерода на поверхности цементируемых зубчатых 
колес в требуемых пределах, (0,7–1,1 %), что достига-
ется при контроле и автоматическом регулировании уг-
леродного потенциала карбюризатора и закалочной ат-
мосферы. 

Считать перспективным внедрение в производство 
вакуумной ионной цементации в плазме тлеющего раз-
ряда, позволяющего повысить качество, производитель-
ность и стоимость химико-термической обработки. 

Вакуумная цементация осуществляется в печах 
особой конструкции, предусматривающей камеру с гра-
фитовыми нагревателями и теплоизоляцией из графито-
вого войлока, а также встроенную масляную ванну для 
закалки. Процесс проводится при остаточном давлении 
800–40000 Па, высоких температурах (1050–1100°С) с 
использованием комбинированных циклов насыщения. 

Первый этап насыщения заключается в достиже-
нии максимально возможной концентрации углерода 
на поверхности путем создания высокого углеродного 
потенциала атмосферы. На втором этапе проводится 
диффузионное рассасывание при поддержании угле-
родного потенциала на уровне требуемой концентра-
ции углерода на поверхности. 

Вакуумная цементация ускоряет диффузионное 
насыщение, исключает внутреннее окисление цементо-
ванного слоя, что важно для зубчатых колес, изготавли-
ваемых с нешлифуемым поднутрением основания 
зубьев. Однако, процесс протекает интенсивно лишь при 
высоких температурах, вызывающих в ряде сталей 
укрупнение зерна, что снижает их предел выносливости. 

Перспективным процессом является вакуумная 
цементация в плазме тлеющего разряда – ионная це-
ментация. Сущность процесса ионной цементации со-
стоит в следующем. Детали, подлежащие цементации 
помещают в газоразрядную камеру на катод, к кото-
рому с помощью специального токоввода от источника 
постоянного тока подается отрицательный потенциал. 
Анодом служит стенка заземленной камеры. После гер-
метизации камеры с помощью форвакуумного насоса 
создается разрежение около 1,3 Па и затем через нее 
при небольшом расходе и давлении 133–1330 Па непре-
рывно прокачивается углеродосодержащая газовая 
смесь. Поступая из смесителя, смесь по пути к камере 
очищается от влаги и кислорода с помощью фильтров. 
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Для зажигания аномального тлеющего разряда 
между катодом и анодом создается повышенное напря-
жение (300–800 В). В газоразрядном промежутке лави-
нообразно происходит ионизация газа – образование 
электронов и положительных ионов. Ионы газа полу-
чают ускорение под действием резкого перепада элек-
трического потенциала около поверхности деталей (ка-
тодное падение напряжения) и, бомбардируя нагре-
вают ее и служат поставщиком насыщающего эле-
мента. Детали до необходимой температуры нагрева-
ются либо энергией плазмы тлеющего разряда, либо 
радиационным способом. Для радиационного нагрева в 
установке предусмотрена печь с нагревателями, распо-
ложенными снаружи газоразрядной камеры. 

Преимущества ионной цементации: проведение 
науглероживания в плазме тлеющего разряда положи-
тельно отражается на качестве диффузионного слоя и 
производительности процесса. К основному его пре-
имуществу относится простота управления процессом 
цементации путем изменения состава газовой среды и 
электрических параметров (плотности тока или удель-
ной мощности разряда), что позволяет получать диф-
фузионные слои с заданными параметрами. 

К основным параметрам цилиндрических зубчатых 
передач относятся межосевое расстояние аw, передаточ-
ное число u, модуль mn, ширина зубчатого венца b, угол 
наклона зуба  (для косозубых и шевронных передач). 

Номинальные значения межосевых расстояний 
для редукторов общего назначения принимаются по 
ГОСТ 2185. 

Для многоступенчатых редукторов соотношение 
межосевых расстояний соседних ступеней рекоменду-
ется принимать: от 1,25 до 1,6 – для редукторов с раз-
вернутой схемой; от 1,00 до 1,25 – для редукторов со 
свернутой схемой, в т.ч. соосных. 

Межосевые расстояния передач определяются 
расчетами на прочность. Для многоступенчатых уни-
фицированных редукторов, выполненных по разверну-
той схеме с твердыми зубчатыми парами, оптималь-
ным по условию равнопрочности ступеней является со-
отношение межосевых расстояний равное 1,4. 

Номинальные значения передаточных чисел u вы-
бираются из рядов, приведенных в РД в диапазоне: от 
1,0 до 5,0 (6,3) – для одноступенчатых редукторов; от 
6,3 до 25,0 (40,0) – для двухступенчатых редукторов; от 
31,5 до 125,0 (200,0) – для трехступенчатых редукто-
ров; от 160,0 до 16000,0 – для многоступенчатых редук-
торов. 

Фактические значения передаточных чисел, не 
должны отличаться от номинальных более, чем на (%): 
3 – для одноступенчатых редукторов; 4 – для двухсту-
пенчатых редукторов; 5 – для трехступенчатых редук-
торов; 6,3 – для многоступенчатых редукторов. 

Модуль зубьев колес определяются из расчета 
зубьев на изгибную прочность. Расчет при одинако-
вом материале и упрочнении парных колес ведут по 
меньшему из них, а при различных материалах и 
упрочнениях по колесу с большим отношением YF /FP 
(YF – коэффициент формы зуба; FP – допускаемое 
напряжение изгиба). 

Если работоспособность и надежность зубчатой 
передачи ограничивается контактной прочностью 
зубьев, то расчетом определяют межосевое расстояние 
аw и ширину зубчатых венцов колес, по ним подбирают 

модуль, обычно в пределах (0,01–0,025) аw, и произво-
дят проверочный расчет зубьев на изгибную проч-
ность. Большие значения модуля выбирают при работе 
передач с повышенным износом, значительными крат-
ковременными перегрузками, меньшие значения – при 
длительной работе, малых перегрузках и больших ско-
ростях. 

Модуль зубьев колес следует выбирать, по воз-
можности, минимальным, т.к. в противном случае уве-
личиваются наружные диаметры заготовок и вес, тру-
доемкость обработки, потери на трение и температура 
нагрева. Долговечность зубьев по износу пропорцио-
нальна их модулю. 

Для редукторов общемашиностроительного при-
менения модули передач m принимаются в следующих 
диапазонах: от 0,02 аw до 0,025 аw, с округлением до 
ближайшего значения по ГОСТ 9563 – для эвольвент-
ных передач; от 0,02 аw до 0,032 аw, с округлением до 
ближайшего значения по ГОСТ 14186 – для передач 
Новикова. 

Меньшие значения модуля рекомендуются для пе-
редаточных чисел свыше 5. 

Относительную ширину зубчатых венцов колес 
следует выбирать с учетом конструкции и условий ра-
боты передачи, вида колес и прирабатываемости их 
зубьев. 

Относительная ширина зубчатых венцов проекти-
руемых передач должна быть такой, при которой коэф-
фициент деформации валов и зубчатых колес Kd ≥ 0,8. 
При большей ширине зубчатых венцов иногда трудно 
обеспечить достаточную долговечность подшипников 
и прочность валов. 

С увеличением относительной ширины зубчатых 
венцов ψb уменьшаются диаметры колес, их окружные 
скорости, динамические нагрузки в зацеплении, попе-
речные габаритные размеры передач и интенсивность 
их шума. Однако, при этом возрастают габаритные раз-
меры в осевом направлении, неравномерность распре-
деления нагрузки по длине контактных линий зубьев, 
усилия на опоры и потери на трение в них, габаритные 
размеры и вес подшипниковых узлов. 

Особое внимание в РД уделено информационным 
приложениям, где в сжатом виде можно ознакомится с 
большим массивом информации необходимой при про-
ектировании, испытаний и изготовлении МП. 

Каждый изготовленный редуктор должен подвер-
гаться приемо-сдаточным испытаниям по следующей 
программе: испытание без нагрузки в течение 15–30 мин; 
испытания при номинальной паспортной нагрузке в те-
чение 3–6 ч. 

При испытаниях без нагрузки проверяют переда-
точное число или частоту вращения валов, функциони-
рование системы смазки и охлаждения (при ее нали-
чии), температуру подшипниковых узлов, характер 
шума и его шумовую характеристику, качество внеш-
ней отделки, наличие информационных табличек, 
предусмотренных конструкторской документацией. 

При испытаниях под нагрузкой контролируют: ве-
личину нагрузок (крутящий момент на выходном 
валу); функционирование системы смазки и охлажде-
ния и ее эффективность; температуру масла в корпусе 
редуктора и нагрев подшипниковых узлов; шумовую 
характеристику; герметичность резьбовых соединений 
и отсутствие течи масла через уплотнения валов; удоб-
ство и безопасность обслуживания. 
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Опытные образцы (опытную партию) или единич-
ную продукцию подвергают приемочным испытаниям в 
соответствии с типовыми или рабочими программами и 
методиками испытаний редукторов и приводов, которые 
при необходимости, дополняют требованиями, учитыва-
ющими специфику и условия эксплуатации изделия. 

На рис. 1 показан общий вид стенд с разомкнутым 
контуром при испытании соосных мотор-редукторов.   

Продолжительность приемочных испытаний 
устанавливается в программах и методиках испытаний, 
представленных в приложении. 

При необходимости сокращения продолжитель-
ности испытаний, они могут проводиться при повы-
шенной нагрузке (крутящем моменте на выходном 
валу). В этом случае уровень повышения нагрузки за-
висит от величины запасов прочности зубчатых пере-
дач по контактной и изгибной прочности, а продолжи-
тельность испытаний от отношения увеличенного кру-
тящего момента принятого для испытаний к паспорт-
ному крутящему моменту на выходном валу. Тогда 
продолжительность испытаний при повышенной 
нагрузке определяется по рекомендуемой в РД формуле. 

 

 
Рис. 1 – Стенд с разомкнутым контуром при испытании 

соосных мотор-редукторов 6МП. 
 

Всемирная глобализация экономических процес-
сов в машиностроительной промышленности привела 
к активизации работ по гармонизации расчетных мето-
дик на механические приводы с международными. 
Комплекс работ, проведенных в ООО "НИИ "Редук-
тор" и ТК 47 позволил сделать вывод, в основном, о хо-
рошей сходимости результатов расчетов, выполненных 
по отечественным методикам (ГОСТ) и международ-
ным стандартам. В ряде случаев зарубежный потреби-
тель может потребовать проведения проверочных рас-
четов по методикам ISO. 

В приложении представлен большой перечень 
расчетных методик по механическому приводу гармо-
низированных с международными стандартами. 

В системе исследования, разработки и испытания 
приводной техники общемашиностроительного и спе-
циального применения значительное место занимают 
нормативные документы, содержащие основные тех-
нические требования к выпускаемой продукции. Такие 
требования обычно согласовываются со значительным 
числом потребителей, а необходимая дополнительная 
конкретизация отдельных требований проводится на 
стадии разработки и утверждения технических условий 
на конкретную продукцию. 

Особый интерес представляют стандарты [1–7] из 
перечня ДСТУ и ДСТУ ISO приложения к РД. 

В условиях ожесточающейся конкурентной 
борьбы на внутреннем рынке возрастает роль работ по 
защите интеллектуальной собственности и противо-
действию недобросовестной конкуренции на предпри-
ятии выпускающем механические привод. Отмечен ряд 
ключевых тенденций характерных для отрасли произ-
водства механических приводов ОМП и СП: отказ от 
жесткой номенклатурной специализации предприятия 
на выпуск узкой линейки приводов в больших объемах; 
освоение успешными предприятиями широкой номен-
клатуры изделий, выпускающихся в небольших объе-
мах;  расширение перечня контрагентов при производ-
стве составных частей изделий и отказ от замкнутого 
цикла производства на собственных предприятиях; пе-
реход на универсальное металлорежущее оборудова-
ние в отказ от специальных металлорежущих станков;  
выпуск конкретных изделий с дифференцируемым ка-
чеством и ценой; стремление обеспечить защиту интел-
лектуальной собственности предприятия (конструк-
торская и технологическая документация). 

Организация работ на предприятии в части обес-
печения противодействия недобросовестной конкурен-
ции предусматривает следующую последовательность: 
организация надежной защиты конструкторской и тех-
нологической документации от бесконтрольного копи-
рования; планирование и жесткий контроль выполне-
ния работ по патентному поиску на всех стадиях НИР, 
ОКР, ОТР, испытания и производства механического 
привода; уделение особого внимания защите патен-
тами технических решений, обеспечивающих повыше-
ние качества продукции и снижения затрат на эксплуа-
тацию. В РД приведен ряд технических решений, защи-
щенных патентами Украины. 

РД состоит из 228 страниц, список литературы, 
использованной при разработке, содержит 44 источ-
ника. Электронная версия РД.001-2015 может быть за-
казана по адресу e-mail: niireductor@yandex.ru. 

Выводы. Предлагаемый РД обобщает многолет-
ний опыт проектирования, испытания и изготовления 
механических передач зубчатого типа специализирован-
ной в этой области научно-исследовательского инсти-
тута и позволяет разработчикам использовать современ-
ные методы проектирования, испытателям приводной 
техники воспользоваться эффективными методами ис-
пытаний, изготовителям применить технологические 
процессы обеспечивающие необходимую точность и 
долговечность зубчатых передач. 

Несомненную пользу, информация, содержаща-
яся в РД, принесет преподавателям, ведущим курсовое 
проектирование по деталям машин на машинострои-
тельных факультетах вузов. 
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УДК 621.833 

С. А. ГАВРИЛОВ, Н. Н. ИШИН, А. М. ГОМАН, А. С. СКОРОХОДОВ  

УТОЧНЕННЫЙ РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ УДАРНЫХ ИМПУЛЬСОВ В ЗУБЧАТОМ ЗАЦЕПЛЕНИИ 

Уточнено розрахунок параметрів ударного імпульсу на основі врахування пружності валів і підшипників зубчастої передачі. Наведено ре-
зультати експериментальних досліджень навантаженості зубів прямозубой зубчастої передачі для різних значень навантажень і швидкостей. 
Уточнення значень параметрів ударного імпульсу дозволяє підвищити достовірність оцінки ресурсу зубчастої передачі трансмісійних вузлів 
мобільних машин. 

Ключові слова: зубчата передача, ударний імпульс, віброімпульс, жорсткість елементів зубчастої передачі, вібродіагностика. 

Уточнен расчет параметров ударного импульса на основе учета упругости валов и подшипников зубчатой передачи. Приведены результаты 
экспериментальных исследований нагруженности зубьев прямозубой зубчатой передачи для различных значений нагрузок и скоростей. Уточ-
нение значений параметров ударного импульса позволяет повысить достоверность оценки ресурса зубчатой передачи трансмиссионных узлов 
мобильных машин. 

Ключевые слова: зубчатая передача, виброимпульс, ударный импульс, ударная сила, время удара, жесткость элементов зубчатой передачи. 

Clarifies the calculation of parameters of shock pulse by taking into account the stiffness of shafts and gear bearings. The experimental results of loading 
of spur gear teeth for different loads and speeds values are obtained. Clarification of shock pulse parameters allows to increase the accuracy of resource 
assessment units of mobile machines gear transmission. Offered in the calculation according to the "Joint Institute of Mechanical Engineering of the 
National Academy of Sciences of Belarus" of use in the development of the method vibration and pulse diagnosis of technical condition and residual 
life of gears transmission systems of mobile machines in operation. 

Keywords: gearing, shock pulse, vibrational impulse, stiffness of gearing elements, vibration diagnostics. 
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Введение. Актуальность задачи. Особенностью 
работы зубчатых передач общемашиностроительного 
применения является ударное взаимодействие зубьев 
при пересопряжении, обусловленное их высокой нагру-
женностью и сравнительно невысокой степенью точно-
сти изготовления. Это порождает импульсные процессы 
(ударные импульсы) при пересопряжении зубьев зубча-
тых колес, параметры которых определяют величину 
внутренней динамической составляющей нагрузки в за-
цеплении и контактные напряжения в зубьях. В свою 
очередь, параметры ударных импульсов определяются 
геометрическими погрешностями зубчатых колес, инер-
ционными и жесткостными характеристиками передачи, 
нагрузочно-скоростными режимами работы, дефектами 
и эксплуатационными неисправностями. Следова-
тельно, параметры ударных импульсов и виброимпуль-
сов, являющихся проявлением ударных импульсов в 
вибрации механизма, отражают взаимосвязи между тех-
ническим состоянием, динамической нагруженностью и 
виброактивностью зубчатых передач. 

Используя указанные взаимосвязи, можно созда-
вать новые методы расчета ресурса и вибрационно-им-
пульсного диагностирования технического состояния 
зубчатых передач, пользуясь тем, что вибрации, реги-
стрируемые на корпусе зубчатого привода, содержат 
информацию о всех динамических процессах, сопро-
вождающих работу различных элементов машины [1].  

 

Анализ проблемы. На основе исследования удар-
ных импульсов разработана методология оценки ре-
сурса зубчатых передач приводных механизмов и 
трансмиссионных систем мобильных машин [2, 3]. 

Расчёты показали, что с достаточно большой сте-
пенью точности в первом приближении можно принять 
форму ударного импульса (закон изменения ударной 
силы во времени) взаимодействующих зубчатых колес, 
описываемую полуволной синусоиды 

tVtFF
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 ,              (1) 

где  δкср – среднее значение функции контактной по-
датливости сопрягаемых зубьев при изменении 
величины ударной силы от нулевого значения до 
максимального;  
ωз – собственная частота зубчатой передачи;  
Fmax – амплитудное значение ударного импульса, 
V0 – скорость кромочного удара.  
Приближённое значение времени действия удар-

ного импульса равно Т = π / ωз. 
При создании метода расчета ресурса зубчатых 

передач была принята динамическая модель, учитыва-
ющая только крутильные колебания колёс относи-
тельно равномерного вращения зубчатых колёс с по-
стоянной угловой скоростью, вызванные погрешно-
стями изготовления и сборки зубчатых колёс [4]. Валы 
и подшипники предполагались абсолютно жесткими. 

 

Постановка задачи. Результаты проведенных тео-
ретических исследований были проверены путём прове-
дения тензометрирования зубчатого зацепления при стен-
довых испытаниях прямозубых зубчатых колёс в Объеди-
ненном институте машиностроения НАН Беларуси [5]. 

Сопоставление результатов эксперимента и рас-
чёта показали, что погрешность в определении ампли- 

туды ударного импульса составляет более 24 %, что мо-
жет привести к ощутимой неточности в определении ре-
сурса зубчатой передачи. Отсюда вытекает задача уточ-
нения значений параметров ударного импульса с учетом 
упругости валов и подшипников зубчатой передачи. 

 

Материалы исследований. Для оценки влияния 
жесткости валов и подшипников на динамическую 
нагрузку в зубчатом зацеплении и нагруженность кор-
пуса передачи в данной работе используется динамиче-
ская модель [6], представляющая собой двухмассовую 
цепную систему (рисунок 1). В этой модели валы и под-
шипники представлены в виде упругих связей с экви-
валентными жесткостями с1экв, с2экв; массами m1, m2 и 
перемещениями х1,  х2  шестерни и колеса соответ-
ственно. Проведенные расчеты передаточных функций 
различных конструктивных вариантов зубчатых пере-
дач, полученные с помощью предлагаемой динамиче-
ской модели, показали вполне удовлетворительное 
совпадение с экспериментальными данными.  

 

 
Рис. 1 – Приближенная динамическая схема зубчатой пары 

 

Рассматриваемая динамическая система имеет две 
степени свободы. Дифференциальные уравнения дви-
жения можно представить в матричной форме 
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где сз = 1/δкср – контактная жесткость зацепления. 
Интегрирование уравнений (2) необходимо произ-

водить при следующих начальных условиях: при t = 0 
x1 = x2 = 0, 0, 201  xVх  . Системе однородных уравне-

ний (2) удовлетворяют гармонические решения вида 
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где через А1, В1 обозначены амплитудные значения 
колебательных движения масс m1, m2 соответ-
ственно;  
р – собственная частота системы;  
φ – фазовый угол.  
Выражения, описывающие процесс ударного вза-

имодействия зубьев в зубчатой передачи, в результате 
решения уравнений (2), примут вид [7] 
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где p1, p2 – значения собственных частот колебаний 
системы; 
r1 = А1/В1 и r2 = А2/В2 – константы интегрирования, 
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Закон изменения ударной силы в зацеплении F* с 
учетом упругости системы описывается выражением 
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Для оценки влияния жесткости упругих валов и 
подшипников на величину ударной силы в зубчатом за-
цеплении вводится коэффициент у, определяемый как 
отношение максимального значения ударной силы 
(F*)max к максимальному значению ударной силы Fmax в 
зубчатой передаче с абсолютно жесткими валами и 
подшипниками: 

у=(F*)max / Fmax.                            (5) 
 

Оценим влияние упругости валов и подшипников 
на амплитуду и время действия ударного импульса. Ве-
личина Fmax определяется из формулы (1)  
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В экспериментальной паре зубчатых колес [6] 
массы зубчатых колес, жесткости валов и подшипни-
ков одинаковы: m1 = m2 = m, с1экв = с2экв = сэкв. Для этой 
пары собственные частоты равны 

 

m

cc
p

m

c
p зэкв

2
экв

1

2
;


 . 

 

Из формул (3) следует, что r1=1, r2=–1. После под-
становки значений этих коэффициентов в (4) выраже-
ние для закона изменения ударной силы запишется сле-
дующим образом 
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Откуда следует, что величина амплитуды удар-
ного импульса, найденная с учетом с учетом упругости 
валов и подшипников, определяется из выражения 
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Время действия импульса T* для упругой системы 
будет равно  
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 .                      (7) 

 

После подстановки в (5) выражений для амплитуд 
ударных импульсов значение коэффициента у примет 
вид 
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После некоторых преобразований для цилиндри-
ческих зубчатых колес из выражения (8) следует  
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Для экспериментальной зубчатой пары [7] жест-
кость валов св = 2,7·108 Н/м, жесткость конических ра- 

диально-упорных подшипников Jrn = 4,57·108 Н/м, 
сз = 3,18·108 Н/м. При симметричном расположении 
зубчатых колес относительно опор эквивалентная 
жесткость упругого вала и опор в виде подшипников 
определяется по формуле  
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откуда следует 
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Коэффициент снижения амплитуды ударного им-
пульса по (9)  
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 у . 

 

Результаты исследований. Результаты тензомет-
рирования нагруженности зубьев прямозубой зубчатой 
передачи для различных значений нагрузок и скоро-
стей приведены на рисунке 2. Анализ осциллограмм 
показывает, что увеличение скорости вращения пере-
дачи и возрастание нагрузки в зубчатом зацеплении, 
приводящие к появлению ударных импульсов, суще-
ственно влияют на картину пересопряжения зубьев. 
Так, при нагрузке 5кг·м и частота вращения 100мин–1 
четко просматриваются периоды однопарного и двух-
парного сопряжения зубьев, что свойственно идеаль-
ному пересопряжению пары зубьев без учета их дефор-
маций и дефектов изготовления. С ростом частоты вра-
щения и нагрузок в передаче наблюдаются искажения 
идеальной картины, вызванные ударными процессами 
в зубчатых зацеплениях. 

При этом по расчетам, проведенным в [2] для 
жестких валов и подшипников, получено значение 
Fmax = 3611 Н. Погрешность расчета по сравнению с 
экспериментальными данными (Fmax = 2900 Н) соста-
вила 24,4 %. С учетом упругости валов и подшипников 
в соответствии с (6) F*

max = 0,87·3611 = 3142 Н. По-
грешность вычисления амплитуды ударного импульса 
при этом составляет 

%34,8%100
2900

31422900
max 


F . 

 

Время действия импульса рассчитывается по фор-
муле (7) 
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Погрешность вычисления времени действия им-
пульса составляет 
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Уточнение значений параметров ударного им-
пульса позволяет повысить соответствие расчетного 
спектра вибраций реальному, что, в свою очередь, по-
вышает достоверность оценки технического состояния 
зубчатой передачи. 
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Рис. 2 – Проявление ударного взаимодействия зубьев в зацеплении 

Выводы. Проведенные расчетно-эксперимен-
тальные исследования ударных процессов в зубчатых 
зацеплениях показали, что реальная картина пересо-
пряжения зубьев во времени существенно отличается 
от общепринятой, в которой четко просматриваются 
периоды однопарного и двухпарного зацеплений. На 
осциллограммах нагруженности зубьев видно суммар-
ное воздействие ударного импульса, возникающего 
при входе зуба в зацепление, и окружного усилия, вы-
званного внешним крутящим моментом. 

Сопоставление значений параметров ударного 
импульса, вычисленных для случая жестких валов и 
подшипников, со значениями, рассчитанными по пред-
ложенной методике, показывает, что учет упругости 
валов и подшипников уменьшает погрешность опреде-
ления амплитуды ударного импульса с 24,4 % до 8,34 %. 
При этом точность определения времени удара практи-
чески не изменилась.  

Уточнение значений параметров ударного им-
пульса позволяет повысить достоверность оценки ре-
сурса зубчатой передачи. 

Предлагаемые в работе расчетные зависимости 
использованы в ОИМ НАН Беларуси при разработке 
метода вибрационно-импульсного диагностирования 
технического состояния и определения остаточного ре-
сурса зубчатых передач трансмиссионных систем мо-
бильных машин в процессе эксплуатации. 
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УДК 621.822 

С. С. ГУТИРЯ, А. В. ГАЙДАМАКА 

МЕТОДОЛОГІЯ СИСТЕМНОГО МОДЕЛЮВАННЯ ПОКАЗНИКІВ ТЕХНІЧНОГО РІВНЯ 
ПІДШИПНИКІВ КОЧЕННЯ 

Запропоновано та практично опрацьовано методологію моделювання показників технічного рівня роликових підшипників у складі букс рей-
кового транспорту (РПБРТ), що включає системну ієрархічну модель комплексного показника технічного рівня підшипника, обґрунтування 
номенклатури одиничних і комплексних показників якості РПБРТ та оригінальні методики їх розрахунків, удосконалені методи випробувань 
модернізованих конструкцій. За результатами моделювання визначено системний показник технічного рівня для базової конструкції РПБРТ, 
виявлено наявні резерви її вдосконалення за показниками вантажності, внутрішньої динаміки та енергетичної ефективності та забезпечено 
підвищення системного показника технічного рівня модернізованих конструкцій РПБРТ шляхом запровадження низки  інноваційних конс-
труктивних і технологічних рішень. 

Ключові слова: роликовий циліндричний підшипник, сепаратор, статика, кінематика, динаміка, вантажність, надійність, показники 
якості, модель технічного рівня. 

Предложено и апробировано методологию моделирования показателей технического уровня роликовых подшипников в составе букс рельсо-
вого транспорта (РПБРТ), включающая системную иерархическую модель показателя технического уровня подшипника, обоснование номен-
клатуры единичных показателей качества РПБРТ и оригинальные методики их расчетов, а также усовершенствованные методы испытаний 
модернизированных конструкций. По результатам моделирования определен системный показатель технического уровня для базовой кон-
струкции РПБРТ, установлено резервы совершенствования по показателям грузоподъемности, внутренней динамики и энергетической эф-
фективности, обеспечено повышение системного показателя технического уровня модернизированных конструкций РПБРТ путем внедрения 
ряда инновационных конструктивных и технологических решений. 

Ключевые слова: роликовый цилиндрический подшипник, сепаратор, статика, кинематика, динамика, грузоподъемность, надежность, 
показатели качества, модель технического уровня. 

It is offered and approved methodology of modeling of indicators of a technical level of roller bearings as a part of axle boxes of rail transport (RBABRT), 
including system hierarchical model of a complex indicator of a technical level of the bearing, justification of the nomenclature of single indicators of 
quality and original techniques of their calculations, and also advanced test methods of the modernized designs. By results of modeling the system 
indicator of a technological level for a basic design of RPBRT is defined, is established improvement reserves on indicators of loading capacity, internal 
dynamics and power efficiency, increase of a system indicator of a technical level of the modernized RPBRT designs by introduction of a number of 
innovative constructive and technological solutions is provided. On the example of roller cylindrical bearings as a part of axle boxes cargo and sleeping-
cars efficiency of numerical display of indicators of quality of the main structural and functional office properties of rolling bearings is proved, that 
allows to consider known and new designs, details and their elements as subsystems of the multiple-purpose hierarchical model which is based on the 
uniform principles, axioms, hypotheses. 

Keywords: cylindrical roller bearing, separator, statics, kinematics, dynamics, capacity, reliability, quality indicators, technical level model. 

Вступ. Актуальність задачі. У практиці машино-
будування дотепер відсутня методологія аналізу якості 
проектування і модернізації підшипників кочення, що 
ускладнює обґрунтований вибір ефективних технічних 
рішень відповідно до комплексних вимог споживачів 
[1]. Стосовно серійних циліндричних роликових під-
шипників у складі букс вантажних і пасажирських ва-
гонів рішення проблеми ускладнюється відсутністю 
комплексних досліджень основних характеристик їх 
якості, зокрема з урахуванням впливу кількості тіл ко-
чення, конструкції сепаратора, температурного режиму 
тощо [2–4]. 

Встановлено, що розробка методології аналізу 
якості проектування і модернізації роликових підшип-
ників букс рейкового транспорту (РПБРТ) потребує ре-
алізації наступних етапів: 

– обґрунтування системної методології відобра-
ження множини показників якості конструкції РПБРТ 
на етапах проектування і модернізації; 

– уточнення відомих методів розрахунків і випро-
бувань роликових підшипників на базі удосконалених та 
нових моделей взаємодії деталей та елементів РПБРТ; 

– експериментального підтвердження ефективно-
сті нових конструктивних і технологічних рішень, а та-
кож натурних випробувань РПБРТ у складі колісних 
пар вантажних та швидкісних пасажирських потягів. 

Мета дослідження – розробити методологію сис-
темного моделювання показників технічного рівня пі-
дшипників кочення, обґрунтувати та підтвердити ефе-

ктивність запропонованих конструктивних і технологі-
чних рішень на прикладах модернізації серійних конс-
трукцій РПБРТ. 

Основна частина. У сучасній практиці проекту-
вання та досліджень опорних вузлів рейкового транс-
порту прийнято буксу розглядати як відкриту механі-
чну систему, до складу якої входять корпус, кришка, 
два підшипники, цапфа осі та ущільнення (рис. 1), що 
взаємодіють з оточуючим середовищем. Застосування 
до конструкцій РПБРТ методу структурно-функціона-
льного аналізу (СФА) забезпечує можливості встанов-
лення та дослідження функціональних залежностей 
енергетичних витрат, зносу деталей та елементів під-
шипника, показників надійності експлуатації тощо з 
урахуванням особливостей конструкцій, умов експлуа-
тації тощо лише за умови більш поглибленого систем-
ного моделювання. 

Запропоновано до аналізу ієрархічну багаторів-
неву модель РПБРТ, що складається з наступних підси-
стем, пронумерованих у порядку поглиблення моделі: 
"підшипник" – підсистема першого рівня; "сполучення 
деталей підшипника" (сепаратор-ролики) – другий рі-
вень; "деталі підшипника" (сепаратор, кільця) – третій 
і четвертий рівні; "слабкий елемент підшипника" (дорі-
жка кочення) – п’ятий рівень. 

На основі СФА типових конструкцій РПБРТ, ста-
тистичного аналізу вимог споживачів [5, 6], стандартів 
[7, 8], каталогів фірм-виробників [9], патентів [10, 11],  
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Рис. 1 – Складові моделі СФА конструкцій РПБРТ: а, б – структурні схеми букси та підшипника; 
в – схема контактної взаємодії при терті деталей 

(1 – колісна вісь; 2 – підшипники; 3 – корпус букси; 4 – кришка; 5 – ущільнення; 6 – зовнішнє кільце; 7 – внутрішнє кільце; 
8 – тіло кочення; 9 – сепаратор; 10, 11 – поверхні тертя деталей; 12 – мастило; 13 – оточуюче середовище) 

 

а також за результатами наукових досліджень, обґрун-
товано номенклатуру основних службових властивос-
тей та відповідних взаємопов’язаних показників якості, 
що формують і з достатньою повнотою чисельно відо-
бражують технічний рівень конструкції. Це дозволило 
побудувати системну ієрархічну модель комплексного 
показника технічного рівня, що включає 15 нормова-
них диференціальних показників якості (рис. 2). Неза-
лежними за перевагою для споживача показниками 
якості системи РПБРТ, що достатньо повно відображу- 

ють службові властивості конструкції, прийнято: ван-
тажність q1, енергетичну ефективність q2, надійність q3, 
кінематичну досконалість q4, внутрішню динаміку q5. 
Для розрахунку найбільш поширених на практиці ди-
ференціальних показників якості серійних підшипни-
ків кочення, а саме: динамічної радіальної вантажності 
q11, ймовірності безвідмовної роботи за контактною 
втомою одного q32  та пари q33  підшипників застосовано 
методики та рекомендації ISO 281:2007. 

 

 
 

Рис. 2 – Схема системної моделі показника технічного рівня РПБРТ 

(
iq ,

ijq  – групові та диференціальні нормовані показники якості, 1 5,  ,  i j  ) 

Методологія моделювання показників технічного 
рівня підшипників кочення, яку практично опрацьо-
вано на прикладі аналізу якості проектування і модер-
нізації конструкцій РПБРТ, включає наступні методи, 
методики, моделі: структурно-функціонального ана-
лізу (СФА) [12]; обґрунтування номенклатури основ-
них службових властивостей та відповідних взаємо-
пов’язаних показників якості РПБРТ [12]; системного 
моделювання показників технічного рівня РПБРТ [12]; 
статичного розподілу зовнішнього радіального наван-
таження [13]; статичного розподілу зовнішнього осьо-
вого навантаження [14]; кінематики й динаміки елеме-
нтів системи РПБРТ [15]; визначення коефіцієнту нава-
нтаження сепаратора [16]; визначення втомної міцності 

сепаратора [17]; оцінювання показників теплоутво-
рення РПБРТ з урахуванням конструкції сепаратора 
[17]; розрахунків показників надійності РПБРТ [18]; 
призначення параметрів випробувань сепаратора на 
циклічну міцність та зношування [19, 20]; пришвидше-
них випробувань сепаратора [21] (рис. 3). 

Визначення диференційних нормованих показни-
ків якості на кожному з рівнів ієрархічної моделі, а 
саме: моментів опору обертання сепаратора q21 і підши-
пника q22, ймовірності безвідмовної роботи за втомою 
сепаратора q31, швидкості руху сепаратора відносно ро-
ликів q42, тривалості удару q43 і ковзання роликів q44, 
коефіцієнта навантаження сепаратора q51, коефіцієнтів 
радіального навантаження центрального ролика q52 і 
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навантаження бігових доріжок кілець q53, коефіцієнтів 
навантаження центрального ролика q54 і перемичок се-
паратора q55 складає необхідну інформаційну основу 

розробленої системної методології і потребує цільових 
досліджень. 

 
Рис. 3 – Структурно-логічна схема методології моделювання  

показників технічного рівня РПБРТ 

Результати досліджень [12–22] застосовано для си-
стематизації та визначення за відповідними розрахунко-
вими залежностями основних показників якості службо-
вих властивостей РПБРТ базової (серійної) і модернізо-
ваної конструкцій, призначених для колісних пар ванта-
жних і пасажирських вагонів вітчизняного виробництва. 

За результатами моделювання визначено систем-
ний показник технічного рівня U = 0,44 для базової 
конструкції РПБРТ (рис. 4, а), виявлено наявні резерви 
її вдосконалення за показниками вантажності, внутрі-
шньої динаміки та енергетичної ефективності та забез-
печено підвищення системного показника технічного 
рівня модернізованих конструкцій РПБРТ на 20,5 % 
(б), шляхом запровадження низки наступних конструк-
тивних і технологічних рішень: 

– збільшенням кількості роликів з 14 до 16, що пі-
двищує розрахункові динамічну вантажність і ресурс 
підшипників відповідно на 10,5 % та 19 %; 

– покращенням внутрішньої динаміки підшипни-
ків з удосконаленим сепаратором завдяки зменшенню 
на 9…12 % діючих навантажень, що підвищує розраху-
нкові показники надійності сепаратора у складі РПБРТ 
пасажирських і вантажних вагонів відповідно на 
20…40 % та 50…80 %; 

– заміною латунного матеріалу на полімерний в 
конструкції сепаратора з утримуючими мастило кана-
вками на поверхнях тертя, що стабілізує розрахунко-
вий температурний режим роботи підшипників у 
складі РПБРТ швидкісних (до 250 км/год) пасажирсь-
ких потягів. 
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Рис. 4 – "Павутини якості" для конструкцій РПБРТ: а – базової; б – модернізованої 

(
iφ  – центральний кут, що визначається за результатами системного моделювання і відповідає вагомості i-го показника якості) 
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За результатами лабораторних досліджень напру-
жено-деформованого стану і старіння модернізованих 
конструкцій підшипників 30-42726Е2М та 30-232726Е2М 
з полімерним сепаратором з армаміду ПА СВ 30-1ЕТМ 
при температурах від –60 до +120 °С в середовищі води 
і мастила підтверджено 15-річний ресурс їх надійної 
експлуатації у складі РПБРТ колісних пар вантажних 
вагонів [23]. 

Натурні випробування РПБРТ з модернізованими 
конструкціями підшипників (мастило ЛЗ-ЦНІІ) у 
складі однієї колісної пари пасажирського вагона по-
тягу Харків-Одеса з контрольним вимірюванням тем-
ператури термопарою "хромель-копель" підтвердили 
меншу на 10…40 % середню теплову напруженість мо-
дернізованих конструкцій у порівнянні з серійними 
аналогами. За результатами експлуатаційних ресурс-
них випробувань РПБРТ вантажних вагонів (хопер-до-
заторів) з модернізованими конструкціями підшипни-
ків отримано дозвіл Укрзалізниці на їх застосування 
без обмежень в буксах вантажних вагонів на території 
України. 

Висновки. Подальший розвиток і застосування 
отримав системний метод аналізу та управління тех-
нічним рівнем наукоємної серійної продукції маши-
нобудування на етапах проектування і модернізації. 
На прикладі конструкцій РПБРТ у складі колісних пар 
вантажних і пасажирських вагонів підтверджено ефе-
ктивність чисельного відображення показників якості 
основних структурних і функціональних службових 
властивостей підшипників, що дозволяє розглядати 
відомі і нові структури, конструкції, деталі, елементи 
деталей як складові єдиної універсальної системи мо-
делей, що базується на єдиних принципах, аксіомах, 
гіпотезах [22, 24–27]. 
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С. С. ГУТЫРЯ, Ю. М. ХОМЯК, В. М. ЖЕГЛОВА, А. Н. ЧАНЧИН 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРОЧНОСТНОЙ РАСЧЕТ ЭПИЦИКЛА 
ПЛАНЕТАРНОГО РЕДУКТОРА 

Предложена и апробирована методика прочностного расчета обода эпицикла как замкнутого кольца большой кривизны. Разработан алгоритм 
раздельного моделирования плоской и пространственной форм деформирования кольца, позволивший получить достаточно простые формулы 
для расчета действующих в сечении обода внутренних усилий и напряжений. Допустимость и адекватность предложенных моделей по точ-
ности обоснована применением моментной теории оболочек, а также сопоставлением результатов аналитического расчета эпицикла планета-
рной передачи колесного редуктора Raba 118/76, применяемого в составе трансмиссии троллейбусов, с результатами конечно-элементного 
моделирования в программном комплексе Autodesk Simulation. Установлено, что обод эпицикла ПКР подвергается циклическому деформиро-
ванию при коэффициенте асимметрии цикла напряжений на внутренней поверхности Ri = –1,58. Такой характер нагружения подтверждает 
актуальность уточненных расчетов эпицикла на циклическую прочность с учетом нестационарности режимов нагружения передач в составе 
транспортных и энергетических машин, а также неоднородности напряженного состояния обода в областях зубчатых зацеплений и соедине-
ния с корпусом. 

Ключевые слова: зубчатое зацепление, шлицевое соединение, асимметричная система нагрузок, замкнутое круговое кольцо, плоский 
и пространственный виды деформирования. 

Запропоновано і опрацьовано методику розрахунку на міцність ободу епіциклу як замкнутого кільця великої кривини. Розроблено алгоритм 
роздільного моделювання плоскої та просторової форм деформування кільця, що забезпечило отримання простих формул для розрахунку 
діючих у перерізі ободу внутрішніх зусиль та напружень. Допустимість та адекватність розроблених моделей за точністю обґрунтовано засто-
суванням моментної теорії оболонок, а також співставленням результатів аналітичного розрахунку епіциклу планетарної передачі колісного 
редуктора Raba 118/76, що входить до складу трансмісії тролейбусів, з результатами кінцево-елементного моделювання в програмному ком-
плексі Autodesk Simulation. Встановлено, що обід епіциклу ПКР піддається циклічному деформуванню при коефіцієнті асиметрії циклу напру-
жень на внутрішній поверхні Ri = –1,58. Такий характер навантаження підтверджує актуальність уточнених розрахунків епіциклу на циклічну 
міцність з урахуванням нестаціонарності режимів навантаження передач у складі транспортних і енергетичних машин, а також неоднорідності 
напруженого стану обода в областях зубчастих зачеплень і з'єднання з корпусом. 

Ключові слова: зубчасте зачеплення, шліцьове з’єднання, асиметрична система навантажень, замкнуте кругове кільце, плоский та про-
сторовий види деформування. 

The technique of strength calculation of a rim of an epicycle as closed ring of big curvature is offered and approved. The algorithm of separate modeling 
of flat and space forms of deformation of a ring which has allowed to receive rather simple formulas for calculation of the internal efforts and tension 
operating in the section of a rim is developed. Admissibility and adequacy of the offered models on accuracy is proved by application of the moment 
theory of covers, and also comparison of results of analytical calculation of an epicycle of planetary gear of a wheel gearbox of Raba 118/76 applied as 
a part of transmission of trolleybuses with results of final and element modeling in the program complex Autodesk Simulation. It is established that the 
rim of an epicycle is exposed to cyclic deformation at coefficient of asymmetry of a cycle of tension on an inner surface of Ri = –1,58. Such nature of loading 
confirms relevance of the specified calculations of an epicycle on cyclic durability taking into account not stationarity of the modes of loading of gears as a 
part of transport and power vehicles, and also heterogeneity of a tension of a rim in areas of toothed gearings and connections with the case. 

Keywords: toothed gearing, a splined joint, asymmetric system of loadings, the closed circular ring, flat and space types of deformation. 

Введение. Актуальность задачи. Известные преи-
мущества планетарных зубчатых передач (высокая на-
грузочная способность и КПД благодаря многопоточно-
сти и внутреннему зацеплению, соосность и большие пе-
редаточные отношения при меньших габаритах и массе), 
обусловливают их широкое применение во встроенных 
приводах современных транспортных и энергетиче-
ских машин. Эксплуатация в период разгона-торможе-
ния машины на низких частотах вращения при перегру-
зках по уровню нагружающего момента, а также цик-
лический характер действующих напряжений приво-
дят к преждевременным разрушениям деталей и узлов 
привода, в том числе обода эпицикла [1–5]. Обеспече-
ние необходимого уровня надежности и долговечности 
эпицикла усложняется в связи с необходимостью пара-
метрической оптимизации конструкции одновременно 
по двум критериям – прочности и жесткости, с целью 
повышения нагрузочной способности планетарной пе-
редачи путем наиболее равномерного распределение 
нагрузки между сателлитами [6–8]. 

Форма эпицикла – короткий тонкостенный цилиндр 
с внутренними зубьями – определяет выбор возможных 
расчетных моделей. В современной практике расчетов 
деталей машин (подшипников качения, поршневых ко-
лец, ступиц и других кольцевых элементов) наиболее 
распространена модель кольца, основным ограничением 
применения которой для расчетов эпицикла является 

условие о неизменности формы осевого сечения в про-
цессе деформирования [1]. При этом известные расчет-
ные модели для компонентов деформаций и внутренних 
силовых факторов обода эпицикла "плавающей" конс-
трукции не обеспечивают учет асимметрии нагружения 
обода со стороны внутреннего зацепления и шлицевого 
соединения с корпусом редуктора [8–10]. 

Постановка задачи. Эпицикл с внутренними 
зубьями и диаметром большим, чем длина (D > b) мо-
делируется кольцом, нагруженным вращающим мо-
ментом T0 в зубчатых зацеплениях с сателлитами и ре-
активным моментом на шлицах. Окружная Fti и радиа-
льная Fri проекции сил Fni в i-м зубчатом зацеплении 
определяют соответствующие тангенциальные и ра-
диальные деформации (рис. 1). Активные нагрузки ура-
вновешиваются силами Pnj на каждом из шлицов соеди-
нения эпицикла с крышкой корпуса редуктора (рис. 2). 

Рассмотрена фаза однопарного зацепления са-
теллитов с эпициклом, при этом сосредоточенные силы 
Fni приложены в полюсе зацепления. Шлицы являются 
продолжением эвольвентных зубьев с незначительно 
укороченной высотой. В предположении о близком к 
равномерному распределении нагрузки между шли-
цами расчетное количество нагруженных шлицов при-
нято Ns = 64. Все нагрузки и деформации приведены к 
срединной поверхности стенки эпицикла. Распределе- 

© С. С. Гутыря, Ю. М. Хомяк, В. М. Жеглова, А. Н. Чанчин, 2016
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ние нагрузок qni = Fni / a, pnj = Pnj / a1 по длине контакт-
ных линий принято равномерным. Начало координат 
размещено посередине ширины b эпицикла, оси OX, OY 
– в плоскости симметрии. Радиальные и окружные про-
екции нагрузок qni и pnj определены по формулам 

 








,sin,cos

;sin,cos

wniriwniti
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где  αw – угол зацепления. 

 

 

 
i=1…3 

 

Рис. 1 – Расчетные схемы нагружения зубьев эпицикла 

 

 
j=1…64 

Рис. 2 – Расчетные схемы нагружения зубьев  
шлицевого соединения 

Расчетные нагрузки в каждом из зубчатых зацепле-
ний определяются вращающим моментом T0=4023 Н·м. 
Соответствующие значения радиальных и окружных сил 
Fri = Fnsinαw = 6183 Н, Ftj = Fncosαw = 13090 Н. Плечо 
силы Ftj относительно середины стенки эпицикла равно 

hT = (0,5δ + h1 – m) = 8,55 мм, сосредоточенные мо-
менты от сил Ftj, Mti = M = FtjhT =  112 Н·м. Значения 
реактивных усилий на каждом из шлицов Ptj = – 608 Н, 
Prj = 287 Н, Ms = 5,25 Н·м. 

Расчетные модели. Разрабатываемые модели и 
алгоритм расчета реализованы на примере конструк-
ции эпицикла планетарного колесного редуктора 
(ПКР) Raba 118/76 (табл. 1–3), применяемого в транс-
миссиях троллейбусов ЮМЗ-Т2, -Т1 украинского 
производства. Материал эпицикла – низколегирован-
ная сталь 30ХГСА, термообработка – улучшение. 

Таблица 1 – Основные размеры эпицикла, мм 

Размер Длина 

Диаметр Радиус 
средин. 
поверх-
ности 

Толщина 
стенки 

с 

наруж-
ный 

делите-
льный 

Усл. обозн. b D dt R0 δ 
Значение 97 244 217 117,5 9 

Таблица 2 – Параметры прямозубого зацепления 

Параметр 
Модуль, 

мм 
Число 
зубьев 

Угол за-
цепл. 

Сателлиты 
Кол-во Ширина, 

мм 
Усл. обозн. m Ns αw Nt a 

Значение 3,25 64 25°17' 3 60 

Таблица 3 – Параметры эвольвентного шлицевого соединения 

Параметр 
Число 
зубьев 

Длина, 
мм 

Диаметр, мм Радиус, мм 

Усл. обозн. Ns a1 ds R0 

Значение 64 22 220  117,5 

Для упрощения методики расчета и анализа ре-
зультатов плоский и пространственный виды деформи-
рования принято разделять и моделировать отдельно 
[1]. Алгоритм формирования расчетных моделей осно-
ван на эквивалентной замене действующей системы 
нагрузок компонентами симметричными и кососимме-
тричными относительно срединной плоскости XOY 
(рис. 3). Исходными для разработки алгоритма при-
няты следующие положения: эпицикл деформируется 
несимметрично относительно срединной плоскости 
XOY; нагружение со стороны сателлитов смещено к ле-
вому торцу; шлицы расположены и нагружаются у пра-
вого торца. 

 

    
а б в 
Рис. 3 – Алгоритм формирования расчетных моделей нагружения обода эпицикла: 

а – схема асимметричной системы нагрузок qti , ptj на один из зубьев; б – эквивалентная замена окружной асимметричной 
нагрузки qti симметричной и кососимметричной компонентами; в – эквивалентная замена асимметричной нагрузки prj 
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При симметричном нагружении эпицикла относи-
тельно плоскости XOY имеет место плоский изгиб (Пл). 
Из условия равновесия эпицикла следует 

0
64

1

3

1

 
 j

tj
i
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1 1
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  i j
i j

M M

 
Плоский изгиб обода эпицикла обусловлен только 

радиальными силами, приложенными в точках средин-
ной поверхности диаметром D0 = 235 мм. В результате 
расчетная схема обода представлена в виде замкнутого 
кольца, нагруженном циклически симметрично прои-
звольным количеством радиальных сил F (рис. 4). 

 
Рис. 4 – Схема циклически симметричного 
нагружения кольца радиальными силами 

Плоская задача для замкнутого кольца является тре-
хкратно статически неопределимой. Для раскрытия не-
определимости применен канонический метод сил. Ко-
льцо разрезано в сечении с окружной координатой φ = 0, 
где приложены изгибающий момент Xp1, окружная сила 
Xp2 и поперечная сила Xp3. Заданные силы Fri и Prj обусло-
вливают нагружение зубьев на участках зацепления (ин-
декс t) и соединения (индекс s) с соответствующим 
угловым шагом 
 λt = 2π / 3;   λs = π / 32. (2) 

Силы расположены симметрично относительно 
линии разреза φ = 0, следовательно, Xp3 = 0. Остальные 
усилия определяются зависимостями 
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где  Mp(φ)
 
– изгибающий момент от внешних нагрузок 

в произвольном сечении с угловой координатой φ. 
После определения функции Mp(φ)

 
и вычисления 

интегралов (3), (4) получено 
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Зависимости (5) определяют изгибающий момент 
и окружную силу в т. B начального сечения обода. 

Циклическая симметрия расчетной схемы позволяет 
ограничить вычисление внутренних усилий сектором 
обода 0 <φ <λ/2 с угловыми размерами (2). В последую-
щих расчетах использованы известные формулы [11]: 

– для изгибающего момента 

 
















1

)2/sin(2

cos
0FRMt ; (6) 

– для окружной силы 
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– для поперечной силы 
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Радиальные силы в зацеплении при вращении са-
теллитов создают в ободе эпицикла изгибающий мо-
мент Mt, изменяющийся циклически. В точке B при 
φ = 0 значение Mt > 0, следовательно, обод изгибается 
выпуклостью внутрь, а наружные волокна сжимаются 
(рис. 5, а). В точке A при φ = 0,5λt = π/3 обод изгибается 
выпуклостью наружу, изгибающий момент принимает 
отрицательное значение, максимальное по абсолютной 
величине. Синхронно действуют силы в шлицевом со-
единении, шаг которых λs  и значения Prj  невелики. В 
результате максимальные значения изгибающего мо-
мента Ms (рис. 5, б) от сил Prj, составляют 0,2% от соо-
тветствующих значений Mt. Подобное соотношение 
установлено и для поперечных сил Qt и Qs (на рис. 5, в 
график силы Qs не показан ввиду малости значений). 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 5 – Графики усилий в ободе эпицикла при плоском 
деформировании: а – момента Mt(φ); б – момента Ms(φ); 

в – сил Nt(φ) и Qt(φ) в зацеплениях (кривые 1 и 3)  
и в шлицевом соединении Ns(φ) (2) 

Значения окружных сил находятся в диапазонах 
1785 < Nt < 3570 Н и 2925 < Ns < 2921 Н (рис. 5, в). График 
Ns(φ)  const указывает на практически равномерное ра-
стяжение обода на участке шлицевого соединения. 
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Внутренние усилия в ободе от нагрузок Fr и Pr, су-
ммируются: Mb = Mt + Ms, N0 = Nt + Ns, Q =Qt + Qs. 

Получено: в т. A при φ = π/3 Mb(π/3) = –137,4 Н·м; 
NA = 4710 Н; Q = ± (Fr + Pr) /2 = ± 3235 Н; в т. B при φ=0 
Mb(0) = 72,7 Н·м; NB = 6491 Н; Q = 0. 

Установлены окружные напряжения на поверхно-
стях обода в диаметральных сечениях, проходящих че-
рез точки A и B, при плоской деформации: 

9,104
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При постоянной внешней нагрузке окружные на-
пряжения меняются на внутренней и наружной поверх-
ностях при вращении сателлитов в диапазонах: (–
99,5 < σ i< 62,9) МПа и (–48,1 < σi <110,3) МПа. Каса-
тельные напряжения, обусловленные силами Q, на по-
рядок меньше окружных напряжений (τ = 4,8 МПа). 

Пространственная форма изгиба определяется 
нагрузками, перпендикулярными срединной плоскости 
кольца. В общем случае это следующие сосредоточен-
ные нагрузки: осевые силы G, моменты V в плоскостях 
касательных к кольцу и моменты W в диаметральных 
плоскостях (рис. 6). 

 
а 
 

 
б 

Рис. 6 – Модель кольца, нагруженного в плоскостях, 
перпендикулярных срединной плоскости XOY: 

а – внешнее нагружение; б – внутренние усилия 

Внутренние усилия в сечении φ = 0 определяются 
по известным формулам [11] 
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Установлен обобщенный коэффициент жесткости 
kf для сечения кольца прямоугольной формы δb в виде 
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где Jx, Jp – осевой и полярный моменты инерции; 
Ex, Ep, μ – модули упругости и коэффициент Пуас-
сона для материала эпицикла. 
Линия разреза эпицикла φ = 0, как и в плоском ва-

рианте задачи, проведена посередине между нагружен-
ными зубьями. В силу симметрии расчетной схемы 
Xs3 =0. Аргумент в формулах (9) λi = π (2i – 1) / N, при-
чем для зубчатых зацеплений 1 ≤ I ≤3, для шлицевого 
соединения 1 ≤ i≤ 64. Величины каждой из нагрузок Gi, 
Vi и Wi не зависят от номера индекса i, следовательно, 
выносятся за знаки сумм (10), для вычисления которых 
использованы известные формулы [12]. 

Для силовых факторов, действующих в начальном 
сечении обода φ = 0 в общем случае нагружения и про-
странственной форме циклически симметричного де-
формирования, получены зависимости 
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Для эпицикла с прямыми зубьями G=0. 
Анализ напряженного состояния эпицикла выпол-

нен в секторе 0 ≤ φ ≤ λt/2. Рассчитаны моментные 
нагрузки в касательных и диаметральных плоскостях 
обода (см. рис. 3, б, в): Vt = 0,5qta(b–a) = 112 Н°м; 

Vs = 0,5pta1(b–a1) = 23 Н·м; Wt = 0,5 qr a (b – a) = 114,4 Н·м; 
Ws = 0,5 pr a1 (b – a1) = 10,8 Н·м, а также по зависимостям 
(12) внутренние моменты в сечении φ = 0, равные 
Xs1 = 44 Н·м, Xs2 = 255 Н·м. 

В произвольном сечении обода при φ ≤ 0,5λt = π/3 
внутренние моменты определяются по уравнениям 
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количество слагаемых K ограничено условием 
φ ≥ λj. 
Вычислены моменты V(π/3) = 110,3 Н·м, 

W(π/3) = 61,0 Н·м в сечении по впадине перед нагру-
женным зубом (см. рис. 1, т. LI) и определены соответ-
ствующие напряжения 
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Нормальные напряжения при плоском и про-
странственном изгибе просуммированы. Установлено, 
что при вращении сателлитов расчетные величины ме-
няются в следующих диапазонах: на наружной поверх-
ности обода (–45 ≤ σφ ≤ 118,1) МПа, на внутренней по-
верхности (–91,7 ≤ σφ ≤ 66) МПа. Значения коэффици-
ента асимметрии цикла напряжений соответственно 
равны: на внутренней поверхности RI = –1,39, на 
наружной RE = –0,38, что подтверждает необходимость 
выполнения проверочных расчетов эпицикла на сопро-
тивление усталости. 

Выполнена аналитическая верификация кольце-
вой модели обода эпицикла. При этом для расчета при-
менена моментная теория цилиндрических оболочек. 
Для эпицикла заданных размеров (см. табл. 1) параметр 

оболочки равен   
25,022

0
2 )/()1(3 R 0,039528 мм–1, 

относительная длина βb = 3,8, что позволяет рассмат-
ривать соответствующую модель как короткую обо-
лочку. Радиальные перемещения определены в виде 
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а также использованы функции Крылова 
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Произвольные постоянные Ck определены из гра-
ничных условий, которые при пространственном косо-
симметричном деформировании удобно формулиро-
вать для области 0 <z < b/2 (смотри рис. 3, в). В этом 
диапазоне решение (14) получено раздельно для нагру-
женного участка z > z1 (с переобозначенными констан-
тами Ck = Bk) и свободного участка 0 < z < z1 (с кон-
стантами Ck = Ak и 0)w   в виде 
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где аппликата точки сопряжения z1 = 0,5b – a1 = 26,5 мм; 
0,11  zz . 

Для определения констант Аk и Вk сформулиро-
ваны 8 условий (табл. 4). 

Из условий (17) следует A1 = 0 и A3 = 0. По усло-
виям (18), (19) сформирована система шести уравне-
ний, решение которой дает следующие значения осталь-
ных коэффициентов: A2 = –3,959·10–3, A4 = –4,088·10–3, 
B1 = 6,939·10–3, B2 = 2,649·10–3, B3 = –18,78·10–3, 
B4 = 30,80·10–3 мм. 

 

Таблица 4 – Условия для вычисления констант 
в формуле (19) по участкам 

Граничные условия Условия сопряжения 

0
0


z
w ; 

(17) 
 


11 zzzz

ww ; 

(19) 
00 


zz

ww ,  


11 zzzz
ww ; 

0
5.0


 bzzM ; 

(18) 
 


11 zzzz

ww ; 

0
5,0


 bzzQ ,  


11 zzzz
ww . 

По результатам анализа решения (16) установлены 
характерные особенности напряженного состояния эпи-
цикла при действии кососимметричной компоненты 
нагрузки. Первая производная функции (16) определяет 
углы поворота сечений θ(z)  const, следовательно, обра-
зующие цилиндрической оболочки поворачиваются в 
диаметральной плоскости относительно срединного се-
чения, сохраняя при этом прямолинейную форму 
(рис. 7, а). По второй производной функции (16) опре-
делен удельный изгибающий момент Mz, действующий 
в поперечных сечениях оболочки. Максимум функции 
изгибающего момента |Mz| = 40 Н·м/м смещен на рас-
стояние 22 мм от торца (рис. 7, б), при этом значения 
максимальных напряжений относительно невелики 
σz = 6Mz/δ2 = 3,0 МПа, что обусловлено известной высо-
кой конструктивной прочностью кольцевых деталей. 

 
a 

 
б 

Рис. 7 – Графики функций: 
а – перемещений; б – изгибающего момента;  

кривая 1 соответствует радиальным перемещениям w(z);  
2 – углу поворота сечения θ(z) 

Следовательно, принятие кольцевой модели боль-
шой кривизны для расчета обода эпицикла является 
обоснованным. Для подтверждения адекватности по 
точности разработанной аналитической модели выпол-
нено сопоставление и анализ результатов аналитиче-
ского расчета напряженного состояния обода эпицикла 
серийного ПКР Raba 118/76 и методом конечных эле-
ментов (МКЭ) в программном комплексе Autodesk 
Simulation (рис. 8, табл. 5). Аналогичные программные 
комплексы успешно используются для проверки адек-
ватности не только аналитических моделей, но и ре-
зультатов экспериментальных исследований натурных 
передач вертолетов, грейферов и др. ответственных де-
талей машин [8, 13, 14]. 
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а б 

  
в г 

Рис. 8 – Результаты КЭ-моделирования эпицикла ПКР Raba 118/76 при нагружении вращающим моментом T0 = 4023 Н·м: 
а – 3D-модель; б – фрагмент моделирования трехмерными 20-узловыми кубическими элементами; 

в – области максимальных напряжений σφ в ободе под действием распределенных нагрузок qni от сателлитов; 
г – фрагмент напряженного состояния эпицикла  

 
Таблица 5 – Расчетные значения напряжений σφ, МПа 

Модель 
 

В зоне нагруженного 
зуба (φ = 60°) на по-

верхности обода 

Посередине между 
нагруженными 

зубьями (φ = 0°) 
внутр.  внешн. внутр. внешн. 

Замкнутое 
кольцо 

–66,0 118,1 45,0 –91,7 

3D + КЭ –72,5 123,2 51,6 –85,4 

Различие в результатах, полученных для внутрен-
ней поверхности обода в зоне нагруженного зуба, объ-
ясняется тем, что в модели "кольцо" усилия перене-
сены в точки срединной поверхности, при этом не 
учтено влияние концентрации напряжений в галтелях 
зубьев (см. рис. 1 и 2). Значения максимальных напря-
жений отличаются в пределах допустимой погрешно-

сти  10%. 
Проверка изгибной прочности обода эпицикла вы-

полнена по максимальному расчетному значению 
окружного напряжения σmax = 118 МПа ≤ [σ]. В прак-
тике проектирования деталей ПКР транспортных ма-
шин принято принимать коэффициент безопасности по 
пределу текучести материала на уровне nт = 2…2,5. 
При изготовлении эпицикла из стали 30ХГСА и термо-
обработке – улучшение, соответствующее значение 

предела текучести принято σ0,2 = 490 МПа, в результате 
значения допускаемых напряжений находятся в диапа-
зоне [σ] = (196…245) МПа. Следовательно, условие 
статической прочности для данной конструкции обода 
эпицикла выполняется. 

В то же время известны не единичные случаи по-
ломок обода эпицикла редукторов транспортных и 
энергетических машин по направлению образующей 
обода [5]. Характер поверхностей изломов свидетель-
ствует об усталостном характере разрушений, что под-
тверждает актуальность выполнения проверочных 
уточненных расчетов обода эпицикла на циклическую 
прочность с учетом неоднородности его напряженного 
состояния и нестационарности режимов нагружения. 

Выводы: 
1. Предложен алгоритм формирования расчетных 

моделей обода эпицикла, основанный на замене си-
стемы действующих нагрузок их симметричными и ко-
сосимметричными компонентами. 

2. Методами моментной теории оболочек и конеч-
ных элементов обоснована адекватность прочностного 
расчета обода эпицикла ПКР как замкнутого тонкого 
кругового кольца большой кривизны. 
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3. Установлено, что обод эпицикла ПКР подверга-
ется циклическому деформированию при коэффици-
енте асимметрии цикла напряжений на внутренней по-
верхности Ri = –1,58. Такой характер нагружения под-
тверждает актуальность уточненных расчетов эпи-
цикла на циклическую прочность с учетом нестацио-
нарности режимов нагружения передач в составе 
транспортных и энергетических машин, а также неод-
нородности напряженного состояния обода в областях 
зубчатых зацеплений и соединения с корпусом. 
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УДК 621.833;62.652 

С. С. ГУТИРЯ, В. П. ЯГЛІНСЬКИЙ, А. М. ЧАНЧІН 

ГОЛОВНІ ЧАСТОТИ РЕДУКТОРІВ ПОРТАЛЬНИХ ТЯГОВИХ МОСТІВ 

На основі запропонованої моделі коливальної системи двопоточного бортового редуктора (ДБР) у складі трансмісії низькопольного тролей-
буса розроблено аналітичні залежності визначення пружних деформацій та математичні моделі спектру головних частот системи. За резуль-
татами чисельного моделювання побудовано діаграми функцій головних частот від конструктивних параметрів ДБР, виконано порівняння з 
частотними характеристиками планетарного колісного редуктора (ПКР). Відмічено негативний прояв можливої "квазінульової" жорсткості 
пружної системи ДБР, що спричиняє зниження першої головної частоти системи та резонансні явища при русі тролейбусів на низьких швид-
костях та підвищених навантаженнях трансмісії у режимах розгону-гальмування. 

Ключові слова: двопоточний бортовий редуктор, модель коливальної системи, спектр головних частот, "плаваюча" шестерня, "квазі-
нульова" жорсткість системи. 

На основе предложенной модели колебательной системы двухпоточного бортового редуктора (ДБР) в составе тягового моста низкопольного тро-
ллейбуса разработаны аналитические зависимости определения упругих деформаций и математические модели спектра главных частот системы. 
По результатам численного моделирования построены диаграммы зависимости главных частот от конструктивных параметров ДБР, выполнено 
сравнение с частотными характеристиками планетарного колесного редуктора (ПКР). Отмечено негативное проявление "квазинулевой" жесткости 
упругой системы ДБР, обусловливающей понижение первой главной частоты системы и резонансным явлениям при движении тролейбуса при 
низких скоростях и повышенных моментах нагружения трансмиссии на режимах разгона-торможения. 

Ключевые слова: двухпоточный бортовой редуктор, модель колебательной системы, спектр главных частот, "плавающая" шестерня, 
"квазинулевая" жесткость системы. 

On the basis of the offered model of oscillatory system of the two-line onboard gearbox (TOG) as a part of the driving axles of the low-floor trolleybus 
analytical dependences of definition of elastic deformations and mathematical models of a range of the main frequencies of system are developed. By 
results of numerical modeling charts of dependence of the main frequencies on design data of TOG are constructed, comparison with frequency charac-
teristics of the planetary wheel gearbox (PWG) is executed. It is established that for a serial design of TOG type AU-11135 the values of the main 
frequencies are higher than the corresponding values for PWG type Raba 318/78, and also considerably exceed experimentally established range of a 
frequency range of vibrations of some of the modern trolleybuses. Negative manifestation of "quasizero" rigidity of the TOR decrease of the first main 
frequency of oscillating system and to the resonant phenomena at low speeds of the trolleybus’s movement and the raised moments of loading of 
transmission on the modes of dispersal and braking is noted. The received results on determination of natural frequencies of TOG provide a theoretical 
basis for further researches of parametrical and forced fluctuations of driving axles of portal type for the purpose of development of effective methods 
and means for decrease of their vibration activity as a part of transmission of modern vehicles.  

Keywords: double-flow driving axle, the model of the oscillating system, the range of natural frequencies, "floating" gear wheel, "quasizero" 
rigidity of system. 

Вступ. На сьогодні у результаті бурхливого роз-
витку міст-мегаполісів транспортні пробки і смог стали 

нагальними екологічними проблемами для більшості 
країн світу. Як приклад ефективного планування і роз- 
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витку транспортних магістралей можна навести Пекін, 
де вже два роки використовують систему швидкого мі-
сцевого транспорту на основі низькопольних тролейбу-
сів. Переваги таких систем також оцінили жителі Сто-
кгольма, Стамбула, Сеула, Сан-Паулу та ін. [1–3]. 

У трансмісіях сучасних тролейбусів мають застосування 
дві найбільш поширені конструкції тягових мостів [4–6]: 

– першого типу, де гепоїдна або конічна передачі 
через диференціал поєднується з двома прямозубими 
ПКР за схемою 2k-H з 3-а або 5-а сателітами; 

– другого типу (портального), де конічна передача 
з коловим зубцем через диференціал поєднується з 
двома косозубими ДБР (рис. 1). 

Прикладами застосування трансмісій з мостами 
першого типу є тролейбуси ЮМЗ-Т2 -Т1, ЗіУ-9, дру-
гого типу – тролейбуси Тролза-6206, Богдан Т701.15, 
Еталон БКМ-321, АКСМ-321, -32102, -32104. 

Використання мостів портального типу дозволяє 
суттєво знизити рівень підлоги в пасажирському салоні. 
При цьому досягається не тільки комфортність, але й бі-
льша швидкість посадки- висадки, зростає середня швид-
кість пасажиропотоків, зменшуються час перебування у 
транспортних заторах, витрати палива і забруднення ат-
мосфери, рівень вібрацій та шуму, забезпечується необ-
хідна економічність та екологічність перевезень [1, 4]. 

Аналіз відомих досліджень. За статистичними да-
ними найбільш віброактивними і найменш надійними  
 

 

Рис. 1 – Схема трансмісії з тяговим мостом портального типу: 
1 – тяговий електродвигун (ТЕД); 2 – карданна передача; 

3 – підшипникові вузли головної передачі; 4 – головна 
конічна передача; 5 – диференціал; 6 – піввісь; 

7 – пневморесори; 8, 9, 10 – косозубі колеса ДБР 
 

елементами трансмісії тролейбусів залишаються ти-
хохідні зубчасті редуктори, що сприймають максималь-
ний момент навантаження на стадіях розгону-гальму-
вання [5–8]. Вплив окремих параметрів пружної системи 
ПКР на власні частоти та параметричні крутні та попере-
чні коливання зубчастих коліс розглянуто у низці дослі-
джень [9–11]. Опрацьовано як циклічно симетричні, так і 
асиметричні динамічні моделі, що враховують змінну жо-
рсткість зубчастих зачеплень, зведену жорсткість підши-
пників в опорах, геометричні та інерційні параметри пру-

жної системи. Отримані результати та рекомендації без-
посередньо не застосовні для цілей вібродіагностики та 
зниження віброактивності означеної коливної системи, 
оскільки не відображують низку її особливостей, зокрема 
симетричну схему розподілу навантаження тихохідного 
колеса ДБР за двома потоками та схему встановлення 
"плаваючої" косозубої шестерні. 

Постановка завдання. Метою дослідження є фор-
мування математичної моделі коливань системи ДБР з 
"плаваючою" конструкцією сонячної шестерні, що спира-
ється на симетричні зачеплення з двома "паразитними" 
колесами. Завданнями дослідження є визначення спектру 
головних частот ДБР з урахуванням впливу усередненої 
жорсткості зубчастих зачеплень та опор коліс. 

Визначення спектру головних частот ДБР. За-
лежно від конструкції зубчастих передач та мети дос-
лідження відомі динамічні моделі таких коливальних 
систем враховують пружні та демпферні властивості 
складових елементів і загалом мають від 10 до 20, або 
навіть більше степенів вільності. У розглянутій дина-
мічній моделі ДБР кожна з основних ланок має дві по-
ступальні та одну обертальну рухливості. При цьому 
наявність зазорів у всіх кінематичних парах та рухомих 
з’єднаннях, а також демпферні властивості складових 
елементів не враховуються (рис. 2). Третю поступальну 
рухливість основних ланок уздовж осей обертання та-
кож не враховано, оскільки така задача потребує окре-
мого розгляду. 

Прийнято наступні позначення: 4321 ,,, cccc  – коефі-

цієнти жорсткості зачеплень; 040302 ,, ccc  – коефіцієнти 

жорсткості опор коліс; 34241312 ,,,   – деформації пру-

жних елементів, розташованих між відповідними коле-
сами; 040302 ,,   – деформації відповідних опор; 

4321 ,,, uuuu  – колові пружні переміщення коліс (за пози-

тивний прийнято напрям відліку переміщень проти ходу 
годинникової стрілки); 44332211 ,,,,,,, yxyxyxyx  – попе-

речні зміщення осей відповідних коліс; w – кут зачеп-

лення; 4321 ,,, rrrr  – радіуси основних кіл;   – кут між го-

ризонтальною віссю колеса 2 и напрямом 42OO . У рівнян-

нях пружних переміщень елементів системи прийнято: де-
формації розтягування зі знаком "+", стискання зі знаком "–
". За розрахунковими схемами (рис. 2–5) встановлено на-
ступні геометричні залежності: 
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 (1) 

У подальшому для узагальнених координат коли-
вальної системи ДБР встановлено позначення 
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Рис. 2 – Розрахункова схема пружної системи ДБР: 

1 – шестерня; 2, 3 – "паразитні" колеса; 4 – тихохідне колесо 
 

 
Рис. 3 – Геометрична схема деформацій у зачепленні коліс 

1 і 2 внаслідок переміщень їх опор 
 

 
Рис. 4 – Геометрична схема пружних деформацій 

у зачепленні коліс 1 і 3 внаслідок переміщень їх опор 
 

 
Рис. 5 – Геометрична схема пружних деформацій 

у зачепленні коліс 2 і 4 внаслідок переміщень їх опор 

 
Рис. 6 – Геометрична схема пружних деформацій 

у зачепленні коліс 3 і 4 внаслідок переміщень їх опор 
 

Підстановкою (1) і (2) у вираз для потенціальної ене-
ргії коливань, отримано квадратичну форму у вигляді  
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де узагальнені коефіцієнти жорсткості системи 

jic ,  визначено за наступними формулами: 
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де 
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  (4) 

Матриця  ,i jC c  узагальнених коефіцієнтів жорс-

ткості (3) є симетричною розміром 12×12. Елементи ді-

агональної матриці  ,i jA a  узагальнених коефіцієнтів 

інерції, що входять до виразу кінетичної енергії сис-

теми 
12 12
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1 1
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i j i j

i j

T a q q
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        (5) 

де 2 2 2 2
01 1 1 02 2 2 03 3 3 04 4 4/ ; / ;  / ;  / , m J r m J r m J r m J r    ;  

,i jq q   – узагальнені швидкості відповідно до поз-

начень (2); 

1 2 3 4, , ,m m m m , і 1 2 3 4, , ,J J J J  – відповідно маси і 

осьові моменти інерції коліс;  

01 02 03 04, , ,m m m m  – зведені маси коліс. 

Спектр головних частот системи ДБР визначено як 
корені частотного рівняння 2ω 0C A   з урахуванням 

формул (3)–(5) та наступних параметрів моделі ДБР 
типу AU-11135 фірми Raba: 1 1,28m   кг; 2 8,8m   кг; 

3 8,8m   кг; 4 13,8m   кг; 1 55,3r   мм; 2 160,7r   мм; 

3 160,7r   мм; 4 176,5r   мм; θ =50,6728º; 1 0,00197J   кг·м2; 

2 0,0349J   кг·м2; 3 0,0349J   кг·м2; 4 0,0715J   кг·м2; 

c02=8,12·108 Н/м; c03=c02; c04=14·108 Н/м; c1=сz=8·109 Н/м; 
c2=с1; c3=с1; c4=с1. 

Встановлено, що головні частоти 1…3 з підви-
щенням жорсткостей опор зростають, а частоти 6-го 
порядку і вище практично не залежать від жорсткості 
зачеплень та опор коліс (рис. 7). 

 

 
Рис. 7 – Графіки функцій головних частот ДБР від 

жорсткості опор коліс 2 і 3   
(для опор колеса 4 прийнято залежність 

04 021,72c c ;  

позначення кривих відповідають нумерації i=1, 2, 3… 
головних частот системи) 

 

Особливістю редукторів портального типу є "плава-
юча" шестерня 1, що підтримується зубцями коліс 2 і 3 
(див. рисунок 2). При цьому може спостерігатись набли- 

ження коефіцієнту жорсткості пружної системи ДБР до ну-
льового значення, що спричиняє зниження першої голов-
ної частоти редуктора, зокрема, при коефіцієнті жорсткості 
зубчастого зачеплення на рівні zc =2,9×108 Н/м (рис. 8). 

 

 
Рис. 8 – Графіки функцій головних частот ДБР від 

усередненої жорсткості зачеплень 
 

За результатами моделювання визначено наступ-
ний розрахунковий спектр, c–1: 
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Для порівняння наведено також спектр головних 
частот для ПКР з 5-ма сателітами [9] 

337; 537; 1907; 3371; 3379; 5870; 5870 
ω

8090; 10441; 10922; 10922; 28625

 
  

 
. 

Порівняння розрахункових спектрів ω  та Ω  вказує 
на значно вищий діапазон головних частот для розглянутої 
конструкції ДБР. Слід зазначити, що спектр Ω  є близьким 
до визначеної експериментально полоси (1…200) Гц час-
тотного спектру вібрацій і шуму трансмісії тролейбусів 
ЮМЗ-Т1, -Т2 і ЗіУ-9 у типових режимах експлуатації [7]. 

Висновки: 
1. За результатами моделювання встановлено, що 

для ДБР типу AU-11135 фірми Raba головні частоти 
суттєво перевищують відповідні значення для ПКР 
Raba 318/78. Для ДБР AU-11135, що мають переважне 
застосування у складі трансмісії низькопольних тро-
лейбусів вітчизняного та зарубіжного виробництва 
(Богдан Т701.15, Еталон БКМ-321, Тролза-6206, 
АКСМ-321, -32102, -32104), перша і друга головні час-
тоти дорівнюють відповідно 8620 с–1 і 8750 с–1. 

2. Відмічено негативний прояв можливої "квазіну-
льової" жорсткості пружної системи ДБР, що спричи-
няє зниження першої головної частоти системи та ре-
зонансні явища при низьких швидкостях руху тролей-
бусів та підвищених навантаженнях трансмісії у режи-
мах розгону-гальмування. 

3. Отримані результати з визначення власних частот 
ДБР складають необхідну основу для подальших дослі-
джень вимушених коливань тягових мостів портального 
типу та обґрунтування ефективних засобів зниження віб-
роактивності трансмісії низькопольних тролейбусів. 
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А. В. ЗАХАРЧЕНКО 

ВЛИЯНИЕ КОНЦЕНТРАЦИИ ХИМИЧЕСКИ АКТИВНЫХ ВЕЩЕСТВ 
НА МИКРОМЕХАНИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОВЕРХНОСТНЫХ СЛОЁВ 
ТРИБОСОПРЯЖЕНИЙ: ОБЪЕКТЫ, СРЕДСТВА И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 

На підставі сучасних трибологічних джерел та проведеного моделюючого активного експерименту пропонується дослідити вплив концентра-
ції хімічно активних речовин на мікромеханічні характеристики поверхневих шарів досліджуваних зразків методами безперервного вдавлю-
вання індентора, трибоспектральним (склерометрії), металографії, топографії. Дослідження виконувалися на останньої модифікації настіль-
ного приладу "Мікрон-гамма 9" з широкими функціональними можливостями, що відрізняється від зарубіжних аналогів компактністю, прос-
тотою експлуатації, технологічністю виготовлення. Детально висвітлено особливості комплексного дослідження і контролю мікромеханічних 
характеристик поверхневих шарів досліджуваних зразків. 

Ключові слова: хімічно активні речовини, пакет присадок, трибосополучення, поверхневий шар, мікромеханічні характеристики, ін-
дентор, наноіндентування, склерометрія, металографія, топографія. 

На основании современных трибологических источников и проведённого моделирующего активного эксперимента предлагается исследовать 
влияние концентрации химически активных веществ (ХАВ) на микромеханические характеристики поверхностных слоёв исследуемых образ-
цов методами непрерывного вдавливания индентора, трибоспектральным (склерометрии), металлографии, топографии. Исследования выпол-
нялись на последней модификации настольного прибора "Микрон-гамма 9" с широкими функциональными возможностями, отличающегося 
от зарубежных аналогов компактностью, простотой эксплуатации, технологичностью изготовления. Подробно освещены особенности ком-
плексного исследования и контроля микромеханических характеристик поверхностных слоёв исследуемых образцов. 

Ключевые слова: химически активные вещества, пакет присадок, трибосопряжение, поверхностный слой, микромеханические харак-
теристики, индентор, наноиндентирование, склерометрия, металлография, топография. 

One of the most important tasks to ensure antifrictional and anti-wear properties of friction units is to optimize the concentration of additive packages to 
base oils. Optimization of the concentration of chemically active substances in the oils currently are not completely objective due to their focus only on 
the physical-chemical properties of the oils themselves in terms of delivery. Absolutely not taken into account in determining the performance and 
service life of lubricants is such an important factor, as the influence of chemical composition and operating properties of oils on the structural homoge-
neity and mechanical characteristics of surface layers of friction units. On the basis of modern tribological sources and conducted simulation active 
experiment is proposed to investigate the influence of the concentration of chemically active substances on the micromechanical characteristics of the 
surface layers of the investigated samples by continuous indentation of the indenter, tribotechnology (sclerometry), metallography, topography. The 
study was performed on the last modification of the table device "Micron-gamma 9" with broad functionality that is different from their foreign counterparts 
compactness (an implementation of the differential method of determining the displacement of the indenter), ease of operation (fully automated management 
and processing of experimental data), manufacturability. Detail features for integrated control and study the micromechanical characteristics of the surface 
layers of investigated samples. Provides structural design and technical characteristics of the instrument, methods of research in monitoring mode. 

Keywords: chemically active substances, the additive package, tribeopedia, the surface layer, the micromechanical characteristics of the indenter, 
nanoindentation, sclerometry, metallography, topography. 

 

Введение. Одной из важнейших задач для обеспе-
чения антифрикционных и противоизносных свойств 
трибосопряжений является оптимизация концентрации 
пакетов присадок в базовых маслах [1]. Пути оптими-
зации концентрации ХАВ в маслах в настоящее время 
не являются до конца объективными благодаря их ори-
ентированности только на физико-химические свой-
ства самих масел в условиях поставки. Абсолютно не 
учитывается при определении эффективности и срока 
службы смазочных материалов такой важный фактор, 
как влияние химического состава и эксплуатационных 
свойств масел на структурную однородность и микро-
механические характеристики поверхностных слоёв 
трибосопряжений [2]. Определение оптимальной кон-
центрации пакетов присадок в маслах приведёт к их ра-
циональному использованию, что даст существенную 
экономию горюче–смазочных ресурсов и конструкци-
онных материалов в Украине [3]. 

Необходимость предлагаемой работы определя-
ется значительной проблемой рационального исполь-
зования новых высокоэффективных комплексных фос-
фор– и серосодержащих товарных пакетов присадок, 
используемых заводами-производителями нашей 
страны в качестве легирующих элементов при изготов-
лении товарных трансмиссионных масел (ТМ), имею-
щих значительную стоимость и не всегда соответству-
ющих эксплуатационным требованиям и потребностью 
предприятий–эксплуатантов техники в современных 
ТМ отечественного производства для конкретных 

условий работы с позиции их влияния на физико-меха-
нические характеристики и состояние поверхностных 
слоёв трибосопряжений в условиях качения с про-
скальзыванием [4]. 

Постановка задач исследования. Целью настоя-
щей работы является исследование влияния концентра-
ции ХАВ на состояние поверхностных слоёв трибосо-
пряжений, образованных в условиях смазочного дей-
ствия ТМ при качении с проскальзыванием. 

Для достижения поставленной цели в работе были 
реализованы следующие задачи: обосновать и кон-
структивно реализовать для комплексного исследова-
ния и контроля микромеханических характеристик по-
верхностных слоёв исследуемых образцов методы не-
прерывного вдавливания индентора, трибоспектраль-
ный (склерометрии), металлографии, топографии. 

Предмет исследования – влияние химически ак-
тивных присадок на микромеханические характери-
стики поверхностных слоёв трибосопряжений в зави-
симости от их массовой концентрации в базовом масле. 

Объекты исследований. Смазочные материалы. 
Для реализации поставленных задач было использо-
вано товарное трансмиссионное масло ТМ-3-18 на ми-
неральной основе (ГОСТ 17479.2–85) [5], аналогичное 
ТАП–15В (ГОСТ 23652–79) [6] и его база без компози-
ции (пакета) присадок. 

Выбор был остановлен на вышеуказанном ТМ об-
щего назначения по следующим причинам: во-первых, 
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данное масло является одним из самых распространён-
ных в нашей стране при использовании в агрегатах 
трансмиссий грузовых автомобилей и спецмашин по об-
служиванию воздушных судов; во-вторых, ТМ–3–18 яв-
ляется типовым по структуре, эксплуатационным свой-
ствам и составу другим ТМ [7]. Применяется ТМ–3–18 
для смазывания тяжело нагруженных цилиндрических, 
конических, спирально-конических, в том числе гипоид-
ных, и червячных передач. Используется в трансмис-
сиях автомобилей, строительных и дорожных машинах 
[8], в различных редукторах при температуре окружаю-
щего воздуха до 50 °С, контактных напряжениях до 2500 
МПа и скоростях скольжения до 15 м/с. В средней кли-
матической зоне его используют всесезонно, имеет тем-
пературный диапазон работоспособности масла в объ-
ёме от –25 до 150 °С [9, 10]. Из-за этих особенностей 
масло ТМ–3–18 было избрано в качестве одного из кон-
струкционных материалов триады трения [11], который 
обеспечивает прохождение процессов контактного вза-
имодействия в условиях граничного режима смазки. Ис-
пользуемое масло изготавливают из смеси экстрактов 
остаточных масел фенольной очистки и дистиллятных 
масел или фильтрата обезмасливания парафина и ком-
позиции противозадирной и депрессорной присадок 
умеренной эффективности [12]. 

В процессе работы были проведены испытания зару-
бежного товарного пакета присадок Компадит-731 (К–
731), поставляемого Фастовскому заводу технических ма-
сел "Ариан". Физико-химические характеристики этого 
пакета присадок, улучшающего смазывающие свойства 
ТМ, представлены в табл. 1. Согласно поставленных за-
дач исследования, при лабораторной оценке значения 
концентрации пакета присадок в базовом масле варьиро-
вались от 1 до 8 % по массе (табл. 2). Компаундирование 
(смешение) базового масла с пакетом присадок выполня-
лось при 50 °С. При этой температуре вязкость масел и 
присадок достаточно низки для гарантированного удо-
влетворительного и быстрого перемешивания. В то же 
время базовое масло и присадки не подвергаются значи-
тельным термическим воздействиям [13]. 

Испытания пакета присадок на машине трения 
(МТ) показали, что воздействие К–731 на смазываю-
щую способность, противозадирные и противоизнос-
ные свойства ТМ сопоставимо с воздействием других 
высококачественных зарубежных аналогов, таких, 
например, как Компадит–733 ("Istrochem", Словакия) и 
Англомол-6085 ("Lubrizol", Германия). 

 

Таблица 1 – Физико-химическая характеристика 
пакета присадок Компадит–731 ("Istrochem", Словакия) 

Показатель Значение 
показателя 

Вязкость кинематическая при 100 оС, мм2/с 17,5 
Содержание, %: 
Цинка 
Фосфора 
Серы 
Механических примесей 
Воды 

 
4,78 
5,35 
8,55 

≤0,05 
0,06 

Температура вспышки в открытом тигле,°С, 
не ниже 

155 

Используемая на практике концентрация 
пакета присадок в базовом масле, % 

2,4 

Зольность, сульфатная (оксидная), % 15,73 
Коррозия на пластинах из меди при 120 °С 
в течение 3 ч 

Отс. 

Таблица 2 – Характеристики испытуемых композиций 

Смазочный материал Массовая доля актив-
ных элементов, % 
(расчётный метод) 

S Р 
База ТМ–3–18 (Б) 1 0 
Б + К-731 1 мас. % 1,0855 0,0535 
Б + К-731 2 мас. % 1,171 0,107 
Б + К-731 2,4 мас. % 
(ТМ–3–18 товарное) 

1,2052 0,1284 

Б + К-731 4 мас. % 1,342 0,214 
Б + К-731 8 мас. % 1,684 0,428 
Mobilube GX 80W–90 (товарное) 1,92 не опр. 

 

С целью подтверждения оптимальной концентра-
ции пакета присадок при условиях исследования и для 
сравнительного анализа полученных зависимостей в 
настоящей работе также было использовано товарное 
ТМ Mobilube GX 80W-90, производимое нефтяной 
компанией Mobil Oil oy ab с Финляндии [14]. Mobilube 
GX – это серия всесезонных минеральных ТМ, учиты-
вающих особенности современных синхронизирован-
ных трансмиссий, представляющая собой глубокоочи-
щенную нефтяную основу, в состав которой вводят 
сбалансированную серо- фосфорсодержащую компо-
зицию сильных ЕР-присадок высокого давления, но бо-
лее смягчённых, чем в маслах серии Mobilube HD. Ре-
комендуется для применения в коробках передач с руч-
ным управлением, раздаточных коробках и т.п., уста-
навливаемых на машинах и автомобилях, для которых 
изготовители требуют применения масел уровня АРІ 
GL–4 класса. Масла превосходят требования американ-
ской военной спецификации MIL–L–2105A [15, 16]. 

Выбор и обоснование схемы контактирования. 
Исходя из цели методики, её эффективность определя-
ется оптимальным выбором схемы контактирования, 
позволяющей достигнуть воспроизводимости напря-
жённо-деформируемого состояния в ходе испытаний и 
идентичности режимов нагружения, что достигается за 
счёт максимальной локализации пятна контакта в ис-
ходном состоянии испытуемых образцов, а также лока-
лизации износа в ходе испытаний. При сравнении схем 
контактирования образцов простой геометрической 
формы – вал–вкладыш, цилиндр-цилиндр (с параллель-
ными и перекрещивающимися осями), сфера-сфера, 
сфера–плоскость – следует, что максимальная локали-
зация контакта в условии качения с проскальзыванием 
достигается при реализации схемы цилиндр-цилиндр с 
параллельными осями. 

Режимы трибологического процесса реализуются 
на МТ с различными схемами контакта трущихся об-
разцов. Нашли применение следующие разновидности 
номинального фрикционного контакта: по площади 
(пять), линейный (пять) и точечный (четыре). Линейная 
схема трения – два вращающихся цилиндра – широко 
применяется при моделировании трения в зубчатых пе-
редачах. Воспроизведена в различных МТ: в серийных 
ИИ 5018, СМЦ–2 и более современной СМТ–1, Амс-
лер, МИ-1М и в специальных роликовых стендах. В ка-
честве модельного (не конструкционного) материала и 
для подтверждения справедливости полученных ре-
зультатов показателей смазочного действия использо-
вались подверженные объёмной закалке образцы и 
контртела роликового типа (рис. 1), мм: 

диаметр образца …50 
ширина образца …10 
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диаметр контртела …50 
ширина контртела …3 
Форма и размеры образцов для моделирующих три-

ботехнических испытаний с учётом масштабного фактора 
[17] соответствовали требованиям ДСТУ 30480–97 с ко-
эффициентом взаимного перекрытия Kвз = 0,3. 

О

К

2

1

а

b

D
o

D
к

 
Рис. 1 – Схема трибоконтакта образца (О) и контртела (К) 

роликового типа: Dо – диаметр образца; Dк – диаметр 
контртела; а – ширина контртела; b – ширина образца; 

1 и 2 – дорожки трения 

Модельные материалы. Образец и контртело из-
готавливают из одного материала, а именно из: 1) угле-
родистой стали средней прочности перлитного класса 
– 30ХГСА (хромансиль) с твёрдостью 40…45 HRC 
(0,28…0,34 % С; 0,9…1,2 % Mn; 0,8…1,1 % Cr; Fe – ос-
нова), прокаливается на глубину 25…40 мм [18, 19]; 2) 
углеродистой высокопрочной стали перлитного класса 
– 40ХН2СВА с твёрдостью 45...50 HRC (0,36…0,43 % 
С; 0,7…1 % Si; 0,5…0,8 % Mn; 0,8…1,1 % Cr; 2,5…3,0 
% Ni; 0,8…1,2 % W; Fe – основа), прокаливается на глу-
бину 25...40 мм [18, 19]. Зубчатые колёса для объём-
ного закаливания изготавливаются из сталей типа сталь 
40Х, а в более ответственных случаях из сталей 40ХН 
и т.д. [20]. Сталь 40ХН2СВА при твёрдости свыше 50 
HRC резко теряет свои прочностные свойства. Обе 
стали применяются в производстве как машинострои-
тельные более полувека [21]. 

Испытуемые образцы и контртела изготовлены из 
сталей в состоянии поставки, имеющих структуру пер-
лита, одной выбранной марки и плавки с разрезанием 
цилиндрического стержня на диски. В работе [22] со-
поставлены значения твёрдости HV, HB, HR (стандарт-
ные шкалы А, В и С), хотя зависимость между НВ и 
HRВ, и также HRС нелинейная. Очевидны весьма огра-
ниченные возможности в части повышения прочност-
ных характеристик сталей [23, 24]. Анализ литератур-
ных данных [25–28] показывает, что эксплуатационные 
свойства деталей машин, определяющие их надёж-
ность, зависят от системы параметров качества их ра-
бочих поверхностей: макроотклонения, волнистости, 
шероховатости, субшероховатости, физико-химиче-
ских свойств. Поэтому, шероховатость поверхностного 
слоя образцов и контртел считалась постоянной и была 
выбрана на уровне Ra = 0,32 мкм с разбросом парамет-
ров не более 5 % [29]. Перед установкой на МТ поверх-
ности образцов и контртел обрабатывались по обще-
принятой методике ГОСТ 23.210-80. 

Последующая в наших исследованиях оценка со-
стояния поверхностных слоёв трибосопряжений имеет 
четыре основные стадии – электроискровую резку из-
делий (поперечную и отрезание сегментов), изготовле-
ние шлифов, собственно экспериментальную работу и 
интерпретацию полученных результатов. Электроис-

кровая резка изделий из образцов роликового типа ха-
рактеризуется следующими показателями: 
1) оборудование – электроискровой станок мод. 4531; 
2) рабочий электрод – латунная проволока Ø 0,2 мм; 
3) рабочая жидкость – керосин; 
4) режимы работы: 

- напряжение искрового промежутка – 150 В; 
- ток короткого замыкания – 1,4 А; 
- рабочий ток – 0,7 А; 
- рабочая ёмкость – 2 мкФ; 
- рабочая подача – автоматически, при помощи 

следящего устройства; 
5) машинное время: 

- поперечная резка 10 × 16 мм – 2 × 40 мин; 
- отрезание сегментов 10 × 12 мм – 23 мин. 
Изготовление шлифов из отрезанных изделий ха-

рактеризовалось следующими условиями: 
1) оборудование – притирочно-доводочный станок; 
2) инструмент – набор алмазных кругов зернистостью 
63/50 (черновая обработка среза) и 50/30 (чистовая об-
работка среза); 
3) охлаждающая жидкость – вода; 
4) способ обработки – вручную. 

После ополаскивания в спирте и высушивания при 
70 °С изделия были готовы к экспериментальной работе. 

Средства исследований. Принцип работы и кон-
структивное решение настольного прибора "Микрон-
гамма 9". В 1987 году И. М. Закиевым под руковод-
ством проф. В. В. Запорожца был изготовлен первый 
настольный аналоговый вариант прибора серии "Мик-
рон–гамма" на базе серийного микротвёрдомера ПМТ–
3 (рис. 2, а) с записью диаграмм нагружения, профило-
грамм и трибограмм двухкоординатным самописцем, а 
их расшифровка велась вручную. В последующие 
годы, с появлением персональных компьютеров, было 
сконструировано, изготовлено и доведено до практиче-
ского использования ещё 7 модификаций цифровых 
приборов, позволяющих уже автоматически произво-
дить и регистрировать измерения (рис. 2, б–г). "Мик-
рон–гамма" позволяет проводить исследование фи-
зико-механических свойств поверхностных слоёв ма-
териалов и смазочных сред в режиме мониторинга ме-
тодами непрерывного вдавливания индентора, три-
боспектральным, акустической эмиссии, топографии 
поверхности [30]. 

Все существующие приборы не позволяют прово-
дить испытания материалов в реальном масштабе вре-
мени, в режиме мониторинга, что значительно снижает 
производительность и информативность, увеличивает 
погрешность, связанную с субъективными факторами. 
Таким образом, всегда существовала потребность в 
разработке настольной конструкции прибора, который 
позволял бы измерять физико-механические свойства 
материалов методами непрерывного вдавливания и 
сканирования индентором, работающим в режиме мо-
ниторинга и имеющим бесконтактный нагружатель и 
датчики перемещения самого индентора. Благодаря 
применению выше отмеченных методов исследования 
прибор "Микрон–гамма 9" позволяет [31]: 

– проводить испытание на микротвёрдость в диа-
пазоне малых и сверхмалых нагрузок с автоматической 
регистрацией двух параметров процесса: нагрузки и ве-
личины внедрения индентора; 
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                                 в                                                  г 
Рис. 2 – Модификации приборов для тестирования материа-
лов методом индентирования [30]: а – аналоговый с выво-
дом результатов на самописец (1987 г.); б – аналоговый с 
выводом результатов на микро–ЭВМ "БК–0010" (1992 г.); 
в – аналого–цифровой с управлением и обработкой IBM–
286 в среде DOS (1995 г.); г – "Микрон–гамма-8" с цифро-

вой камерой и обработкой данных в среде Windows (2002 г.) 

– изучать особенности микродеформации матери-
алов по кинетике внедрения индентора под воздей-
ствием поверхностно активных веществ с регистра-
цией скорости движения этого внедрения; 

– регистрировать микроползучесть материалов 
при выдержке под давлением путём регистрации изме-
нения глубины отпечатка в функции времени; 

– проводить оценку упругих свойств материалов и 
возможность их к релаксации энергии, накопленной в 
процессе пластической деформации, по величине упру-
гого возобновления глубины отпечатка; 

– проводить оценку деформационной и релакса-
ционной способности материалов по величине пло-
щади диаграммы внедрения в координатах: нагрузка-
величина внедрения; 

– исследовать материалы с плохой отбивающей спо-
собностью поверхности и материалы, в которых отпечаток 
существенно изменяет размеры после снятия нагрузки; 

– проводить оценку степени наклёпа поверхност-
ного слоя по величине энергии упругого возобновле-
ния материала и тонкого поверхностного слоя, кото-
рый определяется по площади диаграммы внедрения; 

– моделировать при малых скоростях деформации 
элементарные акты процессов трения и изнашивания с 
регистрацией длины и глубины царапины; 

– проводить оценку среднего значения и разброса 
микромеханических свойств поверхностных слоёв и их 
распределение по трассе сканирования; 

– регистрировать характеристики микрогеомет-
рии поверхностей при использовании соответствую- 

щего индентора, а также распечатывать видеоизобра-
жение поверхности материалов; 

– регистрировать энергию, которая выделяется ис-
точником акустической эмиссии, при микровдавлива-
нии и сканировании индентором поверхности; 

– измерять расклинивающее действие поверх-
ностно активных веществ и смазочных сред; 

– исследовать механические свойства граничных 
смазочных слоёв. 

В настоящей работе для исследования микромеха-
нических свойств материалов методом индентирования 
поверхности [32] использовалась последняя 9 модифи-
кация прибора с широкими функциональными возмож-
ностями (рис. 3), отличающегося от зарубежных анало-
гов компактностью (реализация дифференциального ме-
тода определения перемещения индентора), простотой 
эксплуатации (практически полностью автоматизиро-
ваны управление и обработка экспериментальных дан-
ных), технологичностью изготовления [33]. 

 

 

Рис. 3 – Внешний вид прибора "Микрон-гамма 9" для иссле-
дования микромеханических свойств материалов [33]: 

1 – стойка; 2 – ручка фиксации микроскопа на стойке; 3 – ручка гру-
бой подачи микроскопа и индентора; 4 – ручка механизма микромет-
рической подачи микроскопа; 5 – видеокамера; 6 – винт крепления 
камеры; 7 – винт крепления осветителя; 8 – центрирующие винты 
осветителя; 9 – объектив; 10 – двухкоординатный стол; 11 – винт 

фиксации поворота стола; 12 – ограничитель прицельного укола; 13 
– рукоятка щупа; 14 – блок нагружения; 15 – индентор; 16 – освети-
тель микроскопа; 17 – патрон со светодиодом повышенной яркости; 

18 – разъём головки; 19 – винт фиксации ограничителя 
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Методы исследования и контроля микромеха-
нических характеристик поверхностных слоёв мо-
дельных материалов в режиме мониторинга. Пред-
посылки возникновения нанотрибологии освещаются в 
[34, 35]. В настоящей работе для оценки микромехани-
ческих характеристик поверхностных слоёв исследуе-
мых образцов были использованы методы: непрерыв-
ного вдавливания индентора, трибоспектральный 
(склерометрии), металлографии, топографии. 

В соответствии с направлением движения зонди-
рующего поверхность инструмента по отношению к 
плоскости образца методы подразделяют на наноин-
дентирование (индентор движется по нормали к по-
верхности) и наносклерометрию (индентор движется 
по касательной к поверхности). Сущность этих мето-
дов состоит в программируемом приложении малых 
или ультрамалых усилий к индентору и непрерывной 
регистрации зависимости силы сопротивления Р от 
смещения (глубины погружения h или тангенциаль-
ного перемещения x). Типичные записи диаграмм для 
обоих случаев показаны на рис. 4 [36]. 

 
Рис. 4 – Диаграммы, полученные при наноиндентировании 

(слева) и наноскрабировании (справа) [36]: 
hmax – максимальная глубина погружения индентора; 
hост – глубина отпечатка, оставшегося после снятия 

нагрузки; W – поглощённая энергия; Pz , Pz , Pz  – низкие, 
умеренные и высокие значения силы прижима индентора к 

поверхности соответственно 

Метод непрерывного вдавливания индентора. 
Практика показала ограниченность схемы испытаний 
по диагонали отпечатка. Существенно расширить по-
лучаемую информацию можно лишь по принципи-
ально новой схеме испытаний по глубине отпечатка 
(рис. 5 и 6) методом непрерывного вдавливания инден-
тора. Этот метод основан на автоматической регистра-
ции в процессе испытаний нагрузки на индентор и глу-
бины его внедрения в поверхность испытуемого мате-
риала в виде диаграммы нагружения P = f(h) (см. рис. 4, 
слева). Расшифровка такой диаграммы позволяет полу-
чать не только более обширную, но также и принципи-
ально новую, по сравнению со стандартизованным ме-
тодом испытаний на микротвёрдость, информацию. 
Метод позволяет фиксировать ценную информацию о 
самом процессе вдавливания индентора, учитывая про-
цессы, происходящие вследствие релаксации напряже-
ний, формоизменения материала под индентором в 
процессе вдавливания, при выдержке под нагрузкой, 
при нагружении и т.п. [37, 38]. 

Методические основы определения твёрдости и 
модуля упругости по диаграммам индентирования осве-
щаются в [39, 40] и приняты в качестве международного 
стандарта [41], регламентирующего испытания матери-
алов методами вдавливания, когда индентирование 

классифицируют по трём размерно-силовым уровням: 
 

– макроскопический уровень . . . . . 2 Н < Р < 30 кН; 
– микроскопический уровень . . . . . Р < 2 Н, h > 200 нм; 
– нанометровый уровень . . . . . . . . . h < 200 H·м; 
 

где Р – сила, действующая на индентор при его вдав-
ливании в поверхность;  
h – глубина проникновения индентора. 
 

 

Рис. 5 – Схема отпечатка в разрезе [33]: 
h1 – глубина внедрения при максимальной нагрузке; 

h2 – глубина восстановленного отпечатка после нагружения 

 
Рис. 6 – Микрофотография отпечатка Виккерса [33]: 

d – диагональ отпечатка 

Данный подход основан на теоретических зависи-
мостях, которые были получены ранее и описывают 
упругое восстановление при внедрении в плоское упру-
гое полупространство инденторов различной осесим-
метричной формы [42]. При этом методе в качестве кон-
струкционного материала индентора использован алмаз, 
обладающий минимальной адгезией к большинству тех-
нических материалов [43]. Современные качественные 
инденторы имеют минимальный радиус закругления 
кончика в пределах 30…50 нм, инденторы широкого ис-
пользования – порядка 100 нм и больше. Учёт затуплен-
ности индентора осуществляется путём корректировки 
значений проекции контактной площади [32]. 

Метод непрерывного вдавливания позволяет: 
– проводить испытания на микротвёрдость в диа-

пазоне малых и сверхмалых нагрузок; 
– изучать особенности микродеформации матери-

алов по кинетике внедрения индентора; 
– регистрировать микроползучесть материалов; 
– измерять градиент свойств по глубине внедре-

ния; 
– испытывать материалы с плохой отражающей 

способностью (в частности, полимерные материалы), а 
также материалы, у которых отпечаток сильно изме-
няет размеры после снятия нагрузки; 

– измерять хрупкость материалов по диаграмме 
внедрения; 

– измерять упругость материалов. 
По сути, диаграмма представляет собой работу, за-

траченную индентором на преодоление сопротивления 
материала (площадь под ветвью нагружения), и работу, 
затраченную материалом на восстановление своих 
свойств (площадь под ветвью разгрузки) (рис. 4, слева). 
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Для оценки ползучести строится график зависи-
мости глубины внедрения индентора h от времени вы-
держки Т под нагрузкой, а для оценки градиента проч-
ностных свойств – график зависимости твёрдости Н от 
нагрузки Р (рис. 7). 

 

 

 
Рис. 7 – Типичные графики, получаемые методом 

непрерывного внедрения индентора 

Данные непрерывного индентирования обычно 
обрабатывают по методу Оливера–Фарра [44], который 
состоит в подборе параметров степенной функции, 
описывающей экспериментальную зависимость глу-
бины погружения от приложенной нагрузки, и расчёте 
твёрдости и модуля Юнга по этим данным. 

Но, даже учитывая большую ценность получен-
ных с помощью метода микровдавливания результа-
тов, метод не позволяет провести комплексную оценку 
состояния поверхностного слоя. В связи с этим значи-
тельный интерес представляет анализ динамических 
эффектов контактного взаимодействия разработанным 
трибоспектральным (склерометрии) методом. 

Трибоспектральный (склерометрии) метод. Из-
мерение твёрдости царапанием ранее применялось, 
главным образом, при изучении минералов. Ещё в 1640 
году драгоценные камни классифицировались по твёр-
дости посредством царапания напильником [45]. В 
1824 году Моос предложил шкалу твёрдости, состоя-
щую из 10 эталонных минералов. При этом каждый по-
следующий минерал мог царапать все предыдущие. 
Шкала Мооса состоит из 10 баллов в такой последова-
тельности минералов: тальк, гипс, кальцит, флюорит, 
апатит, ортоклас, кварц, топаз, корунд, алмаз (№ 10 
этой шкалы) [46]. М. М. Хрущов предложил вместо 10 
классов твёрдости по шкале Мооса 15 классов (алмаз – 
15,1 класс по шкале Хрущова) и следующую формулу 

для определения класса твёрдости: Нх = 0,7 3 H , где Н 
– число твёрдости, кгс/мм2 [47]. Более точная и объек-
тивная оценка классов твёрдости минералов по шкале 
М. М. Хрущова нашла широкое применение у минера-
логов [48]. Между тем, возможность определения со-
противления разрушению и связанных с ним характе-
ристик по испытаниям очень малого участка поверхно-
сти представляет большой практический интерес и при 
изучении металлов. Первый прибор для оценки твёрдо-
сти царапанием – склерометр был создан Зеебеком в 
1833 г. Принцип представления твёрдости в виде 
нагрузки на алмазный конус с углом 90° при формиро-
вании им царапины шириной 10 мкм предложен Мар-
тенсом в 1890 г., и долгое время (до 1936 г.) являлся 
единственным методом количественной оценки микро-
твёрдости [45]. Впервые микротвёрдость отдельных 
структурных составляющих была определена на скле-
роскопе Шора А. М. Бочваром в 1917 г. и применена 
им для изучения связи структуры и свойств подшипни-
ковых материалов [49]. 

Трибоспектральный (склерометрии) метод микро-
механических испытаний, разработанный и внедрён-
ный в 1960-х гг. в лаборатории КИИГА под руковод-
ством проф. В. В. Запорожца, базируется на непрерыв-
ной регистрации двух составляющих сопротивления 
движению индентора по поверхности с заданной 
нагрузкой [50–52]. Данный метод предполагает пропа-
хивание борозды на поверхности изучаемого матери-
ала образца. Выбор склерометрии основан на каче-
ственном подобии напряжённо-деформированного со-
стояния и масштабного уровня повреждений при тре-
нии и при деформации поверхности индентором. Фи-
зическая основа метода – зависимость параметров тре-
ния от ориентации отдельных кристаллитов и парамет-
ров тонкой кристаллической структуры (анизотропия 
трения) [53, 54]. Аналитической основой метода явля-
ется теория случайных процессов [55, 56], которые при 
неоднократном проведении одного и того же опыта 
протекают каждый раз несколько по-иному, всё опре-
делённее и отчётливее проявляя присущие им законо-
мерности. Заметим, что случайность не может являться 
причиной события, но как понятие случайность (не-
предсказуемость) объективно существует. 
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Сканирование поверхностного слоя выполняется 
путём перемещения алмазного индентора в режиме 
упругопластического деформирования с постоянной 
скоростью под действием неизменной во времени 
нагрузки, обеспечивающей заданную глубину внедре-
ния в анализируемую поверхность [57]. Модель поверх-
ностного слоя представляется в виде случайно располо-
женных кристаллов (фрагментов) с различными проч-
ностными и деформационными характеристиками. Со-
гласно этого, поверхностный слой нагружается трением 
индентора, моделирующего единичную неровность, и 
по изменению силы трения и нормальной нагрузки, свя-
занных с анизотропией прочностных и деформацион-
ных свойств отдельных микрообъёмов, рассчитывается 
комплекс статистических характеристик, отражающих 
состояние поверхностного слоя [57–59]. В целом, опре-
деление статистических связей между сопротивлениями 
локальных микрообъёмов материала контактному де-
формированию методами теории случайных процессов 
позволяет произвести комплексную оценку состояния 
поверхностного слоя на трассе сканирования алмазным 
индентором и, в частности, даёт возможность: 

– оценивать среднюю прочность поверхностного 
слоя на трассе сканирования; 

– оценивать разброс и неоднородность прочност-
ных свойств; 

– моделировать элементарные акты процессов тре-
ния и износа (микрорезания, микроскольжения и т.п.). 

На рис. 8 ниже представлена модель, поясняющая 
сущность метода сканирования. Если исследуемая по-
верхность вдоль трассы сканирования индентора состоит 
из твёрдых (и мелких L2) и мягких (и крупных L1) фраг-
ментов, обработав трибограмму (зависимость глубины 
внедрения от времени t) как случайный процесс и по-
строив график спектральной плотности, можно получить 
прочностной портрет поверхности (рис. 9). По спектраль-
ной плотности можно судить о размерах, количестве и 
прочности фрагментов на трассе сканирования. 

О. Н. Билякович (1996) впервые использовал три-
боспектральный метод микромеханических исследова-
ний для оценки состояния смазочных сред [60]. Суть 
этого исследования заключалась в оценке эффективно-
сти смазочного действия трансмиссионных масел с раз-
личной степенью загрязнённости механическими при-
месями, микромеханических характеристик и показа-
телей структурной однородности поверхностных 
слоёв, сформированных в процессе испытаний в выше-
указанных маслах. 

 

 
Рис. 8 – Модель, поясняющая принцип действия метода 

сканирования 

Метод металлографии основан на регистрации 
изображения посредством оптического микроскопа со 
встроенной цифровой видеокамерой и последующей 
статистической обработкой изображения. Метод поз-
воляет производить: 

– количественный анализ изображения; 
– анализ неметаллических включений; 

– анализ пористости; 
– анализ зёренной структуры; 
– фазовый анализ; 
– регистрацию в динамике процессов разрушения 

и трещинообразования; 
– построение трёхмерной яркостной модели по-

верхности. 

 

 
Рис. 9 – Трибограммы нормальной и тангенциальной 

составляющей силы трения 

Кроме того, метод позволяет проводить прицель-
ный "укол" в необходимом месте поверхности, при 
этом наблюдая за изображением на экране монитора 
(рис. 10). А внешний вид интерфейса пользователя 
приведен на рис. 11. 

 
Рис. 10 – Отпечатки разных инденторов × 400 [30] 

 
Рис. 11 – Внешний вид интерфейса пользователя [30] 
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Метод топографии основан на сканировании по-
верхности индентором при минимальной нагрузке 
(около 0,1 г) с последующей обработкой профило-
грамм (рис. 12) и, в частности, позволяет: 

– регистрировать параметры шероховатости по-
верхности; 

– строить трёхмерный профиль поверхности. 
Максимально на экран монитора за один сеанс 

можно выводить 16 диаграмм внедрения. При необхо-
димости диаграммы внедрения в автоматизированном 
режиме можно сглаживать, усреднять, аппроксимиро-
вать, сдвигать, вычитать и сравнивать с теоретической 
кривой нагружения. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 12 – Профилограммы до и после устранения тренда:  
а – лунок отпечатков; б – поверхности 

Выводы. После завершения индентирования от-
чёт по испытаниям выводится на экран монитора в 
виде таблицы, в которой приведены вычисленные ха-
рактеристики микромеханических свойств испытуе-
мого материала: твёрдость, модуль Юнга, упругопла-
стическая и упругая работы индентирования и т.д. 
Предусмотрена возможность введения пользователем 
формул расчёта параметров индентирования и постро-
ения графиков, полученных на основании собственных 
разработок. Для этого прилагается специально разрабо-
танный математически–графический редактор, кото-
рый позволяет вводить пользовательские параметры, 
формулы расчётов, графические зависимости и виды 
отчёта. Такой подход предусматривает гибкость при-
бора как нового инструмента для исследования фи-
зико-механических свойств материалов. 
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N. N. ISHIN, S. A. GAVRILOV, N. N. MAKSIMCHENKO 

THE VIBRATION DIAGNOSTICS OF THE MOBILE MACHINES TOOTH GEARS 

Розглянуто загальний стан вібродіагностики зубчастих передач мобільної техніки, проаналізовано та класифіковано методи діагностування 
зубчастих передач мобільних машин в експлуатації. Виділено особливості функціонування зубчастих передач, з-за яких використання для їх 
діагностики стандартних віброакустичних засобів обмежена. Описана розроблена бортова автоматизована система вібродіагностики редукто-
рів мотор-коліс великовантажних самоскидів БелАЗ. Сформульовані перспективні напрямки розвитку вібродіагностики стосовно трансмісій-
ним вузлів мобільних машин.  

Ключові слова: мобільна техніка, діагностика, трансмісія, зубчаста передача, апаратно-програмні засоби, класифікація методів, на-
прями розвитку, мотор-колесо, технічний стан. 

Рассмотрено общее состояние вибродиагностики зубчатых передач мобильной техники, проанализированы и классифицированы методы ди-
агностирования зубчатых передач мобильных машин в эксплуатации. Выделены особенности функционирования зубчатых передач, из-за 
которых использование для их диагностики стандартных виброакустических средств ограничено. Описана разработанная бортовая автомати-
зированная система вибродиагностики редукторов мотор-колес большегрузных самосвалов БелАЗ. Сформулированы перспективные направ-
ления развития вибродиагностики применительно к трансмиссионным узлам мобильных машин.   

Ключевые слова: мобильная техника, диагностика, трансмиссия, зубчатая передача, аппаратно-программные средства, классификация 
методов, направления развития, мотор-колесо, техническое состояние. 

The state of vibration diagnostics of the mobile machines tooth gears, peculiarities of hardware and software of manufacturers’ products, approaches 
and methods for diagnostics of mobile machines transmission systems are considered. The systems and methods of mobile machines gear diagnostics in 
operation are analyzed and classified in detail. Special features of the tooth gears functioning, which restrict use of standard vibroacoustic tools for their 
diagnostics, are separated. On-board automated system aimed for the vibrodiagnostics of motor-in-wheel reducers for dump trucks BelAZ is described. 
The perspective directions of vibrodiagnostics development in relation to the transmission units of mobile machines are formulated. 

Keywords: machines, vibrodiagnostics, transmission, tooth gear, hardware and software, methods classification, directions for the development, 
motor-in-wheel, technical condition. 

 
Introduction. The development of sensory base and 

computing equipment allows to create more and more per-
fect vibrodiagnostic systems to ensure effective monitoring 
of current technical condition of complex systems and a 
fairly reasonable prediction of service life from their most 
responsible elements. Today in the CIS market in addition to 
the traditionally well-known manufacturers of vibro- and 
noise-measuring techniques (Schenck, Larson&Davis, 
Bruel&Kjaer, SKF, National Instruments, etc. [1–5]) actively 
offer their products manufacturers of Russia and Ukraine, 
specializing in the development and sale of equipment and 
devices for balancing, control and vibroacoustic diagnostics. 

Leading Western European and American manufac-
turers of hardware and software for vibroacoustic diagnos-
tics go towards the creation of modular systems ("bricks"), 
of which the measuring channels are formed and assigned 
the task of retrieval and storage of information. Processing 
and analysis of measurement information is carried out on 
a PC using specialized or generic software packages. Such 
systems have wider possibilities of processing and analysis 
vibroacoustics signals compared to traditional stationary 
and portable vibration analysers and sound level meters 
with a variety of standard features.  

In CIS countries the leading position in the field of 
methods and means of vibration diagnostics is a company 
"Diameh", "Vast", "Inkotes", etc. [6–13]. Of their vibration 
analysers are stand-alone microprocessor-based portable 
devices, allowing to measure, process, store and visualize 
the measured vibroacoustic information. 

Most of the tools of vibration diagnostics, both Western 
and CIS production, have a fairly narrow specialization (bal-
ancing of rotors and diagnostics of bearing units of different 
technological of equipment) and is intended for manufacturing 
diagnostics. For research purposes their use for solving new 
tasks of analysis and control experiment is hampered by the 
presence of rigid algorithms, implemented by hardware in a 
dedicated computer, precluding the possibility of changing the 
software configuration of the computer means.  

Methodical and instrumental means of vibration diag-
nostics and forecasting of a residual life according to the 
change of vibration parameters are most actively develop-
ing in relation to the bearings, but for gears and driving 
mechanisms of mobile machines concrete techniques and 
examples of practical use of the vibration diagnostics in the 
published descriptions are virtually absent. 

The aim of the work was to analyse the current state 
and tendencies of development of diagnostics and vibration 
diagnostics of gearing and driving mechanisms of mobile 
machines. 

The vibration drive systems. The analysis of publica-
tions [14–25], devoted to the operational assessment of the 
technical condition of drive mechanisms based on gears, as 
well as the methods and means of forecasting of a residual 
life of the transmission system, shows that from existing 
methods the most perspective are methods of non-disassem-
bly control of dynamic characteristics of drive mechanisms 
through continuous or periodic monitoring of vibration pa-
rameters. So, in work [14] considered the possibility of using 
vibroacoustic analyzer A17 for monitoring the availability of 
gears. On example of refinement of experimental gears dis-
cusses the possibility of using vibroacoustic methods for di-
agnostics of damage of gear wheels in conditions of devel-
opment fatigue testing. The control and rejection of gears it 
is proposed to doing by the levels of spectral components of 
rotational and tooth mesh frequencies. 

Corporation UTC Aerospais Systems (USA) advertises 
designed on-board system of vibration diagnostics of trans-
mission helicopter HUMS (Health & Usage Monitoring Sys-
tems) [26, 27]. Monitoring of the level of vibration allows to 
obtain information about the status of main units and assem-
blies and the possibility of early detection of the defect, the 
necessary engineering and technical staff for decision mak-
ing about replacement parts. The key element of the HUMS 
is software that analyzes the information coming from ace- 
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lerometers, mounted on the engine and transmission, and ac-
cumulating by flight recorder. The helicopter has about 
twenty sensors that give a large amount of data. System in-
terrogates the sensors several times during the flight, through 
certain time intervals, and stores them in the flight recorder 
memory. Processing and analysis of these data is carried out 
on earth, but information about the functioning units of the 
helicopter is displayed on a display pilot. The system was 
tested on a batch of 20 helicopters, participating in hostilities. 
Installation of the system saved up to USD 45 million on 
costs related to maintenance and flight operation. On the in-
ternational market of the helicopter equipment system 
HUMS enhances their competitiveness. 

A similar development of the company Farnell (Rus-
sia) – on-board diagnostic system enable to perform mo- 
nitoring and diagnostics of helicopter gearboxes by vibration 

parameters [28]. The system provides simultaneous organ-
ization and processing of data from the vibration sensors in 
real time, the mathematical signal processing and storing of 
testing results. System monitoring and diagnostics Farnell 
installed on several MI-8 helicopters of the Russian com-
pany "Aviashelf".  

Russian helicopter holding "Vertolety Rossii", a sub-
sidiary of the United industrial Corporation "Oboronprom" 
and is one of the leading world developers and manufactur-
ers of helicopters, presented at the forum "Engineering 
Technologies–2012" the project of perspective system 
health monitoring and accounting of operating time of ag-
gregates and systems of helicopter A-HUMS [29]. A simi-
lar development for helicopter AH-64A – system Vibration 
Management Enhancement Program (VMEP) is presented 
in fig. 1 [30].  

 

Fig. 1 – Configuration of system VMEP for helicopter AH-64A [30] 

The most well-known publications devoted to systems 
and methods of diagnostics of transmission systems land-
based mobile machines is advertising. While the focus is on 
diagnosting transmissions of expensive mining equipment 
– heavy haulers, excavators, bulldozers, delays which are 
associated with large economic losses of mining compa-
nies. So, in works [16, 23] highlights the questions of ap-
plication of laboratory methods of physical-chemical and 
spectral analysis of oils. In operation periodically at mainte-
nance is doing integrated spectrographic analysis of oils 
worked, for the purpose of determination of the amount of 
wear products and dirt. Test results revealed violations in 
the work of units and aggregates of the internal combustion 
engine, gears of motor-wheels and determine the suitability 
of oil for further use. Recommendations of fault handling 
based on these data is issue to repair services, helping to 
reduce the incidence of breakdowns. 

Firm Caterpillar [31] reported of diagnostic scanner 
(Cat ET) of electronic systems that control the motors and 
electromechanical assemblies of the truck. The diagnosis is 
carried out on the amount consumed by the control systems 
of current, works in real time and allows promptly to detect 
and resolve problems and faults. 

Firm Komatsu to reduce non-productive costs and in-
creasing the efficiency of transportation has developed a sys-
tem Komtrax, which uses a network of satellites orbiting the 
earth to transmit information with the truck on the dispatch-
er's computer [32]. The system allows you to monitor the lo-
cation and movement of vehicles working on site, to deter-
mine the efficiency of drivers, track fuel consumption, work 
time in different modes, etc. Assessment of performance of 
the most critical components of the machine is the system of 
control of technical condition of vehicle (VHMS), which can 
be integrated with Komtrax. The VHMS system sends in real 
time on the dispatcher's computer the data about operational 
modes of the mechanisms and problems arising in them. This 
allows to quickly contact their customer service and make a 
decision about maintenance or repair faulty parts of the ve-
hicle, preventing emergency exits. 

Liebherr has developed a diagnostic system Litronic 
Puls [33], which includes real-time monitoring, fault detec-
tion and alert, as well as a number of methods of processing 
data and produce trends of the actual state dump truck. Pa-
rameters and methods of diagnosis are not disclosed. 

Systems for the diagnosis and monitoring offer next 
firms: Wenco – system Eventing Systems, Modular Mining 
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Systems, USA subsidiary of Komatsu, – the MineCare system, 
Matrikon – system Mobile Equipment Monitor [34, 35], etc. 

Named foreign developments are either search and re-
search, or completely closed, as have elements of know-how. 

In the Republic of Belarus are also underway to de-
velop systems of control and diagnostics. In particular, at 
the Minsk automobile plant is actively developing a per-
spective electronic systems. So, a new on-board system of 
control and diagnostics is monitors and generates the data 
on the axle load, fuel used, average speed of truck move-
ment, and digital on a 28-day tachograph allows for any pe-
riod of time to automate accounting and control of the 
driver of the vehicle [36]. 

Belarusian automobile plant jointly with Russian 
company "Vist-grupp" equips the dump truck BelAZ of 
loading control system (LCS), operative on base of on-
board computer [25]. LCS records in the computer memory 
speed, weight of cargo, tire pressure, fuel consumption and 
other maintenance parameters. 

At the Joint Institute of mechanical engineering of the 
NAS of Belarus has developed an indirect method of deter-
mining the value of peripheral backlash of transmissions trol-
ley buses on the magnitude of jerk (first time derivative of 
the longitudinal acceleration) of the body of the trolley for 
the entire overclocking process, allowing you to control the 
overall technical condition of the machine transmission, 
comparing the current value of the backlash with the maxi-
mum permissible [37]. Feature is using the transition process 
and its rate (jerk), but not a steady-state process, prevalent in 
the earlier approaches. In addition, the proposed adaptive 
system, which is the results of determining the jerk set cor-
rects the characteristic of the traction motor in operation, 
thereby ensuring reduced dynamic loads of the transmission 
trolley buses. The method is simple to implement, focuses on 
periodically (during maintenance) control integral parame-
ters of wear of transmission. However it has certain limita-
tions, because it does not allow to identify specific defective 
parts and focuses on periodic maintenance procedures. 

Summarizing the aforesaid, we can conclude that the 
most installed both on foreign and domestic cars systems is 
still scheduling. They provide solution of tasks of control 
and accounting of the cars work on the track or in career, 
that is tracking in real time during loading, fuel consump-
tion, speed, location, downtime and violations of techno-
logical modes of operation. An effective system of diagnos-
tics of technical condition of gear transmission units of the 
mobile machines in the reviewed publications are not rep- 
resented. There are no specific techniques and practices in 
the assessment of the technical condition directly gears and 
forecasting of a residual life by change their vibroacoustic 
characteristics in the process of testing or operation. 

In the design and creation of methodical tools of vi-
bration diagnostics of the automotive engineering gearings 
should take into account the peculiarities of their function-
ing, distinct from drivers of other vehicles and equipment. 

First, this is a high load, low operating speeds and rel-
atively low degree of manufacturing precision (7...9 degree). 
These features create conditions for the development of 
clearly marked local defects and malfunctions, generating a 
pulse (shock pulse) in the interactions of the kinematic pairs 
of units and details. In the operation of gear mechanisms, de-
fects and faults create a series of pulses, which are low am-
plitude, broadband spectrum and therefore in the practice of 
vibration diagnostics are often made for the noise. It is 

known that such defects evolve avalanche and can lead to 
emergency exits or machines fail, so their diagnosis requires 
information on problems in early stages of development. 

The parameters of the shock pulse arising from tooth 
changeover teeth of gear wheels, determine the magnitude 
of internal dynamic load in the gear, which correlates with 
vibroactivity gear. In turn, the parameters of the shock 
pulse are determined by the geometrical errors of gear 
wheels, the inertia-stiffness characteristics, load-speed op-
erating modes, operational malfunctions. Thus, the param-
eters of shock pulses reflect the relationship between tech-
nical condition, dynamic loading and vibroactivity gear 
mechanisms, and are determined by the degree of develop-
ment and localization of the defect, therefore, can serve as 
reliable diagnostic signs.  

Control in real time of the vibration signal on the cas-
ing of the gearbox, combined with the control of loading of 
tooth by tensometric methods, allows in principle to esti-
mate the strength of the shock interaction in each pair in-
terlocking teeth, with the subsequent estimation of the ac-
tual contact stresses in the engagement and access to the 
evaluation of actual residual life of gearing. 

Another feature of the gears of the transmission sys-
tems of mobile machines is that they work in a constantly 
changing speeds and loads. A great influence on the vibra-
tion characteristics of the transmission assemblies, in addi-
tion to internal factors, by external dynamic effects caused 
by the terrain and road surface, the degree of loading of the 
vehicle, qualified driver, etc. In such circumstances, the na-
ture of the vibrations (amplitude and frequency) varies con-
tinuously and the use of commercially available instrumen-
tation for vibration monitoring of technical condition of the 
transmission elements through spectral analysis in the pro-
cess of machine's operation is very difficult [38–40].  

These features functioning of the mobile machines 
gears lead to the fact that using for their diagnostics stand-
ard vibroacoustic means of control is largely limited, be-
cause the vast majority of developed diagnostic methods 
and standard tools are focused on the diagnosis of rotor 
units of machines operating in quasi-stationary conditions, 
i.e. in conditions when working load and speed change 
slightly, and the dynamics of the mechanism are due mainly 
to geometric inaccuracies of manufacture and assembly of 
parts and their changes during exploitation. 

Existing methods of diagnostics of a condition of gears 
and bearings are mainly based on the analysis of the Fourier 
spectrum, but this approach is not effective enough, because 
the spectrum, representing the average for the period of the 
frequency response, hide faults and defects. Applied instru-
mental methods of analysis pulse component difficult to im-
plementation and expensive, as they require the use of special 
expensive equipment. At the same time, they allow us to esti-
mate only the general energy parameters of the pulsed compo-
nent in a random vibration process that in the operational di-
agnostics of gear mechanisms are clearly insufficient.  

Thus, today the actual problems of development of 
methods and algorithms of allocation of pulse component 
and determine their parameters under variable load-speed 
modes of transmission in random process of vibrations, rec-
orded in real time; methods for obtaining corrected vibra-
tion spectrum, purified from disturbances and spurious 
spectral components due to the processes of accessing and 
processing digital measurement information; practical 
methods of determining the actual loading of the gear on 
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the amplitude of the shock vibrating impulses generated by 
the engagement, and thus exit on the actual residual life of 
elements of the transmission units of machines. 

On basis of the analysis of known publications is de-
veloped the classification of modern systems of diagnostics 
of the automotive engineering gearings in operation (fig. 2).

 

 

Fig. 2 – The classification of the gearings diagnostics systems in operation  

The basis of classification is four main characteristics: 
1 – methods of diagnostics; 2 – means of diagnostics; 3 – 
depth diagnostics; 4 – the act of diagnostics results. 

Signs 1 and 2 detailed in more detail. 
Methods of diagnostics are separated by 1.1 – direct 

dynamic (vibration), which can be realized under steady 
operating conditions of the object, or unsteady modes (tran-
sients); 1.2 – indirect methods; 1.3 – static-dynamic.  

Direct dynamic (vibroacoustic) methods of functional 
diagnostics are used in the process of object’s work. The 
indirect methods are: spectrographic method (measurement 
of wear products in oil); energy methods based on the anal-
ysis of current indicators of power flow (the change in effi-
ciency, power, capacity) and integral indicators (energy 
consumption, fuel consumption over a certain period of 
time or operating time of the machine). The standard static-
dynamic methods include: thermal – by the change of unit’s 
temperature; hydraulic and pneumatic – by pressure 
changes, pulsations, flow; mechanical methods, including 
cinematomeria, backlashmeria (the coupling gaps) and the 
control of deviations of geometrical parameters details. 

In used tools of diagnostics the methods can be divided 
into 2.1 – on-board and 2.2 – stationary. On-board tools per-
form continuous monitoring or periodic control of the tech-
nical condition of the mechanism in operation with using of 
dynamic or static-dynamic methods of diagnostics. Station-
ary tools are used to diagnose a repair or during maintenance 
machines. They are divided into tools that require removal of 
components (for example, special running-in stands for di-
agnostics of the transmission units), or not requiring the re-
moval of components, and may or may not require special 
modes of diagnostics (for example, by lifting or mounting on 
roller of drive wheels of the machine). 

Signs 3 and 4 present enlargement. In depth diagnostics 
methods are divided into 3.1 – methods allow to carry out a 
integrated assessment of the transmission, and 3.2 – methods 

allow to diagnose individual components (units) of the trans-
mission, which, in turn, are divided into methods for diag- 
nosing a single local defect and fault details, and distributed, 
allowing to assess the damage integral parts in general. 

On realizable corrective actions selected 4.1 – active 
diagnostics (adaptive diagnostics) with a reverse impact on 
the fault (for example, the monitoring system of a condition 
of working surfaces of teeth of gears, which in case of pit-
ting adds to the lubrication system of the gear suspension 
with particles of molybdenum disulfide, forming the micro-
layer, leveling microcracks and gaps, leveling the surface) 
and 4.2 – passive diagnostics (signal diagnostics) which is 
limited to the message about problems in the drive by 
means of light or sound signals or automatic shutdown. 

The analysis of existing methods and tools of diagnos-
tics of a gear transmission of mobile machines suggests that 
the most promising direction in this area is the development 
of methods and means of functional vibration diagnostics 
and vibration monitoring which will allow to effect on-
board, continuous and non-disassembly assessment of the 
technical condition of each element of the transmission un-
der variable load-speed operating mode (in use), automatic 
(without human intervention) the diagnosis and assessment 
of residual life of elements. 

Development of on-board automated system aimed 
for the vibrodiagnostics of transmission units of the mo-
bile machines. Known systems and methods of vibrodiag-
nostics are at least one of the following defects: 1) the di-
agnostics of equipment working only with quasi-stationary 
and unstressed conditions (change the speed of the shaft 
and the load at the time of diagnostics should not exceed 
± 5%); b) the lack of algorithms of separation of the in-
formative component of the signal from the vibration 
caused by external influences on the diagnostic object; c) 
low degree of automation of diagnostics, necessitating the 
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availability of highly qualified in the field of vibrodiagnos-
tics personnel; d) the impossibility of functioning in real 
time; e) the presence of hard algorithms, precluding the 
possibility of changing the software configuration of the 
computer means; f) diagnosting bearing units only. 

In addition, it should be noted the high cost of foreign 
analogues: the installation of the system HUMS is esti-
mated from 6 to 50 thousand USD [30]; the total cost of the 

monitoring system based on a CSI 6500 with mounting on 
open-mine excavator is 200-250 thousand USD [24], etc. 

At the Joint Institute of mechanical engineering NAS 
of Belarus created on-board automated system aimed for 
the vibrodiagnostics of motor-in-wheel reducers for dump 
trucks BelAZ (fig. 3). The assignment of the system – pre-
vention of emergency failure of the motor-in-wheel reduc-
ers in the operation of the truck. 

 

 

Fig. 3 – On-board system of the vibrodiagnostics of motor-in-wheel reducers for dump trucks BelAZ 

The methodology of diagnostics and structure of the 
diagnostic system based on the use of the most perspective 
approaches for diagnosing (as proposed in fig. 2 classifica-
tion) in relation to a specific object. System in depth diag-
nostics allows to estimate faults of the individual compo-
nents of the transmission units, their local and distributed 
faults and defects; in corrective actions system applies to 
passive (signal) diagnostics; according to the method of di-
agnosis is to direct dynamic (vibration) based on the analy-
sis of vibration processes; according to diagnostics tools is 
to on-board diagnostics with periodic vibration monitoring. 

The two main components are basic in the system of 
vibrodiagnostics of motor-in-wheel reducers: hardware 
and software – algorithms capture, processing and analysis 
of measurement data with subsequent delivery of diagnos-
tic solutions about the technical condition of diagnosis ob-
ject, and the object of diagnostics with the indicators of the 
technical condition (good, acceptable, unacceptable). On 
this basis is built the corresponding system of conditions 
recognition (faults) linking the measured oscillation param-
eters with specific defects of motor-in-wheel reducers.  

The problems of vibrodiagnostics, associated with the 
irregularity of the gears rotation, solved by using the devel-
oped algorithms for processing the vibration signal and the 
signal of marker of shaft rotation angle, recorded simultane-
ously in real time. As a result, the temporary realization of 
vibration signal is converted into implementation on rotation 
angle of the shaft with the diagnosed gear. The analysis of 
this implementation with using the method of synchronous 
accumulation and sequence analysis, adapted to solve the 
specific tasks, allows the results of one measurement to esti-
mate the parameters of vibration at each shaft of reducer. 

Implemented in the on-board system the algorithm of 
processing of the vibrations parameters in the diagnostics 
of motor-in-wheel reducers for dump trucks allows to carry 

out the real-time diagnostics of the state of all gears of mo-
tor-in-wheel reducers in the process of machine operation. 
The system automatically performs periodical scanning of 
the vibrations sensors of the left and right motor-in-wheel 
reducer of the dump truck, calculates current values of di-
agnostic parameters of vibration, compares them with pre-
set threshold values, determines which level of the tech-
nical condition they belong, signaling to the driver the icon 
of the appropriate color on the dashboard (see fig. 3).  

The application of this system provides: rapid and non-
disassembly control of current condition of all gears of mo-
tor-in-wheel reducer; automatic alarm system warning the 
driver; obtaining information on the vibrational characteris-
tics of elements of motor-in-wheel reducer for analysis ser-
vices of maintenance; facilitating of fault tracing and deci-
sion about the repair; time-saving maintenance; fast payback 
(the cost of the system does not exceed 1 thousand USD). 

The use of vibration monitoring systems for heavy 
dump trucks of the Poltava mountain-beneficating combine 
has made it possible:  

to prevent accidental damage to the motor-in-wheel 
reducers;  

to improve the technical readiness of the dump truck;  
to reduce the time of maintenance of machines at 

15...17 %;  
to reduce the time of fault tracing of motor-in-wheel 

reducers in 1,5...2 times;  
to increase average time between failures not less than 

10...15 %. 
In the future this system will be finalized in the expert, 

additionally providing automatic operation with the data-
base of vibration characteristics of motor-in-wheel reducer, 
the indication of the residual life of each gear reducer and 
forecast demand for spare parts. 
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The perspective directions of vibrodiagnostics de-
velopment in relation to the transmission units of mo-
bile machines. The need for on-board systems of monitor-
ing and diagnostics is dictated primarily by the need to re-
duce unplanned downtime of machines, maintenance costs, 
improving reliability and efficiency of engineering opera-
tion. The transition to the service drive machines according 
to the actual condition provides increasing safety, perfor-
mance of mobile machines, as well as ecological compati-
bility (by reducing the content of toxic substances in the 
exhaust gases). 

The basic perspective directions of development of 
the mobile machines gearing vibrodiagnostics can be for-
mulated as follows:  

– the development of theoretical propositions, based 
on the research of dynamic model of elastic impact of solid 
bodies in relation to problems of vibration diagnostics, and 
linkages to dynamic processes, due to the shock interaction 
tooth profiles when tooth changeover, with the parameters 
of the vibrations; 

– the development and testing of computational-ex-
perimental methods for estimating the parameters of the 
technical condition of mechanical drives on their vi-
broacoustic characteristics, including the identification of 
the nature, character, level, frequency content, the major 
resonances, damping and other characteristics of the oscil-
latory systems, and the study of processes connected with 
recognition of the dynamic structure of the system depend-
ing on change of parameters of the gearing, the study of 
laws of damage accumulation and their relationships with 
changes in the parameters of dynamic structures, under var-
iable load-speed modes of operation of gear mechanisms; 

– upgrading the methods of the vibrations standardi-
zation associated with the classes of the technical condi-
tions of gear mechanisms to create algorithms for auto-
mated vibration monitoring of transmission systems and 
their elements; 

– the generation and application of real-time on-board 
tools for vibration monitoring of technical condition and fore-
casting of a residual life of the transmission units of automo-
tive engineering in terms of bench, field tests and operation; 

– creating a database of experimental data on vibra-
tion characteristics of the transmission components of ma-
chines to improve the reliability of diagnosis; 

– the creation of expert systems of vibration diagnos-
tics based on the use of artificial intelligence in order to ex-
clude the man from the diagnostic system; 

– development of a combined on-board control and di-
agnostic systems realizing the functions of dispatching and 
diagnostics of technical condition of the basic criteria units 
and elements of the machine with the creation of its elec-
tronic service book on the basis of Internet technologies; 

– creating the methodology for servicing vehicles, as-
sociated with the transition from planned precautionary 
maintenance to maintenance based on technical condition, 
based on the implementation of on-board systems of the ve-
hicles components continuous monitoring. 

It is necessary to take account of such important prob-
lem questions as the cost of the system of vibration diag-
nostics, the level of spending on its maintenance, reliable 
activity in various operating conditions of machines, the ac-
curacy of the diagnosis and a number of other issues spe-
cific to the on-board control and diagnostic equipment of 
mobile machines.  

Conclusion. On the basis of analysis of the state of 
vibrodiagnostics of the mobile machines gears and trans-
mission units shown the tendencies of development of this 
direction and proposed the classification of modern meth-
ods of diagnostics, covering existing and perspective ap-
proaches, what allow to initiate the development of relevant 
directions and practical techniques. 

The most perspective and popular approaches are ap-
proaches, which are relate with:  

– further the individualization and more detailed study 
of objects, in particular, with the research and evaluation of 
loading each pair of interlocking teeth, linkages to the load-
ing teeth and the parameters of the vibrations measured on 
the gearbox housing; 

– the creation and practical application working in real-
time on-board tools for vibration monitoring of technical 
condition and prediction of residual life of units in operation. 

The availability and equipping of mobile machines 
such facilities is a key criterion for a transition from the 
high-cost preventive maintenance of machines to their 
maintenance according to actual condition, which signifi-
cantly reduces operational expenses for maintaining ma-
chines in working condition, and thus increases the attrac-
tiveness and competitiveness of the vehicles produced. 
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Р. О. КАЙДАЛОВ 

ДОСЛІДЖЕННЯ КІНЕМАТИКИ І ДИНАМІКИ ГІБРИДНОГО ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНОГО 
ПРИВОДУ ВЕДУЧОГО КОЛЕСА АВТОМОБІЛЯ 

Проаналізовано структурні схеми побудови гібридних силових установок. Визначено найбільш перспективну схему побудови гібридних си-
лових установок з урахуванням особливостей використання військової колісної техніки. Розглянуто схему гібридного електромеханічного 
приводу ведучого колеса автомобіля як з асиметричним встановленням електродвигуна так і з його співвісним розташуванням відносно вхід-
ного валу планетарної передачі. Визначено співвідношення між потужністю від електричного та теплового двигуна для реалізації прискоре-
ного режиму руху.  

Ключові слова: гібридна силова установка, гібридний автомобіль, електромеханічний привід ведучого колеса, планетарний механізм. 

Проанализированы структурные схемы построения гибридных силовых установок. Определена наиболее перспективная схема построения 
гибридных силовых установок с учетом особенностей использования военной колесной техники. Рассмотрены схемы гибридного электроме-
ханического привода ведущего колеса автомобиля как с асимметрично установленным электродвигателем так и с его соосным расположением 
относительно входного вала планетарной передачи. Определено соотношение между мощностью от электрического и теплового двигателя 
для реализации ускоренного режима движения. 

Ключевые слова: гибридная силовая установка, гибридный автомобиль, электромеханический привод ведущего колеса, планетарный 
механизм. 

The article analyzes the conceptual approaches and schematics to build a hybrid car. An advantages and disadvantages of four basic principles of building 
a hybrid powerplant. It is shown that the vehicle of any type of hybrid technology is more efficient, economical and environmental energy than a similar 
vehicle with a traditional power plant. The possibility of using a hybrid propulsion for military wheeled vehicles and selected the most promising scheme 
of hybrid technology. An electromechanical hybrid circuit driving wheel drive vehicle as an asymmetrical installation of the electric motor and coaxial 
with its location relative to the input shaft of the planetary gear. The correlation between the capacity of electric and heat engine to implement accelerated 
motion mode. 

Keywords: hybrid, hybrid vehicle, the driving wheel electromechanical drive, planetary gear.

Вступ. Аналіз ринку автомобілів демонструє зро-
стання продажів нових зразків, а особливо економічних 
та екологічно чистих автотранспортних засобів, до 
яких відносяться гібридні автомобілі. Проведені марке-
тингові дослідження свідчать про підвищений попит, 
особливо в останні роки, саме на гібридні або синерге-
тичні автомобілі. Прогнозований річний обсяг прода-
жів цих машин в Україні щорічно буде зростати на  
30–50 % та до 2018 року вийде на запланований обсяг 
у 50000 одиниць [1]. 

Попередниками гібридного приводу ведучих ко-
ліс були багатопоточні трансмісії, які використовували 
диференціальні механізми для розподілу і сумування 
потоків потужності. 

В гібридних автомобілях для більш економної ви-
трати палива та підвищення екологічної чистоти вико-
ристовуються спеціальні високовольтні акумуляторні 
батареї та тягові електричні двигуни (ЕД), які повністю 
заміняють, або частково допомагають двигунам внутрі-
шнього згоряння (ДВЗ) при різних режимах роботи ав-
томобіля. Під час гальмування та русі за інерцією відбу-
вається зворотній процес: електричні машини працюють 
у режимі генератора та заряджають акумуляторну бата-
рею через спеціальний пристрій – перетворювач на-
пруги (інвертор). Крім того, замість стандартного гене-
ратора встановлюють високовольтний стартер-генера-
тор, який під час роботи ДВЗ заряджає акумуляторну ба-
тарею через перетворювач напруги, а при необхідності 
проводить автоматичний пуск ДВЗ [2]. 

На даний час існує декілька концептуальних під-
ходів та схемних рішень до побудови гібридного авто-
мобіля. Конструктивно гібридні силові установки поді-
лять на чотири структурні схеми, що відрізняються як 
схемними рішеннями, так і потужністю використаних 
ЕД [2, 3]. 

Перша схема побудови гібридних силових устано-
вок (рис. 1) засновано на використанні оберненої електри- 

чної машини (стартер-генератора) малої потужності (2–4 
кВт). До автомобілів побудованих за цією схемою слід ві-
днести: Toyota Crown, Ford Fiesta. Ці автомобілі мають си-
стему "Stop-Start", яка автоматично відключає ДВЗ при 
зупинці, а при гальмуванні або при русі за інерцією здій-
снюється заряд акумуляторної батареї при відключеному 
ДВЗ, економія палива складає не більше 10 % від аналогі-
чних машин з ДВЗ [2–4]. На схемах (рис. 1–4) потоки ме-
ханічної енергії позначені подвійною стрілкою, а потоки 
електричної енергії – одинарною. 

Силова установка за другою структурною схемою 
гібридизації (рис. 2) використовує тяговий ЕД потужні-
стю до 25 кВт, який генерує механічну енергію парале-
льно з ДВЗ таким чином, що еквівалентна потужність 
формується з потужності ДВЗ та електродвигуна [2–4].  

Ця схема найбільш ефективна на старті та при інте-
нсивному розгоні транспортного засобу, коли крутний 
момент електродвигуна максимальний. За таким прин-
ципом побудовано автомобіль Honda Civic з електрич-
ним двигуном потужністю до 15 кВт, що дозволяє еконо-
мити до 25 % палива та до 80 % зменшувати викиди шкі-
дливих речовин у порівнянні з аналогами [2–4]. 

Третій принцип побудови гібридних автомобілів 
(рис. 3) засновано на використанні електричних двигу-
нів з потужністю від 30 кВт. Це дозволяє транспортним 
засобам рухатись у різних режимах руху: при викорис-
танні енергії тільки від ДВЗ; на електротязі; або комбі-
нованому режимі коли сумісно використовується енер-
гії ДВЗ і ЕД, що підвищує не тільки динамічні власти-
вості автомобілів а й їх надійність [2–4]. 

При цьому перерозподіл механічної енергії до ве-
дучих коліс автомобіля виконується або механічно за 
допомогою планетарного механізму, або електричним 
шляхом. Для погодження роботи на усіх режимах ви-
користовується перетворювач напруги і керуючий 
комп’ютер. Автомобіль Toyota Prius ІІ, що побудова-
ний за цим принципом, до 90 % менше забруднює зов- 
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нішнє середовище та має значну економію палива у по-
рівнянні з аналогічними автомобілями з ДВЗ [2–4]. На-
явність переваг транспортних засобів, що побудовані 

за цією схемою, дозволила використання Toyota Prius 
ІІ у якості патрульного автомобіля для Національної 
поліції України. 
 

 
 

 
 

 
 

 
До четвертого принципу побудови гібридної силової 

установки відносяться схемні рішення, в яких відсутній кі-
нематичний зв'язок ДВЗ з ведучими колесами. За цією схе-
мою побудови гібридної установки (рис. 4) механічна ене-
ргія з ДВЗ через генератор перетворюється в електричну, 
що подається у тяговий електромеханічний привід коліс та 
витрачається для заряду акумуляторної батареї [2–4].  

За цією схемою побудовано кар’єрні великованта-
жні автомобілі-самоскиди, наприклад БелАЗ, в яких 
потужний дизель-генератор постачає електричну енер-
гію у мотор-колеса. До переваг цієї схеми побудови гі-
бридної установки слід віднести: відсутність механіч-
ної трансмісії; зниження питомої витрати палива та то-
ксичності відпрацьованих газів за рахунок стабілізації 
режимів роботи ДВЗ за потужністю та частотою обер-
тання; можливість електронного керування кожного 
колеса. Негативними якостями цієї електротрансмісії є: 

зменшення ККД за рахунок подвійного перетворення 
енергії (механічна енергія ДВЗ – електрична енергія ге-
нератора – механічна енергія електричного двигуна); 
збільшення не підресореної маси автомобіля за раху-
нок вбудованих у колеса ЕД, що призводить до погір-
шення показників керування [2–4]. 

Таким чином, аналіз структурних принципів по-
будови гібридних силових установок автомобілів до-
зволяє стверджувати, що: 

- автомобіль з будь-яким типом гібридної техно-
логії є більш ефективним, енергетично економічним та 
екологічним, ніж аналогічний транспортний засіб з 
традиційною силовою установкою; 

- недоліком першого принципу гібридизації є те, 
що ЕД малої потужності 2–4 кВт не використовують для 
додаткової тяги у комбінованому режимі з ДВЗ, що зме-
ншує надійність цієї силової установки; 
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Рис. 1 – Структурна схема гібридної силової установки 
зі стартер-генератором потужністю від 2 до 4 кВт 
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Рис. 2 – Структурна схема гібридної установки з електричною машиною 
потужністю до 25 кВт 
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Рис. 3 – Структурна схема гібридної силової установки 
з двома тяговими електричними машинами 
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Рис. 4 – Структурна схема гібридної установки без 
кінематичного зв’язку ДВЗ з ведучими колесами 
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- недоліком конструкцій другого принципу побу-
дови гібридної силової установки є те, що електричні 
двигуни великої потужності (до 25 кВт) не використо-
вуються для автономного приводу автомобіля, що пок-
ращило б економічні та екологічні показники, особ-
ливо в міських умовах руху; 

- третій принцип побудови гібридних автомобі-
лів, можна вважати одним із найбільш перспективних, 
тому що він має найвищі показники енергетичної еко-
номічності та екологічності, а при цьому потужність та 
динаміка розгону кращі ніж у аналогічних автомобілів 
з традиційною силовою установкою; 

- четвертий принцип побудови є також перспек-
тивним, як з точки зору електронного керування та ро-
зподілу енергетичних потоків, так і у разі економічних 
та екологічних характеристик  [2, 3]. 

Специфіка використання військової колісної тех-
ніки, полягає у русі: в різних дорожніх умовах (бездо-
ріжжя, дороги з різним дорожнім покриттям), що вима-
гає підвищення запасу тягової сили; у складі автомобі-
льних колон на значні відстані з максимально можли-
вою середньо швидкістю руху, що вимагає підвищення 
показників динамічності та маневреності; в умовах 
отримання бойових пошкоджень, що вимагає підви-
щення надійності силової установки. 

З урахуванням цих особливостей військової колісної 
техніки найбільш перспективною є використання схеми 
гібридної силової установки за третім принципом побу-
дови. Тому проблема дослідження кінематики та дина-
міки гібридного електромеханічного приводу ведучого 
колеса з планетарним механізмом є актуальною.  

Аналіз останніх досліджень та публікацій. На да-
ний час питанням дослідження кінематики та динаміки 
механічного приводу ведучого колеса автомобілів з 
ДВЗ присвячено багато робіт, але вони не враховують 
особливості електромеханічного приводу гібридних 
енергетичних установок. Проблемами теорії та прак-
тики гібридних автомобілів займаються такі вчені як 
Бажинов О. В., Двадненко В. Я., Сєріков А. В., Смир-
нов О. П. [1–7], але ці праці стосуються здебільшого 
електронного управління електричними двигунами.  

Дослідженню одноконтурних та двоконтурних 
диференціальних передач присвячені роботи [8–13]. У 
вказаних роботах розглянуті трансмісії, в яких один по-
тік потужності пропускається через фрикційний варіа-
тор, в якому відбувається безступенева зміна передато-
чного числа. Завдяки розподілу потоків потужності, 
використання варіатора на шляху одного із потоків і 
планетарному механізму – суматору потоків потужно-
сті, вдається управляти великими потужностями за ра-
хунок малих. Однак у відомих дослідженнях не розгля-
нуто привід ведучого колеса одночасно від двигуна 
внутрішнього згоряння та електричного двигуна.    

Дослідженням приводу ведучого колеса з плане-
тарним колісним редуктором присвячено ряд робіт 
С. С. Гутирі та В. П. Яглінського [14–17], які також не 
враховують особливості комбінованого (електромеха-
нічного) приводу ведучих коліс. 

Тому існує необхідність в продовженні досліджень 
кінематики та динаміки саме гібридного електромеханіч-
ного приводу ведучого колеса з планетарним механізмом. 

Мета та постановка задач дослідження. Метою 
дослідження є підвищення динамічних властивостей 

автомобілів за рахунок використання гібридного елек-
тромеханічного приводу. 

Для досягнення поставленої мети необхідно вирі-
шити такі завдання: 

- дослідити кінематику пропонованого  гібридного 
електромеханічного приводу ведучого колеса; 

- провести силовий та аналізи потужностей запро-
понованого приводу.    

Дослідження кінематики запропонованого еле-
ктромеханічного приводу ведучих коліс автомо-
біля. Пропонуються два варіанти конструкції гібрид-
ного електромеханічного приводу ведучого колеса ав-
томобіля (рис. 5). У першому варіанті (рис. 5, а) елект-
ричний двигун встановлено асиметрично планетар-
ному механізму приводу ведучого колеса. У другому 
варіанті (рис. 5, б) вал ЕД виконано трубчастим, що до-
зволяє встановити останній співвісно вхідному валу 
планетарної передачі.  

 

 

Рис. 5 – Схема гібридного електромеханічного 
приводу ведучого колеса автомобіля: 

а – з асиметричним встановленням електродвигуна; 
б – з співвісним встановленням електродвигуна 
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Для проведення кінематичного і динамічного ана-
лізу гібридного приводу розглянемо схему планетар-
ного механізму (рис. 6). 

Використовуючи метод зупинки водила Н, запишемо 
формулу Вілліса для планетарного механізму Джемса [18]  
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де 1 ; 3 ; н – кутові швидкості 1-го, 3-го зубчас-

тих коліс та водила Н; 

1z ; 3z  – числа зубів 1-го та 3-го коліс. 

Із рівняння (1) визначимо кутову швидкість н  во-

дила Н, яке жорстко зв’язане з ведучим колесом [18] 
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При зупиненому гальмівному Г2 (рис. 5) зубчастому 
епіциклічному колесі 3 ( 03  ) вираз (2) прийме вигляд [18] 
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1 нU   планетарного механізму 

Джемса від вала зубчастого колеса 1 до валу водила Н 
при зупиненому колесі 3 [18] 
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З виразу (2) видно, що змінюючи величину і напря-
мок кутової швидкості 3  можна навіть змінити напря-

мок обертання вала водила Н, яке жорстко пов’язано з ко-
лесом. Граничне значення кутової швидкості 3 , при 

якому кутова швидкість н  дорівнює нулю [18] 
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водило Н та ведуче колесо будуть обертатись в проти-
лежний бік [18]. 

Таким чином, зменшуючи 3  та вмикаючи елект-

родвигун для роботи на реверс, можна плавно зміню-
вати рух автомобіля з руху вперед на рух назад. Вказа-
ний перехід буде плавним. У відмінності від традицій-
ного переходу для автомобілів з механічною трансмі-
сіє, що включає в себе загальмування машини і пере-
микання передач, у даному випадку буде відсутній час 
спрацювання (у функції часу буде відсутня не ліній-
ність типу "зазор").  

Силовий та аналізи потужності електромеханіч-
ного приводу ведучих коліс автомобіля. Рівновага пла-
нетарного механізму визначається умовою (рис. 6) [18] 

 

31 МММ н  ,                             (7) 

де нМ  – крутний момент на вихідному валу плане-

тарного механізму (на валу водила Н); 

1М , 3М  – крутні моменти на вхідних валах пла-

нетарного механізму (валах 1-го та 3-го коліс). 
 

 

Крутний момент нМ  на валу водила Н (на веду-

чому колесі) можна визначити як [18] 
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де дr  – динамічний радіус ведучих коліс; 

n  – число ведучих коліс автомобіля; 

 оP – сума сил зовнішнього опору руху автомобіля; 

am  – маса автомобіля; 

aV  – лінійне прискорення автомобіля. 

Потужність нN  на ведучому колесі автомобіля [18] 
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де aV  – лінійна швидкість автомобіля. 

Підставляючи (8) у (9), визначимо потужність [18] 
 

   aaо
a VmP

n

V
Nн

 .                     (10) 

 

Із рівняння (2) визначимо [12] 
 









 1

1

3

3

1
3 )1(

z

z

z

z
н .                   (11) 

 

Враховуючи, що daн rV / , перетворимо (11) до 
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Із рівняння (7) визначимо з урахуванням (8) [18] 
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Потужність на валу зубчастого колеса 3 (рис. 6) [18] 
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Рис. 6 – Схема планетарного механізму бортової передачі 
з двома ступенями свободи 
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Проводячи перетворення (14), отримаємо з урахуван-
ням співвідношення (10)  
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Потужність електричного двигуна Nед пов’язана з 
потужністю на валу зубчастого колеса 3 (рис. 6) спів-
відношенням  

3едед3  NN ,                           (16) 
 

де 3ед  – ККД зубчастої передачі від електричного 

двигуна до валу колеса 3,  
для схеми на рис. 1, а 
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для схеми на рис. 1, б 
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де 43 ; 54 ; 76  – ККД зубчастих пар, для цилін-

дричних пар можна прийняти  
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Частка потужності на ведучому колесі, що створю-
ється електроприводом 
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Висновки: 
1. В статті запропоновано два варіанти реалізації гіб-

ридного електромеханічного приводу ведучого колеса, що 
дозволяє підвищити динамічні властивості автомобіля.  

2. Отримані аналітичні вирази дозволяють здійс-
нювати синтез гібридного електромеханічного при-
воду ведучого колеса автомобіля та проводити його кі-
нематичний, динамічний та розрахунки потужностей. 

3. Визначено співвідношення між потужністю від 
електричного двигуна та потужністю від теплового дви-
гуна для реалізації прискореного режиму руху автомобіля. 

4. Отримані результати у подальшому будуть викори-
стані для вибору раціональних параметрів електричної ча-
стини приводу ведучого колеса, що забезпечать мінімальну 
витрату енергії на рух гібридного автомобіля. 

5. Потребують подальших досліджень можливості 
зниження енергетичних втрат автомобіля при викорис-
танні гібридного електромеханічного приводу ведучих 
коліс автомобіля. 
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УДК 621.833 

П. М. КАЛІНІН, Ю. О. ОСТАПЧУК, Ю. В. ЖЕРЕЖОН-ЗАЙЧЕНКО, В. І. ЮСОВ, В. І. СЄРИКОВ 

ДО ПИТАННЯ ОПТИМАЛЬНО-РАЦІОНАЛЬНОГО ПРОЕКТУВАННЯ СТУПІНЧАСТИХ  
ЗУБЧАСТИХ РЕДУКТОРІВ 

Розглянуто задачу оптимального проектування ступінчастих зубчастих редукторів. На прикладі конічно-циліндричного редуктора вирішена 
задача оптимального розподілу загально передаточного числа редуктора по ступеням з метою мінімізації його габаритних розмірів. Для вирі-
шення задачі застосований метод допустимих множин. Наведені результати чисельного дослідження інформаційної множини редуктора. Про-
аналізовані існуючі рекомендації по розподілу передаточних чисел по ступеням редуктора та наведені рекомендації по вибору оптимально-
раціональних рішень такого розподілу в умовах різних обмежень на критерії якості. Зроблені висновки по результатам проведених досліджень. 

Ключові слова: оптимальне проектування, конічно-циліндричний редуктора, загальне передаточне число, твердість матеріалів. габа-
ритні розміри, параметри оптимізації, критерії якості, інформаційна множина, таблиця іспитів, оптимально-раціональне рішення. 

Рассматривается задача оптимального проектирования ступенчатых зубастых редукторов. На примере коническо-цилиндрического редуктора 
решена задача оптимального распределения общего передаточного числа редуктора между ступенями с целью минимизации его габаритных 
размеров. Для решения поставленной задачи предлагается использовать метод допустимых множеств. Приведены результаты численного 
исследования информационного множества редуктора. Проанализированы существующие рекомендации по распределению передаточных 
чисел по ступеням редуктора и приведены рекомендации по выбору оптимально-рациональных решений при разных ограничениях на крите-
рии качества. Сделаны выводы по результатам проведенных исследований. 

Ключевые слова: оптимальное проектирование, коническо-цилиндрический редуктор, общее передаточное число. габаритные раз-
меры, параметры оптимизации, критерии качества, информационное множество, таблица испытаний, оптимально-рациональное решение. 

The problem of optimal design of the stepped gear reducers. For example, bevel-helical gear set and resolved the problem of the optimal distribution 
of the total gear ratio between the stages to minimize the overall size of the gearbox. As the overall size of the gear used in its conventional length, 
height, width, area of the front surface and volume. To solve this problem are encouraged to use the method of admissible sets, which is based on 
PSI method. The results of numerical investigation of the information set gear. Analyzed the existing recommendations on the distribution ratios 
for steps bevel-helical gear units and provides guidelines for choosing the optimum rational decisions under different constraints on the quality 
criteria. Conclusions based on the results of the research. The proposed campaign to optimize the bevel-helical gear can be generalized to other 
types of stepped gear reducers. 

Keywords: optimal design, bevel-helical gear unit, total gear ratio, dimensions, parameters optimization, quality criteria, the parameter space, the 
information set, test table, optimally-efficient solution. 
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Вступ. Загальновідомо, що проблема оптимізації 
є однією із центрових у техніці, бо яку б технічну за-
дачу не вирішував інженер, він завжди намагається 
знайти найкраще рішення – оптимальний варіант. 

Ефективність оптимального проектування  зубча-
стих редукторів, зокрема, ступінчастих зубчастих реду-
кторів пов’язана із проблемою багатокритеріального 
оцінювання проектних рішень, що суттєво ускладню-
ється численною множиною зв’язків між параметрами 
редукторів і різноманітними ознаками їх якості, обме-
женою інформативністю одиничних показників якості, 
а також суб'єктивністю результатів їхнього згортання в 
інтегральний критерій на основі експертно установлю-
ваного вектору пріоритетів. 

До головних параметрів ступінчастих зубчастих 
редукторів відносять загальне передаточне число, оп-
тимальний розподіл якого між ступенями редуктора 
безумовно слід вважати актуальною задачею. 

Аналіз літературних джерел. В науково-техніч-
них роботах, що присвячені проблемам оптимального 
проектування зубчастих редукторів, зокрема, ступінча-
стих редукторів, розглядається широке коло задач [1-
8], але загальної методології проектування таких техні-
чних об’єктів не створено. 

Ускладнення задач проектування ступінчастих зу-
бчатих редукторів полягає у тому, що вони, безумовно, 
є багатокритеріальними, нелінійними, із суперечли-
вими цільовими функціями, а тому конструктору 
важко вибрати обґрунтоване компромісне рішення. 
Класичні методи оптимізації і більшість нових пошу-
кових методів оптимізації призначені, як правило, 
лише для рішення однокритеріальних задач. 

Характерними обмеженнями, що стримують  ши-
роке впровадження методів оптимізації в інженерну 
практику проектування редукторів, є відсутність єди-
ного універсального підходу до побудови проектно-ма-
тематичних моделей, які відображають послідовно-іте-
раційний процес проектування редукторів, недостатні 
обсяги статистичних даних, неконтрольованість точно-
сті рішень, що базуються на експертних оцінках. 

Відомо, що оптимальний варіант конструкції сту-
пінчастого редуктора в значній мірі залежить від раці-
онального розподілу загального передаточного числа 

ou  на окремі ступені і від забезпечення повного вико-

ристання несучої здатності кожного ступеня. 
Розподіл передаточного числа ou  ступінчастого ре-

дуктора виконується за різними критеріями: мінімаль-
них маси та габаритних розмірів редуктора, рівноміцно-
сті швидкохідного та тихохідного ступеня; однакового 
занурення коліс швидкохідного та тихохідного ступеня 
у мастило; мінімальних габаритів редуктора у площині, 
що перпендикулярна до вісей обертання тощо. 

Універсальних рекомендацій до розподілу переда-
точних чисел, що задовольняють усім перерахованим 
вимогам, не існує [3, 5]. 

Відсутність загальних методів оптимального роз-
поділу ou  зубчастих редукторів спонукає пошуку та 

розробці часткових методів та рекомендацій. 
Достатньо повний аналіз публікацій по пробле-

мам оптимального проектування зубчастих механізмів, 
зокрема рядових і ступінчастих механізмів, наведений 
у роботі [6]. У роботі відзначається, що у якості крите-

ріїв оптимізації зубчастих механізмів різного  призна-
чення  на практиці приймають: суму міжосьових відс-
таней, об’єм редуктора, довжину або висоту редуктора, 
масу редуктора або масу його коліс, рівноміцність за 
контактними напруженнями та напруженнями згину. 
Для редукторів приладобудування додатково розгляда-
ють у якості критеріїв приведений момент інерції сис-
теми, кутову похибку обертання вихідного валу, коефі-
цієнт корисної дії. У роботі наведені рекомендації по оп-
тимізації параметрів дво- і триступінчастих циліндрич-
них редукторів, багатоступінчастих механізмів прила-
дів, зокрема. багатоступінчастих планетарних механіз-
мів, за різними (означеними вище) критеріями якості. 

У висновках роботи [6] відзначається практично 
ідентичні аналітичні залежності оптимального переда-
точного числа ступені для розрахунку показників маси, 
габаритів та інерційності, що  дозволяє оптимізувати 
конструкцію за сукупністю вказаних параметрів без опе-
рації формування єдиної інтегрованої цільової функції. 
Проте, питання оптимального проектування конічно-ци-
ліндричних редукторів у роботі [6] не розглядають, і, 
взагалі, цим питанням приділено значно менша уваги. 

При розгляді задачі проектування редукторів спе-
ціального призначення у роботі [2] наведено методику 
побудови аналітичної залежності для вибору передато-
чних чисел ступенів двоступінчастого редуктора за 
умови рівності діаметрів коліс двох ступенів редук-
тора, а також для виконання цієї ж умови наведена за-
лежність для визначення передаточного числа 2u  тихо-

хідної циліндричної передачі конічно-циліндричного 
редуктора 
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де ba  – коефіцієнт відносної ширини вінців зубча-

стих коліс циліндричної передачі; 
σHP2, σHP1 – допустимі контактні напруження для 
циліндричної та конічної передач, відповідно. 

 Проте у роботі відсутні рекомендації по вибору, 
наприклад, коефіцієнта ba , значення якого впливає 

на кінцеві результати проектування (див. далі). 
У роботі [3] також за умови рівності діаметрів ко-

ліс двох ступенів конічно-циліндричного редуктора ре-
комендовані залежності  
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де Wa , 2ed  – міжосьова відстань циліндричної пере-

дачі і діаметр колеса конічної передачі, відповідно;  

H  – коригуючий коефіцієнт;  

HLK  – коефіцієнті тривалості циліндричної передачі. 

Для випадку 2/W ea d  1,4 та твердості коліс 

40HRC   у роботі наведені спрощені формули 

 3
2 3,1 1o bau u    ,  при 1HLK  ; (4) 

 3
2 2,6 1o bau u    ,  при 1HLK  . (5) 
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Складність використання цих залежностей полягає у 
тому, що HLK  залежить від швидкості обертання зубчас-

тих коліс редуктора, які у свою чергу залежать від розпо-
ділу передаточних чисел редуктора, котре ще невідоме. 

Для забезпечення умов змащування зубчастих ко-
ліс шляхом їх самозанурення у мастильну ванну рекоме-
ндовано [7] використовувати наступні залежності: 

 1 (0,22...0,28) ou u , (6) 

або 

 1 (0,9...0,95) ou u . (7) 

Менші значення рекомендовано вибирати при ве-
ликих 0u , яке чисельно ця величина не визначена. До 

речі діапазон рекомендованих за (6) чисел u1 сягає 
30 %, що свідчить про точність цієї рекомендації. 

У роботі [5] за умов рівноміцності зубчастих коліс 
та їх однакового занурення у мастильну ванну для ко-
нічно-циліндричних редукторів загального призна-
чення рекомендована залежність  

 2 1,1 ou u  . (8) 

Близька до цієї рекомендації і загальна рекомен-
дація по вибору передаточного числа u1 конічно-цилін-
дричних редукторів [9, 10, 11, 12]: 

 1 0,9 ou u  . (9) 

У роботі [1] констатовано, що розподіл передато-
чних чисел по ступеням у багатоступінчастих редукто-
рах виконується звичайно за умови мінімізації повної 
маси зубчастих коліс і рекомендовано оптимальне пе-
редаточне число 1u  для двоступінчастого циліндрич-

ного редуктора визначати з рівняння 
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, (10) 

де 0K  – коефіцієнт, шо характеризує завантаженість 

зубчастих коліс редуктора; 

ijK  – коефіцієнт заповнення i -го зубчастого ко-

леса j-го ступеня редуктора ( 1, 2i  , 1, 2j  ). 

Цікавим є висновок, що мінімальні значення повної 
маси зубчастих коліс мало міняються у значному діапа-
зоні зміни величини u1. Це свідчить про те, що без знач-
них втрат у масі можна змінювати величину u1 при зада-
ному uo в достатньо широкому діапазоні з метою забез-
печення тим чи іншим конструктивним вимогам. 

Відзначимо, що знайдене з (10) значення u1 для ко-
нічно-циліндричного редуктора треба збільшити на 
20–25% [1]. 

Аналізуючи, наведені рекомендації, відзначаємо, 
що вони різні і безпосередньо не направлені на мініміза-
цію габаритних розмірів двоступінчастого конічно-цилі-
ндричного редуктора, проте цими рекомендаціями ши-
роко, зокрема у начальному процесі, користуються. 

Мета роботи – розглянути задачу оптимального 
розподілу загального передаточного числа uo для двос-
тупінчастого конічно-циліндричного редуктора та сфо-
рмулювати рекомендації по цьому питанню. 

Метод дослідження. Постановка задачі оптималь-
ного проектування зубчастого редуктора пов’язана із ви-
рішенням традиційних проблем: побудови проектно-ма-
тематичної моделі (ПММ) об’єкта проектування ( )Q a , 

вибору вектору параметрів оптимізації 1 2( , , ..., )ra a a a , 

складання вектору критеріїв якості 1 2( , ,.., )nF F F F , ви-

бору методу пошуку оптимального рішення. 
Процес оптимально-раціонального проектування 

зубчастих редукторів у загальному виді був розглянутий 
у роботі [4] з використанням методу допустимих множин, 
у основі якого лежить ідеологія PSI method [13]. 

Якщо якість проектованого редуктора залежить 
від r  параметрів 1 2, ,..., ra a a , то для кожної точки   

1 2( , ,..., )rA a a a  у просторі параметрів AG , яка задоволь-

няє параметричним * ** ( 1, )j j ja a a j r  
 
та функціо-

нальним ( ) 0 ( 1, )tf a t m   обмеженням, з використан-

ням ПММ можна побудувати n  критеріїв якості 

1 2, ,..., nF F F , що формують множину FG  критеріїв. Для 

зручності при формуванні критеріїв якості 1 2, ,..., nF F F  

прийнято, що кращий варіант редуктора відповідає 
меншому значенню критерія якості. 

Побудована множина A FG G G   є інформацій-

ною множиною проектованого редуктора, аналіз якої 
дозволяє визначити варіант або варіанти оптимально-
раціональних параметрів редуктора. 

За алгоритмом методу допустимих множин після по-

будови множини FG  визначають граничні значення 
*
kF  

та 
**

kF  критеріїв якості: 
* **

k k kF F F  ( 1,k n ), що ха-

рактеризує ресурсні можливості якості об’єкту проекту-
вання, з якими далі працює "Рада спеціалістів" ("РАДА").  

"РАДА", виходячи з поняття "якісний редуктор", 
встановлює допустимі обмеження PkF  на критерії якості: 

k PkF F  ( 1,k n ) (при необхідності і функціональні обме-

ження ( ) 0lf F  ) і формує множину 1 2( , ,..., )FP P P PnG F F F

. Якщо "РАДА" не може визначитись з обмеженнями PkF , 

то треба або більш докладніше просканувати простір AG  у 

додаткових точках A  або переглянути постановку задачі 

оптимізації. Після формування множини FPG  визнача-

ються відповідні множини kQ  параметрів, що задовольня-

ють усім обмеженням k PkF F , будують множину D  до-

пустимих рішень ( 1 2 3 ... nD Q Q Q Q     ) і визнача-

ють її повноту   – кількість точок ( 1, )jA D j   . 

У разі 0   "РАДА" або пом’якшує окремі допу-

стимі границі PkF 
 критеріїв якості або збільшує інфор-

маційну множину G  за рахунок додаткових точок A  з 

подальшою перевіркою повноти   нової множини D . 

У разі 0   усі точки ( 1, )jA D j    вважа-

ються оптимально-раціональними точками  а їх коорди-
нати 1 2 3( , , )j j ja a a  визначають оптимально-раціональні 

параметри проектованого редуктора, бо при цих пара-
метрах виконуються усі встановлені допустимі (ба-
жані) критерії якості редуктора. 

До речі у разі великої кількості  оптимально-ра-

ціональних рішень (ОРР) поставленої задачі оптиміза- 
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ції "РАДА" може встановити більш жорсткі обмеження 

PkF 
 на деякі критерії якості. 

Важлива роль у процесі оптимізації належить і 
якості проектно-математичної моделі (ПММ) проекту-
вання редуктора, яка складається із аналітичних залеж-
ностей, таблиць, графічних та статистичних даних, ре-
комендацій та вимог ДСТУ, ГОСТів і таке інше. Уні-
версальної та єдиної ПММ проектування редукторів не 
існує, як не існує і єдиного алгоритму проектування ко-
нічно-циліндричних редукторів. Звичайно така ПММ 
оформлюється у вигляді комп’ютерної програми, яка ві-
дповідає сучасній ідеології проектування, включає прак-
тичні рекомендації до методики проектування, а також 
сучасну інформаційну-довідкову базу. 

До переліку важливих проблем оптимального проек-
тування належить і вибір ефективних параметрів 1 2, ,..., ra a a  

оптимізації, бо необґрунтоване збільшення їх кількості сут-
тєво ускладнює пошук оптимального рішення. 

Результати чисельного розрахунку. Для ілюстра-
ції викладеної методології оптимально-раціонального про-
ектування зубчастого редуктора розглянемо, як приклад, 
проектування звичайного конічно-циліндричного редук-
тора (рис. 1) за наступними вихідними даними [15]: 

940IIIT   Н·м – крутний момент на вихідному валу реду-

ктора; 1 1910n   об/хв – частота обертання вхідного вала 

редуктора; ou  20 – передаточне число; матеріал зубчатих 

коліс – сталь 45, термообробка – ТВЧ, допустиме контак-
тне напруження для обох передач σ 800HP   МПа. Додат-

ково приймаємо: режим навантаження – "Важкий"; тип на-
вантаження – нереверсивний; коефіцієнт перевантаження 

AK  2,2; термін роботи – "Довгостроковий". У якості ефе-

ктивних параметрів оптимізації обираємо параметри 

1 2 3 2( , , ) ( , , )k bda a a u   . Тут 2u  – передаточне число 

циліндричної передачі редуктора; ,k bd   – коефіцієнти 

відносної ширини конічної та циліндричної передач редук-
тора, на які були накладені обмеження 0,2 0,3k    та 

0,5 0,8bd    або 0,5 1,25bd    в залежності від тве-

рдості поверхні зубців коліс [1, 3, 5, 9, 12].   

 

Рис. 1 – Схема проектованого редуктора 

У якості критеріїв якості редуктора обрано його га-
баритні розміри. В загальному вигляді габарити редук-
тора визначають його довжина L, висота H, ширина B, 
площина поверхні S та об’єм V. Не виділяючи головний 
габаритний параметр редуктора, який визначає його міні-
мальні розміри, розглядаємо задачу оптимального проек-
тування редуктора як багатокритеріальну і формуємо 
п’ять локальних критеріїв якості kF , що характеризують 

його умовні габаритні розміри [9, 12, 14]: 
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де 1 2, ,ae aed d b  – діаметри і ширина вінця конічних ко-

ліс редуктора, відповідно;  

2 2 1, ,ad b b  – діаметр циліндричного колеса і ши-

рина вінців колеса і шестерні, відповідно;  
,W na m  – міжосьова відстань і модуль циліндрич-

ної передачі;  

ML  – довжина маточини конічного колеса;  

h  – товщина стінки корпусу редуктора;  

1 2,e e  – зазори (див. рис. 1).  

Беручи до уваги, що єдиного підходу до визначення 
габаритних розмірів редуктора не існує, вибрані залежно-
сті для розмірів редуктора є умовними. Вони орієнтовані 
на розміри порожнини корпусу редуктора, але які безпо-
середньо залежать від обраних параметрів оптимізації 

1 2 3 2( , , ) ( , , )k bda a a u   . Фактичні геометричні пара-

метри редуктора будуть інші, бо додатково враховують 
розміри корпусу, що охоплює вхідний вал редуктора, ро-
зміри вихідного вала та розміри фланців корпусу редук-
тора, які від параметрів оптимізації не залежать. 

Для побудови множини GF критеріїв якості вико-
ристовувалась ПММ "Редуктор43" на основі комп’юте-
рних програм 40DM  та 30DM , що входять до складу 
навчально-дистанційного комплексу НДК-DM, розро-
бленого на кафедрах інженерної механіки НАНГУ і 
ДМтаПМ НТУ "ХПІ". 

ПММ "Редуктор43" орієнтована на сучасні під-
ходи [2, 5, 12, 14] до проектування конічно-циліндрич-
них редукторів і, зокрема, передбачає визначення роз-
мірів валів, підшипників, корпусних елементів редук-
тора із узгодженням їх з рядом 40aR  нормальних чисел 

та перевірки умов забезпечення конструктивних зазо-
рів ( 3,4)le l   (див. рис. 1) . 

Сканування простору параметрів GA здійснюва-
лося рівномірно методом "кубічної решітки" [13] та за 
допомогою генератора випадкових чисел. Суттєвої різ-
ниці у побудованих інформаційних множинах G  ці ме-
тоди сканування не дали, проте метод решітки виявився 
зручнішим для аналізу результатів дослідження. 

Фрагмент побудованої множини G з номерами та 
координатами відповідних точок 1 2 3( , , )A a a a  простору 

GA наведений у табл. 1, а у табл. 2 представлена частина 
побудованої таблиці іспитів множини G , у якій усі іс-
пити упорядковані відносно погіршення кожного kF  

локального критерія якості. 
Аналіз таблиці іспитів множини G (див. табл. 2), 

по-перше, показав, що оптимального значення (кращого 

варіанта за усіма критеріями якості kF  ( 1,k n )) розпо-

ділу ou  у просторі G не існує. У подальшому можна збі-

льшити розмірність простору G шляхом проведення до-
даткових іспитів, але це не гарантує знаходження най-
кращого варіанту. До речі не відомо чи є взагалі такий 
найкращий варіант. Практика проектування зубчастих 
редукторів показує, що таких варіантів не існує.  
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Таблиця 1 – Елементи множини G 

1 2 3( , , )A a a a  
2u  

Критерії якості 

1F  2F  3F  4F  
5F  

17 (2,1,1) 3,309 396,8 256,0 98,0 1016 995,5 
18 (2,1,2) 3,309 391,8 251,3 103,5 984,5 1019 
20 (2,1,4) 3,309 361,9 225,2 113,0 815,0 920,9 
24 (2,2,4) 3,309 360,6 225,2 113,0 812,0 917,5 
35 (3,1,3) 3,488 372,7 236,4 106,5 881,1 938,3 
36 (3,1,4) 3,488 361,9 226,3 112,0 818,9 917,1 
39 (3,2,3) 3,488 367,3 236,4 106,5 868,2 924,6 
40 (3,2,4) 3,488 356,4 226,3 112,0 806,5 903,3 
56 (4,2,4) 4,025 372,3 239,1 112,0 890,2 997,0 
60  (4,3,4) 4,025 364,7 239,1 112,0 872,0 976,6 
67 (5,1,3) 3,846 381,8 248,7 103,5 949,5 982,8 
100 (7,1,4) 4,204 373,6 249,2 101,5 931,1 945,1 
104 (7,2,4) 4,204 371,3 249,2 101,5 925,3 939,2 
108 (7,3,4) 4,204 367,9 249,2 101,5 916,7 930,4 
109 (7,4,1) 4,204 422,1 299,7 89,0 1265 1126 
112 (7,4,4) 4,204 366,6 249,2 101,5 913,6 927,3 
128 (8,4,4) 4,383 372,0 258,0 101,5 959,6 974,0 
129 (9,1,1) 4,562 427,9 307,1 90,4 1314 1187 

157 (10,4,1) 4,740 437,3 318,3 92,0 1392 1280 
241 (16,1,1) 5,814 478,4 366,8 95,9 1755 1682 
265 (17,3,1) 5,993 453,0 348,7 89,5 1580 1414 
269 (17,4,1) 5,993 450,9 348,7 87,0 1572 1368 
270 (17,4,2) 442,6 341,2 87,0 1510 1510 1314 
301 (19,4,1) 6,350 470,2 369,2 88,1 1736 1529 
305 (20,1,1) 6,529 481,4 378,0 92,5 1520 1683 
317 (20,4,1) 6,529 476,4 378,0 87,9 1801 1583 
320 (20,4,4) 6,629 423,4 328,5 90,0 1391 1252 

Таблиця 2 – Таблиця іспитів множини G 

A  1F  A  2F  A  3F  A  4F  A  5F  

40 356,4 24 225,2 269 87,0 40 806,5 40 903,3 
24 360,6 20 225,2 270 87,0 24 812,0 36 917,1 
36 361,9 36 226,3 271 87,0 20 815,0 24 917,5 
20 361,9 40 226,3 317 87,9 36 818,9 20 920,9 
60 364,7 35 236,4 318 87,9 39 868,2 39 924,6 

112 366,6 39 236,4 319 87,9 60 872,0 112 927,3 
39 367,3 52 239,1 301 88,1 35 881,0 108 930,4 

108 367,9 56 239,1 302 88,1 52 884,0 35 938,3 
52 369,7 60 239,1 303 88,1 56 890,2 104 939,2 

104 371,3 23 240,1 313 88,7 23 906,1 100 945,1 
… 

241 478,4 309 378,0 24 113,0 309 1808 241 1682 
305 481,4 305 378,0 20 113,0 305 1820 305 1683 

По-друге, аналіз таблиці іспитів дозволяє вирі-
шити задачу оптимального розподілу ou  проектова-

ного редуктора за одним критерієм. Наприклад, най-
кращий варіант розподілу ou  за критерієм F1 має точка

40A (3,2,4), що відповідає фактичним параметрам реду-

ктора: 2u  3,578; k  0,2581 та bd  0,7913. До речі 

точка 40A  відповідає також і найкращим варіантам за 

критеріями F4 і F5. Кращий результат за критерієм F2 да-
ють точки 24A (2,2,4) і 20A (2,1,4). Найбільш "вузькому" 

варіанту редуктора (критерій F3) відповідають точки 

269A (17,4,1), 270A (17,4,2) та 271A (17,4,3). 

Відзначимо, що отриманий у роботі результат за 
критерієм F1 (мінімальної довжини L) суттєво відрізня-
ється від результату роботи [15], де параметру minL  ві-

дповідає передаточне число 2u 7,52. Як проміжний 

висновок отриманого результату, відзначимо, що наве-
дені у [13, табл. 2] значення головних параметрів оптима-
льного редуктора ( 2 129,75ed  , 12b  30,93, 34wa  16,656; 

34b  67,82) відповідають коефіцієнтам bd  1,704 та 

k  0,446, що суперечить рекомендаціям [1, 3, 5, 9, 12], 

які були використані у застосованій ПММ "Редук-
тор43". До речі, отримані нами проміжні результати ро-
зрахунків  показують, що значення коефіцієнта βHK  не-

рівномірності розподілу навантаження не дорівнює 
одиниці, як прийнято у роботі [15]. 

До важливих результатів аналізу таблиць іспитів 
варто віднести визначення ресурсних можливостей 
проектованого редуктора за усіма критеріями якості, 

тобто оцінити граничні значення (
* **,k kF F ) критеріїв 

якості і діапазон їх зміни (табл. 3). Найбільший діапа-
зон зміни мають інтегральні критерії F4 та F5 (майже 
200 %), а найменший діапазон – критерії F3 та F1 (20 % 
і 30 %, відповідно). Визначення ресурсних можливос-
тей проектованого редуктора за усіма локальними кри-
теріями якості дозволяє скорегувати подальший процес 
оптимізації параметрів редуктора. 

Відзначимо, що використаний метод оптимізації те-
хнічного об´єкту з використанням "РАДИ" не потребує 
створювати суб’єктивний глобальний критерій якості, не 
 

Таблиця 3 – Результати пошуку оптимально-раціональних точок простору G 

k  *
kF  

**
kF  max kC  

Значення коефіцієнтів kC  для (11)  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 356,4 481,4 35 20 10 17,5  17,5 3 20 20 20 1 
2 225,2 378,0 68 20 10 17,5 17,5 12,5 5 5 20 1 
3 87,0 113,0 30 20 10 17,5 17,5 17,5 20 25 20 30 
4 806,5 1820 226 20 10 17,5 50 50 20 20 20 1 
5 903,3 1683 186 20 10 17,5 17,5 17,5 20 20 3 1 

Повнота   множини D  9 0 4 15 1 0 2 1 1 

Номер точки A D  
  112,108,

104,100 
 112  39, 

35 
112 40 

 
вимагає створювати суб’єктивні комбінації з критеріїв, 
зменшувати один критерій за рахунок інших. Для підви-
щення об´єктивного підходу до визначення якісного варі-
анту проектованого редуктора використовують різні варі-
анти встановлення множини GFP обмежень, зокрема, спе-
ціалістам "РАДИ" послідовно пропонують по одному 
стовбцю таблиці іспитів і рекомендують назначити обме- 
ження на відповідний критерій якості. Зрозуміло, що 

"РАДА" зацікавлена в тому, щоб усі локальні критерії Fk 
були найкращими, однак вона розуміє, що якщо вибирати 
FPk  занадто і необґрунтовано малими, то множина допус-
тимих рішень D може бути пустою. 

Для вирішення багатокритеріальної задачі оптимі-
зації габаритів редуктора "РАДА" визначила, як прик-
лад, декілька варіантів обмежень на критерії якості у 
вигляді (див. табл. 3) 
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 * /100 , ( 1,2,...,5)Pk k kF C F k   . (11) 

Для варіанту 1 ("м’яких") критеріальних обмежень 
кількість отриманих ОРР велика ( 9  ), а при "жорст-

ких" (варіант 2) обмеженнях OPP відсутні ( 0 ). Для 

варіанту 3 ("середніх") обмежень знайдено чотири 
ОРР: точки 112 110 108 104, , ,A A A A , яким відповідає одне 

значення параметра 1a =7 і, відповідно, передаточне 

число 2 4,204u   можна вважати оптимально-раціона-

льним. Відзначимо, що для цього варіанту 3a  4, а це 

відповідає коефіцієнту ширини bd  0,8. Значення ко-

ефіцієнта k  не впливає на якість проектованого реду-

ктора (для цього варіанта обмежень!). 
Якщо критерій 5F  не є лімітуючим (варіант 4), то 

кількість ОРР сягає десяти, а при бажанні обмежити до-
вжину L  та висоту H  редуктора (варіант 5) кількість 
ОРР скоротилася до одного: точка 112A . 

При бажанні знайти варіанти "низького" проектова-
ного редуктора "РАДА" встановила варіант 6 обмежень, 
одначе множина D  допустимих рішень виявилася пус-
тою. Проте трохи зменшуючи обмеження на "висоту" ре- 
дуктора (варіант 7) знайдені два ОРР: точки 39A  та 35A . 

Детальний аналіз множини GF у цих точках (див. табл. 1) 

показує, що точка 39A  за критерієм 3F  не гірше, а за 

усіма іншими критеріями ( 1, 2, 4, 5F F F F ) краще точки 35A . 

Якщо основним критерієм оптимальності редук-
тора обрати його об’єм V  (варіант 8 обмежень), то оп-
тимальне раціональне рішення відповідає точці 112A . 

Відзначимо також, що якщо за умовами проекту-
вання ширина B  редуктора не лімітована (варіант 9 об-
межень), то кращий варіант проектованого редуктора 
відповідає точці 40A . 

Таким чином, у результаті оптимізації розпо-
ділу загального передаточного числа ou  конічно-ци-

ліндричного редуктора між його ступенями нам вда-
лося знайти декілька варіантів оптимально-раціональних 
рішень в залежності від прийнятих обмежень на габа-
ритні розміри редуктора. 

Цікаво порівняти отримані результати оптимального 
розподілу ou  для конічно-циліндричного редуктора з реко-

мендованими розподілами 2Ru  [1, 2, 3, 5, 7, 9–12] (див. 

вище). Результати такого дослідження наведені у табл. 4. 
Порівняльний аналіз отриманих результатів пока-

зує, що кращі значення критеріїв якості kF , тобто, мі-

німальні габаритні розміри, були досягнуті у процесі 
пошуку оптимально-раціональних рішень (рядок 8).  

Таблиця 4 – Кращі значення критеріїв якості kF  

№ 
з/п 

Розрахункова 
формула 2Ru  x  

1F  2F  3F  4F  
5F  y  

1 (1) 3,285 0,735 361,9 225,2 98,0 815,0 920,9 1,07 

2 (1) 3,417 0,764 365,1 232,6 96,0 849,1 904,3 1,15 
3 (5) 3,802 0,85 373,6 245,5 96,0 917,2 1003 1,25 

4 (6) 4,0 0,894 383,2 258,2 94,0 989,3 1024 1,32 
5 (10) 4,454 0,996≈1 378,3   263,9 89,0 998,2 1013 1,46 
6 (8) 4,92 1,1 395,8 283,8 90,8 1123 1092 1,67 
7 (9) 4,97 1,111 394,3 283,8 89,6 1119 1102 1,69 
8    356,4 225,2 87,0 806,5 903,3  
9  3,578 0,8 359,8 232,7 96,0 837,3 937,7  

10  3,354 0,75 364,3 228,9 96,0 833,8 942,2  
11  3,488 0,78 356,4 226,3 112,0 806,5 903,3  

 
Як відзначалося раніше, рекомендовані передато-

чні числа 2Ru  за рядками 1–3 безпосередньо направ-

лені на забезпечення рівності діаметрів коліс  

 2 2/ 1a aey d d  , (12) 

а рекомендовані за рядками 4 та 6 – на забезпечення оп-
тимальних умов змащування зубчастих коліс, що та-
кож відповідає умові (12). Встановлено, що умова (12) 
практично виконується тільки для рекомендованого 
значення 2 Ru  3,285 (рядок 1), яке буле обчислене за 

(1) при прийнятому ba = 0,28, але у роботі [2] не наве-

дені рекомендації по вибору ba , бо при розрахунках 

по (1) і прийнятому ba = 0,315 (рядок 2) діаметри ко-

ліс вже різняться на 16 % ( y  1,16). 

Не забезпечує умову рівноміцності зубчастих коліс 
редуктора [5] і рекомендоване значення 

2 Ru  4,92 (ря-

док 6): співвідношення фактичних контактних напру-
женнях у передачах редуктора складає 2 1/ 1,25H H   . 

Рекомендоване при прийнятих для (10) коефіцієнтах 
заповнення ijK  1 і коефіцієнті завантаженості 0K  1 пе- 

редаточне число 2 Ru  4,454 (рядок 5) спрямоване на мі-

німізацію повної маси зубчастих коліс редуктора. Врахо-
вуючи високу кореляцію значень величини маси коліс та 
величини об’єму V, із аналізу табл. 5 робимо висновок, що 
отриманий об’єм V = 1013 редуктора не є найменшим.  

Якщо ввести у розгляд коефіцієнт х 

 2 /R ox u u , (13) 

то з табл. 5 видно, що діапазон зміни коефіцієнта x складає 
(0,735…1,11). При цьому габаритні розміри (довжина, ви-
сота, площа та об’єм) редуктора зростають при зростанні 
x , а ширина редуктора при цьому повільно зменшується. 
Два додаткових експеримента з x = 0,8 та x = 0,75 (рядки 
10 і 11) підтверджують цю тенденцію. Як висновок з цього, 
можна рекомендувати вибирати оптимальне значення пе-
редаточного числа 2Ru  для проектованого редуктора за 

(13) при x =0,75…0,8. До речі, у цей діапазон потрапляє і 
знайдене ОРР, що відповідає точці 40A  (рядок 11). Од-

ночасно відзначаємо, що така рекомендація потребує по-
дальшої перевірки для інших початкових даних, але для 
розглянутого у роботі прикладу вона є доцільною. 
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Отримані у роботі результати оптимального прое-
ктування ступінчастих редукторів відносяться для ко-
нічно-циліндричних редукторів, зубчасті колеса яких 
виготовлені з однакового матеріалу і мають високу тве-
рдість поверхні зубців. 

Цікаво розглянути задачу оптимізації розбивки за-
гального передаточного числа конічно-циліндричного 
редуктора при виготовленні коліс із інших матеріалів. 

Існують рекомендації, що для одного редуктора ба-
жано вибирати однакові матеріали для виготовлення усіх 
зубчастих коліс, як циліндричної так і конічної передач 
[3, 5]. Проте вважаючи, що конічна пара у складі редук-
тора є недовантаженою, бажано для конічної та циліндри-
чної пари вибирати різні матеріали [7]. Відповідно до 
цього, розглянемо поставлену задачу оптимізації габари-
тних розмірів конічно-циліндричного редуктора для 
трьох варіантів матеріалів зубчастих коліс конічної та 
циліндричної пари: "твердий"-"твердий" (ТТ), "м’який"–
"твердий", "м’який"–"м’який" (ММ) матеріали (табл. 5).  

У якості "м’якого" (М) матеріалу було обрано 
сталь 40Х, твердість зубців коліс складає (260–280) НВ, 
а допустимі контактні напруження σ 510HP   МПа. У 

якості "твердого" (Т) залишаємо матеріал, що викорис-
товували раніше. 

Таблиця 5 – Елементи таблиць іспитів множини G 
для різних матеріалів зубчастих коліс 

A *) 1F  A  2F  A  3F  A  4F  A  5F  

ТТ 
40* 

356,4 
24 

225,2 
269 

87,0 
40 

806,5 
40 

903,3 
(3,2,4) (2,2,4) (7,4,1) (3,2,4) (3,2,4) 

МТ 

112 
373,6 

56 
239,1 

109 
89,2 

56 
908,0 

112 
945,1 

(7,4,4) (4,2,4) (7,4,1) (4,2,4) (7,4,4) 
60 

379,8 
60 

239,1 
157 

92,4 
60 

908,0 
108 

967,2 
(4,2,4) (4,2,4) (10,4,1) (4,2,4) (7,3,4) 

ММ 
24 

411,9 
24 

256,0 
301 

93,0 
24 

1055 
24 

1608 
(2,2,4) (2,2,4) (19,4,1) (2,2,4) (2,2,4) 

40 
412,9 

20 
256,0 

265 
93,2 

20 
1062 

20 
1620 

(3,2,4) (2,1,4) (17,3,1) (2,1,4) (2,1,4) 
*) у чисельнику показані номера точок A ; у знаменнику – коор-

динати 1 2 3( , , )a a a точок A . 

Як показали результати побудованих таблиць іспи-
тів інформаційних множин G для цих варіантів викори-
стання матеріалів, застосування "м’яких" матеріалів збі-
льшує габаритні розміри редуктора, проте отримані ре-
комендацій до розподілу загального передаточного чи-
сла редуктора при використанні однакових матеріал для 
зубчастих коліс (варіанти ТТ і ММ) збігаються. При ви-
користанні різних матеріалів (варіант МТ) рекомендації 
до розподілу відрізняються від розглянутих вище. 

Безумовно, що отримані у роботі результати отри-
мані лише для одного варіанту початкових даних  
( , ,III I oT n u ) і потребують перевірки для інших початко-

вих даний. Проте отримані результати свідчать, що 
проблема оптимального проектування конічно-цилінд-
ричних та інших типів ступінчастих редукторів продо-
вжує залишатися актуальною. 

Надалі планується отримати та узагальнити резуль-
тати оптимально-раціонального проектування різних ти-
пів ступінчастих редукторів, що дозволить цілеспрямо-
вано проводити їх проектування, зокрема, у навчаль-
ному процесі, при виконанні курсових проектів. 

Висновки: 
1. Запропонована методологія оптимально-раціо-

нального проектування ступінчастих редукторів, зок-
рема, конічно-циліндричних зубчастих редукторів, є 
достатньо універсальною і може використовуватися як в 
інженерній так і навчальній практиці проектування спе-
ціальних редукторів. 

2. Застосований метод проектування дозволяє при 
виборі оптимально-раціональних рішень не обмежу-
вати кількість критеріїв якості, а враховувати кожний з 
них і активно керувати процесом вибору оптимально-
раціональних рішень. 

3. Проведений аналіз існуючих рекомендацій по роз-
поділу загального передаточного числа для конічно-цилін-
дричних редукторів показав, що вони суттєво різняться, а 
для розглянутого у роботі приклада проектування не зав-
жди задовольняють задекларованій умові оптимізації. 

4. Розроблені рекомендації до розподілу загаль-
ного передаточного числа конічно циліндричного реду-
ктора за умовою мінімізації його габаритних розмірів. 
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УДК 621.833 

А. П. КАРПОВ, П. Л. НОСКО, П. В. ФИЛЬ, Г. А. БОЙКО 

СНИЖЕНИЕ ВИБРОАКТИВНОСТИ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ ПРИМЕНЕНИЕМ  
АСИММЕТРИЧНОЙ ФУНКЦИИ ПЕРЕДАТОЧНОГО ОТНОШЕНИЯ 

Розроблено математичну модель синтезу раціональних геометричних параметрів зубчастих передач із асиметричною функцією передаточного 
відношення на основі запропонованих основних і додаткових умов синтезу. Проведено експериментальну оцінку передаточного відношення 
та резонансних коливань зубчастих передач некруглими колесами. На підставі виконаних досліджень зроблено висновок про доцільність за-
стосування зубчастих передач із асиметричною функцією передаточного відношення для боротьби з резонансними коливаннями, що дозволяє 
розширити функціональні можливості застосування передач некруглими зубчастими колесами. 

Ключові слова: редуктор, зубчаста передача, змінне передаточне відношення, некруглі зубчасті колеса, вібрація, резонансні коливання, 
синтез зачеплення. 

Разработана математическая модель синтеза рациональных геометрических параметров зубчатых передач с асимметричной функцией пере-
даточного отношения на основе предложенных основных и дополнительных условий синтеза. Проведена экспериментальная оценка переда-
точного отношения и резонансных колебаний зубчатых передач некруглыми колесами. На основании выполненных исследований сделано 
заключение о целесообразности применения зубчатых передач с асимметричной функцией передаточного отношения для борьбы с резонанс-
ными колебаниями, что позволяет расширить функциональные возможности применения передач некруглыми зубчатыми колесами. 

Ключевые слова: редуктор, зубчатая передача, переменное передаточное отношения, некруглые зубчатые колеса, вибрация, резонанс-
ные колебания, синтез зацепления. 

A mathematical model to synthesize rational geometric parameters of gearing with an asymmetrical function of the gear ratio was developed based on 
proposed and auxiliary synthesis conditions. A theoretical analysis of the performance of the synthesized gearing by comparing them with the gears having 
a constant gear ratio. Spend estimate of the resonant vibration for gearing with non-circular gears and asymmetric function of the gear ratio of the excitation 
pulse. The dependences for determining the boundaries of zones of occurrence of resonant vibrations. Using non-circular gears was shown to be advantageous 
for preventing resonance oscillations. An experimental study of the gear ratio and resonance oscillations in a two-stage gearbox with non-circular gears was 
done. The experiments showed no increase in the vibration level in the gearbox. Gear transmissions with the asymmetrical function of the gear ratio were 
concluded to be efficient for preventing resonance oscillations. This allows extending the applicability of non-circular gear transmissions.  

Keywords: gearbox, gear transmission, variable gear ratio, non-circular gears, vibration, resonance oscillations, gear mesh synthesis. 

Введение. Создание надежных и долговечных пере-
даточных механизмов является важной научно-практиче-
ской задачей современного машиностроения, решение 
которой возможно на основе совершенствования зубча-
тых передач синтезом рациональных геометрических па-
раметров зацепления. Одним из путей совершенствова-
ния зубчатых передач синтезом зацепления, расширяю-
щего их функциональные возможности, является разра-
ботка зубчатых передач с переменным передаточным от-
ношением (передач некруглыми зубчатыми колесами) [1]. 

Опыт внедрения таких передач, созданных на базе 
эвольвентного зацепления, показал достоинство их ис-
пользования в цепных механизмах и приводах машин 
для выравнивания скоростей движения звеньев и 
устранения в них динамических нагрузок [2]. 

Такой подход в полной мере целесообразно приме-
нить и для борьбы с резонансными колебаниями в зуб-
чатых передачах, обладающих высокой нагрузочной 
способностью и получивших широкое распространение 
в редукторах общего назначения. Как показывает прак-
тика, 3-5 % выходов из строя редукторов связано с раз-
ного рода вибрациями и резонансными явлениями. 

Изучению вопросов снижения виброактивности 
зубчатых передач круглыми колесами посвящены труды 
Давыдова Б. Л. [3], Диентберга Ф. М. [4], Айрапетова 
Э. Л. [5], Генкина М. Д. [5, 6], Петрусевича А. И. [6], 
Гринкевича В. К. [6], Филлипова А. П., Абрамова Б. М., 
Тошими Т., Масана К., Уолес Д., Сейрег А., Опитц Г. и 
др. В этих и других работах показано, что существую-
щие разнообразные методы борьбы с резонансными ко-
лебаниями в зубчатых редукторах (назначение закрити-
ческих и докритических скоростей вращения вала; по-
вышение точности изготовления и монтажа редукторов; 
изменение конструкции зубчатых колес, корпусов и ва-
лов; применение специальных покрытий деталей редук- 
тора; использование динамических гасителей и т.д.) 

вбольшинстве случаев удорожают конструкцию, увели-
чивают ее массу и габариты, а в ряде случаев малоэф-
фективны и ненадежны [3–5]. 

Значительный вклад в исследование зубчатых пе-
редач с переменным передаточным отношением внесли 
ученые Литвин Ф. Л. [7, 8], Скуридин М. А. [9], Пыж О. А. 
[10], Колчин Н. И. [11], Севрюк В. Н. [12], Утутов Н. Л. 
[13], Kowalczyk L. [14], Smith W.C. [15], Olsson, U. [16], 
Mundo D. [17], Laczik B. [18], Варсимашвили Р.Ш., Гюн-
тер Д., Райнгард Б., Кэнчити М., Кисуко И. и др., кото-
рые заложили основы теории создания передач некруг-
лыми зубчатыми колесами, рассмотрели примеры их 
практического использования. 

Вместе с тем, как показал анализ представленных 
выше работ, снижение виброактивности зубчатых пере-
дач на основе синтеза рациональных геометрических па-
раметров зацепления с переменным передаточным отно-
шением требует решения целого ряда вопросов: выбор 
функции передаточного отношения; определение основ-
ного и дополнительных условий синтеза передач некруг-
лыми зубчатыми колесами, разработка математической 
модели синтеза рациональных параметров зацепления и 
оценка их влияния на виброактивность передачи, др. 

Теоретическая часть. Для разработки математи-
ческой модели синтеза зубчатой передачи некруглыми 
колесами используем функцию передаточного отноше-
ния с асимметричным законом изменения. Одной из 
разновидностей асимметричной функции передаточ-
ного отношения, обеспечивающей заданный закон пре-
образования движения, является функция вида [1]: 

       
    1111

1111
1

sincos

sincos






jBjru

jBjr
i , (1) 

в которой три главные показатели асимметричной 
функции передаточного отношения ξ,  j1 и B характери- 
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зуют степень асимметрии, частоту и величину измене-
ния передаточного отношения соответственно. 

В функции (1) i  и u  – передаточное отношение и 
передаточное число передачи некруглыми колесами; 
r  – средний радиус центроиды ведущего колеса; 1  – 

угол поворота ведущего некруглого колеса; 1j  – коэф-

фициент асимметричной функции передаточного отно-
шения, равный количеству максимальных значений ра-
диуса центроиды ведущего некруглого колеса. 

На рис. 1 представлен график зависимости передаточ-

ного отношения i  от угла поворота ведущего колеса 1 . 

 

Рис. 1 – Графики асимметричной функции передаточного 
отношения 

Математический анализ  1i  (см. рис. 1) показал, 

что: функция (1) асимметрична относительно своих полу-
периодов при 1  (рекомендуется значение   принимать 

равным 2); 1j  – целое число. Во избежание несбалансиро-

ванности масс рекомендуется количество максимальных 
значений радиусов центроиды принимать 21 j . 

Зависимость показателя B от передаточного числа 
зубчатой передачи u , межосевого расстояния wa , ко-

эффициента неравномерности движения механизма   
запишем в виде [19]: 
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Проведенные численные исследования показали, 
что для существующих типоразмерных рядов зубчатых 
редукторов значения B  лежат в пределах мм74,130  B . 

Таким образом, использование зависимости (2) поз-
воляет при заданных параметрах u  и wa  выбирать  рацио-

нальное значение B  в зависимости от требуемого коэффи-
циента   из дополнительного условия синтеза BB , где B  

– показатель асимметричной функции для требуемого δ. 
Центроиды зубчатых колес с асимметричной пе-

редаточной функцией. На основе найденных  , 1j  и 

B  были определены геометро-кинематические пара-
метры передачи, в том числе параметры центроид и по-
верхностей зубьев [1]. 

В качестве примера на рис. 2 изображены центроиды 
передачи, радиусы которых описаны уравнениями: 

для ведущего колеса   
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cos2
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для ведомого колеса   
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Влияние асимметричной функции передаточ-
ного отношения на силы и моменты в передаче. 
Принимая скорость вращения ведущего колеса ω1 и мо-
менты инерции приведенных масс колес 1пр.I  и 2пр.I   
 

 
Рис. 2 – Центроиды передачи в неподвижных системах 

координат 111 ZYX  и 222 ZYX  при 21 j : 

r и ru   – средние радиусы центроид ведущего и ведомого колес 

постоянными величинами, уравнение движения ма-
шины с некруглыми колесами [6, 7] примет вид: 

    1добп.сдв  iTTT , 

где двT  – момент от движущих сил на валу ведущего 

некруглого колеса; 

п.сT  – момент от сил полезных сопротивлений на 

валу ведомого некруглого колеса; 

добT  – добавочный момент, вызванный перемен-

ностью передаточного отношения и определяе-
мый зависимостью 
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где 1 , 2  – угловые ускорения вращения ведущего и 

ведомого колес. 
Анализ результатов, представленных графически 

на рис. 3, показал, что изменение добавочного момента 

добT  за один оборот ведущего колеса не превышает 

5,8 % от величины внешнего нагрузочного момента. У 
круглого колеса добавочный момент отсутствует. 

 
Рис. 3 – Зависимость добавочного момента Tдоб от угла поворота φ1 

Уравнения для определения нормальных усилий в 
зацеплении для ведущего и ведомого некруглых зубча-
тых колес имеет вид: 
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где 11ZT  и 22ZT  – полные моменты действующие на 

ведущее и ведомое колеса соответственно [1, 12]; 

NK1  и NK2  – коэффициенты модуля вектора нор-

мали для поверхностей зубьев [1, 12]. 
Математический анализ (3) показал, что в зубчатой 

передаче с асимметричной функцией передаточного отно-

шения нормальные усилия в зацеплении при constдв T  и 

constп.с T  имеют переменные значения, при этом измене-

ние NF  в зацеплении за один оборот ведущего колеса со-

ставляет не более 3,7 % от значения для круглых колес. 
По результатам проведенного сравнительного 

анализа синтезированных передач с передачами круг-
лыми колесами сделан вывод о возможности использо-
вания зацепления с асимметричной функцией переда-
точного отношения в редукторах общего назначения. 

Влияние асимметричной передаточной функ-
ции на зубцовую виброактивность передачи. Как 
подтверждает опыт эксплуатации [3–6], основной при-
чиной возникновения вибраций, возбуждаемых в зуб-
чатой передаче, является импульсное возбуждение (от 
соударения зубьев при входе и выходе из зацепления). 
При этом наиболее виброактивной в зубчатых редукто-
рах является первая ступень. При совпадении или крат-
ности частот собственных и вынужденных колебаний 
наступает резонанс. 

Аналитическая зависимость для нахождения ча-
стоты собственных колебаний fc передачи некруглыми 
зубчатыми колесами имеет вид [3]: 
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 . (4) 

Уравнение для определения зубцовой частоты вы-
нужденных колебаний zf  передачи с асимметричной 

функцией передаточного отношения при импульсном 
возбуждении [1]: 
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где ω1 – скорость вращения ведущего колеса;  
m  – модуль зацепления. 
С учетом (4) и (5) резонансная (критическая) ча-

стота вращения ведущего некруглого зубчатого колеса 
выражается зависимостью: 
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График зависимости ω1кр от φ1 приведен на рис. 4. 
Анализ уравнений (4)–(6) показал, что критическая 

скорость вращения вала ω1рез с некруглым колесом пере-
менная за один его оборот, величина ее изменения харак-
теризуется показателем B  (см. рис. 4). При этом установ-
лено, что в передаче некруглыми зубчатыми колесами zf  

является переменной величиной, не совпадает и не кратна 
fc. Проведенные теоретические исследования резонанс- 
ных колебаний зубчатых передач некруглыми колесами 
позволяют сделать вывод, что асимметричный закон из-
менения функции передаточного отношения препят-
ствует возникновению резонанса. 

 

Рис. 4 – Зависимость добавочного момента Tдоб от угла поворота φ1 

Для уменьшения опасности резонанса скорость вра-
щения ω1 ведущего некруглого колеса следует назначать 
из условия [1]: 

 K
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где K – коэффициент, определяющий границу зон воз-
никновения резонанса, 

о
кр1  – резонансная скорость вращения ведущего 

колеса передачи круглыми колесами, которая 
определяется зависимостью: 
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С учетом (6), (7), (8) после математических преоб-

разований, уравнение для определения крB  примет вид: 
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кр

sin

cos2
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Следовательно, показатель B должен удовлетво-

рять дополнительному условию синтеза: крBB  . 

Таким образом, показатель B функции )( 1i , харак-

теризующий величину изменения передаточного отно-

шения, должен выбираться из условия  BBBкр . 
 

Экспериментальная часть. Были проведены экспе-
риментальные исследования по определению коэффици-
ента K и сравнительные испытания зубчатых передач не-
круглыми колесами с асимметричной функцией переда-
точного отношения и передач круглыми колесами. Экспе-
риментальные исследования выполнялись с целью практи-
ческой апробации результатов и выводов, полученных при 
теоретическом изучении зубчатого зацепления. Экспери-
мент включал в себя: проверку передаточного отношения; 
сравнительную оценку резонансных колебаний передачи 
некруглыми колесами с асимметричной функцией переда-
точного отношения (при различных значениях коэффици-
ента K) и передачи круглыми колесами. Для этого: 

– спроектировано и изготовлено приспособление 
к зубофрезерному станку для нарезания зубьев на не-
круглом колесе; 

– по результатам проведенных теоретических расче-
тов синтезированы и изготовлены экспериментальные не-
круглые зубчатые колеса с асимметричной функцией пе-
редаточного отношения для двухступенчатого редуктора; 

– подготовлен измерительный комплекс, включа-
ющий стенд для проверки точности выполнения цент- 
роид и передаточных отношений и стенд для измере-
ния вибраций редуктора при регулируемой скорости 
вращения ведущего вала от 0 до 356 рад/с; 

– разработана методика экспериментальных иссле-
дований резонансных колебаний зубчатых передач; 
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– проведены стендовые испытания эксперимен-
тальных передач и передач круглыми колесами, пред-
ставлены сравнительные характеристики. 

Экспериментальные передачи изготовлены из стали 
40Х. Термообработка шестерен – улучшение до HB 269…302, 
зубчатых колес – улучшение до HB 235…262. Характе-
ристики передач представлены в табл. 1. 

Таблица 1 – Характеристики экспериментальных передач 

 1-я ступень 2-я ступень 
Наименование 

параметра 
некруг-

лые 
круглые 

некруг-
лые 

круглые 

Модуль нор-
мальный mn, мм 

3,0 3,0 3,0 3,0 

Передаточное 
число u 

2,0 2,0 2,0 2,0 

Число зубьев:  
– шестерни z1 

– колеса z2 

 
21 
42 

 
21 
42 

 
32 
64 

 
32 
64 

Межосевое рас-
стояние aw, мм 

100 100 150 150 

Коэффициент K 

0,
06

 

0,
08

 

0,
15

 

0 

0,
06

 

0,
08

 

0,
15

 

0 

 

На рис. 5 изображен редуктор с эксперименталь-
ными некруглыми зубчатыми колесами. 

При испытаниях на стенде, представленном на рис. 6, 
была проведена оценка передаточного отношения экспери-
ментальных зубчатых передач и редуктора в целом. 

 
Рис. 5 – Двухступенчатый редуктор с некруглыми колесами 

 
Рис. 6 – Стенд для измерения передаточного отношения 

Анализ полученных результатов эксперимента 
показал, что изменение передаточного отношения 
строго соответствует относительному изменению ра-
диусов центроид некруглых зубчатых колес. При этом 
максимальные расхождения между теоретическими и 
экспериментальными результатами величин переда-
точного отношения редуктора составляют 6 %. 

С целью определения уровня вибраций в редук-
торе с некруглыми колесами был разработан стенд с за-

мкнутым силовым потоком; использована виброизме-
рительная аппаратура ВИ6-6ТН совместно с самопи-
шущим прибором Н327-3 (рис. 7). На корпусе опыт-
ного редуктора устанавливались вибродатчики: 
ДВ-1-СГ для определения вибраций в горизонтальной 
плоскости, ДВ-1-СВ – в вертикальной плоскости. 

 
Рис. 7 – Стенд для измерения вибраций зубчатых передач 

Испытания передач осуществлялись в режиме 
плавного изменения числа оборотов ведущего вала ω1 
от 0 до 356 рад/с, вибрации регистрировались при по-
мощи самопишущего прибора Н327-3. 

По результатам проведенного эксперимента уста-
новлено: при одинаковом характере колебаний ампли-
туда вибраций в вертикальной плоскости значительно 
больше амплитуды вибраций в горизонтальной плоско-
сти; в редукторе с круглыми колесами при ω1 = 298 рад/с 
зафиксировано резкое увеличение амплитуды вибраций 
Y  (рис. 8, а); в редукторе с некруглыми колесами при 
K = 0,15 во всем диапазоне числа оборотов ведущего не-
круглого колеса увеличения амплитуды вибраций не 
наблюдалось (рис. 8, г); при K = 0,08 максимальное зна-
чение амплитуды вибраций, в сравнении со значением 
амплитуды при K = 0,15, возросло в 1,5 раза в диапазоне 
скоростей ω1 от 272 до 323 рад/с (рис. 8, в); при K = 0,06 
максимальное значение амплитуды вибраций, в сравне-
нии со значением амплитуды при K = 0,15, возросло в 
3,5 раза в диапазоне скоростей ω1 от 281 до 315 рад/с, 
при этом максимальные значения амплитуд приблизи-
лись к значениям амплитуд для круглых колес (рис. 8, б). 

Анализ графиков (рис. 8) показал, что граница зоны 
возникновения резонанса наблюдается при K = 0,08. Это 
позволило дать рекомендации по определению показателя 
B  асимметричной функции передаточного отношения. 

 
Рис. 8 – Осциллограммы вибраций в редукторе: 

а – с круглыми колесами; б – с некруглыми колесами 
при K = 0,06; в – с некруглыми колесами при K = 0,08; 

г – с некруглыми колесами при K = 0,15 
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Проведенные испытания двухступенчатого редук-
тора с некруглыми колесами и общим постоянным пе-
редаточным отношением для рекомендованного значе-
ния K = 0,08 при B  от 2 до 7 мм показали: во всем диа-
пазоне числа оборотов ведущего вала увеличение ам-
плитуды вибраций не наблюдалось, что подтверждает 
теоретические предпосылки. 

Выводы:  
1. Разработана математическая модель синтеза 

зубчатой передачи некруглыми колесами с асиммет-
ричной функцией передаточного отношения. На ос-
нове решения задачи синтеза определены рациональ-
ные геометрические параметры зубчатого зацепления 
(по предложенным дополнительным условиям син-
теза), обеспечивающие безрезонансный режим работы 
передачи ( крBB  ) и требуемый коэффициент неравно-

мерности движения δ (  BB ).  

2. Проведен теоретический анализ работоспособно-
сти синтезированных передач путем сравнения их с пере-
дачами, имеющими постоянное передаточное отношение.  

3. Проведена расчетная оценка резонансных коле-
баний передачи некруглыми зубчатыми колесами с 
асимметричной функцией передаточного отношения 
от импульсного возбуждения. Установлены зависимо-
сти для определения границы зон возникновения резо-
нансных колебаний.  

4. Проведены экспериментальные исследования с 
целью проверки передаточного отношения и оценки ре-
зонансных колебаний зубчатых передач некруглыми ко-
лесами. В результате стендовых испытаний установ-
лено, что в редукторе с некруглыми зубчатыми коле-
сами с асимметричной функцией передаточного отно-
шения во всем диапазоне ω1 для рекомендованного зна-
чения K повышения уровня вибраций не наблюдалось.  

5. Предложен один из путей совершенствования 
зубчатых передач синтезом рациональных геометриче-
ских параметров зацепления с асимметричной функ-
цией передаточного отношения, обеспечивающих за-
данный закон преобразования движения и расширяю-
щих функциональные возможности применения пере-
дач некруглыми зубчатыми колесами для борьбы с ре-
зонансными колебаниями. 
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B. KOPILÁKOVÁ, M. BOŠANSKÝ, L. PETRÁK 

COMPARISON HRC AND C-C GEARING FOR DAMAGE TO PITTING 

Розглянуті зубчасті зачеплення евольвентного типу (HCR) та неевольвентного – опукло-увігнутого (C-C), з позиції пітінгу. Описана фунда-
ментальна різниця між HCR та C-C зубчастим зачепленням та вплив залежності коефіцієнту ковзання к пошкодженню зубчастої передачі. 
Наведено результати експерименту для обох типів зубчастих зачеплень на стенді Ньюмана для визначення пітінгу. 

Ключові слова: пітінг, вершина зуба, втомне вищерблення, опукло-увігнуте зачеплення, евольвентне зачеплення 

Рассмотрены зубчатые зацепления эвольвентого типа (HCR) и неэвольвентного – выпукло-вогнутого (С-С), с позиции питтинга. Описано 
фундаментальное различие между HCR и C-C зубчатым зацеплением и влияние зависимости коэффициента скольжения к повреждению зуб-
чатой передачи. Приведены результаты эксперимента, для обоих типов зубчатого зацепления на стенде Ньюмана для определения питтинга. 

Ключевые слова: питтинг, вершина зуба, усталостное выкрашивание, выпукло-вогнутое зацепление, эвольвентное зацепление  
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In this article are comparison HCR and Convex-Concave (C-C) gearing from the point of view to pitting. The introduction of the article describes a 
fundamental difference between the involute HCR and noninvolute (C-C) gearing and the influence of some parameters, especially of the slip ratio to 
damage of gearing. The paper also shows the basic results of the experiment, which was executed on two types of gearing (involute HCR gearing and 
noninvolute C-C gearing) on the Niemann´s stand from the point of view damage flank of tooth to pitting.  

Keywords: pitting, tooth flank, fatigue wear, C-C gearing, HCR gearing. 

Introduction. The influence of time-variable load in 
transfers commute to the mechanical fatigue abuse. As is 
well known, during the engagement of the tooth under the 
influence of surface and subsurface tension is formed stress, 
which results to the pitting. Touching of the surface of the 
working portion of the tooth leads to removing of the metal, 
to splintering of the particles of surface and to the formation 
of the holes, i.e. to the formation of pitting. The emergence 
of pitting are also influential the factors such as: the geomet-
rical parameters of gearing, the ratio of traction determining 
the loading tooth by the external forces, the resolved shear 
ratios on the tooth faces, the frictional forces, the finish of 
tooth faces, selected material and hardness of the working 
tooth faces of the pinion and the gearing, the properties of the 
lubricating oil and operating conditions [2]. 

Characteristic types of the gearing based on mating 
line. Touching of two tooth is the point of touch during the 
rotation moved. The geometric point of all the items image 
that progressively come to the gear is the trajectory – mat-
ing line. According to the shape of the mating curve and its 
position in term of the rotating centre of the profile, is also 
defined the type of the gearing. The gearing is clearly de-
fined by the shape of the mating line, however the shape 
can be generally arbitrary.  

General planar gearing can be understood as the gear-
ing with the axis of rotation O1, O2 of the both together en-
gaging wheels. It is defined by the mating line "S", com-
posed by two circular curves that centres lies on the any 
straight line crossing the point C. The centres of the circular 
curves can be in the headquarter or out of it and the ratio of 
the circular curves could be arbitrarily sized [2]. In general 
the gearing can be divided on the bases of the process of 
the mating line, whereupon the gearing is distinguished by 
the following tooth face: 

1. In case that the curvatures of the mating line "S" are 
not identical with the curvatures of the rolling circle, both to-
gether engaging wheels and the centres of the arc Skh and Skd 

that form the line of engagement and lie on the centre joins of 
the rotating of the wheels, that is the case of cycloid gearing. 

2. In case that the angle of the mating line and the ra-
dius of the both parts of curvatures, which are representing 
the mating line and having infinitely large radius. The cur-
vatures of the circle are degenerating to the line, what de-
fines the involute gearing. 

3. In case that the mating line "S" is composed of two 
circular curvatures, which centres are not on the headquar-
ter of both wheels then it is the special case of general pla-
nar gearing – convex-concave (C-C) gearing. Its properties 
are depended on the geometrical parameters of the mating 
line: the angle of the slope of the mating line, radius of the 
circular curves of the mating line defined by the angle shot 
and by the endpoints of arcs of the mating lines defined by 
the angle or by the coordinates of relevant points, resp. [2]. 

C-C gearing could be generally understood as any 
gearing, which the tooth face forms a curve with the con-
vex-concave portion, where in the mating line may be com-
posed of two non-symmetrical or symmetrical arcs (fig. 1) 
[3]. If the mating line is defined by one or more of general 
curve, it is a case of the virtually identical case to the case 
of the fig. 3. In practice, we can meet with a combined mat-
ing line, for example when in the vicinity of pole C the 
gearing is defined by the linear mating line and in the other 
points by circular curves [3]. From this it is clear that the 
curve of the tooth face and may take the form of a general 
curve (involute, cycloid, epicycloid, hypocycloid, etc.).  

Evaluation of the pitting in the drives gearing. Geometric 
and qualitative parameters of gearing can strongly influence 
their failures. In case of pitting, the failures are mainly meas-
uring deviations. Since the goal of this presentation is to com-
pare involute HCR gearing and non-involute C-C gearing, 
there are developments of deviation rates for a sprocket and a 
wheel shown in the fig. 2. In the fig. 3, the development of 
distribution of strain of teeth along mating line is described.  

   
a      b 

 

Fig. 1 – C-C Gearing: a – non-symmetrical; b – symmetrical 
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In the fig. 4, a, pitting on involute HCR gearing is 
shown and in the fig. 4, b, it’s the pitting on non-involute 
C-C gearing. It is obvious that in case of involute HCR 
gearing, the pitting developed under rolling circle and in 
case of non-involute C-C gearing it developed around or 
above the circle. The origin of pitting in non-involute C-C 
gearing strongly influences its geometric parameters and 
the size of contact pressure. If we change some of the pa-
rameters or the combination of them, we can get a change 
of the curve of the tooth face [3]. 

Conditions of stroke in C-C gearing and in involute 
gearing are different. That is why we have to verify the the-
oretical thinking about contact solidity of C-C gearing 
which we gained through MKP method through an experi-
ment and find out if the usual procedures of involute geari 
ng are applicable on C-C gearing too. One of these param-
eters is fatigue ratio during straining in touching. Niemann 
stend, standard testing machine with enclosed output in ac-
cordance with norm DIN 51354 according to methods FZG, 
was used for experimental finding out of values of fatigue 
ratio for C-C gearing as well as for the standard involute 
gearing in accordance with norm DIN 3990 T5. 

During the experiment C-C gear was tested under given 
strain based on analysis of suitable geometrical parameters 

at ÚDTaK SjF STU in Bratislava and made of non-hardened 
carbon steel classed C60. Conditions of stroke in C-C gear-
ing and in involute gearing are different. That is why we have 
to verify the theoretical thinking about contact solidity of C-
C gearing which we gained through MKP method through 
an experiment and find out if the usual procedures of involute 
gearing are applicable on C-C gearing too. One of these pa-
rameters is fatigue ratio during straining in touching. Nie-
mann stend, standard testing machine with enclosed output 
in accordance with norm DIN 51354 according to methods 
FZG, was used for experimental finding out of values of fa-
tigue ratio for C-C gearing as well as for the standard invo-
lute gearing in accordance with norm DIN 3990 T5. 

During the experiment C-C gear was tested under 
given strain based on analysis of suitable geometrical pa-
rameters at ÚDTaK SjF STU in Bratislava and made of 
non-hardened carbon steel classed C60. 

The basic principal of testing gearwheels on load ma-
chines DIN 51354 consists of gradual loading of gear and 
finding out the number of finished cycles until damaging 
the testing sample. 8 different tests were made at 3 different 
load levels A÷C with gradual decline of load (table 1). 
Three experiments were made at first two levels. 2 experi-

 

Fig. 2 – Slip ratio of involute HCR and non-involute C-C gearing 
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Fig. 3 – Allocation Fn along mesh in: a – HCR gearing; b – C-C gearing 
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ments were made at the third level near to high-cycle fa-
tigue. The load at each level was set by lever mechanism 
[2]. The experiment was interrupted after given number of 
cycles so the area damaged by pitting could be evaluated. 

Table 1 – Burden surfaces 

Surface i Load torque Mk(i) 

A ( ) 265 N mk AM    

B ( ) 185 N mk BM    

C ( ) 125 N mk CM    

There are many ways of evaluating in which the con-
dition of damaged tooth faces by pitting. In the past the 
damaged area have been deducted through the squared net-
work of the graph paper, what was too laborious and time-
consuming. Later, the situation was simplified by using dig-
ital cameras and their interface with PC. The disadvantage of 
this method is the necessity of a lot of configuration and com-
pliance of lighting conditions during the taking the photog-
raphy for the best possible quality of the image. 

In consideration of the weaknesses of the used meth-
ods so far, we have proposed and used a new method mac-
rophotography [7], the principle of which is shown in fig. 5. 
The digital microscope connected via USB to a personal 
computer was obtained a digital image of each tooth faces 
of the testing gearing. The image was recorded directly to 
a PC. To evaluate the percentage of damage of each tooth 

faces was used the Pitting – check software that allows to 
process digital images. The program includes utilities that 
enable simple system of check sampling areas affected by 
pitting. Also, the beveled edges are considered etc. Then 
the content of the damaged surface is percentually shown 
and compared with the value limit state. This new method 
streamlines the procedure of evaluating of the damaged 
state during the experiment. On the base of the extent of 
damage was determined following step of the experiment 
or its termination. 

Conclusion. The experiment was done at the STU in 
Bratislava on Niemann´s stend and the same conditions and 
load for HCR and C-C gearing. The results that have been 
obtained are the following: in the tests of the C -C gearings 
the samples were tested in the range (265÷125) N·m, what 
corresponding to the period of the marked examination to 
failure (437÷1483) hours and to the range of probable num-
ber of cycles to failure, approximately (18÷65)·106 cycles. 
The description of the pitting formation shows that in C-C 
gearing, this type of fatigue wear much less aggressive than 
in HCR profiles, where the initialization of the crack occurs 
at greater depth. At the first load rate on the surface of A (Ta-
ble 1) in the C-C gearing, where Mk = 265 N·m and the mar-
ginal state of the contact stress occurred at 19 106 cycles. The 
percentage of damage to tooth flank was evaluated by soft-
ware Pitting – check and showed 4,04 %. On the reduced 
load rate on the surface of B, where Mk = 185 N·m, this 
state occurs at 50 106 cycles with damage of 3,83 % on one 

 
Fig. 5 – The principle of evaluation pitting makrofoto graphical method: 

1 – created a digital image; 2 – processed a digital image; 
3 – with program marked damage area; 4 – evaluation of damage (%) 

          

a      b 

Fig. 4 – Pitting: a – non-standard gearing HCR10, εα = 2,003; b – C-C gearing, εα = 1,116 
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of the tooth flank. In the third stage the lowest load for 
Mk = 125 N·m, the damage was 0,4 % at 64 106 cycles when 
the experiment was terminated. From this it is clear that the 
extreme case (4 %) the damage by the pitting to such surface 
would be created only after extremely large number of cycles 
burdensome. The result is that in the case of C-C gearing was 
achieved a higher carrying capacity touch.  
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В. И. КОРОТКИН 

О ПРЕДПОЧТИТЕЛЬНЫХ СФЕРАХ ПРИМЕНЕНИЯ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ НОВИКОВА 
И ЭВОЛЬВЕНТНЫХ 

Дан аналіз порівняльної напруженості зубів і здатності навантаження зубчастих передач Новікова та евольвентних при використанні таких 
резервів підвищення здатності навантаження обох видів зачеплення, як зміщення вихідного контуру (коригування), поздовжня модифікація 
робочої поверхні зубів (бочкообразність) і збільшення модуля в заданих габаритах передачі. Зроблено висновки про бажаних сферах застосу-
вання обох типів зубчастих передач. 

Ключові слова: зубчасті передачі Новікова та евольвентні, напруженість, навантажувальна здатність. 

Дан анализ сравнительной напряжённости зубьев и нагрузочной способности зубчатых передач Новикова и эвольвентных при использовании 
таких резервов повышения нагрузочной способности обоих видов зацепления, как смещение исходного контура (корригирование), продоль-
ная модификация рабочей поверхности зубьев (бочкообразность) и увеличение модуля в заданных габаритах передачи. Сделаны выводы о 
предпочтительных сферах применения обоих типов зубчатых передач. 

Ключевые слова: зубчатые передачи Новикова и эвольвентные, напряжённость, нагрузочная способность. 

Comparative researches of tooth intensity of Novikov gearing and involute gearing carried out in a wide range of degrees of accuracy gears and the 
hardness of the teeth, as reserves for increasing the load capacity taken: a) shift of basic rack profile (correction); b) longitudinal modification of active 
tooth surface (barrel-shaped tooth); c) increase of the module at constant drive overall dimensions. Developed by a system of nonlinear equations and 
the package of computer programs, whereby the estimation of contact and bending stress state and rigidity of teeth for real gear with different hardness 
of the teeth surfaces. Determined, that by using these of reserves Novikov gearing are more preferred than the involute gearing for high-stressed drives 
relatively low rotation speeds and average degrees of accuracy: general, mining, energy, oil, metallurgical engineering industry etc. The urgent need for 
a the development of reliable manufacturing techniques and control of hardened Novikov gearing high degrees accuracy with ground teeth. In the absence 
of such technology preference should be given to hardened high-precision and adaptable to streamlined production resource involute gearing, having a 
favorable dynamic and vibroacoustic characteristics.  

Keywords: Novikov gears and involute gearing, intensity, load capacity. 

Введение. Как известно, высокая контактная 
прочность зубьев передач Новикова обеспечила их ши-
рокое применение в высоконагруженных приводах вза-
мен эвольвентных. Это касается, в основном, случаев, 
когда зубчатые колёса изготавливают с невысокой 
твёрдостью зубьев (до 350 НВ), где контактная проч-
ность играет решающую роль. При использовании по-
верхностного упрочнения зубьев высокая контактная 
прочность зубчатых передач Новикова не всегда может 
быть реализована из-за их порой недостаточной изгиб-
ной прочности. Для повышения нагрузочной способно-
сти любой зубчатой передачи следует использовать 
имеющиеся резервы. В этом случае можно более объ-
ективно сравнивать указанные два типа зацепления. 

Прежде всего отметим, что для зубчатых передач 
Новикова большое значение имеет выбор исходного 
контура зубьев. Наши многолетние теоретические и экс-
периментальные исследования привели к разработке ис-
ходных контуров РГУ–5 и по ГОСТ 30224–96, показав-
шие повышенную на (30…35) % в сравнении с эволь-
вентными изгибную прочность для нитроцементован. 
зубьев передач Новикова средних степеней точности [1]. 

Следует подчеркнуть, что сравнение двух видов за-
цепления до сих пор проводилось, как правило, в огра-
ниченном геометрическом диапазоне, не учитывались 
резервы повышения нагрузочной способности данных 
передач и точность их изготовления, что снижало объек-
тивность результатов. В настоящей статье сделана по-
пытка теоретически дать сравнительную количествен-
ную оценку контактной и изгибной напряжённости, а 
также нагрузочной способности указанных двух видов 
зацепления при любой точности изготовления зубчатых 
колёс и с учётом возможности использования существу-
ющих резервов каждого из них. 

Основные результаты. Рассмотрим для примера 
зубчатую пару с параметрами: модуль зацепления 
m  = 5 мм, число зубьев ведущей шестерни 1z  = 17, 

число зубьев ведомого колеса 2z  = 40, смещения ис-

ходного контура шестерни и колеса 2,1x  = 0, рабочая 

ширина зубчатого венца wb = 60 мм, угол наклона зубьев 

  = 20°, продольная модификация отсутствует. 

Расчёты напряжений получены по результатам 
моделирования в системе ANSYS решения простран-
ственной контактной задачи при модуле Юнга 

5102 E МПа и коэффициенте Пуассона 3,0 . 

Динамика в зацеплении не учитывалась. Для передачи 
Новикова использован исходный контур по ГОСТ 
30224-96, для эвольвентных – исходный контур по 
ГОСТ 13755–81. Поскольку стандарта на нормы точно-
сти передач Новикова не существует, будем пользо-
ваться нормами для эвольвентных передач (ГОСТ 

1643–81). При этом обозначим: pk  – номер степени 

точности по нормам плавности, kk  – номер степени 

точности по нормам контакта. 
Напряжения и нагрузки, относящиеся к передаче 

Новикова, будем помечать индексом "Nov.", относящи-
еся к эвольвентной передаче – индексом "inv.", относя-
щиеся к контактной прочности – индексом "Н", к изги-
бной прочности – индексом – "F".   

Контактная напряжённость поверхностей зубьев. 
А. Зубчатая пара с зацеплением Новикова. 
Зависимость для определения приведенного эффек-

тивного контактного напряжения поверхностей зубьев 
пары в любой фазе зацепления представим в виде [2]: 

31,069,0074,1
. 93,19)( 




  nНsNovHe FlKK ,         (1) 

где .)( NovHe  – фазовое эффективное контактное 

напряжение, приведенное к виду, позволяющему 
сопоставлять его с допускаемым нормальным 
контактным напряжением, установленным стан- 
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дартом [3] для теоретически линейного контакта 
эвольвентных передач;  

 l  – рабочая высота площадки контакта на зубе по-
сле приработки;  

 nF  – нормальное усилие, действующее на кон-

тактную площадку;  

   – приведенный продольный радиус кривизны 

контактирующих поверхностей;  
 K  – поправочный коэффициент, учитывающий 

влияние прогиба зуба на контактное напряжение;  
 HsK  – коэффициент, учитывающий влияние рас-

положения площадки контакта по отношению к 
торцу зубчатого венца на контактную напряжён-
ность. 
Формула (1) разработана для одной пары зубьев. 

Реально передача Новикова работает при многопарном 
зацеплении (это зависит от жёсткости зубьев, техноло-
гических погрешностей, передаваемой нагрузки и т.д.). 
В этом случае необходимо знать распределение 
нагрузки по площадкам контакта с целью определения 
наиболее напряжённой фазы зацепления. 

Для решения этой задачи разработана вычислитель-
ная программа NOVKS–14, с помощью которой парциаль-
ное окружное усилие tiF  на каждую площадку контакта 

определяется из нелинейной системы уравнений вида: 
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  (2) 

где tF  – суммарное подводимое окружное усилие; 

wK  – коэффициент, учитывающий влияние рас-

положения площадки контакта по отношению к 
торцу зубчатого венца на суммарную (контактную 
и изгибно-сдвиговую) податливость зуба [4]; 

mja  – полученный при обработке результатов мо-

делирования множитель при окружном усилии, 
характеризующий податливость зуба при отсут-
ствии влияния торцов зубчатого венца [5]; 

iu  – вероятностные погрешности изготовления 

и сборки зубчатой пары по нормам плавности и 
контакта с учётом податливостей сопутствующих 
деталей привода. 
Сочетание (1) и (2) даёт возможность определить 

максимальное по всем фазам зацепления напряжение, 
которое в дальнейшем будем называть критериальным. 

В табл. 1 даны результаты критериальных кон-
тактных напряжений .)( NovHe , полученные при раз-

личных значениях степени точности передачи по нор-
мам плавности и контакта. 

Б. Эвольвентная зубчатая пара.  
Для одной пары эльвентных зубьев, работающей с 

перекосами в зацеплении, с помощью моделирования в 
среде ANSYS получены результаты решения простран-
ственной контактной задачи в полюсе [6]. Для перехода к 
многопарному зацеплению косозубой пары необходимо, 
в соответствии с [3], эти напряжения умножить на 

 HKZ , где Z  – коэффициент, учитывающий суммар-

ную длину контактных линий, HK  – коэффициент, учи-

тывающий распределение нагрузки между зубьями. Для 
нашей пары при коэффициенте торцового перекрытия 

= 1,486 получаем Z  = 0,82, результаты расчёта коэффици-

ента HK  приведены в табл. 1. Там же приведены значе-

ния .)( invHe  и отношения .. )/()( NovHeinvHeH    По по-

следним видно, что контактная напряжённость зубьев 
пары Новикова примерно в 2 раза ниже, чем зубьев эволь-
вентной пары. Поскольку связь между контактным напря-
жением и нагрузкой нелинейна (1), то при одинаковых 
напряжениях нагрузочная способность пары Новикова по 
контактной прочности получается в 3–3,5 раза выше, чем 
эвольвентной, что согласуется с результатами сравни-
тельных стендовых испытаний и эксплуатации [1].  

Взятая для примера зубчатая пара рассчитана без 
учёта имеющихся резервов повышения нагрузочной 
способности. Дадим краткий анализ влияния основных 
резервов, в качестве которых рассмотрим: а) смещение 
исходного контура (корригирование); б) продольную 
модификацию поверхности (бочкообразность) зубьев; 
в) увеличение модуля в заданных габаритах передачи. 

Расчёты показывают, что применением корриги-
рования передач Новикова можно добиться снижения 
контактных напряжений лишь на (10…15) %. Угловое 
корригирование косозубых эвольвентных передач, как 
известно, не приводит к снижению контактных напря-
жений, т.к. наряду с увеличением приведенного ради-
уса кривизны одновременно сокращается длина кон-
тактных линий.  

Таблица 1 – Значения критериальных контактных напряже-
ний зубьев термоулучшенной передачи Новикова и косозу-

бого эвольвентного аналога для различных степеней точности 
при вращающем моменте на ведомом колесе T2 = 1410 Н·м  

(m = 5 мм, z1 = 17, z2 = 40, x1,2 = 0, bw = 60 мм, β = 20°) 

kp kk   6 7 8 9 10 11 12 

.)( NovHe , МПа 711 753 841 978 1099 1174 1330 

HK  1,000 1,000 1,030 1,090 1,108 1,110 1,130 

.)( invHe , МПа 1300 1369 1530 1842 2192 2469 2837 

H  1,828 1,818 1,819 1,883 1,995 2,103 2,133 

 

То же самое происходит при использовании не-
стандартного исходного контура с повышенным про-
фильным углом. Следовательно, и при корригировании 
сохраняется значительное преимущество передач Нови-
кова перед эвольвентными по контактной прочности. 

Рациональное применение бочкообразных зубьев 
даёт примерно одинаковое снижение (до 2–х раз) кон-
тактной напряжённости эвольвентных зубьев [6] и 
зубьев передач Новикова [7].  

Известно, что изменение модуля в заданных габа-
ритах эвольвентной передачи практически не влияет на 
контактные напряжения. В передачах Новикова увели-
чение модуля в этих же условиях приводит к снижению 
контактных напряжений. Так, к примеру, для передачи с 
параметрами m = 6,3 мм, 1z  = 13, 2z  = 32, 2,1x  = 0, 

wb  = 60 мм,  20  критериальные контактные напряже-

ния .)( NovHem  и отношения ... )/()()( NovHemNovHeNovmH    

показаны в табл. 2 (при увеличенном модуле здесь и да- 
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лее для соответствующих напряжений и нагрузок добав-
лен индекс " m "), откуда следует, что увеличение мо-
дуля (в нашем случае на одну ступень стандартного 
ряда) дало снижение контактных напряжений на 
(12…26) % с тенденцией повышения эффекта по мере 
понижения точности передачи. Необходимо только, 
чтобы при увеличении модуля осевой коэффициент пе-
рекрытия был не менее фазового коэффициента [1]. 

Таблица 2 – Значения критериальных контактных напряже-
ний зубьев термоулучшенной передачи Новикова с увели-

ченным модулем для различных степеней точности при вра-
щающем моменте на ведомом колесе T2 = 1410 Н·м 
(m = 6,3 мм, z1 = 13, z2 = 32, x1,2 = 0, bw = 60 мм, β = 20°) 

kp kk   6 7 8 9 10 11 12 

.)( NovHem , МПа 634 655 707 789 882 1037 1056 

.)( NovmH  1,121 1,150 1,190 1,240 1,246 1,132 1,259 

 

Резюмируя изложенное, можно констатировать, 
что по контактной прочности передачи Новикова на 
всём диапазоне степеней точности имеют значитель-
ные преимущества перед эвольвентными, в том числе 
при использовании перечисленных резервов для обоих 
вариантов зацепления. Из табл. 1 видна также возмож-
ность равноценной замены по напряжениям эвольвент-
ной передачи передачей Новикова значительно более 
грубой степени точности.   

Изгибная напряжённость в геометрических 
концентраторах зубьев. 

А. Зубчатая пара с зацеплением Новикова. 
В работе [5] получена зависимость для определе-

ния приведенного изгибного напряжения в концентра-
торах зубьев в любой фазе зацепления: 

2
. /)(σ mFKYY tFsaVeNovFe  ,                  (3) 

где .)( NovFe  – фазовое приведенное изгибное напря-

жение;  

VeY  – приведенный объёмный коэффициент формы 

зуба;  

aY  – коэффициент, учитывающий распределение 

нагрузки по площадке контакта;  

FsK  – коэффициент, учитывающий влияние распо-

ложения площадки контакта по отношению к торцу 
зубчатого венца на изгибную напряжённость. 
Парциальные окружные усилия tiF  на каждую 

площадку контакта определяются из нелинейной си-
стемы уравнений (2). 

В табл. 3 приведены результаты критериальных 
изгибных напряжений .)( NovFe , полученные при раз-

личных значениях степени точности передачи по нор-
мам плавности и контакта. 

Б. Эвольвентная зубчатая пара. 
Критериальные изгибные напряжения для одной 

пары эвольвентных зубьев, работающей с перекосами 
в зацеплении, получены в работе [6]. Для перехода к 
многопарному зацеплению косозубой пары необхо-
димо, в соответствии с [3], эти напряжения умножить 
на произведение  FKYY , где Y  – коэффициент, учи-

тывающий перекрытие зубьев, Y  – коэффициент, учи-

тывающий наклон зуба, FK  – коэффициент, учитыва-

ющий распределение нагрузки между зубьями. Для 

нашей пары получаем Y = 0,673, Y = 0,782, результаты 

расчёта коэффициента FK  даны в табл. 3. Там же 

даны критериальные значения .)( invFe  и отношения 

.. )/()( NovFeinvFeF   , из которых следует, что для 

передачи высокой (6–7) степени точности изгибные 
напряжения в зубьях передач Новикова и эвольвент-
ных близки с некоторым преимуществом у последних. 
Начиная с 8-й степени точности наблюдается преиму-
щество передач Новикова, нарастающее с понижением 
точности передач. 

Таблица 3 – Значения критериальных изгибных напряжений 
поверхностно упрочнённых зубьев передачи Новикова и косо-
зубого эвольвентного аналога для различных степеней точности 

при вращающем моменте на ведомом колесе T2 = 2500 Н·м 
(m = 5 мм, z1 = 17, z2 = 40, x1,2 = 0, bw = 60 мм, β = 20°) 

kp kk   6 7 8 9 10 11 12 

.)( NovFe , МПа 251 262 291 342 413 487 548 

FK  1,098 1,175 1,262 1,381 1,502 1,622 1,726 

.)( invFe , МПа 236 258 299 360 444 560 642 

F  0,940 0,985 1,027 1,054 1.076 1.149 1,171 

 

Так же, как и для контактных напряжений, связь 
между нагрузкой и изгибным напряжением, как это 
следует из (3), нелинейна, поэтому при равенстве 
напряжений .. )()( invFeNovFe   отношение нагрузок 

.. )/()( invFNovFFT TT  будет заметно резче выражено, 

чем отношение напряжений F  при равенстве нагру-

зок .. invNov TT   Так, например, при 10-й степени точно-

сти имеем F = 1,076 (табл. 3), в то время как модели-

рование даёт FT = 1,192, при 11-й степени точности 

имеем соответственно F = 1,149 и FT = 1,316 и т.д. 

Возможно, эти теоретические данные несколько зани-
жены по сравнению с экспериментальными, поскольку 
при сравнительных испытаниях, как было сказано 
выше, для некоторых пар примерно 10й степени точно-
сти было получено FT = 1,3…1,35 [1].  

Наглядно теоретический график зависимости 
)( ,kpFT kf  показан на рис 1.  

Обратимся теперь к краткому анализу использова-
ния указанных выше резервов повышения нагрузочной 
способности передачи, исходя из изгибной прочности, при-
менительно к рассматриваемым вариантам зацепления. 

Как известно, для повышения изгибной прочности 
оптимальным распределением коэффициента суммар-
ного смещения инструмента между парными колёсами 
в зубчатой передаче является такое, при котором зубья 
обоих колёс становятся равнопрочными, для чего кор-
ригированием усиливается меньшее колесо за счёт 
большего. По данным [8] изгибная прочность эволь-
вентной передачи за счёт корригирования может быть 
повышена на (15…30) %. При этом больший эффект от-
носится к менее точным парам, когда критериальное 
изгибное напряжение определяется приложением 
нагрузки к вершине зуба, а многопарный контакт прак-
тически неосуществим. В передачах Новикова, по 
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нашим исследованиям, этот резерв меньше и состав-
ляет (10…15) %, поскольку назначение больших коэф-
фициентов смещения для малозубой шестерни сдержи-
вается наступлением подрезания её головок. Следова-
тельно, в плане использования корригирования эволь-
вентные передачи имеют некоторое преимущество по 
изгибной прочности перед передачами Новикова. Сле-
дует, однако, оговориться, что указанное преимуще-
ство может быть реализовано только в случае, если у 
эвольвентной передачи имеется достаточный запас по 
контактной прочности, т.е. она по контакту ещё не ра-
ботает на предельной нагрузке. 

 
Рис. 1 – Теоретический график зависимости )( ,kpFT kf  для пе-

редачи m = 5 мм, z1 = 17, z2 = 40, x1,2 = 0, bw = 60 мм, β = 20° 

Другой резерв – продольная модификация по-
верхностей зубьев (бочкообразность). Наши исследо-
вания показали, что при условии подбора оптимальной 
степени бочкообразности можно повысить изгибную 
прочность эвольвентной передачи до 30 % [6]. В пере-
дачах Новикова этот показатель может достигать 80 % 
[7]. Причём в обоих вариантах зацепления применение 
бочкообразности для высокоточных передач не имеет 
смысла – эффект начинает сказываться для передач, 
начиная с 8-й степени точности и увеличивается, есте-
ственно, с понижением точности. Как видим, бочкооб-
разность зубьев для передач Новикова даёт больший 
эффект, чем для эвольвентных.  

Наконец о резерве увеличения модуля в заданных 
габаритах передачи. 

Прежде всего следует отметить, что для эвольвет-
ных передач увеличение модуля привода вообще не яв-
ляется резервом, и такой способ на практике не исполь-
зуется. Объясняется это тем, что при увеличении мо-
дуля контактная прочность не растёт, а даже несколько 
снижается. Поэтому стремление к увеличению нагру-
зочной способности передачи, работающей при пре-
дельных нагрузках, за счёт снижения изгибных напря-
жений сдерживается контактной прочностью – поверх-
ности зубьев начинают разрушаться, на них появля-
ются ямки выкрашивания, становящиеся концентрато-
рами, по которым ломается зуб. Такую картину мы не-
однократно наблюдали в нитроцементованных эволь- 

вентных парах при проведении многолетних сравни-
тельных испытаний [1]. Описания подобного явления 
содержатся и в литературе. 

В передачах Новикова другая картина. Здесь име-
ется, как показано выше, большой запас по контактной 
прочности (табл. 1), к тому же возрастающий с увели-
чением модуля (табл. 2). Поэтому легко удаётся повы-
сить нагрузочную способность передачи в целом за 
счёт снижения изгибных напряжений зубьев. Напряже-
ния .)( NovFem  и отношения ... )/()()( NovFemNovFeNovmF    

даны в табл. 4, откуда следует, что увеличение модуля 
на одну ступень стандартного ряда даёт снижение из-
гибных напряжений на (25…41) % с тенденцией повы-
шения эффекта по мере понижения точности передачи. 
При дальнейшем увеличении модуля (например, до 
8 мм) в тех же габаритах передачи снижение изгибных 
напряжений произойдёт соответственно на (48…95) % 
и даже выше. Как видим, передачи Новикова имеют 
здесь весьма существенный ресурс. С учётом упомяну-
той выше нелинейной связи между нагрузками и изги-
бными напряжениями увеличение нагрузочной способ-
ности будет ещё значительней. 

Таблица 4 – Значения критериальных изгибных напряжений 
поверхностно упрочнённых зубьев передачи Новикова с уве-

личенным модулем для различных степеней точности при 
вращающем моменте на ведомом колесе T2 = 2500 Н·м 

(m = 6,3 мм, z1 = 13, z2 = 32, x1,2 = 0, bw = 60 мм, β = 20°) 

kp kk   6 7 8 9 10 11 12 

.)( NovFem , МПа 201 209 222 257 297 345 389 

.)( NovmF  1,249 1,254 1,311 1,331 1,391 1,412 1,409 

 

 

Рис. 2 – Теоретические графики эффективности увеличения 
модуля с 5 мм до 6,3 мм для различных степеней точности 

зубчатой передачи Новикова: 

1 – снижение изгибного напряжения 
.)( NovmF = )( ,kpkf ; 

2 – повышение нагрузочной способности  .)( NovFTm
)( ,kpkf  

исходя из изгибной прочности 

Из табл. 3 и 4 следует, в частности, что передачей 
Новикова с увеличенным модулем можно равноценно 
заменить по напряжениям эвольвентную со степенью 
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точности на 2 ступени выше. На практике это имеет 
подтверждение. Так, цементованная корригированная 
(суммарный коэффициент смещения 0,55) эвольвент-
ная передача заднего моста троллейбуса ЗИУ-5 модуля 
7 мм, выполненная по 7-й степени точности (шлифо-
ванные зубья) была заменена цементованной переда-
чей Новикова модуля 8 мм 8-9й степени точности (без 
финишной обработки зубьев), показавшей по сравне-
нию с эвольвентной повышенную не только контакт-
ную, но и изгибную прочность и обеспечившей в не-
сколько раз увеличенный пробег троллейбуса при его 
многолетней эксплуатации [10]. Другой пример – 
успешное применение редукторным предприятием 
ООО "СПИН" (г. Орёл) твёрдой передачи Новикова с 
увеличенным модулем в высоконапряжённой выход-
ной ступени крупногабаритных редукторов для метал-
лургического оборудования [11]. 

Выводы. Изложенное позволяет сделать следую-
щие выводы, касающиеся сравнения передач Новикова 
и эвольвентных с упомянутыми исходными контурами. 

1. Нагрузочная способность передач Новикова по 
контактной прочности значительно выше, чем эволь-
вентных при любых твёрдости поверхностей зубьев и 
степени точности сравниваемых аналогов. Большой за-
пас приработанных передач Новикова по контактной 
прочности позволяет при необходимости увеличивать 
их нагрузочную способность, используя имеющиеся 
резервы для повышения изгибной прочности.  

2. Нагрузочная способность высокоточных некор-
ригированных передач Новикова и эвольвентных оди-
накового модуля по изгибной прочности сопоставима с 
небольшим преимуществом у последних. Начиная с 8-
й степени точности и грубее преимущество переходит 
к передачам Новикова, что подтверждено многолет-
ними стендовыми испытаниями. 

3. Снижать изгибные напряжения эвольвентных 
передач каким-либо способом (корригированием, 
применением нестандартного исходного контура и 
др.) с целью повышения предельных нагрузок бес-
смысленно, если у них отсутствует запас по контакт-
ной прочности. 

4. Одним из резервов повышения нагрузочной спо-
собности для обоих вариантов зацепления является про-
дольная модификация (бочкообразность) поверхностей 
зубьев, причём для передач Новикова этот резерв даёт 
несколько больший эффект, чем для эвольвентных. 

5. Существенный эффект для передач Новикова 
даёт увеличение модуля зацепления в заданных габари-
тах, что подтверждено испытаниями и эксплуатацией в 
различных редукторах машин. Так, нагрузочная спо-
собность по контактной прочности может быть этим 
способом повышена до 1,5 раз, а по изгибной – до 2-х 
раз, что даёт возможность в ряде случаев высокоточ-
ные эвольвентные передачи заменять менее точными 
передачами Новикова. 

6. Установлено, что при использовании указанных 
резервов зубчатые передачи Новикова более предпо-
чтительны, чем эвольвентные, для высоконапряжён-
ных приводов сравнительно невысоких скоростей вра-
щения и средних степеней точности: общее, горное, 
энергетическое, нефтяное, металлургическое машино-
строение и др. Насущной необходимостью является 
разработка надёжной технологии изготовления и кон-
троля упрочнённых передач Новикова высоких сте-

пеней точности со шлифованными зубьями. При от-
сутствии такой технологии для высокоскоростных 
приводов предпочтение следует отдавать упрочнён-
ным высокоточным и технологичным ресурсным 
эвольвентным передачам, имеющим благоприятные 
динамические и виброакустические характеристики. 
Работа выполнена при финансовой поддержке гранта 
№ 213.01.-2014/03ВГ (ЮФУ). 
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УДК 621.833.65 

В. О. МАЛАЩЕНКО, О. Р. СТРІЛЕЦЬ, В. М. СТРІЛЕЦЬ  

КЕРУВАННЯ ЗМІНАМИ ШВИДКОСТІ ЗА ДОПОМОГОЮ БАГАТОСХОДИНКОВОЇ ЗУБЧАСТОЇ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОЇ ПЕРЕДАЧІ ЧЕРЕЗ СОНЯЧНЕ ЗУБЧАСТЕ КОЛЕСО 

Розглянуто процес керування змінами швидкості за допомогою багатосходинкових зубчастих диференціальних передач з замкнутою гідроси-
стемою, коли ведучою ланкою є епіцикл, а веденою водило, або навпаки. Керуючою ланкою є сонячне зубчасте колесо зв’язане з замкнутою 
гідросистемою, яка складається з гідронасоса, коротких трубопроводів, регулювального дроселя, зворотного клапана та ємності для рідини. 
Коли регулювальний дросель відкритий, маємо те, що сонячне зубчасте колесо через зубчасту передачу приводить у рух гідронасос, який 
перекачує рідину в замкнутій гідросистемі. Якщо регулювальний дросель закритий, тоді замкнута гідросистема закрита, тобто гідронасос 
зупинений і, при цьому, сонячне зубчасте колесо зупинене. Таким чином, в залежності від пропускної здатності регулювального дроселя, 
швидкість сонячного зубчастого колеса змінюється і, при цьому, змінюється швидкість веденої ланки. За допомогою комп’ютерного моделю-
вання отримані графічні залежності між швидкостями ведучої, керуючої та веденої ланок. 

Ключові слова: зміна швидкості, диференціальна передача, гідросистема, сонячне зубчасте колесо, водило, епіцикл, сателіт. 

Рассмотрен процесс управления изменениями скорости при помощи многоступенчатых зубчатых дифференциальных передач с замкнутой 
гидросистемой, когда ведущим звеном есть эпицикл, а веденым водило, или наоборот. Звеном управления есть солнечное зубчатое колесо, 
связанное с замкнутой гидросистемой, которая состоит с гидронасоса, коротких трубопроводов, регулирующего дросселя, обратного клапана 
и емкости для жидкости. Когда регулирующий дроссель открытый, имеем то, что солнечное зубчатое колесо через зубчатую передачу приво-
дит в движение гидронасос, который перекачивает жидкость в замкнутой гидросистеме. Если регулирующий дроссель закрытый, тогда за-
мкнутая гидросистема закрыта. Таким образом, в зависимости от пропускной способности регулирующего дросселя, скорость солнечного 
зубчатого колеса изменяется и, при этом, изменяется скорость ведомого звена. При помощи компьютерного моделирования получены графи-
ческие зависимости между скоростями ведущего, управляющих и ведомого звеньями. 

Ключевые слова: изменение скорости, дифференциальная передача, гидросистема, солнечное зубчатое колесо, водило, эпицикл, сателлит. 

The article considers processes of speed change management via differential transmission with a closed hydrosystem when the driving element is a 
epicycle and the driven – is carrier or vice versa. The aim of the research is to describe the structure and principle of speed change by differential 
transmission with a closed hydrosystem, to investigate the kinematics of the process. The control element here is solar gear connected to closed hy-
drosystem. When the driving element is the epicycle, driven – is carrier and the management of carrier’s speed is performed by changing the speed of 
solar gear, we have that solar gear drives the hydraulic pump that pumps fluid in a closed hydrosystem consisting of pipes and regulating throttle – when 
regulating throttle is opened. When regulating throttle is closed, then hydrosystem is immovable, hydraulic pump is stopped and so is solar gear. Thus, 
depending on the bandwidth of regulating throttle, speed of solar gear changes, while changing the speed of the carrier. We received graphic dependences 
between velocities between driving and driven elements by means of computer programing. 

Keywords: speed change, epicyclic gear train, hydrosystem, sun gear, carrier, ring gear, planet. 
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Вступ. Постановка проблеми. При виконанні ро-
біт в різних галузях промисловості та забезпечення рі-
зних технологічних процесів виникає необхідність ке-
рування процесами зміни швидкості у техніці за вели-
чиною та напрямком її виконавчих механізмів. У вітчи-
зняній [1–8] і зарубіжній [9] періодичній технічній лі-
тературі запропонований новий безсходинковий спосіб 
керування змінами швидкості за допомогою односхо-
динкових однорядних і двохрядних  зубчастих дифере-
нціальних передач з замкнутою гідросистемою.  

Для розширення діапазону регулювання зміни  
швидкості у приводах за рахунок зубчастої диференці-
альної передачі з пристроєм для керування змінами 
швидкості у вигляді замкнутої гідросистеми зубчаста 
диференціальна передача пропонується багатосходин-
ковою – з двох або більше сходинок, з’єднаних між со-
бою. Такі передачі розроблені на рівні патентів Укра-
їни [10–12] і потребують подальшого теоретичного кі-
нематичного та динамічного дослідження. 

Мета роботи. Виконати теоретично-комп’ютерне 
дослідження процесу залежності зміни швидкості за 
допомогою багатосходинкової диференціальної пере-
дачі з замкнутими гідросистемами між ведучою лан-
кою (водилом першої сходинки) і веденою (епіциклом 
n-ї сходинки), або навпаки, коли керування викону-
ються через сонячне зубчасте колесо. 

Виклад основного матеріалу. На рис. 1 показана 
багатосходинкова (n-сходинкова, а i = 1, 2, …, n) зубча-
ста диференціальна передача, в якій зубчасте колесо – 
епіцикл 3(1) першої сходинки з’єднано з водилом 4(2) дру-
гої сходинки, зубчасте колесо – епіцикл 3(2) другої схо-
динки з’єднано з водилом 4(3) третьої сходинки, …, зуб-
часте колесо – епіцикл 3(n–1) (n–1)-ї сходинки з’єднано з 
водилом 4(п) n-ї сходинки, а керування швидкістю здійс-
нюється за рахунок сонячних зубчастих коліс першої 
1(1), другої 1(2), ..., n-ї 1(n) сходинок за допомогою встано-
влених на них замкнутих гідросистем 6(1), 6(2),..., 6(n). Ве-
дучою ланкою такої n-сходинкової зубчастої диференці-
альної передачі є водило 4(1) першої сходинки, а веденою 
ланкою – зубчасте колесо – епіцикл 3(n) n-ї сходинки. За-
мкнуті гідросистеми 6(1), 6(2), …, 6(n) однакові за будо-
вою, розміщені на корпусі 5 і з’єднані з сонячним зубча-
стим колесом., Будова та робота замкнутої гідросистема 
більш детально описана, наприклад, в [1]. У її склад вхо-
дить шестеренчастий гідронасос, короткі трубопроводи, 
регулювальний дросель, зворотний клапан і ємність для 
рідини. Керування зміною швидкості здійснюється за 
рахунок дроселювання рідини, яка рухається в замкну-
тих гідросистемах. 

 

Рис. 1 – Схема багатосходинкової зубчастої диференціальної 
передачі з замкнутими гідросистемами з керування 

через сонячні зубчасті колеса 

Зв’язок між швидкостями веденої ланки (зубчас-
того колеса – епіцикла 3(n)) ωвд і ведучої ланки (водила 

4(1)) ωвч можна отримати на основі умов, коли для окре-
мих сходинок зв’язок між швидкостями має вид: 
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В залежностях (1) вже враховано те, що значення 
передаточного числа між першою і третьою ланкою, 
при зупиненому водилі, для зубчастої диференціаль-
ної передачі (рис. 1) від’ємне тому, що в окремих схо-
динках маємо по одному зовнішньому та одному 

внутрішньому зубчастому зачепленні: 
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– число зубів сонячного зубчастого колеса, відповідно 
першої, другої, ..., n-ї сходинки; z3(1), z3(2), z3(3), …, z3(n) – 
число зубів епіцикла, відповідно першої, другої, ..., n-ї 
сходинки. Тому тут і далі у залежності між швидкос-
тями ведучих і ведених ланок значення передаточного 
числа слід підставляти завжди додатнім. 

Розглянемо двохсходинкову зубчасту диференці-
альну передачу, показану на рис. 2, в якій зубчасте ко-
лесо – епіцикл 3(1) першої сходинки  з’єднано з водилом 
4(2) другої сходинки, а керування швидкістю здійсню-
ється за рахунок сонячних зубчастих коліс першої 1(1) 
та другої 2(2) сходинок за допомогою встановлених на 
них замкнутих гідросистем 6(1) і 6(2).  

 

Рис. 2 – Схема двохсходинкової диференціальної передачі 
з замкнутими гідросистемами з керування 

через сонячні зубчасті колеса 

Ведучою ланкою такої двохсходинкової диферен-
ціальної передачі є водило 4(1) першої сходинки, а ве-
деною ланкою – зубчасте колесо – епіцикл 3(2) другої 
сходинки. Зв’язок між швидкостями веденої ланки (зу-
бчастого колеса – епіцикла 3(2)) ωвд і ведучої ланки (во-
дила 4(1)) ωвч отримаємо використавши умови (1)  
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де ω1(1), ω1(2) – швидкості сонячних зубчастих коліс, 
відповідно першої 1(1) і другої 1(2) сходинок, які є 
змінними за рахунок замкнутих гідросистем 6(1) і 
6(2): ω1(1) = 0…ω1(1)max і ω1(2) = 0…ω1(2)max.  

Для того щоб більш наочно показати характер 
зміни швидкості, розглянемо двохсходинкову зубчасту 

у якої передаточні числа )4(
)(13 iu  рівні для обох сходинок 
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)4(
13

)4(
)(13 uu i  , а кутова швидкість сонячного колеса другої 

сходинки 1(2) = 0. Для такої передачі маємо: 
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Формула (3) запрограмована та за допомогою 
комп’ютерного моделювання отримані графічні залеж- 

ності  )4(
13вч)2(1)1(1вд ,,, uf  , при різних передаточ-

них відношеннях 2,0...1,0)4(
)2(13

)4(
)1(13 uu , та кутових швид-

костях ведучої ланки ωвч = 75…300 рад/с. Графічні зале-
жності, отримані для ωвч = 100 рад/с показані на рис. 3. 

 
Рис. 3 – Залежності  )4(

13вч)2(1)1(1вд ,,, uf   при 

ωвч = 100 рад/с, ω1(2) = 0 і 2,0...1,0)4(
31

)4(
)2(31

)4(
)1(31  uuu  

Якщо за ведучу ланку прийняти епіцикл, а веде-
ною ланкою буде водило, тоді з умов (1) маємо 
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 (4) 

де ωвд – швидкість водила,  
 ωвч – швидкість зубчастого колеса – епіцикла. 

Задавшись аналогічними попередньому випадку 
даними отримаємо: 
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  (5) 

Запрограмувавши вираз (5) отримані графічні за-
лежності, при аналогічних вихідних даних, між швид-
костями ωвд водила і ωвч зубчастого колеса – епіцикла, 
показані на рис. 4. 

Далі на рис. 5 показана трисходинкова зубчаста 
диференціальна передача, в якій епіцикл 3(1) першої 
сходинки з’єднаний з водилом 4(2) другої сходинки, епі-
цикл 3(2) другої сходинки з’єднаний з водилом 4(3) тре-
тьої сходинки, а керування швидкістю здійснюється за 
рахунок сонячних зубчастих коліс першої 1(1), другої 
1(2) і третьої 1(3) сходинок за допомогою встановлених 
на них замкнутих гідросистем 6(1), 6(2). і 6(3). Ведучою 
ланкою такої трисходинкової зубчастої диференціаль-
ної передачі є водило 4(1)  першої сходинки, а веденою 
ланкою – епіцикл 3(3)  третьої сходинки. 

Зв’язок між швидкостями веденої ланки (зубчас-
того колеса – епіцикла 3(3)) ωвд і ведучої ланки (водила 
4(1)) ωвч, виходячи з умов (1) має вигляд 
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, (6) 

де ω1(1), ω1(2), ω1(3) – швидкості сонячних зубчастих ко-
ліс, відповідно першої, другої та третьої сходинок, 
величину яких можна змінювати за допомогою 
замкнутих гідросистем 6(1), 6(2). і 6(3) у певному ді-
апазоні: ω1(1) = 0…ω1(1)max, ω1(2) = 0…ω1(2)max, 
ω1(3) = 0…ω1(3)max. 

 
Рис. 4 – Залежності  )4(

13вч)2(1)1(1вд ,,, uf   при 

ωвч = 100 рад/с, ω1(2) = 0 і 2,0...1,0)4(
31

)4(
)2(31

)4(
)1(31  uuu  

 

Рис. 5 – Схема трисходинкової диференціальної передачі з 
замкнутими гідросистемами з регулюванням через епіцикли 

Для наочності характеру зміни швидкості через 
трисходинкову диференціальну передачу з пристроями 
у вигляді замкнутих гідросистем, задамося умовами: 

10..1)4(
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)3(13

)4(
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)4(
)1(13  uuuu , ω1(2) = 0, ω1(3) = 0. Для 

такого випадку вираз (6) отримає вигляд: 
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Із запрограмованої формули (5) отримані графічні за-

лежності  )4(
13вч)3(1)2(1)1(1вд ,,,, uf  , при різних 

кутових швидкостях ведучої ланки ωвч = 75…300 рад/с. 
Отримані графічні залежності при ωвч = 100 рад/с пока-
зані на рис. 6. 
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Якщо за ведучу ланку прийняти зубчасте колесо – 
епіцикл, а веденою ланкою буде водило, тоді з умов (1) 
будемо мати  
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, (8) 

де ωвд – швидкість водила;  
 ωвч – швидкість зубчастого колеса – епіцикла. 

 
Рис. 6 – Залежності  )4(

13вч)2(1)1(1вд ,,, uf   при 

ωвч = 100 рад/с, ω1(2) = ω1(3) = 0 і 10...1)4(
)3(31

)4(
)2(31

)4(
)1(31  uuu  

Прийнявши 10..1)4(
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)3(13

)4(
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)1(13  uuuu , ω1(2) = 0, 

ω1(3) = 0, отримаємо 
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  (9) 

На основі запрограмованого виразу (9) отримані 
графічні залежності між швидкостями ωвд епіцикла і 
ωвч водила, показані на рис. 7. 

 
Рис. 7 – Залежності  )4(

13вч)2(1)1(1вд ,,, uf   при 

ωвч = 100 рад/с, ω1(2) = ω1(3) = 0 і 10...1)4(
)3(31

)4(
)2(31

)4(
)1(31  uuu  

Проаналізувавши отримані залежності (2), (4), (6) і 
(8) запишемо узагальнені формули для залежностей між 

кутовими швидкостями у диференціальних передачах з 
трьома і більше (n) сходинками та ведучою ланкою: 

- водилом: 

 

   

   

 
;

1

11

1

)4(
)(13

1

1

)4(
)(13)(1

1

2 1

)4(
)(13

1

1

)4(
)(13)(1

2

)4(
)(13)1(1

1

)4(
)(13вч

вд



 











 











































n

i
i

n

i
in

n

i

n

ik
k

i

k
ki

n

i
i

n

i
i

u

uuu

uu

 (10) 

- епіциклом: 
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 (11) 

Якщо передаточні числа усіх сходинок прийняти 

однаковими, тобто )4(
13

)4(
)(13

)4(
)2(13

)4(
)1(13 ... uuuu n  , то 

залежності (10) та (11) можна спростити до вигляду: 

- для зубчастої диференціальної передачі з веду-
чою ланкою – водилом: 
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- для зубчастої диференціальної передачі з веду-
чою ланкою – епіциклом: 
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Залежності (12) і (13) справедливі як для односхо-
динкових (n = 1) так і багатосходинкових однорядних 
диференціальних передач з однаковими передаточ-

ними відношеннями )4(
13u  кожної сходинки. 

Висновки. На основі проведених теоретичних до-
сліджень кінематичних параметрів пристроїв для керу-
вання змінами швидкості у вигляді багатосходинкових 
диференціальних передач з замкнутими гідросисте-
мами можна зробити наступні висновки: 

1. Отримані графічні залежності між кутовими 
швидкостями ведучої, веденої та керуючої ланок у ба-
гатосходинкових зубчастих диференціальних переда-
чах з замкнутими гідросистемами за допомогою засо-
бів комп’ютерного моделювання, подані на рис. 3, 4, 5 
і 7 наочно підтверджують можливість розширення діа-
пазону керування змінами кутової швидкості між веду-
чою і веденою ланками при зміні кутової швидкості со-
нячного зубчастого колеса. 

2. Запропонована методика теоретично-комп’юте-
рного дослідження залежності між швидкостями в ба- 
гатосходинковій зубчастій диференціальній передачі з 



ISSN 2079-0791 Проблеми механічного приводу 

Вісник НТУ "ХПІ". 2016. № 23 (1195) 91 

замкнутими гідросистемами між ведучою і веденою 
ланками, коли керування виконується через сонячне 
зубчасте колесо може бути застосована для різномані-
тних схем зубчастих диференціальних передач. 

3. Отримані графічні залежності швидкості між 
ланками в багатосходинковій зубчастій диференціаль-
ній передачі можна використовувати при проектуванні 
нових пристроїв для керування змінами швидкості за 
допомогою диференціальних передач з замкнутою гід-
росистемою, та може бути підґрунтям для подальших 
досліджень механічних засобів машинознавства. 
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УДК 621.83 

М. В. МАРГУЛИС, Я. О. ГОРДИЕНКО 

РАЗРАБОТКА ОПТИМИЗИРОВАННОЙ МЕТОДИКИ РАСЧЕТА ВОЛНОВЫХ  
ПРЕЦЕССИОННЫХ ПЕРЕДАЧ С ТЕЛАМИ КАЧЕНИЯ 

Запропоновано оптимізовану методику розрахунку хвильових прецесійних передач з тілами кочення. Методика комплексно враховує особливості 
геометрії передач, матеріали, твердість поверхневого шару основних ланок і раціональну довговічність передач. Геометричні параметри періоди-
чних доріжок кочення і тіл кочення оптимізовані за критерієм мінімальних контактних напружень і втрат на тертя. Наведено приклад розрахунку. 

Ключові слова: хвильова передача, періодична доріжка кочення, тіло кочення, кут нутації, ковзання, оптимізація, прецесія. 

Предложена оптимизированная методика расчета волновых прецессионных передач с телами качения. Методика комплексно учитывает особен-
ности геометрии передач, используемые материалы, твердость поверхностного слоя основных звеньев и рациональную долговечность передач. 
Геометрические параметры периодических дорожек качения и тел качения оптимизированы по критерию минимальных контактных напряжений 
и потерь на трение. Приведен пример расчета. 

Ключевые слова: волновая передача, периодическая дорожка качения, тело качения, угол нутации, скольжение, оптимизация, прецессия. 

Optimized methodics of calculation of harmonic precessional drives with rolling elements is given. This complex considers the specifics of geometry of 
transmission, used materials, surface hardness of master links and rational durability of transmission. The geometric parameters of periodic race grooves 
and rolling elements are optimized by minimum contact stress and friction lost. The example calculation is given. The technique developed in addition 
to the analytical options presented in tabular and graphical form, where the unknown quantities are determined by the presented graphs and tables, 
allowing you to reduce the time to payment mechanism 

Keywords: harmonic drive, periodic race groove, rolling element, nutation angle, sliding motion, optimization, precession. 

Введение. Актуальность задачи. Известно, что 
волновые передачи с телами качения (ВППТК) являются 
наиболее экономичной разновидностью волновых пере-
дач по массогабаритным параметрам и КПД. Это дости-
гается заменой волнового зубчатого зацепления ша-
ровым, практически исключающим трение скольжения 
и повышающим КПД (за счет исключения потерь в вол- 

новом зубчатом зацеплении и генераторе волн) и надеж-
ность передачи (за счет исключения гибких звеньев). В 
связи с этим актуальным является вопрос разработки оп-
тимизированной методики расчета ВППТК, оптимизи-
рованных по критериям минимальной массы, максима-
льного КПД и долговечности. 

© М. В. Маргулис, Я. О. Гордиенко, 2016
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Анализ литературных источников и поста-
новка задачи. Задачей данного исследования является 
объединение знаний, изложенных в опубликованных 
ранее материалах [1–7], и формирование на их основе 
оптимизированной методики расчета ВППТК. Мето-
дика должна комплексно учитывать особенности гео-
метрии передач, используемые материалы, твердость 
поверхностного слоя основных звеньев, необходимую 
долговечность передач и оптимизацию геометрических 
параметров периодических дорожек качения и тел ка-
чения по критерию минимальных контактных напря-
жений и потерь на трение. 

Методы исследования. В данной статье приве-
дена последовательность расчета ВППТК, включающая 
шесть основных, приведенных ниже этапов. Термины и 
понятия, принятые для ВППТК приведены в [1]. 

I. На первом этапе расчета проводится выбор ра-
циональной структурной схемы механизма и его кине-
матический расчет. Рассматривается несколько вариан-
тов структурных схем ВППТК, их преимущества, недо-
статки, принцип работы. Наиболее рациональные вари-
анты ВППТК приведены в работах [2–3], на которые 
получены патенты [4–5]. 

Выбор структурной схемы зависит от требуемого 
передаточного числа u механизма и определялся с уче-
том специфики сборки механизмов. При передаточных 
числах от 5 до 50 рационально использовать односту-
пенчатые ВППТК, а при передаточных числах от 40 до 
800 – двухступенчатые. Однако двухступенчатые 
ВППТК могут применяться и при u > 800 до 5000 и бо-
лее, но рациональность и технологичность изготовле-
ния таких механизмов должна рассматриваться в каж-
дом случае отдельно с учетом технологических воз-
можностей предприятия-изготовителя. 

Кинематический расчет заключается в определении 
количества тел качения (ТК) и чисел периодов периоди-
ческих дорожек качения (ПДК), от соотношения которых 
зависит передаточное число ВППТК. Подробная мето-
дика кинематического расчета одноступенчатых и двух-
ступенчатых ВППТК изложена в [2]. Ниже приведены 
выведенные нами зависимости для определения рацио-
нальных чисел периодов ПДК и количества ТК. 

Количество периодов ПДК zid промежуточного колеса: 
одноступенчатая передача с ведущим прецессион-

ным колесом 
 )1(2  uzid , (1) 

одноступенчатая передача с невращающимся пре-
цессионным колесом 
 uzid  2 , (2) 

двухступенчатая передача 

   2/1182  uzid
; 111  idid zz . (3) 

Количество периодов ПДК прецессионного колеса: 
одноступенчатая передача 

 2 idp zz , (4) 

двухступенчатая передача 

 211  idp zz ; 222  idp zz . (5) 

Число тел качения: 

одноступенчатая передача 

 )(5,0 pid zzn  , (6) 

двухступенчатая передача 

 )(5,0 111 pid zzn  ; )(5,0 222 pid zzn  . (7) 

Количество периодов ПДК, определенное по форму-
лам (1–3), округляется до ближайшего целого, после чего 
проводится последующий расчет по формулам (4–7). 

Для расширения технических характеристик пере-
даточных механизмов возможно в одном механизме 
объединение ВППТК и других передач, например зуб-
чатых. Такая потребность может быть связанна с необ-
ходимостью увеличения дискретности передаточных 
чисел механизма, либо обусловлена уменьшением тру-
доемкости механической обработки, сборки и массога-
баритных характеристик. 

II. На втором этапе определяется количество ак-
тивных тел качения na, участвующих в передаче усилия 
от прецессионного колеса на сопряженные звенья. 

Количество na, для каждой из представленных 
конструкций различно: 

одноступенчатые передачи [2] 

   2/1 nna , (8) 

двухступенчатая передача [2, 5] 

     2/12/1 21  nnna , (9) 

одноступенчатая симметричная передача [3, 4] 

 nna  . (10) 

При расчете na их величина округляется до бли-
жайшего меньшего целого числа. 

III. На третьем этапе определяется угол нутации 
β, определяющий равномерность движения ТК по ПДК 
без заклинивания, от которого зависит работоспособ-
ность и КПД ВППТК. 

Угол β зависит от числа периодов ПДК и, следо-
вательно, от количества тел качения, и его определения 
является важным этапом [6]. 

В табл. 1 приведены значения рациональных уг-
лов нутации ВППТК в зависимости от числа ТК в за-
цеплении, рассчитанного на первом этапе. 

IV. На четвертом этапе расчета определяется вели-
чина допускаемых контактных напряжений. При их опре-
делении учитываются особенности геометрии передач, ис-
пользуемые материалы, твердость поверхностного слоя 
контактирующих поверхностей основных звеньев пере-
дачи и проектная долговечность. Методика учитывает 
влияния скорости скольжения в зацеплении, что ранние 
не исследовалось другими авторами, но оказывает значи-
тельное влияние на долговечность механизма и его КПД. 
Подробно методика расчета описана в [7]. 

Значение допускаемых контактных напряжений 
σHP (МПа), определяется как: 

 WHLTHP KKK  2800 , (11) 

где KT – коэффициент, зависящий от твердости кон-
тактирующих поверхностей, см. рис. 1; 
KHL – коэффициент долговечности, см. рис. 2; 
KW – коэффициент, учитывающий интенсивность из-
носа, зависящий от скорости скольжения, см. рис. 3. 
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Эквивалентное число циклов NHE, используемое 
для определения коэффициента долговечности, опре-
деляется как: 
 utnnN вхaHE /60  . (12) 

где na – число активных тел качения, шт; 
nвх – частота вращения входного вала, об/мин; 
t – срок службы, ч; 
u – передаточное число передачи. 

Таблица 1 – Величины угла нутации 

Число 
ТК 

Угол 
нутации β, ° 

Число 
ТК 

Угол 
нутации β, ° 

10 5° 25' 58" 33 1° 42' 38" 
11 4° 56' 56" 34 1° 39' 36" 
12 4° 33' 32" 35 1° 36' 47" 
13 4° 13' 26" 36 1° 34' 07" 
14 3° 56' 06" 37 1° 31' 36" 
15 3° 40' 59" 38 1° 29' 14" 
16 3° 27' 43" 39 1° 26' 59" 
17 3° 15' 54" 40 1° 24' 50" 
18 3° 05' 20" 41 1° 22' 48" 
19 2° 55' 55" 42 1° 20' 52" 
20 2° 44' 38" 43 1° 19' 01" 
21 2° 36' 16" 44 1° 17' 14" 
22 2° 29' 06" 45 1° 15' 32" 
23 2° 22' 52" 46 1° 13' 55" 
24 2° 17' 21" 47 1° 12' 21" 
25 2° 12' 25" 48 1° 10' 51" 
26 2° 07' 57" 49 1° 09' 25" 
27 2° 03' 49" 50 1° 08' 02" 
28 1° 59' 55" 51 1° 06' 43" 
29 1° 56' 12" 52 1° 05' 27" 
30 1° 52' 37" 53 1° 04' 14" 
31 1° 49' 09" 54 1° 03' 04" 
32 1° 45' 49" 55 1° 01' 56" 

 

 
Рис. 1 – Значения коэффициента KT в зависимости 

от твердости контактирующих поверхностей 

 
Рис. 2 – Значения коэффициента KHL в зависимости 

от эквивалентного числа NHЕ 

Скорость скольжения VСК (м/с), необходимая для 
определения коэффициента интенсивности износа 
определяется по формуле: 

 5
СК 10/  uWLnV Lвх , (13) 

где WL – средняя величина скольжения в зацеплении 
(в процентах от длины траектории перемещения 
ТК), определяемая по [7]; 
L – длина траектории перемещения центров ТК, 
определяемая по [7]. 

 
Рис. 3 – Значения коэффициента KW в зависимости 

от скорости скольжения VCК 

Так как коэффициент KW можно рассчитать 
только при известном базовом диаметре, то для проек-
тировочного расчета допускается принимать величину 
в пределах 0.8…0.95. 

V. На пятом этапе определяется базовый диаметр 
зацепления Db – диаметр расположения центров тел ка-
чения. Для полученных оптимальных параметров 
ВППТК выведена частная формула определения базо-
вого диаметра Db, мм: 

 
HPвхDb MkD  /10 33 , (14) 

где kD – рассчитанный нами коэффициент, комплексно 
учитывающий оптимальное соотношение главных 
кривизн ПДК и ТК, угол нутации передачи, распре-
деление усилий между телами качения; 
Мвх – вращающий момент на входном валу пере-
дачи, Н·м. 
Коэффициент kD выведен на основе расчета напря-

женно-деформированного состояния основных звеньев 
ВППТК, описанного в [8]. Величина коэффициента kD 
в зависимости от числа тел качения приведена в табл. 2. 

Таблица 2 – Величины коэффициента kD 

Число 
ТК 

kD Число ТК kD 

10 124,15 33 288,80 
11 133,03 34 294,68 
12 141,67 35 300,69 
13 150,05 36 306,45 
14 158,25 37 312,35 
15 166,23 38 318,06 
16 174,03 39 323,88 
14 181,70 40 329,48 
18 189,16 41 335,13 
19 196,52 42 340,69 
20 202,83 43 346,29 
21 209,62 44 351,73 
22 216,42 45 357,20 
23 223,32 46 362,66 
24 230,15 47 367,93 
25 237,03 48 373,37 
26 243,88 49 378,52 
27 250,60 50 383,88 
28 257,34 51 389,15 
29 263,87 52 394,36 
30 270,33 53 399,46 
31 276,55 54 404,44 
32 282,66 55 414,60 
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Рассмотренные на данном этапе расчета зависи-
мости рациональны для одноступенчатых симметрич-
ных передач [3, 4]. 

После определения базового диаметра возвраща-
емся к этапу IV и пересчитываем допускаемые контакт-
ные напряжения с учетом скольжения в зацеплении. 

VI. На шестом этапе с учетом базового диаметра 
Db определяется диаметр ТК Dre, и в последующем 
округляется до размеров стандартных подшипниковых 
шариков по ГОСТ 3722. Размер тел качения Dre (мм) 
определяется по формуле: 

 
brere DkD  310 , (15) 

где kre – рассчитанный нами коэффициент размера 
ТК, обеспечивающий бесконтактное расположе-
ние ТК вдоль ПДК и учитывающий оптимальное 
соотношение главных кривизн ПДК и ТК. 
Величина коэффициента kre в зависимости от 

числа тел качения приведена в табл. 3. 

Таблица 3 – Величины коэффициента kre 

Число ТК kre Число ТК kre 
10 66,628 33 18,395 
11 59,919 34 17,849 
12 54,384 35 17,314 
13 49,802 36 16,826 
14 45,907 37 16,349 
15 42,581 38 15,907 
16 39,698 39 15,477 
14 37,174 40 15,081 
18 34,965 41 14,698 
19 32,988 42 14,337 
20 31,698 43 13,988 
21 30,221 44 13,663 
22 28,814 45 13,349 
23 27,465 46 13,047 
24 26,209 47 12,767 
25 25,023 48 12,488 
26 23,919 49 12,233 
27 22,907 50 11,977 
28 21,965 51 11,733 
29 21,116 52 11,500 
30 20,337 53 11,279 
31 19,640 54 11,070 
32 19,000 55 10,860 

Изменение диаметра тел качения при округлении 
по ГОСТ в пределах ±5 % не окажет значительно влия-
ния на контактные напряжения и им можно пренебречь. 
Изменение диаметра ТК более 5 % не рекомендуется вы-
полнять из роста контактных напряжений в зацеплении. 
Попускается увеличение диаметра ТК более 5 % с пере-
счетом базового диаметра по формуле (14). 

Ниже приведен пример расчета опытно-промышлен-
ного образца ВППТК, исходные данные для расчета 
приведены в табл. 4 

Таблица 4 – Исходные данные для расчета 

Параметр Значение 
Максимальный вращающий момент 
на быстроходном валу, Н·м 

125 

Частота вращения быстроходного вала, об/мин 500 
Необходимое передаточное число механизма 10 

Ресурс механизма (при режиме 24/7), ч 
8760 

(1 год) 
 

I. Исходя из небольшого требуемого передаточ-
ного числа механизма, принимаем структурную схему 
одноступенчатой симметричной передачи с останов-
ленным промежуточным колесом [3-4]. 

Количество периодов ПДК промежуточного колеса:  

.18)110(2 idz  

Количество периодов ПДК прецессионного колеса: 

.20218 pz  

Число тел качения: 

.19)2018(5,0 n  

II. Полученное число активных тел качения: 

.19an  

III. Угол нутации по табл. 1: 

2°55'55".  

IV. Определим коэффициенты, необходимые для 
расчета допускаемых контактных напряжений. 

Принимаем материал для колес передачи – сталь 
18ХГТ, метод термообработки – цементация с последу-
ющей закалкой, твердость контактирующих поверхно-
стей – HRC 56–63, отсюда по рис. 1 определяем коэф-
фициент .1TK  

Коэффициент 85.0HLK , при эквивалентном числе 

циклов .10510/87605001960 8HEN  

Для проектировочного расчета принимаем .9.0WK  

Допускаемые контактные напряжения:  

21429.085.012800 HP МПа. 

V. Определяем базовый диаметр зацепления: 

4582142/1251052,196 33 bD мм.
 

Скорость скольжения при 458bD мм по [7]: 

4,11010/6,158,4379500 5 СКV м/с. 

Уточненные с учетом скольжения величины равны: 

97,0WK , 2309HP МПа и 425bD мм. 

VI. Определяем диаметр тел качения: 

1442510988,32 3  
reD мм, 

округляем диаметр тела качения до ближайшего по 
ГОСТ – 14reD мм. 

Выводы. Разработанная методика помимо ана-
литического варианта представлена в таблично-гра-
фическом варианте, где искомые величины могут 
определятся по представленным графикам и табли-
цам, что позволяет сократить время на расчет меха-
низма не менее чем в 50 раз с сохранением точности 
расчета в пределах 1% и минимизировать возможные 
ошибки расчетчика (т.к. аналитический расчет вклю-
чает громоздкие и сложные формулы). 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ В ЗУБЧАТЫХ ЗАЦЕПЛЕНИЯХ 
ПЛАНЕТАРНОГО МЕХАНИЗМА ТИПА n×A̅I̅ ПРИ КОНТАКТНОЙ ПРОЧНОСТИ 

Розглянута методика оптимізації динамічного навантаження в зубчастих зачепленнях багатоступінчастого планетарного механізму типу n×A̅I̅ 
із загальним епіциклом. Як цільова функція оптимізації динамічного навантаження в зубчастих зачепленнях прийнята функція розподілу ко-
ефіцієнта динамічності, параметрами якої є передавальні стосунки рівнів механізму. Приведені результати порівняння двох оптимальних кон-
струкцій планетарного механізму, що задовольняють критеріям мінімуму маси і динамічною. 

Ключові слова: багатоступінчастий планетарний механізм, динамічне навантаження, контактна міцність, коефіцієнт динамічності, оп-
тимізація, оптимізація динамічного навантаження, мінімізація маси. 

Рассмотрена методика оптимизации динамической нагрузки в зубчатых зацеплениях многоступенчатого планетарного механизма типа n×A̅I̅ 
с общим эпициклом. В качестве целевой функции оптимизации динамической нагрузки в зубчатых зацеплениях принята функция распреде-
ления коэффициента динамичности, параметрами которой являются передаточные отношения ступеней механизма. Приведены результаты 
сравнения двух оптимальных конструкций планетарного механизма, удовлетворяющих критериям минимума массы и динамической нагрузки 
соответственно. Предложены рекомендации по оптимальному проектированию вышеуказанных механизмов.  

Ключевые слова: многоступенчатый планетарный механизм, динамическая нагрузка, контактная прочность, коэффициент динамич-
ности, оптимизация, оптимизация динамической нагрузки, минимизация массы. 

The method of optimization of the dynamic loading is considered in the toothed hooking of multi-stage planetary mechanism of type n×A̅I̅ with a general 
epicycle. As an objective function of optimization of the dynamic loading the function of distributing of coefficient of dynamic quality the parameters 
of which are transmission relations of the stages of mechanism is accepted in the toothed hooking. Two formulas of determination of coefficient of 
dynamic quality of the external hooking of the planetary stage of mechanism are resulted. The type of formula is determined the type of the set data of 
the planetary stage. In one case it is the set number of points of mobile central wheel, and in other is a number of points of general epicycle. The results 
of comparison of two optimum constructions of planetary mechanism, satisfying the criteria of a minimum of mass and dynamic loading accordingly 
are presented. The results of joint minimization are resulted on two criteria simultaneously. The estimations of such minimization are indicated. Recom-
mendations are offered to on. 

Keywords: multi-stage planetary mechanism, dynamic loading, contact durability, coefficient of dynamic quality, optimization, optimization of 
the dynamic loading, minimization of mass. 

Введение. При проектировании зубчатых меха-
низмов приводов систем управления летательных ап-
паратов конструктору часто приходится разрешать 
противоречие между требованиями обеспечения зара-
нее заданных габаритных размеров и эксплуатацион-
ных показателей привода. Решение этой задачи услож-
няется, если добавляется ограничение и на массу зуб-
чатого механизма. Поэтому конструктору приходится 
выполнять разработку нескольких проектов, а затем из 
них выбирать наилучший. Учитывая современную тен-
денцию повышения нагрузочной способности приво-
дов систем управления летательных аппаратов с одно-
временным уменьшением их габаритов и массы акту-
альным становится создание программных методик оп-
тимального проектирования по нескольким критериям. 
Особо такая методика актуальна для проектирования 
мелкомодульных зубчатых передач электромеханиз-
мов авиационных приводов с высокооборотными элек-
тродвигателями. Повышенная динамическая нагрузка 
в зубчатых зацеплениях таких приводах обуславливает 
уменьшение их ресурса, а в некоторых случаях может 
привести к преждевременному выходу из строя при-
вода. К тому же динамические нагрузки приводят к 
увеличению ошибки позиционирования исполнитель-
ного органа авиационного привода. 

Цель статьи. Исследование закона распределе-
ния коэффициента динамичности для зубчатых зацеп-
лений отдельных ступеней многоступенчатого плане-
тарного механизма типа n×A̅I̅ с общим эпициклом, 
спроектированного по критерию минимума массы при 
расчете на контактную прочность. 

Анализ литературы. Исследованию динамиче-
ских нагрузок в зубчатых механизмах посвящено до- 

статочно много работ. Имеется ряд работ, посвящен-
ных проектированию планетарных механизмов опти-
мальных по динамическим характеристикам, в частно-
сти [1–2]. Однако в этих работах не рассматриваются 
вопросы исследования распределения динамической 
нагрузки в зубчатых зацеплениях отдельных ступеней 
планетарных механизмов в зависимости от распределе-
ния общего передаточного отношения механизма по 
его отдельным ступеням. 

Материалы исследований. На рис. 1 приведена 
кинематическая схема многоступенчатого планетар-
ного механизма типа n×A̅I̅ с общим эпициклом и чис-
лом ступеней, равным n. Нумерация зубчатых колес и 
водил привязана к номеру i-й ступени. Диаметральный 
и осевой габаритные размеры обозначены символами 
Г1 и Г2 соответственно. 

 
Рис. 1 – Схема планетарного механизма типа n×A̅I̅ 

с общим эпициклом 

Внешние зацепления образованы центральными 
колесами 23 iz  и сателлитами 13 iz , а внутренние – са-

теллитами 13 iz  и эпициклом iz3 . Кинематические и 

© В. А. Матусевич, Ю. В. Шарабан, А. В. Шехов, В. Т. Абрамов, 2016
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силовые параметры расчетных схем зацеплений опре-
деляются согласно методике, приведенной в [3]. 

Согласно [4] действие внутренней динамической 
нагрузки, возникающей в зацеплении до зоны резо-
нанса, при расчете на прочность активных поверхно-
стей зубьев учитывают коэффициентом HvK , который 

вычисляют по формуле 

 
AtH

wHv
HHv

KF

bw
K  11 . (1) 

Расчетную удельную окружную динамическую 
силу Hvw  из (1) находим по формуле 

 uavgw wHHv 0 . (2) 

Обозначения в формулах (1) и (2) соответствуют 
обозначениям, которые приняты в [4]. 

Примем допущение – все зубчатые колеса плане-
тарного механизма изготовлены без смещения. Все 
последующие выкладки выполним применительно к 
зацеплениям первой ступени нашего планетарного 
механизма. 

Для межцентрового расстояния внешнего зацеп-

ления 21 zz   имеем 
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где 1311 zzpUi   – передаточное отношение 

первой планетарной ступени механизма; 
m – модуль зубчатых колес внешнего зацепления 
первой планетарной ступени механизма. 

Передаточное число u внешнего зацепления 21 zz   

находим с учетом того, какое из них является шестер-
ней, а какое колесом [3], 
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С учетом формул (3) и (4) получим 
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Окружную скорость v  определим по формуле 
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где 3011 т , 30HH т  – угловые скорости 

вращения центрального зубчатого 1z  и водила H 

планетарной ступени соответственно. 
С учетом (5) формулу (2) представим в виде 
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В (7) параметры H  и 0g  такие же, как и в [4]. 

Окружную силу tHF  определим по формуле 
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где 1M  – вращающий момент, подводимый к централь-

ному зубчатому колесу 1z  планетарного механизма; 

k – число сателлитов 2z  планетарной ступени. 

С учетом соотношения (4) перепишем (8) к виду 
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На основе формул (7) и (9) получим 
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 Учитывая соотношение между числами зубьев 1z  и 

3z  вида  131  iUzz , имеем 
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Формула (10) применима для случая, когда известно 
число зубьев центрального колеса 1z  и передаточное от-

ношение планетарной ступени iU , а формула (11) приме-

нима тогда, когда задано число зубьев эпицикла 3z  и пе-

редаточное отношение планетарной ступени iU . 

Исследование зависимости коэффициента дина-
мичности HvK  для внешнего зацепления 21 zz   от зна-

чения передаточного отношения iU  планетарной сту-

пени выполним на следующем примере. 
Заданы следующие параметры планетарной сту-

пени: m = 0,5 мм; 3z = 72; M = 0,15 Н·м; H = 0,14 

(твердость поверхностей зубчатых колес более 350 HV); 

0g = 3,8 (6 класс точности по нормам плавности); 

1n = 12000 об/мин; wb = 2 мм. Будем рассматривать два 

случая исполнения планетарной ступени. В первом слу-
чае число сателлитов k = 3, а во втором – k = 4 соответ-
ственно. Диапазон возможных значений чисел зубьев 
колес планетарной ступени примем равным от 12 до 72. 
Для первого варианта исполнения планетарной ступени 
получены следующие значения возможных передаточ-
ных отношений: 2,5 (48,12); 2,71429 (42,15); 3 (36,18); 
3,4 (30,21); 4 (24,24); 5 (18,27); 7 (12,30). Для второго ва-
рианта исполнения планетарной ступени получены сле-
дующие значения возможных передаточных отноше-
ний: 2,5 (48,12); 2,63636 (44,14); 2,8 (40,16); 3 (36,18); 
3,25 (32,20); 3,5743 (28,22); 4 (24,24); 4,6 (20,26); 5,5 
(16,28). Здесь в круглых скобках указаны соответствую-
щие значения чисел зубьев 1z  и 2z . Приведенные дан-

ные показывают, что при первом варианте исполнения 
планетарной ступени имеется 7 возможных наборов чи-
сел зубьев, а при втором – 9 соответственно. На рис. 2 
приведены графики зависимости  iHvHv UKK   для 

двух случаев исполнения планетарной ступени приме-
нительно к вышеуказанным данным. 

 
Рис. 2 – График зависимости  iHvHv UKK   

Анализ графиков, показанных на рис. 2, позво-
ляет сделать следующие важные выводы. Во-первых, 
чем меньше значение передаточного отношения iU  

планетарной ступени типа A̅I̅, тем больше значение ко-
эффициента динамичности HvK  при расчете контакт-

ной прочности внешнего зацепления 21 zz  . Во-вто-

рых, заметное различие значений коэффициента дина-
мичности HvK  для разных чисел сателлитов k имеется 

при 4 iU . Из формулы (2) видно, что при заданных 

значениях коэффициентов H  и 0g  удельная динами-

ческая сила Hvw  тем меньше, чем меньше значения 

окружной скорости v  и величины uaw , значения 

которой вычисляют по формуле (5). 
Сделаем замечание относительно вышерассмот-

ренного примера. В примере приведены исходные дан-
ные для мелкомодульной планетарной ступени типа 
A̅I̅, но зависимость  iHvHv UKK   определена на ос-

нове формул из [4], которые применимы для эвольвент-
ных металлических зубчатых колес внешнего зацепле-
ния с модулем 1m . Однако в практике проектирова-
ния и создания мелкомодульных зубчатых передачах 
применяют расчетные методики, основанные на фор-
мулах стандарта [4]. Как отмечено в [5] для мелкомо-
дульных зубчатых передач характерна невысокая сте-
пень их загруженности, большие значения угловых 
скоростей и особые условия их смазывания. В случае, 
когда удельная окружная расчетная сила в зубчатом за-
цеплении меньше удельной окружной динамической 
силы, то в этом случае имеем высокое значение коэф-
фициента динамичности HvK . 

На рис. 3 приведены зависимости межцентрового 
расстояния wa  и параметра относительной ширины 

зубчатого колеса wwba ab  внешнего зацепления 

21 zz   от передаточного отношения iU  для данных 

примера, когда число сателлитов равно 3. 

 
Рис. 3 – График зависимостей  iww Uaa   и  ibaba U  

Из рис. 3 видно, что значение параметра ba  нахо-

дится в диапазоне от 0,1 до 0,3, как рекомендуется в [5].  
Изменение соотношения удельных расчетной 

окружной силы wtHHt bFw   и окружной динамиче-

ской силы Hvw  от значения передаточного отношения 

iU  для k = 3 показано на рис. 4. 

 
Рис. 4 – Графики удельных сил Htw  и Hvw  

Перелом в графиках, которые приведены на рис. 4 
связан с правилом построения расчетной схемы внеш- 
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него зацепления 21 zz  , а именно, какое из этих двух 

зубчатых колес будет шестерней, а какое – колесом. 
При передаточном отношении планетарной ступени 

iU 5 удельная окружная сила Htw  становится больше 

удельной окружной динамической силы Hvw , и коэф-

фициент динамичности HvK  начинает уменьшаться до 

приемлемых значений. 
В [6] рассмотрена методика оптимизации много-

ступенчатого планетарного механизма типа n×A̅I̅ по 
критерию минимума M  суммарной массы механизма. 

В качестве функции оптимизации вводится функция 
безразмерной массы (аналог массы) механизма при рас-
чете на контактную или изгибную прочность. При этом 
эта функция зависит только от закона распределения пе-
редаточных отношений отдельных ступеней механизма.  

Аналог массы HM  планетарного механизма типа 
n×A̅I̅ при расчете на контактную прочность задаем в 
виде [6] 

  










 



n

i
iiН BA

uUk

u
M

111

1

)2(
. (12) 

Обозначения всех величин в формуле (12) такие 
же, как и в работе [6]. 

Примем ряд конструктивных ограничений на ис-
полнение отдельных планетарных ступеней меха-
низма, которые упростят дальнейшие выкладки, но не 
изменят содержание результатов исследований. Счи-
таем, что конструкции всех отдельных ступеней плане-
тарного механизма типа n×A̅I̅ удовлетворяют следую-
щим условиям: все коэффициенты 1iB ; все ступени 

имеют одинаковое число сателлитов, т.е. kki  ; для 

всех ступеней принято одно и тоже значение коэффи-
циента приведения масс MMi nn  . Более подробно 

смысл этих условий рассмотрен в работе [7]. Тогда ана-
лог массы HM  будет иметь вид 
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где   42)2(1 22
iMiiii unukA   – коэффициент. 

С учетом принятых условий получим аналог массы 
как функцию передаточных отношений отдельных ступе-

ней механизма, т.е.  nHH uuuMM ,...,, 21 . Нахождение 

минимума данной функции рассмотрено в работах [6, 7]. 
Будем рассматривать планетарный механизм типа 

3×A̅I̅. Такой механизм часто применяют в различных 
авиационных приводах. Примем общее передаточное 
отношение механизма U =70. Число сателлитов каж-

дой из ступней равно 3 и коэффициент приведения 
массы для всех ступеней выбран одинаковым, рав-
ным 7. Поиск минимума функции аналога массы 

 321 ,, uuuM H  выполним в пакете Mathcad с помощью 

функции Minimize(), реализующая метод сопряженных 
градиентов. Поиск минимума нелинейной функции 

 321 ,, uuuM H  трех переменных выполнялся при зада-

нии ограничений на передаточные отношения двух лю-
бых ступеней. Передаточное отношение третьей сту-
пени является зависимой величиной, равной делению 

общего передаточного отношения механизма на произ-
ведение варьируемых передаточных отношений двух 
других ступеней. В качестве ограничения на значение 
варьируемого передаточного отношения выбрано сле-
дующее: 75,2  u . Именно такой диапазон возмож-

ных передаточных отношений был ранее использован 
при рассмотрении примера для случая, когда число са-
теллитов k = 3 и число зубьев эпицикла 3z = 72. В ре-

зультате были получены следующие оптимальные зна-
чения передаточных отношений ступеней механизма: 

optu1 = 5,267; optu2 = optu3 = 3,645. Безразмерная вели-

чина аналога массы механизма при расчете на контакт-
ную прочность для найденных оптимальных значений 
передаточных отношений ступеней составила 

 optoptoptH uuuM 321 ,,  = 0,87. Учитывая вышеприведен-

ные значения возможных передаточных отношений од-
ной ступени, получим optu1

~ = 5, optu2
~ = 4 и optu3

~ = 3,4. Од-

нако, общее передаточное отношение механизма станет 
равным не 70, а 68, т.е. погрешность реализации задан-
ного передаточного отношения U  составит –2,9 %. 

Определим значения коэффициентов динамичности по 
формуле (11): 

1HvK = 2,168; 
2HvK = 1,156; 

3HvK = 1,011. 

Подобно функции аналога массы  321 ,, uuuM H  

введем безразмерную функцию  321 ,, uuuK Hv , задаю-

щую закон распределения по ступеням планетарного 

механизма типа AIn  значений коэффициентов дина-
мичности для внешних зацеплений его ступеней. 

Функцию  321 ,, uuuK Hv  находим по формуле 

    



3

1
321 ,,

i
iHviHv uKuuuK . (14) 

Для упрощения принимаем одинаковые значения для 
всех ступеней следующих параметров: m; H ; 0g ; wb . 

Составляющие суммы (14) определяем по формулам 

      031111111 ,,,,,,,,, gbmzzMkuKuK HwHvHv  ;  (15) 

   031221222 ,,,,,,,,, gbmzzMkuKuK HwHvHv  ; (16) 

   031331333 ,,,,,,,,, gbmzzMkuKuK HwHvHv  . (17) 

Здесь варьируемые параметры – передаточные отноше-
ния 1u , 2u  и 3u . При этом передаточные отношения 1u  

и 2u  варьируют как независимые переменные, изменя-

ющиеся в диапазоне [2, 5, 7], а передаточное отноше-
ние третьей ступени определяют по формуле 

213 uuUu  . Остальные параметры заданы или вы-

числяют в зависимости от текущих значений величин 
передаточных отношений. Угловые скорости вращения 
центральных подвижных колес i  и вращающие мо-

менты iM , к ним подводимые, вычисляют следующим 

образом. Для первой планетарной ступени 1  и 1M  яв-

ляются заданными величинами. Для второй и третьей 
планетарных ступеней имеем 112 u , 112 uMM  , 

 Uu313  и 313 uUMM   соответственно. Для 

каждой из планетарных ступеней параметр 1z  (число 
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зубьев подвижного центрального колеса) вычисляют че-
рез заданное значение числа зубьев эпицикла 3z  и теку-

щее значение передаточного отношения ступени iu . 

Минимум функции (14) был получен при следую-
щих значениях передаточных отношений планетарных 
ступеней: optu  1 = 7; optu  2 = 4,28; optu  3 = 2,337. Значение 

функции цели  321 ,, uuuK Hv  для полученных значений 

передаточных отношений составило 3,493, а коэффици-
енты динамичности отдельных планетарных ступеней 
равными 1,423, 1,04 и 1,03 соответственно. Учитывая 
ограничения на возможные значения реализуемых пе-
редаточных отношений, примем optu  1

~ = 7, optu  2
~ = 4 и 

optu  3
~ =2,5. При этих данных значение общего переда-

точного отношения механизма U =70. Новые значе-

ния функции  321 ,, uuuK Hv  и коэффициентов дина-

мичности HViK  почти не отличаются от вышеприведен-

ных. 
Результаты отдельных минимизаций функций це-

лей  321 ,, uuuM H  и  321 ,, uuuK Hv  сведены в табл. 1. 

Таблица 1 – Результаты отдельных минимизаций 

Параметр 

Функция цели 

 321 ,, uuuM H  
 321 ,, uuuK Hv

 
u1 5 7 

u2 4 4 

u3 3,4 2,5 

UΣ 68 70 

KHV1 2,186 1,423 

KHV2 1,1 1,051 

KHV3 1,011 1,023 

K̅Hv 4,297 3,497 

M̅H 0,87 1,027 
 

Имея две безразмерные функции цели, значения 
которых могут быть только положительными и отлич-
ными от нуля, можно ввести в рассмотрение функцию 
минимизации, учитывающую как требование мини-
мума массы механизма, так требование уменьшения 
динамической нагрузки в его зубчатых зацеплениях. 
Возможны три варианта построения такой функции 
цели. Определение вышеназванной целевой функции 
приведено ниже 
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где  nuuu ,...,, 21iu  и  mm ppp ,...,, 21p  – вектора 

варьируемых передаточных отношений и задавае-
мых параметров конструкций планетарных ступе-
ней механизма типа n×A̅I̅.  
Заметим, что функция Minimize() из пакета 

Mathcad может находить минимум для функций, при 
построении которых используют логические операции. 

Результаты совместной минимизации функций це-

лей  321 ,, uuuM H  и  321 ,, uuuK Hv  сведены в табл. 2. 

Таблица 2 – Результаты совместных минимизаций 

Параметр 
Функция цели  321 ,, uuuF opt  

1 2 3 
u1 4,148 6,15 7 

u2 4,12 3,568 3,704 

u3 4,096 3,19 2,7 

UΣ 70 70 70 

KHV1 3,204 1,622 1,423 

KHV2 1,131 1,1 1,067 

KHV3 1,008 1,012 1,018 

K̅Hv 5,344 3,734 3,508 

M̅H 0,941 0,883 0,979 

F̅opt 1 3,297 4,487 
 

Анализ данных, представленных в табл. 2 показы-

вает, что наименьшие значения функций  321 ,, uuuM H  

и  321 ,, uuuK Hv  будут при втором и третьем способах 

построения соответственно. При первом способе по-
строения найденные оптимальные значения передаточ-
ных отношений отдельных ступеней механизма можно 
считать одинаковыми. При каждом способе построе-
ния имеем для оптимальных передаточных отношений 
соотношение 321 uuu  . Аналогичное соотношение 

имеет место и для коэффициентов динамичности, а 
именно 321 HvHvHv KKK  . При этом видно, что для 

второй и третьей ступеней механизма значения коэф-
фициента динамичности соответствует допустимым 
значениям. При втором способе построения функции 

 321 ,, uuuF opt  значение аналога массы  321 ,, uuuM H  

ближе к его 0,87, полученного при отдельной миними-
зации. И соответственно при третьем способе построе-

ния функции  321 ,, uuuF opt  значение безразмерной 

функции  321 ,, uuuK Hv  ближе к значению 3,497, 

найденного в случае отдельной минимизации. Если 
предположить, что при каждом из способов построения 

функции  321 ,, uuuF opt  будут получены минимальные 

значения функций  321 ,, uuuM H  и  321 ,, uuuK Hv , со-

ответствующие значениям, но найденным при отдель-
ных минимизациях, то получим следующие оценки: 1 
(первый способ); 3,042 (второй способ); 4,367 (третий 
способ). Следовательно, данные, приведенные в 
табл. 2, соответствуют прогнозу оценки минимизации 

функции  321 ,, uuuF opt . Заметим, что результат мини-

мизации этой функции, построенной по первому спо-
собу (с применением логической операции "И") всегда 

будет равен 1, так как  321 ,, uuuM H >0 и  321 ,, uuuK Hv

>0. Численные эксперименты выявили такую особен-

ность решения минимизации функции  321 ,, uuuF opt , 

построенную по второму или третьему способу, пере-
даточное отношение первой ступени всегда имеет 
наибольшее значение из числа допустимых. Выбор 

способа построения функции  321 ,, uuuF opt , по всей 

видимости, должен делаться самим конструктором. 
На рис. 5 приведены графики зависимости окруж-

ной скорости v , значение которой находят по формуле 
6. Здесь цифрой 1 обозначен график зависимости 

 iUvv   для случая, когда число зубьев подвижного 
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центрального колеса 1z  равно 18. Цифрой 2 обозначен 

график, когда число зубьев 1z  является также функцией 

передаточного отношения планетарной ступени iU , т.е. 

 iUzz 11  . Графики построены применительно к дан-

ным нашего примера при числе сателлитов k = 3. 

 
Рис. 5 – Графики зависимости   ii UUzvv ,1  

Графики, показанные на рис. 5, позволяют сделать 
вывод, что в случае варьирования передаточного отноше-
ния iU  планетарной ступени типа A̅I̅ при неизменном 

числе зубьев эпицикла 3z  окружная скорость v (скорость 

в относительном вращении зубчатого колеса 1z  по отно-

шению к водилу) уменьшается при увеличении iU . 

В общем случае методика минимизации суммар-
ной массы планетарного механизма типа n×A̅I̅ и дина-
мической нагрузки во внешних зацеплениях его ступе-
ней при расчете на контактную прочность включает 
следующие основные этапы (шаги). 

Сначала выполняется проектирование механизма, 
когда заданное передаточное отношение механизма 

U  распределено по его отдельным ступеням по кри-

терию минимума массы. В результате будут получены 
конструктивные данные для исполнения отдельных 
ступеней механизма, а также значения коэффициента 
динамичности для всех его внешних зацеплений. Если 
эти значения превысили допустимые, то переходим к 
минимизации динамической нагрузки. 

При минимизации динамической нагрузки вносят 
изменения в ранее найденные конструктивные пара-
метры отдельных ступеней. Изменения следует делать 
только для тех параметров, которые существенно вли-
яют на уровень динамической нагрузки (например, ко-
эффициенты H  и 0g , модуль m, число оборотов элек-

тродвигателя, число зубьев общего эпицикла). В итоге 
получим закон распределения передаточного отноше-
ния механизма U  по его отдельным ступеням. 

Далее выполняют совместную минимизацию сум-
марной массы и динамической нагрузки механизма. Полу-
чают очередной закон распределения общего передаточ-
ного отношения механизма по его отдельным ступеням. 

Анализируются полученные законы распределе-
ния заданного передаточного отношения механизма по 
его отдельным ступеням с учетом возможного испол-
нения его конструкции (параметры конструкций от-
дельных ступеней, которые задавались при выполне-
нии минимизаций). По итогам анализа, с одной сто-
роны, принимается решение о законе распределения 
общего передаточного отношения U  механизма по 

его отдельным ступеням. С другой стороны, принятый 
закон позволяет принять решение о параметрах испол-
нения конструкции механизма. 

Выводы. На основе подхода, рассмотренного в 
данной работе, разработана методика оптимизации или 
минимизации внутренней динамической нагрузки в 
зубчатых зацеплениях центральных подвижных колес 
и сателлитов планетарного механизма типа n×A̅I̅ с об-
щим эпициклом при расчете на контактную прочность. 
Определены основные параметры исполнения зубча-
тых колес отдельных планетарных ступеней меха-
низма, влияющих на величины коэффициента дина-
мичности в его зацеплениях. Выполнен сравнительный 
анализ законов распределения заданного общего пере-
даточного отношения механизма при минимизации его 
суммарной массы и минимизации динамической 
нагрузки на примере механизма типа 3×A̅I̅. Предло-
жены три способа построения целевой функции сов-
местной минимизации (оптимизации) массы и внутрен-
ней динамической нагрузки механизма. Выбор способа 
построения целевой функции совместной оптимизации 
определяется тем основным требованием, которому 
должна удовлетворять конструкция механизма в первую 
очередь. Это или наименьшая масса механизма, или 
наименьшие значения внутренней динамической 
нагрузки в ступенях механизма, или не превышение мас-
сой и динамической нагрузкой заранее заданных значе-
ний. Алгоритм минимизации целевых функций проекти-
рования механизма предусматривает применение как 
односторонних ограничений на варьируемые пара-
метры, так и двухсторонние. Возможно применение 
ограничений на сами значения целевых функций опти-
мизации. Использование безразмерных целевых функ-
ций, связанных с различными параметрами проектируе-
мого механизма, позволяет конструктору формировать 
(строить) различные итоговые целевые функции сов-
местной оптимизации. Анализ отдельных и совместной 
оптимизаций целевых функций обеспечивает более ра-
циональный выбор варьируемых параметров. 
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Н. В. МАТЮШЕНКО, А. В. ФЕДЧЕНКО, В. А. БЕРЕЖНОЙ  

ПОДРЕЗАНИЕ ЗУБЬЕВ В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПЕРЕДАЧАХ НОВИКОВА ДЛЗ 

У статті розроблена методика визначення наявності інтерференції для циліндричних передач Новікова з двома лініями зачеплення. Базується 
вона на знаходженні інтерферуємої зони. Нарізування коліс проводиться єдиним рейковим інструментом методом обкатки. Геометрія актив-
них профілів зуба колеса і шестерні визначає необхідні і достатні умови наявності інтерференції в передачі. 

Ключові слова: циліндрична передача, передача Новікова, дві лінії зачеплення, вихідний контур фрези, інтерференція, циклічний ак-
соід, метод обкатки, зв'язані поверхні. 

В статье разработана методика определения наличия интерференции для цилиндрических передач Новикова с двумя линиями зацепления. 
Базируется она на нахождении интерферируемой зоны. Нарезание колес производится единым реечным инструментом методом обкатки. Гео-
метрия активных профилей зуба колеса и шестерни определяет необходимые и достаточные условия наличия интерференции в передаче. 

Ключевые слова: цилиндрическая передача, передача Новикова, две линии зацепления, исходный контур фрезы, интерференция, цик-
лический аксоид, метод обкатки, сопряженные поверхности.  

In industry often have to watch for binding surfaces of the teeth especially when small numbers of recent and high angles of inclination of the tooth line. 
The problem of interference studies is very complicated from the mathematical point of view.The paper developed a method of determining the presence 
of interference for cylindrical Novikov gears with two lines of engagement . It is based on finding the interfering area. Cutting wheels made one tool 
rack by running. The geometry of the active profile of the tooth wheel and gear determines the necessary and sufficient conditions for the existence of 
interference in the transmission. 

Keywords: spur gear, Novikov gear, two lines of engagement, original contour milling, interference, cyclic aksoid, break-in method, the mating surfaces. 

Постановка проблемы. Потенциальные возмож-
ности передач Новикова используются еще далеко не 
полностью, что сдерживается прежде всего, несовер-
шенством технологии изготовления и контроля. Более 
того, ряду геометрических характеристик зацепления до 
сих пор дается разная трактовка, нет четких рекоменда-
ций по выбору исходного контура, коэффициента пере-
крытия дозаполюсного варианта, не отработана мето-
дика проверки на отсутствие интерференции. 

При образовании сопряженных поверхностей по 
методу М. Л. Новикова в отличие от метода огибания 
допускается использование в качестве сопряженных 
таких поверхностей, которые пересекаются между со-
бой (интерферируют). Требуется лишь одно: чтобы их 
пересечение происходило за пределами рабочих участ-
ков поверхностей. Вследствие этого, считается, что су-
щественное значение имеет проверка принятых сопря-
женных поверхностей на интерференцию. Для этого 
необходимо найти форму и положение линий пересе-
чения и выяснить, не проходят ли они по рабочим 
участкам сопряженных поверхностей. 

Анализ литературы. В работах [1, 2] вопрос об 
интерференции поверхностей для случаев передач с па-
раллельными осями рекомендуется решать графически 
или графо–аналитическим путем построения линии пе-
ресечения сопряженных поверхностей с помощью се-
кущих плоскостей, перпендикулярных осям вращения 
колес, т.е. сводить задачу к определению линий пере-
сечения торцовых профилей зубьев, перемещающихся 
в плоскости поперечного сечения с заданными угло-
выми скоростями. Показано, что такой переход прино-
сит желаемый результат для зубьев, профиль которых 
в торцовой плоскости очерчен дугой окружности. Раз-
работки в указанном направлении в предположении, 
что торцовый профиль отличен от окружности практи-
чески отсутствуют. Если учесть, что для реальных пе-
редач появление интерференции рабочих поверхностей 
может явиться следствием погрешностей изготовления 
и монтажа, а также деформации зубьев, то становится 

очевидным, что и предложенные в [3] рекомендации не 
могут дать ответа на рассматриваемый вопрос. 

В своих исследованиях В. Н. Севрюк остановился 
примерно на такой же методике. Отличительной ее 
особенностью явилось лишь то, что графическим по-
строениям было дано строгое аналитическое описание. 
В работе [1] вопросу интерференции сопряженных по-
верхностей зубьев передач Новикова уделяется внима-
ние с позиции более общего подхода. Рассматривается 
метод исключения интерференции поверхностей, обра-
зованных семейством огибающих циклических аксои-
дов. При этом, как образующая поверхность, так и оги-
бающая, являются винтовыми обобщенными поверхно-
стями с различными винтовыми параметрами. Каждый 
аксоид, входящий в семейство, представляет собой вин-
товую циклическую поверхность, образованную сфе-
рами переменного радиуса. В работе [6] подчеркивается, 
что образование циклических аксоидов семействами 
сфер, имеющих сечения в виде окружностей, открывает 
перспективу исключения интерференции обобщенных 
сопряженных поверхностей семействами аксоидов. 

Вообще, исследованию интерференции сопряжен-
ных поверхностей зубьев передач Новикова посвящено 
очень мало работ. Этот факт, как нам кажется, можно 
объяснить лишь тем, что эта проблема весьма сложна с 
математической точки зрения. К этому выводу прихо-
дят и авторы [2]. Однако в промышленности часто при-
ходится наблюдать наличие заедания поверхностей 
зубьев особенно при малых числах последних и боль-
ших углах наклона линии зуба. Поэтому, наличие боль-
шого количества исходных контуров и значительное 
отличие геометрии зуба зубчатого колеса, нарезаемого 
методом обкатки, от исходного контура, а также нали-
чие упругих деформаций зубьев, погрешностей изго-
товления и монтажа, делают проблему интерференции 
зубьев еще более актуальной и еще более сложной. 

Цель статьи. Разработать алгоритм, позволяющий 
по заданным параметрам исходного контура фрезы и 
начальным параметрам передачи, то есть модулю зацеп-
ления, количеству зубьев шестерни и колеса, углу 
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наклона зубьев, определить наличие интерференции для 
цилиндрических передач Новикова с двумя линиями за-
цепления, нарезанных методом обкатки. 

Решение. Точечное зацепление может быть осу-
ществлено различными профилями зубьев, лишь бы в 
пределах рабочих участков отсутствовала их интерфе-
ренция. Так как при одном и том же исходном контуре 
ни дугой окружности, ни дугой эвольвенты не описы-
вается торцовый профиль зуба, возникает необходи-
мость проверки проектируемой передачи на отсутствие 
интерференции. 

Выбираем произвольную пару зубьев, которые 
будут сопрягаться в процессе зацепления шестерни и 
колеса. Определим понятие интерферируемой зоны, 
как множество точек пересечения данной пары зубьев, 
которые хотя бы для одного из них являются внутрен-
ними в фиксированный момент времени. Пусть М – 
точка интерферируемой зоны. Следовательно, М – об-
щая точка двух тел зубьев. Проведем через М плос-
кость ∑ перпендикулярную осям вращения. Пусть ∑1 и 
∑2 – сечения плоскостью ∑ рассматриваемых зуба ше-
стерни и зуба колеса соответственно. Точка М принад-
лежит пересечению ∑1 и ∑2. Верно и обратное утвер-
ждение: если профили ∑1 и ∑2 пересекаются, то суще-
ствует точка М, которая принадлежит интерферируе-
мой зоне. Плоскость ∑ параллельна данной фиксиро-
ванной торцовой плоскости, поэтому наличие точки 
М ϵ ∑ означает, что в какой-то момент времени торцо-
вые профили данной сопряженной пары зубьев колеса 
и шестерни пересекутся. По длине зуба остаются неиз-
менными формы и размеры торцовых сечений зуба ко-
леса и зуба шестерни, т.е. процесс обкатки аналогичен 
во всякой, параллельной выбранной торцовой плоско-
сти, следовательно, требовать отсутствия интерферен-
ции в любом торцовом сечении колесо-шестерня из-
лишне. Т.е. для отсутствия интерференции в зацепле-
нии колесо-шестерня необходимо и достаточно, чтобы 
в любой момент времени их торцовые профили не пе-
ресекались по всей ширине зубчатого венца. Заметим, 
что в процессе обкатки два профиля касаются друг 
друга в точках линии зацепления. Поэтому условие ка-
сания, а не пересечения существенно. 

Алгоритм определения интерференции состоит в 
следующем. Производим нарезание колес единым ре-
ечным инструментом. На рис. 1 показаны независимые 
процессы нарезания торцовых профилей зуба в момент 
(рис. 1), когда в станочном зацеплении находятся но-

минальные точки контакта профиля ножки колеса 1fsN

( 1fsW  – мгновенный центр относительного движения), 

и в момент (рис. 2) зацепления точки 2asN  – номиналь-

ной точкой контакта профиля головки шестерни ( 2asW

при этом является точкой касания торцовой проекцией 
начальной прямой (НПs) и начальной окружности). 
Здесь и ниже элементы с индексом 2 принадлежат ко-
лесу, а элементы с индексом 1 – шестерне. С колесом и 
шестерней жестко связаны прямоугольные декартовы 
системы координат (с.к.) х1О1у1 и х2О2у2, у которых О2 – 
центр торцового сечения колеса, О1 – центр торцового 

сечения шестерни, ось у1 содержит отрезок [О1 1fsW ], а 

ось у2 – отрезок [О2 2asW ]. 

1fsW  – мгновенный центр относительного движе-

ния в момент зацепления фрезы с 1fsN , 2asW  – мгно-

венный центр относительного движения в момент кон-

такта профиля фрезы с 2asN . 

 
Рис. 1 – Зацепление фрезы и шестерни 

 

 
Рис. 2 – Зацепление фрезы и колеса 

На рис. 3 показана модель сопряжения торцовых 
профилей данного зуба колеса и данного зуба ше-

стерни в момент контакта 1fsN  и 2asN . Как показано 

ранее [5], угол обката зависит от полярного угла на тор-
цовом аналоге исходного контура (ИКs). В частности, 
согласно с 
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где ksfff xxll   ,,,,,,,  – параметры исходного 

контура согласно ГОСТ 15023-76 [8];  
R  – радиус колеса;  
r  – радиус шестерни;  
  – угол наклона зуба. 

 
   
  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 3 – Зацепление шестерни и колеса 

При r = r1 имеем тот угол 
*** (4), на который 

необходимо повернуть НПs, чтобы номинальная точка 
контакта профиля головки зуба шестерни вошла в кон-
такт с соответствующей ей точкой инструментальной 

рейки. В этом положении НПs точка 1fsW  – точка пере-

сечения нормали, проведенной к дуге эллипса ИКs че-
рез номинальную точку контакта на ножке зуба ин-
струментальной рейки – является искомым мгновен-
ным центром относительного движения инструмен-
тальной рейки и заготовки. 

Ранее системой (1) с учетом (2) и (3) при r = r1 за-
писывалось уравнение торцового профиля головки 

зуба шестерни в системе координат 
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Подставляем (1) в (6). В итоге получаем уравнение 
торцового профиля головки зуба шестерни в с.к. х1О1у1: 
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Аналогично проводя рассуждения, находим взаи-
мосвязь системы координат х2О2у2и хОу (здесь О2=О – 
центр начальной окружности): 
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Естественно полагать, что прямые О1х1 и О1у1 за-
дают одну и ту же плоскость, что и прямые О2х2 и О2у2. 

При этом с.к. х1О1у1 и х2О2у2 взаимосвязаны сле-
дующим матричным равенством: 
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где [О1 О2] = r1 + r2 = aw – межосевое расстояние. 
В рассмотренной схеме наряду с неподвижными 

с.к. х1О1у1 и х2О2у2 введем подвижные с.к. х11О1у11 и 
х22О2у22, связанные с профилями зуба шестерни и ко-

леса соответственно. В момент контакта 1fsN  с 2asN  

система координат х11О1у11 совпадает с с.к. х1О1у1, а си-
стема координат х22О2у22 с х2О2у2. Этот момент считаем 
началом отсчета угла поворота φ1 шестерни относи-
тельно неподвижной с.к. х1О1у1. Пусть 12  u  – угол 

поворота второго колеса, где u – передаточное отноше-
ние (u < 0). 

Тогда матричные равенства 
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показывают взаимосвязь с.к. х1О1у1 с х11О1у11 и х2О2у2 с 
х22О2у22. 

Уравнение торцового профиля головки зуба ше-
стерни (7) перепишем в виде 
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Подставив в (9) выражение (11), а затем (9) в (12), 
преобразуя, получим в координатном виде: 
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Для дальнейшего изложения примем понятие ак-
тивного профиля зуба колеса, как сочетание двух ак-
тивных участков профиля ножки и головки зуба. Ниже 
для краткости будем называть профилем зуба колеса 
его активный профиль, т.к. в решении вопроса об ин-
терференции существенной роли нерабочий участок 
(переходная кривая между профилями головки и 
ножки зуба колеса) не играет. 

Для нахождения интерференции выше получены 
уравнения участков профилей АА зуба колеса (8) и ВВ 
зуба шестерни (7), как функции от параметров ИК и по-
лярного угла αs, который берется на ИКs специальным 
образом. Сейчас же покажем, как с использованием 
этих формул решать задачу о нахождении пересечения 
профилей, т.е. задачу о наличии интерференции. С этой 
целью запишем, что 
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Параметрический вид участка АА в с.к. х11О1у11 и 
соответственно участка ВВ в с.к. х2О2у2. 
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Согласно (13), запишем (15) в с.к. х11О1у11 
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Или, для краткости, 
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Тогда в с.к. х11О1у11 мы будем иметь (рис. 4) непо-
движный участок АА, согласно (14) и подвижный уча-
сток ВВ (с изменением φ1) согласно (16). 

Участок АА профиля зуба первого колеса пред-
ставляет собой функцию, т.е. каждому значению оси 
абсцисс соответствует единственная ордината. Анало-
гичный случай можно наблюдать и с участком ВВ. При 
каких-то двух текущих углах φ1 АА и ВВ будут касаться 
(в частности φ1=0 соответствует этому случаю). Если же 
существует такой поворот φ1

к первого колеса, когда АА 
и ВВ пересекаются, то часть ВВ будет находиться 
"ниже", чем соответствующее по равным аргументам 
подмножество точек множества АА (рис. 4). 

 
Рис. 4 – Геометрическая интерпретация 

метода обкатки 

Например, точки 2М  и 1М  имеют одинаковый 

аргумент 11х , но ордината 2М  меньше, чем у 1М , т.е. 

2М  находится "ниже" 1М . В соответствии с этим 
строим алгоритм определения пересечения профилей. 

По заданному уравнению (14) дуги АА профиля 
зуба шестерни находим отрезок [А11А11] оси абсцисс, 
как проекцию дуги АА на О1х11. На нем с шагом Δ от-
мечаем узловые точки х11

i: 

 i
i xх  0

1111 , (17) 

где 
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По 
iх11  согласно (14) находим ординату iy11 (на АА) 

 ))(()на( 11
1

111211
ii xffAAy  ; (19) 

 ))(( 11
1

1112
ii

s xff  . (20) 

Находим численно с использованием метода по-
ловинного деления применительно к уравнению 

 sfх  1111  системы (14). 

Рассмотрим дискретный угол поворота φ1 колеса: 

 jj  0
11 , (21) 

где 2/0
1  ; 

δ – угол поворота (в радианах); 
j = 0,1,2,3,…n (n определяется согласно условию 

zn /1  ). 

Диапазон изменения угла поворота φ1 ]2/;2/[   

достаточен, так как вне этих границ заданная пара тор-
цовых профилей (зуба шестерни и зуба колеса) не пе-
ресекаются даже теоретически. 

По х11
i  согласно (16) находим ординату у11

i (на ВВ) 

 ))(()на( 11
1

212211
ii xffBBy  ; (22) 

 ))(( 11
1

2122
ii

s xff  , (23) 

находим аналогично численно с использованием ме-
тода половинного деления применительно к уравне-

нию  sfх  2111  системы (14). 

Тогда необходимое и достаточное условие нали-
чия интерференции в цилиндрических передачах Нови-
кова ДЛЗ выражается строгим неравенством: 

 )на()на( 1111 AAyBBy ii  , (24) 

где i – определяется по (18). 

Выводы. Разработан алгоритм, позволяющий по 
заданным параметрам исходного контура фрезы и 
начальным параметрам определить наличие интерфе-
ренции для цилиндрических передач Новикова с двумя 
линиями зацепления, нарезанных методом обкатки. 
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УДК 621.825.5/.7 

В. А. НАСТАСЕНКО 

ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ СИНТЕЗА СИСТЕМЫ КОМПЛЕКСНО-ОРИЕНТИРОВАННОЙ 
РАЗРАБОТКИ И ПРОИЗВОДСТВА ПРОДУКЦИИ (КОРПП) 

Робота відноситься до сфери проектування, виробництва та експлуатації продукції, зокрема – до розробки системних методів вирішення даних 
проблем. Проведено аналіз вихідних положень для вирішення даних проблем, який показав, що головним фактором є рівень потреби в новій 
продукції, створення якої може бути забезпечене при належному рівні розвитку економіки, науки, техніки і промислового виробництва. Крім того, 
поява нових запитів веде до виникнення проблеми, при вирішенні якої проявляється фактор часу для створення нових технологій і випуску нової 
продукції, а вона, в свою чергу, формує нові запити на більш високому рівні. Системна розробка нової продукції вимагає врахування усіх сфер її 
застосування або впливу, включаючи навколишнє середовище, соціально-економічну сферу та інші, в т.ч. – ноосферу, як елемент розвитку суспі-
льства. Комплексний підхід при розробці і виробництві продукції повинен охоплювати всі етапи її життєвого циклу, включаючи експлуатацію, 
ремонт і утилізацію. Розроблені структурні системи взаємозв'язків і алгоритми, які полегшують комплексне вирішення вказаних проблем. 

Ключові слова: системи розробки, виробництва, експлуатації, ремонту та утилізації продукції. 

© В. А. Настасенко, 2016
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Работа относится к сфере проектирования, производства и эксплуатации продукция, в частности – к разработке системных методов решения 
данных проблем. Проведен анализ исходных положений для выполнения данных работ, который показал, что главным фактором является 
уровень потребности в данной продукции, создание которой может быть обеспечено при надлежащем уровне экономики, развития науки, 
техники и промышленного производства. Кроме того, появление новых запросов ведет к возникновению проблемы, при решении которой 
проявляется фактор времени для создания новых технологий и выпуска новой продукция, а она, в свою очередь, формирует новые запросы 
на более высоком уровне. Системная разработка новой продукции требует учета всех сфер ее применения или воздействия, включая окружа-
ющую среду, социально-экономическую сферу и другие, в т.ч. – ноосферу, как элемент развития общества. Комплексный подход при разра-
ботке и производстве продукции должен охватывать все этапы ее жизненного цикла, включая эксплуатацию, ремонт и утилизацию. Разрабо-
таны структурные системы взаимосвязей и алгоритмы, облегчающие комплексное решение указанных проблем. 

Ключевые слова: системы разработки, производства, эксплуатации, ремонта и утилизация. 

The work done is related to the sphere of design, manufacture and operation of products in particular to the developments of system methods of solving 
the problems mentioned above/ The analysis of initial conditions for solving these problems was made, it showed that the main factor is the level of 
demands for new products the creation of which can be provided by the appriate level of the economic development, the development of science, 
engineering and industrial production decides, the appearance of net demands leads to the appearance of problems to solve which there become apparent 
the factor of time for developing new technologies and output of new products, and it in its turn shapes new demands on a more advanced level system 
development of new products calls for taking in to account all spheres of its their application or influence including environment, social, economic sphere 
and others as well as Noosphere as an element of society’s development. Complex approach to the development and production of products must embrace 
all stages of their life cycles including operation, maintenance and utilization. Structural systems of inter relation and algorithms were developed to 
facilitate complex solution of given problems which include the application of system methods of searching new engineering solutions – the algorithm 
of solving inventive tasks (ASIT), at the stage of development as well as functional and cost analysis (FCA), morphological analysis and synthesis and 
others. It was shown that for fundamentally new products the acc0nting at the stage of designing the conditions of operation maintenance and utilization 
is problematic. To remove given drawback it was suggested to analyze main functions performed by products and condition of the operation as well as the 
experience of operation of similar products including previous generations. The most effective technologies are considered function-oriented technologies  
(FOT) taking into account the conditions of operation of products on macro-. Micro- and nano- levels. To increase maintainability and important factor is to 
decompose into components, assembly parts and units. The complex of the enumerated systems make up the basis of the CODPP system suggested. 

Keywords: systems of development, manufacture, operation, maintenance and utilization of products. 

Введение. Работа относится ко всем сферам 
народного хозяйства, связанным с проектированием, 
производством и эксплуатацией объектов техники, к 
которым относятся технические системы и технологии 
их производства. Технический прогресс в этих сферах 
требует постоянного их совершенствования, которое 
наиболее полно может быть обеспечено только на базе 
системных принципов принятия решений, главной осо-
бенностью которых является переход от спонтанно воз-
никающих идей и решений к их упорядоченному мно-
жеству, формируемому на базе формализованных алго-
ритмов действий и правил их преобразования. 

Разработка и развитие высокоформализованных 
методов принятия решений в области создания и про-
изводства новых технических систем является актуаль-
ной и важной задачей, обусловленной ростом потреб-
ностей повышении благосостояния общества, на кото-
рое, в свою очередь, влияет ряд основных факторов: 
рост народонаселения Земли, уменьшение природных 
ресурсов и ухудшение экологии. Таким образом, необ-
ходимо комплексное решения данных проблем, по-
скольку от него зависит будущее развитие общества, а 
в конечном итоге – жизнь человечества. 

 

Анализ состояния проблемы, выбор цели и за-
дач работы. Разработке и развитию системных мето-
дов для создания объектов техники уделяется большое 
внимание. Наибольшее их количество (более 1000) со-
здано для решения изобретательских задач, среди кото-
рых наиболее сильными признаны: АРИЗ (алгоритм ре-
шения изобретательских задач) [1], ФСА (функцио-
нально-стоимостной анализ) [2], метод эволюционного 
анализа [3], метод морфологического анализа и синтеза 
[4] и ряд других [5]. В области технологий, кроме типо-
вых [6], наиболее широкое распространение получили 
групповые [7], модульные [8], функционально-ориенти-
рованные (ФОТ) [9], и ряд других [10]. 

Важной особенностью ФОТ является развитие 
вглубь по 7-ми уровням иерархических подмножеств 
исполнительных элементов: 1) уровень изделия; 2) уро-
вень частей изделия (сборочных единиц); 3) уровень де-
талей; 4) уровень рабочих зон детали; 5) уровень макро-
зон в рабочих зонах; 6) уровень микрозон; 7) уровень 

нанозон [9]. На всех указанных уровнях выделяют со-
ставляющие исполнительные (функциональные) эле-
менты, воздействие на которые во всех технологиче-
ских операциях строго дифференцировано в зависимо-
сти от функциональных особенностей эксплуатации 
этого участка, что создаёт возможность полной адапта-
ции всего изделия и его участков к общим и локальным 
особенностям их эксплуатации и обеспечивает макси-
мальный потенциал их возможностей [9]. 

Однако в ФОТ не учтен весь жизненный цикл из-
делий [11, 12], а лишь его часть – производство и экс-
плуатация, что является существенным недостатком, по-
скольку этот цикл должен дополнительно включать 
комплекс взаимосвязанных между собой этапов: про-
ектирования, конструирования, ремонта и утилизации, 
для которых важно использование методов [1–5], не-
учтенных в ФОТ. 

Устранение указанных недостатков является глав-
ной целью выполняемой работы. Ее научную новизну 
составляет синтез научных основ комплексно ориенти-
рованной разработки и производства продукции 
(КОРПП) на базе системных методов. 

Главными задачами работы являются: 
1. Систематизация принципов КОРПП на исходном 

и конечном этапах создания объектов техники; 
2. Систематизация принципов КОРПП на этапах 

проектирования и конструирования объектов техники; 
3. Систематизация принципов КОРПП на этапах 

производства объектов техники; 
4. Систематизация принципов КОРПП на этапах 

эксплуатации, ремонта и утилизации объектов техники. 
 

Принципы синтеза и применения КОРПП на 
этапе выбора исходных данных. Базой является опре-
деление общественно-социальной потребности в про-
дукции и технико-экономических возможностей ее 
производства, обусловленных технико-экономическим 
уровнем развития общества, в рамках лепестковой 
структурной схемы, показанной на рис. 1, которая поз-
воляет добавлять в нее, при необходимости, новые си-
стемные структуры-лепестки. 

Основными факторами при этом являются: 
1. Уровень потребления (запросы и возможности); 
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2. Уровень экономики (запросы и возможности); 
3. Уровень науки (запросы и возможности); 

4. Уровень техники (запросы и возможности); 
5. Уровень производства (запросы и возможности). 

 
Рис. 1. – Многолепестковая обобщенная структурная модель макросистемы технико-экономического развития общества 

Только учет всех этих факторов обеспечивает воз-
можность успешного производства новых объектов тех-
ники. При этом влияние основных факторов является не 
только комплексным, но и взаимным, поскольку новые 
запросы требуют развития новых возможностей, а новые 
возможности – позволяют расширить комплекс запросов, в 
т.ч. в социально-культурной и общественно-политической 
сферах, отвечающих всем требованиям реальной жизни. 

Данная структурная схема наглядно показывает 
главенствующую роль общественного потребления 
(что умалялось в бывшем СССР), обеспечиваемого 
уровнем экономики и производства, развитие которых 
невозможно без развития науки и техники. При этом на 
научной основе определяется роль правительства и ор-
ганов государства – они должны удовлетворять рост 
потребностей общества за счет развития экономики и 
производства на базе развития науки и техники.  

Оценка состояний в предлагаемой системе: 
1) Как прогресс Пi 

j оценивается состояние (1), когда 
запросы Зi 

j превышают возможности Вi 
j, поскольку 

именно растущие запросы являются стимулом развития 
(что также наглядно вытекает из представленной схемы); 

2) Как стагнация Сi 
j оценивается состояние (2), 

когда запросы Зi
j соответствуют возможностям Вi

j, что 
способствует застою развития; 

3) Как регресс Рi 
j оценивается состояние (3), ко-

гда возможности Вi 
j превышают запросы Зi 

j, но так и 

остаются невостребованными, что также наглядно вы-
текает из представленной схемы, если Зi 

j и Вi 
j в ней 

меняются местами. 
4) Когда запросы i-й системы к j-й входят в рамки 

возможностей j-й системы по отношению к i-й, воз-
можно быстрое решение проблемы Бр п  (4). 

5) Когда запросы i-й системы к j-й выходят за 
рамки возможностей j-й системы по отношению к i-й, 
возникает проблема или дополнительный запрос ΔЗi 

j, 
усиливающий потребность прогресса проблемной мак-
росистемы (5). 

 

j
i

j
i

j
i ПВЗ  ;    (1)                

j
i

j
i

j
i СВЗ  ;   (2) 

j
i

j
i

j
i РВЗ  ;   (3)                рпБВЗ  j

i
j

i ;      (4) 

  
j

i
j

i
j

i ЗВЗ  .  (5) 

При этом во всех случаях развитие запросов Зi
i 

внутри системы – автоматически обеспечивает развитие 
отношений (показанных стрелками взаимных связей). 
Размеры лепестков отражают уровень развития данной 
макросистемы. Идеальный вариант – сбалансированное 
состояние всех макросистем (размеров лепестков). 
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Лепестковая структурная схема рекуррентной по-
следовательности основных этапов процесса развития 
элементов макросистем показана на рис. 2 

 
Рис. 2 – Лепестковая схема рекуррентной последовательно-

сти основных этапов развития элементов макросистемы 

Схема позволяет ввести в нее новый элемент – 
фактор времени Ft, который будет тем меньше (увели-
чение и уменьшение факторов показано стрелками), 
чем выше запросы общества на решение возникшей 
проблемы и выше уровень развития экономики, науки, 
техники и производства. Здесь не учтены социально-
культурные факторы, выходящие за рамки выполняе-
мых в данной работе исследований. 

Анализ гиперболоидных червячных фрез [13], в рам-
ках предлагаемых схем показал, что их основные преиму-
щества: повышение точности до 1-й степени и повыше-
ние производительности зубообработки в 4-5 раз, на со-
временном уровне технико-экономического развития об-
щества не могут быть востребованы. Объясняется это 
тем, что такая же точность может быть получена на уни-
версальных станках с ЧПУ более простыми и дешевыми 
концевыми инструментами, а повышение производитель-
ности играет важную роль при росте производства до объ-
емов крупносерийного, тогда как реальная потребность в 
колесах такой степени точности пока ограничена единич-
ным производством. Поэтому внедрение гиперболоидных 
червячных фрез может быть эффективным лишь тогда, ко-
гда совокупные затраты на их изготовление, эксплуатацию 
и на процесс зубообработки на специальных зубофрезер-
ных станках с ЧПУ, будут меньше совокупных затрат на 
концевой инструмент и на процесс зубообработки единич-
ным делением на универсальных станках с ЧПУ, которые 
могут использоваться для обработки других изделий. 

В случае обработки зубчатых колес более низких 
степеней точности, которая может быть обеспечена бо-
лее дешевыми цилиндрическими фрезами на типовых 
зубофрезерных станках, внедрение гиперболоидных 
червячных фрез также может быть эффективным лишь 
при меньших совокупных затратах на их изготовление, 
эксплуатацию и на зубообработку на специальных зу-
бофрезерных станках с ЧПУ, что также возможно лишь 
при крупносерийном производстве. Однако при этом 

требуются значительные начальные инвестиции, на ко-
торые способна экономика только промышленно разви-
тых стран мира, что проблематично в Украине. 

Таким образом, внедрение гиперболоидных чер-
вячных фрез отодвигается в отдаленное будущее, что 
требует пересмотра стратегии их создания. Более про-
стым может быть внедрение гиперболоидных червяч-
ных передач, как переходный этап к внедрению фрез, 
что является важным и полезным результатом анализа с 
учетом разработанных структурных схем. 

 

Принципы синтеза и применения КОРПП на 
этапе получения конечных результатов. Их основу 
составляет единый комплекс проблем на 4-х уровнях: 
Природа и экология (биосфера, атмосфера, геосфера); 
Общество (социально-культурная сфера, сфера эконо-
мики); Техника и технологии (техносфера), Человек и 
Вселенная (ноосфреа); влияющие друг на друга, струк-
турная схема которых показана на рис. 3. 

Чем в большем количестве сфер будет получен ко-
нечный результат, тем выше уровень создаваемых объ-
ектов техники. Например, в работе [14] рассмотрены не 
только конечные продукты – высокоэкономичные и 
технологичные неперетачиваемые твердосплавные ре-
жущие пластины, уменьшающие вред окружающей 
среде, но и творческие процессы их создания в рамках 
систем искусственного интеллекта, что является важ-
ной проблемой для развития ноосферы человека. 

 
Рис. 3 – Макросистема конечных результатов создания 

объектов техники 

Принципы синтеза и применения КОРПП на 
этапах проектирования, конструирования и произ-
водства. Их основу составляет единый комплекс про-
блем, охватывающий все этапы жизненного цикла объ-
ектов техники, система которых показана на рис. 4. 

В данной схеме проектирование, конструирование 
и производство представляют триединое ядро с общей 
переходной зоной, поскольку все эти этапы взаимно вли-
яют друг на друга. Именно они определяют второй три-
единый комплекс этапов жизненного цикла объектов тех-
ники – эксплуатацию, ремонт и утилизацию, как конеч-
ный продукт или оболочку этого ядра. 
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Рис. 4 – Обобщенная структурная схема жизненного цикла 

объектов техники и их взаимного влияния 
 

Учет всех этих этапов и проблем обязателен для 
любых объектов техники. Кроме того, каждый такой 
этап имеет свою иерархическую структуру. Например, 
проектирование включает – замысел, поиск аналогов и 
выдвижение новых идей (уровень которых зависит от 
сложности решаемых задач [15], компетентности и креа-
тивности разработчика), синтез общих компоновок и 
схем, выбор методик расчета, которые постоянно кор-
ректируются с учетом реальных условий разработки, из-
готовления и эксплуатации объектов техники. При 
этом неудачный для их эксплуатации проект, например, 
рабочих поверхностей, лишь частично могут исправить 
технологические приемы ФОП при их производстве. 

По целям проектирование разделяют на текущее и 
перспективное, но для повышения его уровня нужна 
направленность на комплексное обеспечение всех эта-
пов жизненного цикла. Результаты проектирования 
разделяют также по типу отображения объекта – на 
описательное, чертежное, объемное, и т.д. 

Конструирование оказывает большое влияние на 
процесс изготовления, ремонта и утилизацию за счет 
расчленения объекта техники на детали и сборочные 
единицы 1-го и более высоких порядков. Однако при 
этом чаще всего приходится решать не только задачи 
оптимизации исходных и конечных параметров, но и 
выбирать компромиссные решения в противоречивых, 
что целесообразно выполнять системными методами, 
из которых наиболее эффективным признан АРИЗ [1]. 

Для принципиально новых объектов техники все 
указанные проблемы являются острыми. При этом в 
КОРПП необходимо учитывать не только комплексы 
функциональных технологических и экономических 
критериев, но и социальных, как это было предложено 
в работе [3] проф. А. И. Половинкиным. Все указанные 
комплексы факторов должны обеспечивать стратегию 
наивысшей экономичности и экологичности на всех 
этапах жизненного цикла объектов техники, что сводит 
систему КОРПП к проблемной. 

Общая структурная схема КОРПП на этапе проек-
тирования, показана на рис. 5. 

Традиционно проблемное проектирование и про-
изводство объектов техники выполняют по следующей 
схеме: 1) необходимо увидеть проблему: 2) суметь ее 
проанализировать: 3) знать возможные пути решения 
проблемы и известные для этого способы; 4) преодо-
леть инерцию мышления при выдвижении идей и по-
иске новых решений. 

В КОРПП методы поиска новых решений усилены 
методами АРИЗ, ФСА, морфологического анализа и др., 
которые рекомендуется применять в комплексе. Они мо-
гут привести даже к таким решениям, которые парадок-
сальны с привычной точки зрения, поэтому, чтобы их по-
нять и оценить, требует преодоления инерции мышления. 

Успешное решение задачи проектирования должно 
сочетаться с условиями производства объектов техники, 
в котором предпочтительно использование системы 
ФОП и других прогрессивных технологий, созданных 
в работах [6–9]. Поскольку в них вопросы производства 
решены достаточно полно, поэтому в данной работе 
они подробно не рассматриваются 

 

Принципы синтеза и применения КОРПП с 
учетом этапов эксплуатации, ремонта и утилизации. 
Основная задача проектирования и производства про-
дукции – обеспечить наилучшие условия ее эксплуата-
ции, ремонта и утилизации, что при выпуске принци-
пиально новых систем затруднено. Решить эту задачу 
формализованным путем можно при анализе их функ-
ционального назначения и накопленного опыта эксплуа-
тации предыдущих и подобных систем. При этом опыт, 
накопленный в наиболее прогрессивных отраслях про-
мышленного производства (авиастроения, судострое-
ния, автомобилестроения, приборостроения и др., в ко-
торых разработанные изделия эксплуатируются длитель-
ное время), показывает, что любая созданная новая кон-
струкция или система, как технический комплекс, ре-
шающий изначально поставленную задачу на базе от-
личных, хороших, компромиссных и проблемных идей 
и их технических решений и воплощений, дорабатыва-
ется далее конструктивно и технологически, не только 
для устранения имеющихся в них недостатков, но и для 
решения ими новых задач, вытекающих из реальных 
условий и потребностей эксплуатации данных систем. 

Неопределенность принципов формализации на 
этих этапах КОРПП – снижается по мере накопления 
опыта эксплуатации, ремонта и утилизации новых си-
стем. Однако данные проблемы снижаются также для 
ранее конструктивно отработанных систем и изделий, в 
первую очередь – унифицированных, что требует увели-
чения их доли во вновь создаваемых объектах техники. 

Один из эффективных примеров необходимости 
учета всех этапов жизненного изделий – связан с про-
изводством, эксплуатацией и утилизацией полимерных 
материалов, не разлагающихся в почве сотни лет, что в 
итоге привело к включению на этапе производства в их 
состав добавок, ускоряющих данный процесс. Другой 
пример относится к ядерной энергетике, которая счита-
ется одним из наиболее дешевых видов энергетики. Од-
нако учет потребности захоронения не только вредных 
отходов топлива (десятки тонн), но и отслуживших 
свой срок ядерных реакторов (сотни тонн), а также 
ставшей радиоактивной их бетонной обшивки (тысячи 
тонн), существенно изменяет картину. 

Выводы: 
1. Наиболее эффективными являются системные 

принципы разработки и производства объектов тех-
ники, охватывающие все этапы их жизненного цикла: 
проектирование, конструирование, производство, экс-
плуатацию, ремонт и утилизацию. 

2. В современном условиях наиболее полно си-
стемный подход в производстве объектов техники реали- 
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зуют функционально-ориентированные технологии 
(ФОТ), однако они не учитывают всех этапов жизнен-
ного цикла технических систем, в частности – их ре-
монта и утилизации. 

3. Предлагаемая система комплексно-ориентиро-
ванной разработки и производства продукции (КОРПП) 
– базируется на принципах ФОТ, но отличается от нее 
тем, что охватывает все этапы жизненного цикла изде-
лий, с использованием на каждом этапе системных ме-
тодов поиска новых технических решений: морфологиче- 

ского анализа и синтеза, АРИЗ, функционально-стои-
мостного анализа и поэлементного проектирования. 

4. Предлагаемые алгоритмы и схемы облегчают 
процесс разработки новых технических систем на всех 
этапах, включая выбор объекта и задач его развития, 
проектирование и конструирование, в т.ч. при недо-
статке сведений о входящей, промежуточной и выходя-
щей информации, что усиливает известные методы раз-
работки новой техники и технологий. 

 
Рис. 5 – Структурная система основных этапов и элементов проектирования в КОРПП 
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УДК 621.9.04  

А. С. ОБАЙДИ, В .П. ЯГЛИНСКИЙ, Г. В. КОЗЕРАЦКИЙ, Н. Н. МОСКВИЧЕВ 

КИНЕМАТИКА ШТАНГ ПОЛНОПРАВНОГО ТРЕНАЖЕРА-ГЕКСАПОДА  

Розроблені математичні моделі кінематичних параметрів штанг гексапода при відпрацюванні платформою складного маневру. На основі по-
ступальних рівнянь руху полюса і обертальних рухів по кутах Ейлера-Крилова сформований рух платформи гексапода. Моделювання траєк-
торії-тангажа платформи виконане на основі позиційно-координатного управління. Рух кожної штанги гексаподу навколо нерухомої осі пред-
ставлений зміною двох кутів Ейлера. Встановлені залежності кутових швидкостей і кутових прискорень штанг у вигляді проекцій на нерухомі 
осі координат і на осі, пов'язані з штангами. Обчислення для типової конструкції авіатренажера фірми "Антонов" підтвердили можливість 
отримання кінематичних параметрів штанг гексапода при виконанні маневру типу тангаж. Встановлені граничні значення акселераційних 
навантажень на екіпаж при максимальних допустимих кутах тангажу платформи тренажера-гексапода. 

Ключові слова: мобільні машини, тангаж, маневр, акселераційне навантаження, платформа. 

Разработаны математические модели кинематических параметров штанг гексапода при отработке платформой сложного маневра. На основе 
поступательных уравнений движения полюса и вращательных движений по углам Эйлера-Крылова сформировано движение платформы гек-
сапода. Моделирование траектории-тангажа платформы выполнено на основе позиционно-координатного управления. Движение каждой 
штанги гексапода вокруг неподвижной оси представлено изменением двух углов Эйлера. Установлены зависимости угловых скоростей и 
угловых ускорений штанг в виде проекций на неподвижные оси координат и на оси, связанные с движущимися штангами. Вычисления для 
типовой конструкции авиатренажера фирмы "Антонов" подтвердили возможность получения кинематических параметров штанг гексапода 
при выполнении маневра типа тангаж. Установлены предельные значения акселерационных нагрузок на экипаж при максимальных допусти-
мых углах тангажа платформы тренажера-гексапода. 

Ключевые слова: мобильные машины, тангаж, маневр, акселерационная нагрузка, платформа. 

Is considered the movement of the full exercise machine-hexapod on which platform the exact copy and visual system of the modern vehicle is placed. 
The developed mathematical model of the kinematic parameters of hexapod rods when developing a platform of a complex maneuver type of pitch. On 
the basis of the translational equations of motion of poles and rotational motions on the angles of Euler-Krylov's is formed by the movement of the 
platform hexapod. Simulation of the trajectory of the pitch of the platform is made on the basis of the control  position coordinates. The motion of each 
rod hexapod around a fixed axis represented by the variability of the two Euler angles. Installed the dependences of angular velocities and angular 
accelerations of the rods in the form of projections on the fixed axes and on the axis associated with moving rods. Modeling the trajectory of a complex 
maneuver the simulator in the form of side drifts. Is made calculations for a typical design of simulators the company "Antonov" confirmed the possibility 
of obtaining kinematic parameters of hexapod rods when performing a maneuver of the type of pitch. Installed limit values of acceleration loads on the 
crew during maximum angles of pitch of the platform of the simulator hexapod. 

Keywords: mobile machines, pitch maneuver, acceleration, platform. 

 

Введение. Для принятия быстрых решений по 
удержанию курса и мгновенных реакций по изменению 
движения мобильных транспортных объектов необхо-
дима тщательная подготовка экипажа. Наибольшее рас-
пространение тренажерные технологии получили там, 
где ошибки при обучении на реальных объектах приво-
дят к чрезвычайным последствиям, а их устранение – к 
большим финансовым затратам. Поэтому задача иссле-
дования кинематики звеньев тренажера-гексапода, ими-
тации процесса управления приводными устройствами, 
осуществляющими движение кабины тренажера, явля-
ется актуальной проблемой. Решение проблемы всесто-
ронней подготовки экипажей мобильной техники к дей-
ствию в чрезвычайных ситуациях требует создания и со-
вершенствования систем моделирования движения ММ 
при различных условиях маневрирования. В настоящее 
время существует приблизительно 1250 Полных трена-
жеров полета (FFS) во всем мире для эксперименталь-
ного обучения в Коммерческом Воздушном транспорте 
(САТ), из которых приблизительно 550 находятся в 
США, 75 в Великобритании, 60 в Китае, по 50 в Герма-
нии и Японии, и 40 во Франции. Из них приблизительно 
450 были сделаны компанией CAE (рис. 1), главным об-
разом на Монреальском предприятии, приблизительно 
380 производства Thales и его компаньонов и приблизи-
тельно 280 – Flight Safety International [1]. Исследования 
прямой и обратной задач кинематики платформ, рабочей 
зоны и сингулярности выполнены в работах Merlet J., 
Bonev I., Liu X-J., Wang J. [2, 3, 4].  

Матричные методы расчета МПС представлены в 
работах Reza N. Jazar [5]. Заслуживают внимания до-
стижения в исследованиях конструирования МПС 

Ю. Н. Кузнецова, Д. А. Дмитриева [6, 7]. Вопросы ки-
нематики МПС в составе индустриальных платформ 
рассмотрены в работах Lenarces J., Bajd T., Stanisic M. 
[8]. В настоящее время известны работы по кинематике 
и повышению подвижности платформ комбинирован-
ного модульного тренажера-гексапода, в которых вы-
полнены исследования уровня акселерационной 
нагрузки на экипаж [9, 10, 11]. 

 

Рис. 1 – "Полноправный" современный авиасимулятор 
компании CAE (Канада), http://www.cae.com/ 

Однако, в известных исследованиях кинематики гекса-
пода движения штанг не рассматриваются и полностью 
отсутствует методология исследования их кинематиче-
ских параметров. Кинематические параметры штанг гек-
сапода необходимы не только для определения ориента- 
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ции гексапода, но и для решения задач динамики при ис-
следовании уровней нагружения тренажера.  

Методология. Динамическая платформа совре-
менного компоновка тренажера экипажей мобильных 
машин формируется на основе платформы Стюарта, 
имеет минимум 6 степеней свободы и представляет со-
бой систему из подвижной платформы (ПП) 1 и непо-
движной стойки (базиса) 2 (рис. 2). 

Шесть карданных 4 шарниров iA  на стойке и 

шесть сферических 5 шарниров iB  ПП соединены ше- 

стью подвижными звеньями (штангами) 3 переменной 
длины iiBA . Движение ПП тренажера-гексапода в не-

подвижном базисе 000 ZYOX  определено шестью неза-

висимыми параметрами: поступальными с полюсом 
ПП P  (координаты PPP zyx ,, ) и вращательными 

(углы Эйлера-Крылова  ,, ) [4].  

     
      








.;;

;;;

ttt

tzztyytxx PPPPPP
          (1) 

 

Рис. 2 – Схема поворотов ПП вокруг полюса Р и поворотов штанг гексапода вокруг шарнира iA  

Координаты центров шарниров iA  неподвижного 

базиса 000 ZYOX  и iB  платформы в подвижном базисе 

PPP ZYPX , связанном с платформой, при движении 

платформы не изменяются (рис. 2, 3) [4]: 

 iAiAiAi zyxA 0 ,  iziyix
P
i BBBB  , 6...1i . (2) 

Из геометрии расположения шарниров iA  опреде-

лены выражения для углов 










AR

AA

2
arcsin2 43

1
 и 

12 32  ; AR  и BR  – радиусы центров шарниров 

iA  и iB  соответственно. В соответствии с теоремой Эй-

лера о конечном перемещении твердого тела с одной 

неподвижной точкой платформу 1 из начального поло-
жения ZYXP   в конечное PPP ZYPX  можно переме-

стить тремя поворотами (рис. 2).  
 

Первый поворот вокруг оси ZP   на угол   с уг-

ловой скоростью 


 до положения 111 ZYXP  . Второй 

— вокруг линии узлов 1XP   на угол   с угловой ско-

ростью 


 до положения 21 ZYXP P  . Третий поворот во-

круг собственной оси ПП PPY  на угол   с угловой 

скоростью 


 до положения PPP ZYPX . С учетом мат-

риц преобразования координат получены выражения 
для координат центров шарниров iB  в неподвижной 

системе 000 ZYOX  в виде [4]: 
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  sin,cos,sin,cos,sin,cos scscsc . 

 
Рис. 3 – Схема расположения шарниров:  

карданных Ai и сдвоенных сферических Bi  

При движении тренажера штанги выполняют вра-
щательные движения вокруг неподвижного центра 
шарнира iA . Движение каждой і-ой штанги рассмот-

рено в своей неподвижной системе iiii ZYXA , ориента-

ция которой относительно базовой системы 000 ZYOX  

определена постоянными координатами центра шар-

нира  iAiAiAi zyxA ,,  и угловым положением i  от-

резка iOA  (рис. 2, 3).  









.35,2;25,2;25,1

;5,1;5,0;5,0

126125124

12312221  (4) 

Ось ii XA  сонаправлена с отрезком iOA . Оси вспо-

могательной промежуточной системы iiii ZYXA   парал-

лельны неподвижным базисным осям системы 000 ZYOX . 

ixyB  – проекция шарнира iB  на плоскость 00YOX . С каж-

дой і-той штангой iiBA  связано свою подвижную си-

стему iiiiA  , которая вращается вокруг неподвижного 

шарнира iA  вместе с штангой. Положение подвижных 

осей iiiiA   относительно неподвижных iiii ZYXA  

определено углами i  и i . Шарнир iA  является кардан-

ным и поворот штанги относительно продольной оси 

iiA   невозможен. В начальном положении ( 0i  и 

0i ) оси систем iiiiA 000   и iiii ZYXA  совпадают, 

штанги занимают горизонтальное положение ii BA 0  (в 

плоскости 00YOX ) перпендикулярно iOA .  

Первый поворот выполнен вокруг неподвижной 
оси iiZA  на угол прецессии i  с угловой скоростью 

i1


 и второй – вокруг линии узлов (оси iiA  ) на угол 

i  с угловой скоростью i2


. После первого поворота 

ось iiA   занимает окончательное положение, ось iiA 1  

и штанга iiBA 1  – промежуточные.  

После второго поворота на угол i  оси системы 

iiiiA   и штанга ii BA  занимают окончательное поло-

жение. Координаты центра шарнира 
iB  в своей (мест-

ной) неподвижной системе координат iiii ZYXA  опреде-

лены при известных координатах (3) в системе 

000 ZYOX  с помощью матриц преобразования коорди-

нат: перенос начала координат О в точку iA  и поворот 

осей на угол i .  

После преобразования координаты центра шар-
нира iB  в системе iiii ZYXA  обозначены в виде 

 iiii zyxB ,, . В результате получено 
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Из геометрии перемещений определены тангенсы 
углов поворотов i  и i  из прямоугольных треуголь-

ников xyiii BBA   и ixyii BBA  (рис. 3). 
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где ih  – горизонтальная проекция штанги ii BA :  

           iiyxiii yBAh  cos .                   (7) 

Для определения угловых скоростей поворотов 
штанг формулы (6) удобно записать в виде 

iii xy tg ;   iii zh tg .                    (8) 

После дифференцирования (8) по времени полу-
чены выражения для угловых скоростей составляющих 
вращений штанг 
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          (9) 

Точками сверху обозначено дифференцирование 
по времени. 

Умножив обе части равенств (9) на знаменатели и 
продифференцировав по времени, получены выраже-
ния для компонентов угловых ускорений штанг гекса-
пода в виде 
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где  
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   (11) 

В результате двух вращений вектор угловой ско-
рости і-той штанги  

iii 21 


.                            (12) 

Проецируя обе части равенства на неподвижные 
оси  координат iiii ZYXA  (рис. 2), найдено 

iiziiiyiix   ;sin;cos ; 

iiiiiiii kji









 sincos .              (13) 

Дифференцируя (13) по времени, найдено вектор 
углового ускорения і-той штанги 

iziiyiixii kji


 ,                      (14) 

где  
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                 (14) 

Модули угловой скорости и углового ускорения  

 2

1
22
iii   ;  2

1
2222
iiiii   .   (15) 

Для задач динамики штанг гексапода необходимы 
проекции угловой скорости и углового ускорения на 
подвижные оси iiiiA  , связанные с i-ой штангой. 

Проецируя (13) и (14) на эти оси, получено 

 iiiiiiii   cos;sin;  .      (16) 
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 (17) 

Траектория тангажа тренажера-гексапода в плоско-
сти 00ZOX  смоделирована позиционно-координатным 

методом в виде дуги окружности радиусом R = 8,0 м с 
максимальным углом тангажа  300  [4]. Движение 

полюса платформы Р вдоль горизонтальной оси 
 txx PP   представлено позиционным управлением: 

задано начальное и конечное положения полюса Р 
платформы, максимальные значения скоростей, уско-
рений и рывка. Все остальные параметры движения 
определены координатным способом в соответствии с 
заданной траекторией маневра (рис. 4).  

Для расчетов приняты исходные данные типовой 
конструкции авиатренажера фирмы "Антонов К": 

AR  = 2,7 м; BR  = 2,45 м; 0h  = 1,3 м. Расчетами уста-

новлено, что максимальные значения угловых ускоре-
ний штанг превышают 15 с–2 (рис. 5). Графики измене-
ния ускорений дают представление о распределении 
моментов сил инерции по штангам гексапода.  

Заменяя в (2) координаты шарнира Bi на коорди-
наты центра тяжести оператора транспортного средства 

   4,100 zyx
P CCCC  и дифференцируя дважды 

по времени, найдено абсолютное ускорение центра С. В 
результате расчетов выявлено, что при выполнении 
платформой маневра типа "тангаж" с заданными пара-
метрами траектории уровень акселерационной нагрузки 
на экипаж превышает 2,3g (g – ускорение свободного па-
дения). Нормативное предельное значение акселераци-
онной нагрузки для пилотов соответствуют уровню 6g. 
Моделирование траекторий сложного маневра трена-
жера представлена на рис. 4. 

 

 

Рис. 4 – Траектория центра масс водителя ММ при выполнении сложного маневра: 1 – односторонний занос;  
2 – двухсторонний занос; 3 – одновременный двойной занос с движением по уклону 30 град (угол тангажа) 
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Уровень акселерационного воздействия на эки-
паж ММ характеризуется полным ускорением ас цен-
тра масс водителя (рис. 6). 

При определении уровня акселерационной нагрузки 
на экипаж базовым значением для ускорений принято 
10–4 м/с2. Результаты исследований свидетельствуют, 
что уровни воздействий на экипаж соответствует 
уровню возможных воздействий при осуществлении 
нормативных маневров ММ и способствует приобрете-
нию навыков вождения в экстремальных условиях. 

Подтверждена возможность моделирования слож-
ного маневра платформы тренажера при допустимой 
нагрузке на штанги гексапода. 

 

 
а 

  
б  

 
в 

Рис. 5 – Графики изменения проекций угловых ускорений 
штанг гексапода на подвижные оси: 

а – ξ, б – η, в – ζ;  
цифрами на кривых указаны номера 

штанг в соответствии с рис. 3  

 
а 

 
б   

Рис. 6 – График акселерационного воздействия на экипаж 
ММ при выполнении маневра типа "боковой занос":  

а – односторонний занос;  
б – двухсторонний занос с уклоном 30 град  

Выводы. Разработаны математические модели ки-
нематических параметров штанг гексапода при выпол-
нении платформой произвольного сложного маневра. 
Установлены зависимости угловых скоростей и угловых 
ускорений штанг в виде проекций на неподвижные оси 
координат и на оси, связанные с движущимися штан-
гами. Установлено, что при имитации на тренажере бо-
кового заноса без уклона (тангажа) водитель и экипаж 
испытывают акселерационные воздействия на уровне, 
не превышающем 45 дБ, а при выполнении тангажа (30 
град) совместно с двусторонним заносом – в среднем 
диапазоне 45…60 дБ. Представлен алгоритм исследова-
ния кинематики штанг гексапода. Вычисления для типо-
вой конструкции авиатренажера фирмы "АНТК Анто-
нов" подтвердили возможность получения кинематиче-
ских параметров штанг гексапода при выполнении ма-
невра типа тангаж. Отработан процесс определения ки-
нематических параметров штанг, необходимых для за-
дач динамики гексапода в целом.  
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УДК 621.833 

А. П. ПОПОВ, А. И. МИРОНЕНКО, О. И. САВЕНКОВ 

КОНТАКТНАЯ ПРОЧНОСТЬ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ С УЧЕТОМ ВЛИЯНИЯ ПЕРЕКОСОВ ЗУБЬЕВ 

Представлено матеріали по рішенню нової контактної задачі стосовно до зубчастих передач з урахуванням впливу перекосів зубів зубчастих 
коліс на їх контактну міцність. Рішення вказаної задачі виконано вперше на основі нової теорії контактної міцності, розробленої 
проф. О.П. Поповим. Знайдено розрахункові залежності для визначення максимальних контактних напружень в зубах, а також розмірів напі-
веліптичної площадки контакту. 

Ключові слова: зубчаста передача, перекос зубів, контакт, напруження, навантажувальна здатність, бочкоподібні зуби. 

Представлены материалы по решению новой контактной задачи применительно к зубчатым передачам с учетом влияния перекосов зубьев 
зубчатых колес на их контактную прочность. Решение указанной задачи выполнено впервые на основе новой теории контактной прочности, 
разработанной проф. А.П. Поповым. Найдены расчетные зависимости для определения максимальных контактных напряжений в зубьях, а 
также размеров полуэллиптической площадки контакта. 

Ключевые слова: зубчатая передача, перекос зубьев, контакт, напряжения, нагрузочная способность, бочкообразные зубья. 

The first contact problem is solved on the basis of a new contact strength of the theory developed by prof. A.P. Popov, in relation to the gear train, taking 
into account the effect of skewing the gear teeth on the strength of their contact. Found calculated according to the definition of the maximum contact 
stress in the teeth, as well as semi-elliptical contact area sizes. It is shown that in the conditions with respect to each other skew gear teeth and gear wheel 
transmissions carrying capacity the contact stresses unacceptably reduced. It was determined that in order to reduce the influence of said bias tooth gears 
on the performance necessary to form the straight side surfaces of the gear teeth to replace the curvilinear form with a constant radius of curvature. 

Keywords: gear, tooth misalignment, the contact stress, load capacity, barrel-shaped teeth. 

Постановка проблемы. Роль зубчатых передач 
исключительно велика в современном машиностроении. 
Однако расчет зубчатых передач на контактную проч-
ность по общеизвестной формуле Герца, полученной им 
применительно к расчетной модели контакта двух уп-
руго сжатых цилиндров, не затрагивает влияния на их 
работоспособность эксплуатационных факторов. 

Как показала практика эксплуатации зубчатых пе-
редач и анализ выполненных исследований упругие пе-
ремещения валов, на которых размещаются зубчатые 
колеса, оказывают отрицательное влияние на их рабо-
тоспособность. Так, например, от прогибов валов в зу-
бчатом зацеплении возникает концентрация нагрузки 
по длине зубьев. Однако наиболее опасным при этом 
являются углы взаимного наклона валов с расположен-
ными на них зубчатыми колесами, при которых имеют 
место перекосы зубьев в направлении их длины. 

В настоящее время отсутствуют какие-либо реко-
мендации по определению влияния перекосов зубьев 
на их контактную прочность, которая является опреде-
ляющим фактором при оценке эффективности зуб-
чатых передач с точки зрения их работоспособности. 
На основании вышеизложенного в рассматриваемой 
работе впервые, как уже указывалось, приводится ре-
шение контактной задачи применительно к перекошен-
ным относительно друг друга зубьям шестерни и ко-
леса на угол  в условиях их нагружения. 

 

Анализ последних исследований. Наиболее по-
лно исследования по данной проблеме, связанные с 
повышением работоспособности зубчатых передач, 
впервые на основе выполненных новых теоретических 
и технических решений изложены в [1-5]. 

 

Цель работы. Доказательство отрицательного вли-
яния на работоспособность зубчатых передач перекосов 
зубьев, вызванных упругими перемещениями валов, под-
твержденное решением новой контактной задачи. 

 

Изложение основного материала. При перекосе 
зубьев их линейный контакт при отсутствии нагруже-
ния перерождается в точечный, в связи с чем для опре- 

деления контактных напряжений необходимо решение 
пространственной задачи. При решении данной задачи в 
плоскости z0x в качестве расчетной модели контакта до на-
гружения выступает модель контакта двух упруго сжатых 
цилиндров 1 и 2 с радиусом кривизны 1 и 2 (рис. 1, а), а 
в плоскости z0y (рис. 2, а) в качестве расчетной модели 
контакта имеет место модель контакта полупространств 
1 и 2, ограниченных плоскостями.  

На рис. 1, б и 2, б приведены модели контакта ука-
занных расчетных моделей в плоскостях z0x и z0y по-
сле нагружения. 

 
Рис. 1 – Модель контакта зубьев в плоскости z0x: 

а – до нагружения; б – после нагружения 

Рассмотрим определение функций контактных де-
формаций, действующих в направлениях, перпендику- 
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лярных осям x и y. Функция контактных деформаций 
W(x) (рис.1) имеет вид [1, 2]: 

2
0

2

пр

2
0 1

ρ2
)(

b

xb
xW  ,                         (1) 

где b0 – полуширина площадки контакта; 
ρпр = ρ1·ρ2/(ρ2±ρ1) – приведенный радиус кривизны 
цилиндров, знак (+) применяется при внешнем, а 
знак (–) при внутреннем зацеплении зубьев. 

Для нахождения функций W(y) обратимся к рис. 2. 
Из данного рисунка, полагая cos = 1 ввиду малой вели-
чины угла перекоса , получим следующие выражения: 

S(bк) = bк; S(y) = y. 

где bк – ширина площадки в плоскости z0y. 

 
Рис.2 – Схематическое изображение зубьев при перекосе от-

носительно друг друга на угол  в плоскости z0y: 
а – до нагружения; б – после нагружения  

 

С учетом двух последних выражений функция ко-
нтактных деформаций W(y) будет выглядеть так 

 

W(y) = W1(y) + W2(y) = Wmax – S(y) =  
 = W1max(y) + W2max(y) – S(y) = (bк – y).        (2) 

 

При x = y = 0 функции (1) и (2) имеют одинаковые 
максимумы, равные Wmax. На основании равенства ме-
жду собой максимальных значений указанных функций 
найдем 
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Полагая b0/bк =  и используя зависимость (3) 
определим выражение коэффициента : 
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прψρ2
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В свою очередь, из уравнения (4) найдем зависи-
мость параметра 




ψρ2 пр
0b .                                (5) 

 

Так как функции W(x) и W(y) имеют один и тот же 
максимум при x = y = 0, то от двух указанных функций 
(1) и (2) перейдем к единой функции W(x, y), которая 
характеризует распределение деформаций в пределах 
площадки контакта, а именно: 
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В рассматриваемой контактной задаче площадка 
контакта имеет форму полуэллипса с малой b0 и боль-
шой bк полуосями. На основании сказанного средние 
по величине контактные напряжения будут имееть вид: 
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σ
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 .                               (7) 

 

где Fn – нормальная сила, действующая на сопряжен-
ную пару зубьев;  
b0bк/2 – величина полуэллиптической площадки 
контакта. 
При двойном интегрировании функции (6) в даль-

нейшем необходимо площадку контакта размером b0bк/2 
в виде полуэллипса заменить равной ей по величине пря-
моугольной площадкой контакта прямоугольника со сто-
ронами 2b0 и bкm, где параметр bкm < bк. Исходя из равенс-
тва b0bк/2 = 2b0bкm, определим параметр 
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π к
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b
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В соответствии с выражением bкm в функции (6) 
необходимо параметр bк заменить параметром bкm, в 
связи с чем функция (6) будет выглядеть так: 
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При решении рассматриваемой задачи, как и лю-
бой другой контактной задачи, необходимо найти две 
функции контактных деформаций. В связи со сказанным 
для определения второй функции W(x, y), аналогичной 
функции (8), воспользуемся обобщенным законом Гука 
и гипотезой Винклера. С этой целью, исходя из подчи-
нения сближаемых тел в пределах упругости гипотезе 
Винклера, в соответствии с выражением [1] запишем 

W(x, y) = B11(x, y) + B22(x, y), 

где B1 и B2 – коэффициенты подушек каждого из уп-
руго сжатых тел, измеряемые в мм3/Н;  
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1(x, y), 2(x, y) – функции контактных напряжений. 
Полагая B1 + B2 = B и 1(x, y) = 2(x, y) = (x, y), 

приведем выражение функции W(x, y) к виду: 
 

W(x, y) = B(x, y).                           (9) 
 

Для определения коэффициента подушки B, вхо-
дящего в уравнение (9), выполним соответствующие 
решения. Сначала, исходя из равенства максимальных 
контактных деформаций Lzx = zx·Lx = zyLy, найдем 
выражение [2]  

zxLx = zyLy, 
 

из которого, полагая Lx = 2b0 и Ly = bк, получим 
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Из уравнения (10) определим выражения относи-
тельных контактных деформаций: 

 

zy = 2·zx; zx = zy/2. 
 

С учетом выражений zy и zx запишем, используя 
зависимости [1, 2], уравнения контактных напряжений, 
действующих на рабочих поверхностях каждого из 
зубьев: 
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где ν1, ν2 – коэффициенты Пуассона;  
E1, E2 – модули упругости материала зубьев. 
На основании зависимости [1, 2], устанавли-

вающей взаимосвязь между упругими перемещениями 
зубьев и возникающими при этом контактных напря-
жений и выражения (11), запишем уравнения 
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где Cm1, Cm2 – размерные параметры зубьев шестерни 
и колеса, мм/МПа. 
На основании равенства W = Lzx и Lx = 2b0 из урав-

нений (12) получим зависимости размерных параметров: 
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Используя зависимости (13), найдем уравнения 
контактной податливости каждого из сопряженных 
друг с другом зубьев: 
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В соответствии с уравнениями (14) выражение 
коэффициента подушки примет вид [1, 2]: 
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С учетом зависимости (15) зависимость (9), пред-
ставляющая собой вторую функцию упругих деформа-
ций, примет окончательный вид 
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На основании уравнений (8) и (16), полагая bк = b0/, 
запишем основную зависимость объемного напряженно-
деформированного состояния сопряженной пары 
зубьев: 
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исходя из которого найдем выражение параметра 
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Исходя из уравнения (17), найдем зависимость 
длины площадки контакта 
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Из уравнения (9) выделим функцию контактных 
напряжений 
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Закон изменения функций контактных деформа-
ций и контактных напряжений идентичны. В связи с 
этим в соответствии с функцией контактных деформа-
ций (8) закон изменения контактных напряжений (19) 
представим следующим образом 
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Если в функции (20) принять x = y = 0, то получим 
зависимость максимальных контактных напряжений 
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нее выражений (15) и (17) примет вид 
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Если в уравнениях (17), (18) и (21) принять 
1 = 2 =  = 0,3 и E1 = E2 = E, полагая, что зубья шесте-
рни и колеса изготовлены из сталей, то указанные ура-
внения будут выглядеть так: 
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Уравнения (17), (18) и (21), в равной степени это 
относится и к уравнениям (22)–(24), содержат неи-
звестный коэффициент , который зависит от параме-
тра b0. В связи с этим, приравняв правые части уравне-
ний (5) и (17) друг к другу, найдем выражение 
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исходя из которого определим трансцендентное урав-
нение 
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Для оценки контактной прочности эвольвентного 
зубчатого зацепления, работающего в условиях пере-
коса зубьев относительно друг друга, а также апроба-
ции полученных выражений выполним расчет односту-
пенчатой прямозубой некорригированной передачи 
внешнего зацепления, у которой: z1 = 50; z2 = 100; 
m = 5 мм; w = 20; ha = m – высота головки зуба; 
c = 0,25m – величина радиального зазора; bw = 250 мм – 
длина зубьев; Fn = 4·104 Н; E = 2,1·105 МПа;  = 0,3; 
 = (1,0; 2,5; 5,0; 7,5; 10,0)·10–4 рад. 

Задавшись значениями коэффициента 
 = (2…50)·10–3, при углах перекоса зубьев  = (1,0; 
2,5; 5,0; 7,5; 10,0)·10–4 рад определим действительные 
значения угла  = (6,55…38,95)·10–3, которые даны в 
табл. 1. В указанной таблице также приведены расчет-
ные значения b0, bк и max, найденные по формулам (22)–
(24). Максимальные контактные напряжения H, испо-
льзуемые в данной таблице, получены по формуле Ге-
рца при угле  = 0 для случая линейного взаимо-
действия зубьев, и они равны 454 МПа. 

 

Таблица 1 – действительные значения угла  

Расчетные 
параметры и 

коэффициенты 

Угол перекоса  = 104, рад 

1,0 2,5 5,0 7,5 10 

·103 6,55 13,10 22,50 30,90 38,95 

b0, мм 0,876 1,088 1,279 1,400 1,490 

bк, мм 133,68 83,06 55,846 45,286 38,250 
bк/bw 0,535 0,332 0,227 0,181 0,153 

max, МПа 555 719 904 1026 1140 

φк = max/H 1,222 1,584 1,991 2,260 2,511 

3
кF  1,827 3,792 7,895 11,542 15,832 

 

Из табл. 1 очевидно, что при увеличения угла с 
 = 1·10–4 рад до  = 10·10–4 рад, то есть в десять раз, 

напряжения max возрастают по сравнению с напряже-
ниями H в φк = 1,222…2,511 раза, что эквивалентно 
снижению нагрузочной способности по контактным 
напряжениям рассматриваемой зубчатой передачи в 

832,15...827,13
к F раза. 

Приведенные расчетные данные указывают на то, 
что зубчатые передачи при эксплуатации в условиях 
перекосов сопряженных пар зубьев относительно друг 
друга характеризуются недопустимыми величинами 
снижения их нагрузочной способности по контактным 
напряжениям. 

Для уменьшения влияния деформаций валов на 
работу зубчатых колес, при которых наблюдается пе-
рекос зубьв, необходимо применить бочкообразные 
зубья с величинами бочкообразности по их длине в 
пределах от 0,010 мм до 0,020 мм [4]. Аналогичного 
мнения придерживается и А. И. Петрусевич [5]. 

Таким образом, в результате выполненных иссле-
дований и расчетов установлено недопустимое сниже-
ние нагрузочной способности зубчатых передач по ко-
нтактным напряжениям, обусловленное перекосами 
зубьев. Данное обстоятельство указывает на то, что в 
процессе конструирования, изготовления и эксплуата-
ции зубчатых передач необходимо предусмотреть все-
возможные меры с целью исключения возможных пе-
рекосов зубьев. 

Выводы: 
1. Впервые решена контактная задача с пространс-

твенной точечной системой взаимодействия упруго 
сжатых тел применительно к зубчатым передачам с 
учетом перекоса зубьев относительно друг друга. 

2. Найдены расчетные зависимости для определения 
максимальных контактных напряжений в зубьях, а также 
размеров полуэллиптической площадки контакта. 

3. Показано, что в условиях перекоса относи-
тельно друг друга зубьев шестерни и колеса нагрузоч-
ная способность зубчатых передач по контактным на-
пряжениям недопустимо снижается. 

4. Для существенного уменьшения влияния переко-
сов зубьев на работоспособность зубчатых передач ре-
комендуется прямолинейные образующие боковых по-
верхностей зубьев шестерни заменить криволинейными 
образующими с постоянным радиусом кривизны. 
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УДК 621.833 

Р. B. ПРОТАСОВ, А. В. УСТИНЕНКО 

СИНТЕЗ ЭВОЛЮТНОГО ЗАЦЕПЛЕНИЯ И АНАЛИЗ ЕГО КАЧЕСТВЕННЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 

Отримані рівняння робочого профілю та перехідної кривої зубців еволютної передачі в параметричному вигляді. Розглянута методика визна-
чення приведеного радіуса кривизни та контактних напружень в еволютному зачепленні. Описана методика визначення коефіцієнта перек-
риття для усіх типів еволютних прямозубих передач, у тому числі й при модифікації вихідного контуру. Визначені швидкості ковзання в 
зачепленні. Проведено аналіз контактної взаємодії за допомогою формули Герца. Для детального аналізу контактного тиску в СAD-системі 
побудована твердотільна модель зубчастої пари і на її основі скінчено-елементна сітка. Використовуючи метод скінчених елементів в САЕ-
системі отримані розподілення напружень по об’єму зуба. Усі якісні показники наведені у вигляді блокуючого контуру для існуючих передач. 
Дані рекомендації щодо призначення вихідного контуру при синтезі нових еволютних передач. 

Ключові слова: опукло-увігнутий контакт, еволютна передача, коефіцієнт перекриття, контактні напруження. 

Получены уравнения рабочего профиля и переходной кривой зубьев эволютной передачи в параметрическом виде. Рассмотрена методика 
определения приведенного радиуса кривизны и контактных напряжений в эволютном зацеплении. Описана методика определения коэффици-
ента перекрытия для всех типов эволютных прямозубых передач, в том числе и при модификации исходного контура. Определены скорости 
скольжения в зацеплении. Проведен анализ контактного взаимодействия с помощью формулы Герца. Для детального анализа контактных 
давлений в CAD-системе построена твердотельная модель зубчатой пары и на ее основании конечно-элементная сетка. Используя метод ко-
нечных элементов в САЕ-системе получены распределения напряжений по объему зуба. Все качественные показатели представлены в виде 
блокирующего контура для существующих передач. Даны рекомендаций по назначению параметров исходного контура для синтеза новых 
эволютных передач. 

Ключевые слова: выпукло-вогнутый контакт, эволютная передача, коэффициент перекрытия, контактные напряжения. 
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The equations work profile and transition curve evolute teeth transmission in parametric form. The method of determining the reduced radius of curvature 
and evolute contact stresses in the engagement. It is shown that in the polar zone occurs lenticular contact, as indicated by the engagement theory. A 
technique for determining the coefficient of overlap for all types of evolute spur gear, including during the initial contour modification. A comparative 
analysis of the overlap ratio for the original and modified evolute involute profiles of the same. Defined slip speed engaged. The dependence of the initial 
loop parameters on specific sliding speed. The analysis of the interaction of the contact using the Hertz formula. For a detailed analysis of contact 
pressure in the CAD-system is built solid model gear pair on the basis of its finite element model. Using the finite element method in CAE-systems 
obtained stress distribution on the tooth volume. A comprehensive analysis of all the data presented in the form of a blocking circuit for existing programs 
and recommendations for the appointment of the initial loop parameters for the synthesis of new evolute gears. 

Keywords: convex-concave contact, evolute gear, contact ratio, contact stress. 

Введение. Контактную прочность зубчатой пере-
дачи можно повысить увеличением ее габаритов или 
повышая приведенный радиус кривизны (применяя вы-
пукло-вогнутое зацепление).  

Первый путь приводит к ухудшению массогабарит-
ных характеристик передач, а второй – является весьма 
перспективным. Поэтому последние 70 лет ведутся ин-
тенсивные работы по созданию новых видов зацеплений 
с выпукло-вогнутым контактом зубьев, в частности эво-
лютное зацепление, предложенное А. И. Павловым. В 
нем довольно подробно рассмотрены методы синтеза 
исходных контуров и геометрии эволютных зацеплений, 
однако оценка их качественных показателей и нагрузоч-
ной способности выполнена только ориентировочно. 
Поэтому их подробное исследование является важной 
научно-практической задачей. 

1. Построение бокового профиля зуба. Для по-
дробного исследования эволютных передач необхо-
димо получить уравнения боковых поверхностей 
зубьев, что позволит: 1) исследовать качественные по-
казатели зацепления; 2) определить главные кривизны 
рабочих поверхностей зубьев; 3) построить геометри-
ческие и конечно-элементные модели, необходимых 
для исследования контактного взаимодействия зубьев 
и их изгибной прочности, опираясь на возможности со-
временных CAE-систем. 

Исходное уравнение профиля зуба инструмен-
тальной рейки (1) записано в относительных величинах 
[1, 2], где x0 изменяется в пределах от –1 до +1, 
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см. рис. 1. Здесь α – угол наклона касательной, прове-
денной из текущей точки исходного контура к верти-
кальной оси, в данном случае к оси х.  

  
Рис. 1 – Профиль рейки 

в исходной системе 
координат 

Рис. 2 – Профиль рейки 
в принятой системе 

координат 

Преобразуем его в параметрический вид (2), при 
этом заменим координатные оси на традиционные в аб-
солютных единицах [3] (рис. 2): 
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Для построения профиля зуба шестерни по задан-
ному профилю рейки будем использовать метод про-
фильных нормалей [3, 4]. Для определения сопряжен-
ного профиля в системе координат ),( 22 yx , связанной с 

центром зубчатого колеса, воспользуемся уравнениями 
перехода (3). В них φ2 = a / r2, где r2 – радиус центроиды 
(начальной окружности) второго колеса. 
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2. Уравнение переходной кривой зуба ше-
стерни. Основным геометрическим элементом, влияю-
щим на изгибную прочность зуба, является переходная 
кривая. Радиус переходной кривой ρf  определяется из 
формулы ρf  = (m·c*)/(1 – sin αИ) [5], где c* – коэффициент 
радиального зазора; αИ – угол, образуемый касательной 
к рабочему профилю рейки, проведенной из крайней 
нижней точки рабочего профиля N, имеющей коорди-
наты N(x0 = –1, y0|x0=–1).  

Каждому исходному контуру будет соответство-
вать свой граничный угол αИ, который определяется по 
формуле:  
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следовательно, для обеспечения радиуса закругления ρf 
коэффициент c* также варьируется. 

Координаты контактной точки в системе (x1, y1), 
где L1 – расстояние от полюса зацепления системы ко-
ординат (x, y) до центра радиуса закругления рейки [6]: 
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где   am Иf  sinarctg . 

На рис. 3 показаны полные профили шестерни и 
колеса для различных типов эволютных передач. 

   
a б в 

Рис. 3 – Боковые профили и переходные кривые  
шестерни и колеса: а – двустороннее зацепление; 

б, в – одностороннее зацепление 
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3. Исследование коэффициента перекрытия. 
Как известно [5], коэффициент перекрытия зубчатой 
передачи определяется как отношение угла поворота 
шестерни Ψε к шагу зацепления Pα = 2π / z1, εα = Ψε / Pα. 

 
Рис. 4 – Определение коэффициента перекрытия в общем 

случае: а1, а2 и b1, b2 – начальные и конечные 
точки зацепления 

Рассмотрим положения двух сопряженных эво-
лютных профилей в начале и конце зацепления (рис. 4). 
Угол Ψε будет состоять из суммы углов: 
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Так как профили зубчатых колес, показанных на 

рис. 4, ограничены окружностями вершин 
1ad  и 

2ad , то 

линия зацепления используется только частично. Для ее 
нахождения воспользуемся уравнениями [1]: 
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Анализируя графики на рис 5, 6, можно заклю-
чить, что коэффициент перекрытия одностороннего 
эволютного зацепления несколько ниже эвольвент-
ного, однако εα > 1, а при z1 > 120 εα  > 2. 

С изменением передаточного числа u εα меняется 
незначительно, что позволяет использовать односто-
ронние передачи во всем диапазоне u. 

Из графиков на рис. 7, 8 видно, что, коэффициент 
перекрытия двустороннего зацепления находится в 
пределах εα > 1. 

Также данный тип зацепления можно применять для 
широкого диапазона передаточных чисел, но, несмотря 
на малый угол зацепления в полюсе α = 15°, εα > 1,5. 

 
Рис. 5 – Коэффициент перекрытия  

односторонней эволютной передачи 
и аналогичной эвольвентной ( )1,9,15  u  

  
Рис. 6 – Коэффициент перекрытия  

односторонней эволютной передачи 
при различныхпередаточных числах 

 
Рис. 7 – Коэффициент перекрытия 
двусторонней эволютной передачи 

и аналогичнойэвольвентной ( )2,15  u  

 
Рис. 8 – Коэффициент перекрытия 
двусторонней эволютной передачи 

при различных передаточных числах 

Анализируя рис. 7 и 8, можно заключить, что 
предлагаемый в работе [7] вариант модификации ис-
ходного профиля может привести к неработоспособно-
сти передачи, т.к. для ее реализации необходимо, 
чтобы коэффициент перекрытия был больше 2. Однако 
двусторонняя эволютная передача может работать и 
без этой модификации. 

4. Определение скорости скольжения. Скорость 
скольжения является важнейшим фактором, влияю-
щим на износостойкость зубьев. Показатель, характе-
ризующий степень взаимного скольжения профилей – 
коэффициент скольжения λ – является отношением аб-
солютной скорости скольжения точки профиля, нахо-
дящейся в данный момент в контакте к касательной со-
ставляющей этой скорости. 

Выражения для коэффициента скольжения запи-
шем в следующем виде [5, 8]: 

для шестерни 

 y1Fy VV , (7) 

для колеса 

  uVV Fyy  2 , (8) 
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Покажем на рис. 9 удельные скольжения по вы-
соте зуба шестерни. Анализ графиков показывает, что 
удельные скольжения на ножке и головке зуба в эво-
лютной передачи меньше, чем у аналогичной эволь-
вентной, причем с уменьшением k удельное скольже-
ние уменьшается. Здесь k – коэффициент разновидно-
сти эволютной передачи, один из параметров исход-
ного контура, следовательно, износостойкость рас-
сматриваемых в данной работе эволютных передач по 
параметру удельного скольжения лучше, чем у анало-
гичной эвольвентной. 

а б 
Рис. 9 – Удельная скорость скольжения: 

а –  15 , б –  20 ; 
 – 2k ,   – 5k ,  – эвольвента  

5. Приведенный радиус кривизны. Является ос-
новным геометрическим параметром, влияющим на 
контактные напряжения.  

Для нахождения кривизны профилей использова-
лась известная формула дифференциальной геометрии 
(случай параметрического задания кривой): 
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На рис. 10 изображены кривизны профилей зубьев 
шестерни и колеса согласно тому, как они расположены 
при их контакте в полюсе (для внешнего зацепления). 

Рис. 10 – Рабочие профили шестерни и колеса 
двустороннего зацепления и их кривизны 

В приполюсной (рис. 10) и дополюсной (рис. 12) 
зонах кривизны имеют одинаковый знак, что соответ-

ствует двояковыпуклому контакту (ДВК) с низкой кон-
тактной прочностью. Величина зоны ДВК по высоте 
зуба в двустороннем зацеплении зависит от числа 
зубьев z1 и передаточного числа u (рис. 13), а также от 
параметров исходного контура k и α (рис. 14). 

 

 
Рис. 11 – Рабочие профили шестерни и колеса 

одностороннего зацепления 
 

 
Рис. 12 – Кривизны рабочего профиля шестерни и колеса 

одностороннего зацепления 
 

 
Рис. 13 – Высота зоны ДВК двустороннего зацепления 

относительно рабочей высоты зуба в зависимости от u и z1 
 

 
Рис. 14 – Высота зоны ДВК двустороннего зацепления  

относительно рабочей высоты зуба  
в зависимости от k и α 
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Расчет приведенного радиуса кривизны по всей 
высоте зуба выполнен по зависимости (10) [9, 10]. Знак 
"+" в знаменателе автоматически учитывает как ВВК 
так и ДВК, ρ1, ρ2 – радиусы кривизны зуба шестерни и 
колеса, ρ(x0) = 1/χ(x0), 

 )()(()()()( 020102010пр xxxxx  . (10) 

На рис. 15 показаны графики приведенного радиуса 
кривизны для трех типов эволютных зацеплений со сле-
дующими геометрическими параметрами: коэффициент 
разновидности k = 5, делительный угол профиля исход-
ного контура α = 16°, модуль m = 5 мм, число зубьев ше-
стерни z1 = 40, передаточное число u = 2, а также для 
эвольвентной передачи с такими же параметрами. 

 
а 

 
б 

Рис. 15 – Приведенный радиус кривизны ρпр, мм: 
а – двустороннего зацепления; б – одностороннего зацепления 

6. Расчет контактных напряжений. Был проведен 
расчет контактных напряжений σH по формуле Герца, 

    пр418,0  wnH bEF , (11) 

и проанализировано, как влияет на их величину изме-
нение ρпр. 

Исследовалась передача с теми же параметрами, что 
и при расчете ρпр. Дополнительно было принято: крутя-
щий момент на шестерне T1 = 1000 Н·м, модуль упругости 
E = 2,12·105 МПа, ширина венца bw = 100 мм. 

Также был проведен расчет σH для эвольвентной пе-
редачи с такими же исходными данными. 

Графики изменения контактных напряжений при 
перемещении точки приложения нагрузки по высоте 
зуба в эволютном и эвольвентном зацеплениях приве-
дены на рис. 16 (случай однопарного зацепления). 

 
а 

 
б 

Рис. 16 – Контактные напряжения σH, МПа по высоте зуба: а – 
в односторонней передаче; б – в двусторонней передаче 

Контактные напряжения в зацеплении также целесо-
образно исследовать методом конечных элементов 
(МКЭ), который позволяет анализировать напряженно-
деформированное состояние (НДС) всего зуба, а именно, 
получить полную и достоверную картину распределения 
деформаций и напряжений по поверхности контакта и в 
глубине зуба. Для этого необходимо построить твердо-
тельную модель в CAD-системе Pro/ENGINEER, а на ос-
новании ее создать конечно-элементную модель и прове-
сти расчет НДС в САЕ-системе ANSYS Workbench. 

Рабочий профиль и переходная кривая эволютной 
передачи были построены по 200 точкам в плоскости 
xy. Точки профиля были размещены в рабочей плоско-
сти при помощи инструмента Datum Point. Затем по 
этим точкам был построен сплайн инструментом 
Curve. Для создания твердотельной модели использо-
вались инструменты Extrude, Mirror, Pattern, Axis. 

В качестве расчетной модели зубчатой пары ис-
пользован сектор шестерни и колеса. Сектор шестерни 
и колеса состоит из трех зубьев и обода толщиной 3 мо-
дуля. Ширина сектора зубчатого венца равна половине 
заданной ширины. В САЕ-системе задается симметрия 
относительно срединной плоскости колеса. В зоне кон-
такта зубьев зубчатой передачи создается отдельное 
тело в виде полуцилиндра. Это необходимо для зада-
ния размера конечных элементов (КЭ), сопоставимого 
с размером пятна контакта. 

В результате создания КЭ модели было получено 
247 тыс. узлов и 84 тыс. элементов. На рис. 17, а по- 
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казан общий вид КЭ модели, а на рис. 17, б – вставка в 
месте контакта зубьев с более мелкой сеткой. 

  
а б 

Рис. 17 – Конечно-элементная модель: 
а – общий вид; б – вставка в месте контакта 

По результатам расчета было получено распреде-
ление контактных напряжений на компьютерной мо-
дели, которое показано на рис. 18. 

 
а 

 
б 

Рис. 18 – Контактные давления, МПа: 
а – пятно контакта по половине ширины зуба;  

б – краевой эффект 

Расчет по формуле Герца дает одинаковые значе-
ния давлений по всей длине контактной линии. В свою 
очередь, расчет при помощи МКЭ учитывает краевые 
эффекты, поэтому в случае равной ширины зубчатых 
венцов шестерни и колеса контактные давления у тор-
цов зубьев уменьшаются. 

Как видно из рис. 18, б, размер КЭ в области кон-
такта удовлетворяет условию – 4 элемента на ши- 
рину пятна контакта, что является достаточным при ре-
шении контактной задачи [11]. 

Был проведен повторный расчет с размером КЭ в 
зоне контакта – 0,05 мм с целью определения погреш-
ности расчета МКЭ. Статистика КЭ моделей и резуль-
таты расчетов приведены в табл. 1. 

Таблица 1 – Анализ результатов расчета с различными КЭ сетками 

Размер 
элемента 

Узлов, 
тыс. 

Элементов, 
тыс. 

Контактные 
давления по 
МКЭ, МПа 

Контактные дав-
ления по Герцу, 

МПа 
0,1 мм 247 84 310 

330 
0,05 мм 490 168 338 

Распределение эквивалентных напряжений по 
Мизесу показаны на рис. 19, а. Для большей наглядно-
сти и определения концентрации глубинных напряже-
ний приведен рис. 19, б. Он отображает напряжения по 
Мизесу в сечении зуба (в данном случае – посередине 
венца); такая возможность является преимуществом в 
расчетах с помощью МКЭ.  

 
а 

 
б  

Рис. 19 – Эквивалентные напряжения, МПа:  
а – по Мизесу; б – по Мизесу в глубине зуба 

Анализ рис. 19, а и 19, б показывает характерные 
концентраторы напряжений в теле зуба около пятна 
контакта. 

7. Область существования эволютных передач. 
При синтезе эволютной передачи для дифференциаль-
ного уравнения исходного контура [1] 

  11
2

11 )1( xykyyy   (12) 

необходимо задаться начальными условиями: 
- коэффициент разновидности эволютной передачи k; 
- угол профиля исходного контура (угол зацепле-

ния) в полюсе α. 
Варьируя эти параметры в широком диапазоне 

можно получить передачи с различными качествен-
ными показателями. 

Рассмотренные выше рекомендации относи-
тельно области рационального существования эволют-
ных передач очень часто является противоположными, 
т.к. различные варианты неравноценны по своим каче-
ственным показателям, в первую очередь – по геомет-
рическим, что существенно затрудняет выбор проекти-
ровщиком нужных параметров исходного контура.  

Зависимость геометрических параметров и каче-
ственных показателей передачи от параметров исходного 
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контура наиболее наглядно можно показать с помощью 
кривых, построенных для каждого конкретного сочета-
ния чисел зубьев z1 и z2 в системе координат k и α. 

В этой системе координат каждая зубчатая пара с 
определенными параметрами исходного контура изоб-
разится единственной точкой. 

Бесчисленное множество точек координатного 
поля соответствует множеству вариантов передач, кото-
рые можно принять при одном и том же значении чисел 
зубьев, варьируя только параметры исходного контура. 

Основными геометрическими (кинематическими) 
требованиями, предъявляемыми к зубчатым переда-
чам, являются: 

- коэффициент перекрытия εα больше 1 (εα > 1); 
- отсутствие интерференции зубьев, т.е. внедре-

ние головки зуба одного колеса в переходную кривую 
второго; 

- величина радиального зазора не менее предель-
ного значения с* = 0,2; 

- минимальная область двояковыпуклого контакта 
(ДВК) в околополюсной зоне h. 

Предельным значениям каждого из этих факторов 
в системе координат k и α соответствует определенная 
линия, отделяющая зону допустимых значений k и α от 
зоны недопустимых. Форма и расположение этих линий 
зависят от расположения основных параметров, опреде-
ляющих основную геометрию зубчатой передачи. 

Рассмотрим основные линии, ограничивающие 
выбор параметров исходного контура k и α по геомет-
рическим параметрам. 

Для анализа воспользуемся уравнением исход-
ного контура (1), подставив в него коэффициенты из 
работы [2] (табл. 2). 

Таблица 2 – Коэффициенты уравнений  
исходных контуров эволютной передачи 

α,°/k С1 С2 С3 

15/2 0,259779 0,0134558 –0,0218818 
15/3 0,184264 0,0129465 –0,0288067 
15/4 0,141111 0,0101687 –0,0220939 
15/5 0,114641 0,008447 –0,0179301 
16/2 0,266753 0,0136584 –0,0222346 
16/3 0,188454 0,0131191 –0,029323 
16/4 0,144017 0,0102959 –0,0223966 
16/5 0,116836 0,0085443 –0,0181617 
18/2 0,281274 0,0140689 –0,0229508 
18/3 0,197135 0,0134873 –0,030111 
18/4 0,150039 0,0105609 –0,0230285 
18/5 0,121391 0,0087487 –0,0186493 
20/2 0,296802 0,0144931 –0,0236933 
20/3 0,206366 0,0138768 –0,031043 
20/4 0,156443 0,0108450 –0,0237076 
20/5 0,126246 0,0089702 –0,0191787 

Параметры зубчатой пары: число зубьев шестерни 
z1 = 40, число зубьев колеса z2 = 80, модуль передачи 
m = 10 мм. 

7.1. Линия, ограничивающая зону с коэффициен-
том перекрытия εα > 1. 

Непрерывность работы зубчатой передачи должна 
обеспечиваться перекрытием одной пары зубьев другой, 
т.е. последующая пара зубьев должна войти в зацепле-
ния до выхода из зацепления предыдущей пары зубьев. 
В этом случае в зацеплении будет находится не менее 
одной пары зубьев. 

Для рассматриваемых исходных контуров были 
рассчитаны коэффициенты перекрытия (табл. 3). 

На основании таблицы 3 построим график, ограни-
чивающий выбор параметров исходного контура эволют-
ной передачи по коэффициенту перекрытия (рис. 20). 

Таблица 3 – Коэффициенты 
перекрытия εα. 

k 
α,° 

2 3 4 5 

15 0,97 1,14 1,24 1,33 
16 0,85 0,89 0,99 1,07 
18 0,85 0,89 0,97 1,04 
20 0,86 0,89 0,95 1,02 

 

 
Рис. 20 – Блокирующий контур по 

коэффициенту перекрытия εα 

7.2. Линия, ограничивающая зону с коэффициен-
том радиального зазора с* > 0,2.  

Для всех исследуемых контуров коэффициенты 
c* составят (табл. 4): 

Таблица 4 – Коэффициенты 
радиального зазора с* 

k 
α,° 

2 3 4 5 

15 0,113 0,184 0,222 0,248 
16 0,1 0,168 0,205 0,231 
18 0,074 0,137 0,173 0,197 
20 0,05 0,109 0,142 0,165 

 

На рисунке 21 показан график, ограничивающий 
выбор параметров исходного контура эволютной пере-
дачи по коэффициенту радиального зазора с*. 

 

 
Рис. 21 – Блокирующий контур по 

коэффициенту радиального зазора c* 

7.3. Линия, ограничивающая зону с областью ДВК 
h. Как было сказано выше, двояковыпуклый контакт 
приводит к низкой контактной прочности. Однако, ра-
бочий профиль зубчатой передачи можно модифици-
ровать, исключив зону ДВК [7].  

Определим величину зоны ДВК по высоте зуба в 
долях модуля для всех рассматриваемых исходных 
контуров (табл. 5).  

 

α,° 

εα=1 

εα=1,1 

εα=1,3 

α,° 

c*=0,16 c*=0,2 

c*=0,23 
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Таблица 5 – Высота зоны ДВК h 

k 
α,° 2 3 4 5 

15 0,19 0,26 0,33 0,4 
16 0,18 0,25 0,31 0,38 
18 0,17 0,23 0,29 0,35 
20 0,15 0,21 0,26 0,32 

Представим данные из табл. 5 в виде графиков 
(рис. 22). Это позволит определить тенденции к изме-
нению высоты зоны ДВК в зависимости от параметров 
k и α. 

 
Рис. 22 – Блокирующий контур по 

высоте зоны ДВК h. 

Собрав воедино рассмотренные выше ограниче-
ния и тенденции к изменениям свойств эволютного за-
цепления в зависимости от k и α, построим блокирую-
щий контур, который будет отражать область рацио-
нального существования эволютного зацепления для 
конкретных значений чисел зубьев z1 и z2. На рисунке 
23 представлен график зависимости между началь-
ными условиями для синтеза исходного контура (k и α) 
и коэффициентами: перекрытия εα, радиального зазора 
c*, величины зоны ДВК h*

ДВК. На графике отсутствуют 
линии, ограничивающие выбор k и α по условиям от-
сутствия интерференции зубьев, так как на данном 
этапе этот вопрос находится в стадии изучения. Что ка-
сается заострения зубьев, то соответствующая линия 
для рассмотренных исходных контуров лежит вне об-
ласти рационального существования. 

 
Выводы: 
1. Разработка и исследование эволютных зубча-

тых передач является перспективной научно-практиче-
ской задачей, так как позволяет улучшить массогаба-
ритные характеристики зубчатых приводов.  

2. Получены в общем виде уравнения и постро-
ены рабочие профили и переходные кривые эволютных 
зубьев. Они служат основой для построения геометри-
ческих и конечно-элементных моделей с целью иссле-
дования прочностных показателей зацепления.  

3. Разработана методика определения коэффици-
ента перекрытия в эволютном зацеплении. Анализ ре-
зультатов расчета показал неприменимость некоторых 
типов исходных контуров и параметров передач, а 
также невозможность провести модификацию исход-
ного контура для двусторонних передач с целью пол-
ного избавления от ДВК в приполюсной зоне.  

4. Анализ графиков удельного скольжения пока-
зал, что этот параметр у эволютной передачи меньше, 
чем у аналогичной эвольвентной. Это объясняется 
меньшей абсолютной скоростью скольжения у эволют-
ной передачи.  

5. Определена зависимость между коэффициентом 
разновидности k и скоростью скольжения в зацеплении. 
Анализ графиков показал, что с уменьшением k увеличи-
вается касательная и нормальная составляющие, но абсо-
лютная и удельная скорости скольжения уменьшается. 

6. По имеющимся уравнениям активного про-
филя зуба эволютной передачи была определена кри-
визна зубьев шестерни и колеса.  

7. Анализ совместного графика кривизн зубьев 
шестерни и колеса показывает ДВК в приполюсной 
зоне, наличие которого предусматривала теория эво-
лютного зацепления. Дальнейшие исследования вы-
явили параметры, влияющие на величину этой зоны.  

8. Рассчитаны контактные напряжения при пере-
мещении точки приложения нагрузки по высоте зуба и 
проведен сравнительный анализ эволютного зацепле-
ния и аналогичного эвольвентного. 

9. Построена твердотельная параметрическая мо-
дель эволютной зубчатой пары, а на основании упро-
щенной геометрии построена КЭ модель. 

10. Был проведен расчет НДС эволютного зуба, 
определены контактное давление и эквивалентные 
напряжения по Мизесу. 

11. Анализ данных, полученных при помощи 
МКЭ и на основе решения контактной задачи теории 
упругости (формула Герца) показал схожие результаты 
– при расчете с размером КЭ в зоне контакта, равным 
0,1 мм погрешность составила 7 %, а при размере КЭ 
0,05 мм – 4 %, что является вполне приемлемым. 

12. По полученным данным были построены гра-
фики блокирующих контуров в системе координат k и 
α, отображающие область допустимых параметров эво-
лютной передачи, а также характер изменения каче-
ственных показателей. 

13. Анализ блокирующего контура позволяет как 
выбирать из существующих профилей работоспособ-
ный, так и очерчивать тенденции к назначению пара-
метров исходного контура при синтезе новых рацио-
нальных эволютных передач. 
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УДК 621.825.5/.7 

В. О. ПРОЦЕНКО, О. Ю. КЛЕМЕНТЬЄВА  

ОСОБЛИВОСТІ КОМПОНОВКИ МУФТ З ТОРЦЕВОЮ УСТАНОВКОЮ КАНАТІВ 
ТАНГЕНЦІАЛЬНОГО РОЗТАШУВАННЯ 

В статті представлені дослідження впливу компоновочних параметрів муфт з торцевою установкою канатів тангенціального розташування на 
умови їх геометричного існування. В результаті виконання досліджень розкрито цей вплив та отримано математичні вирази для використання 
при проектувальному розрахунку муфт під час перевірки основних умов їх геометричного існування. Розглянуто умови відсутності інтерфе-
ренції втулок зовнішньої та внутрішньої напівмуфт, а також умови відсутності інтерференції канатів та суміжних втулок внутрішньої напів-
муфти. Отримані залежності апробовані при проектуванні муфти, а результати розрахунку за ними перевірені порівнянням із результатами 
побудови і показали співпадіння. Отримані результати можуть бути використані при проектуванні муфт з торцевою установкою прямих ка-
натів тангенціального розташування. 

Ключові слова: муфта, канат, навантаження, компоновка, зазор. 

В статье представлены исследования влияния компоновочных параметров муфт с торцевой установкой канатов тангенциального расположе-
ния на условия их геометрического существования. В результате выполнения исследований раскрыто это влияние и получены математические 
выражения для использования при проектировочном расчета муфт при проверке основных условий их геометрического существования. Рас-
смотрены отсутствии интерференции втулок внешней и внутренней полумуфт, а также при отсутствии интерференции канатов и смежных 
втулок внутренней полумуфты. Полученные зависимости апробированы при проектировании муфты, а результаты расчета по ним проверены 
сравнением с результатами построения и показали совпадение. Полученные результаты могут быть использованы при проектировании муфт 
с торцевой установкой прямых канатов тангенциального расположения. 

Ключевые слова: муфта, канат, нагрузки, компоновка, зазор, момент. 

Most of the parts and units of machines is a complex design, convenient design which is possible only after a detailed study of the processes occurring 
in them during the work, as well as development on the basis of these new methods of knowledge of their design. Moreover, for many of the rational 
design of assembly units is the result of a series of calculations performed by the method of successive approximations. An example is the layout 
calculations for refinement such as gears in preassigned dimensions. They are no exception and flexible couplings. Among the couplings among the 
most promising designs are couplings with rope elastic elements. In previous work, the authors proposed the design of couplings with rope end units 
elastic elements chordal and tangential arrangement. Today justified some parameters such couplings, which at the same time is not enough to create a 
methodology for their design. The paper presents the study of the effect of layout parameters coupling with the end of the tangential location of the 
installation of ropes on the conditions of geometric existence. Arrangement considered limiting geometric nature that must be considered when designing 
joints. These conditions take into account the possibility of tightening fasteners, bushings opportunity neighborhood inner coupling halves, the possibility 
of relative rotation of the coupling halves, the lack of interference of the outer and inner sleeves of the coupling halves, the absence of interference of 
adjacent ropes and sleeves inner halfcoupling. As a result of research obtained mathematical expressions to be used in the calculation of engineering 
couplings checking the basic conditions of their geometric existence. These have been tested according to the design of the coupling, and the calculation 
results are checked by comparing them with the results of construction and found a match. The results can be used in the design of the coupling with the 
end of direct installation of ropes tangential location. 

Keywords: coupling, rope, load, layout, gap, torque. 

Вступ. Більшість деталей та вузлів машин є скла-
дними конструкціями, вдале проектування яких мож-
ливе тільки після детального вивчення процесів, що ви-
никають в них під час роботи та розроблення на основі 
нових знань методики їх проектування. При цьому для 
багатьох із складальних одиниць раціональне проекту-
вання є результатом ряду розрахунків, що виконуються 
методами послідовних наближень, прикладом є компо-
новочні розрахунки при "вписуванні" наприклад зубча-
стих передач у наперед задані габарити і т.п. [1]. Не ви-
ключенням є і пружні муфти [2–4], зокрема з канат-
ними елементами для яких методики проектувальних 
та перевірочних розрахунків розроблені недостатньо, 
тому подальший розвиток їх методів розрахунку є важ-
ливим завданням. 

Аналіз виконаних досліджень та постановка за-
дачі. В попередніх роботах авторів [5] запропоновано 
нову конструкцію муфти з торцевою установкою кана-
тів тангенціального розташування удосконаленої конс-
трукції. За рахунок виконання теоретичних досліджень 
встановлено основні геометричні обмеження та сфор-
мульовано п'ять умов геометричного існування муфт 
запропонованої конструкції – можливості затягування 
кріпильних елементів, можливості "сусідства" втулок 
внутрішньої напівмуфти, можливості відносного обер-
тання напівмуфт, відсутності інтерференції втулок зов-
нішньої та внутрішньої напівмуфт, відсутності інтер- 

ференції канатів та суміжних втулок внутрішньої напі-
вмуфти. Однак формули для перевірки двох найбільш 
складних останніх умов на етапі проектування не отри-
мані, що ускладнює процес проектування таких муфт. 
Тому метою даної роботи є теоретичне дослідження ге-
ометричних особливостей компоновки муфт з торце-
вою установкою прямих канатів тангенціального роз-
ташування та отримання залежностей, що спростять 
роботу проектанта під час розроблення таких муфт. 

Виклад основного матеріалу. Схема муфти з то-
рцевою установкою канатів тангенціального розташу-
вання показана на рис. 1. Муфта містить дві напівму-
фти – зовнішню та внутрішню, у яких на різних діаме-
трах Dзв та Dвн закріплені втулки 1 та 2, у яких тим чи 
іншим способом закріплені канати 3 за рахунок натягу 
яких передається обертання з ведучої муфти до веде-
ної. Основними вихідними даними під час перевірки 
зазначених умов існування муфти, крім діаметрів роз-
ташування втулок, є діаметри втулок та канатів dвт та 
dк, а також кут монтажного зміщення напівмуфт ξ, який 
може регулюватися під час монтажу муфти у потрібних 
межах, тому за рахунок вибору цього кута і планується 
виконувати забезпечення геометричного існування му-
фти за рахунок перевірки виконання згаданих умов ві-
дсутності інтерференції втулок зовнішньої та внутріш-
ньої напівмуфт і відсутності інтерференції канатів та 
суміжних втулок внутрішньої напівмуфти. Виконання 
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необхідних теоретичних досліджень потребує вико-
нання нескладних побудов, зображених на рис. 1. Так, 
перша зі згаданих умов – умова відсутності інтерфере-
нції втулки зовнішньої напівмуфти та відповідної вту-
лки внутрішньої напівмуфти виконується за наявності 
зазору к3 між ними. Умова перевіряється з метою забез-
печення безударної роботи муфти і записується вира-
зом (1). Таким чином, забезпечення вказаної умови зво-
диться фактично до обчислення величини відстані h1 
між осями А та С суміжних втулок зовнішньої та внут-
рішньої напівмуфт. 

       
 








,

;
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де ][ r  – очікувана радіальна неспіввісність при якій 
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Друга зі згаданих умов – умова відсутності інтер-

ференції канатів та суміжних втулок внутрішньої напі-
вмуфти виконується за наявності зазору к4 між ними. 
Умова перевіряється з метою забезпечення безударної 
роботи муфти і записується виразом (2). Таким чином, 
забезпечення вказаної умови зводиться до обчислення 
величини відстані h2 між віссю С втулки внутрішньої 
напівмуфта та віссю АВ каната.  
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Рис. 1 – Розрахункова схема муфти з торцевою установкою прямих канатів тангенціального розташування 

Для досягнення поставленої мети розглянемо на 
початку прямокутний трикутник ОРВ, для якого можна 
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 sin
2

sin внD
ОВРВ ; (3) 

 cos
2

cos внD
ОВОР . (4) 

З прямокутного трикутника АРВ:  
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З прямокутного трикутника ОSC матимемо:  

 sin
2

sin внD
ОCCS ; (7) 

 cos
2

cos внD
ОCCS . (8) 

З прямокутного трикутника АSC:  
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Вводимо заміну (11)  
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З прямокутного трикутника CDA отримаємо: 

324  . (14) 

Вводимо заміни (15) та (16):  
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Отримані формули (5), (9), (13), (15), (17), (18), мо-
жна використовувати при проектному розрахунку та 
компоновці муфт. 

З метою ілюстрації перспектив використання ре-
зультатів наведених теоретичних досліджень було ви-
конано розрахунок муфти з торцевими канатами танге-
нціального розташування для сполучення дизеля 
MTU12V4000 з електрогенератором на заміну базової 
муфти Vulkan Vulastik. Вихідні дані до розрахунку 
були наступні: 

1. Діаметр розташування пальців та втулок зовні-
шньої напівмуфти Dзв = 641,4 мм; 

2. Діаметр розташування пальців та втулок внут-
рішньої напівмуфти Dвн = 285 мм; 

3. Номінальний момент дизеля, який передає 
муфта Т = 8917 Н·м; 

4. Кількість канатів z = 12. 
Було виконане чисельне моделювання для проек-

тованої муфти при різних значеннях кута монтажного 
зміщення напівмуфт ξ які дали можливість побудувати 
графік залежності зазорів к3 та к4 а також сили натягу 
каната Fн від кута ξ (рис. 2) за умови застосування ка-
натів 6×19 ГОСТ 2688 діаметром dк = 7,6 мм при діаме-
трі втулок dвт = 32 мм. Аналіз цього графіка показує, що 
мінімальний натяг канатів Fн буде забезпечено при ве-
личині кута монтажного зміщення напівмуфт близько 
ξ = 63,62°, однак при такому значенні кута ξ не буде 
забезпечено зазор к4 оскільки розрахункова його вели-
чина становитиме близько –2,6 мм, тобто матиме місце 
інтерференція втулок і канатів. Позитивне значення за-
зора к4 буде забезпечено при кутах ξ понад 48°. Однак 
з цього ж графіка очевидно, що зменшувати кут ξ 
менше 25° є недоцільно, оскільки при цьому різко зрос-
тає натяг канатів Fн. Таким чином рис. 2 являє собою фа-
ктично блокуючий контур для розробленої муфти, який 
дозволяє вибирати її розміри при проектуванні чи вико-
нувати оцінку отриманих результатів. За результатами 
розрахунків сконструйована муфта (рис. 3) у якій закла-
дене значення кута ξ = 50°, величина зазора к4 в цьому 
випадку знаходиться близько 16 мм, зазор к3 забезпечено 
у всьому діапазоні кутів ξ. 

 

Рис. 2 – Загальний вид залежності зазорів к3 та к4 а також сили натягу 
каната Fн від кута монтажного зміщення напівмуфт ξ 

Рис. 3 – Загальний вид розробленої муфти 
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Висновки. В результаті виконаних досліджень ро-
зкрито вплив компоновочних параметрів муфт з торце-
вою установкою канатів тангенціального розташування 
на умови їх геометричного існування. Вперше отримано 
математичні вирази для використання при проектуваль-
ному розрахунку муфт під час перевірки основних умов 
геометричного існування – умови відсутності інтерфере-
нції втулок зовнішньої та внутрішньої напівмуфт, а та-
кож умови відсутності інтерференції канатів та суміж-
них втулок внутрішньої напівмуфти. Отримані залежно-
сті апробовані при проектуванні муфти, а результати ро-
зрахунку за ними перевірені порівнянням із результа-
тами побудови і показали співпадіння. Отримані резуль-
тати можуть стати основою для розроблення методики 
проектування муфт з торцевою установкою прямих ка-
натів тангенціального розташування. 

Напрямки подальших досліджень. 
Цікавими та актуальними є наступні напрямки на-

укового пошуку: 
1. Дослідження впливу сили затягування пружини 

запобіжної муфти на зусилля висмикування каната. 
Для цього розроблене спеціальне пристосування для 
розривної машини УМ-5. 

2. Дослідження якісних показників спрацьову-
вання запобіжної муфти – коефіцієнта точності спра-
цьовування і т.ін. 

3. Дослідження впливу неспіввісності на якісні 
показники муфт. 

4. Дослідження міцності затискних елементів муфт. 
5. Дослідження ресурсу слабких ланок муфт – 

канатів. 

6. Дослідження навантажень на вали від канат-
них муфт. 
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УДК 621.893 + 621.833 

Ю. РУСНАК, М. КАДНАР, З. ТКАЧ 

ИССЛЕДОВАНИЕ ТРИБОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ, ПОЛУЧЕННЫХ  
С ПОМОЩЬЮ ПЛАЗМЕННОЙ ТЕХНОЛОГИИ ТЕРМИЧЕСКОГО НАПЫЛЕНИЯ 
ДЛЯ АКТИВНОГО ЗУБА 

Описана можливість використання матеріалів таких, як чистий NP55 та суміші NP 20 і NP 40 з матеріалом CuSn10, нанесених на ковзні  
поверхні і на активну сторону зуба за допомогою технології плазмового термічного напилення. Результати експерименту підтвердили прида-
тність усіх досліджуваних матеріалів та вказаної технології для застосування на ковзній поверхні та активній поверхні зуба. 

Ключові слова: екологія, тертя, мастило, знос. 

Описана возможность использования материалов таких, как чистый NP55 и смеси NP 20 и NP 40 с материалом CuSn10, нанесенных на поверхности 
скольжения и активную сторону зуба с помощью технологии плазменного термического напыления. Результаты эксперимента подтвердили пригод-
ность всех исследуемых материалов и указанной технологии для применения на поверхности скольжения и активной стороне зуба. 

Ключевые слова: экология, трение, смазка, износ. 

This article describes the use of certain types of materials, which are applied to the sliding surface and the active surface of tooth. Applied technology of plasma 
thermal spraying on the surface of the working parts. The basis of the article is carried out the experiment with the processing of the results. Their assessment gives 
a complete overview of the main tribological properties of the materials and possible use in the slip node. The first test material it is pure NP55, and the second 
pair are a mixture of NP 20 and NP 40 with the material CuSn10. The experimental results confirmed the possibility of using all of the materials using the plasma 
thermal spraying technology to create a slip node and improve parameters the active surface of the tooth. 

Keywords: ecology, friction, grease, wear. 

Введение. Основной целью трибологии, как науч-
ной дисциплины, является применение трибологиче-
ских закономерностей в строительстве и эксплуатации 
машин при повышении производительности, эффек-
тивности, надежности и оптимизации условий работы 
кинематических пар механизмов и деталей машин от 
всесторонней технико-экономической точки зрения. 

Трение и износ являются побочными явлениями 
относительного движения по касательной к активной 
области деталей машин и среды. За очень небольшим 
исключением все движущиеся механизмы работают в 
условиях трения, что связано с износом. Это в значи-
тельной степени приводит к нарушению рабочих по-
верхностей компонентов, потери энергии, истиранию 
материала и, таким образом, существенно влияет на 
срок службы и надежность машин. 

На практике часто бывают случаи, когда невоз-
можно создать компоненты машин из материала с вы-
сокой устойчивостью к износу, так как это не удовле-
творяет эксплуатационным нагрузкам, а также приво-
дит к повышению стоимости. Функционирование де-
тали можно обеспечить подходящей обработкой рабо-

чей поверхности. Следовательно, внедрение перспек-
тивных технологий обработки поверхностей является 
актуальной задачей. Они открывают путь для разра-
ботки и применения новых технологических процессов 
с новыми элементами конструкции, что в сочетании с 
инновационными материалами, обладающими осо-
быми свойствами, формируют рабочие поверхности с 
требуемыми характеристиками. Такой технологией яв-
ляется и технология термического напыления.  

Материал и методы. Мы установили: анализ три-
бологических свойств отобранных пар трения, в условиях 
моделирования тестированием истирания металла при 
помощи испытательной машины Tribotestor M'06 (рис. 1).  

Эксперимент проводился с целью: 
- определения коэффициента трения в зависимос-

ти от времени работы; 
- определения температуры в зависимости от вре-

мени работы; 
- статистической оценки измеренных данных; 
- выработки рекомендаций для практики на ос-

нове оценки экспериментальных данных.  
Материалы исследования были типа NP с приме-

нением технологии термического напыления плазмой 

 

Рис. 1 – Общий вид испытательной машины Tribotestor M'06: 
1 – механическая часть, 2 – блок электроники, 3 – персональный компьютер 

© Ю. Руснак, M. Каднар, З. Ткач, 2016
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на поверхности скольжения. Толщина напыленного 
материала составляла 0,2–0,8 мм. Первый тестовый ма-
териал был NP 20 + 40% CuSn10, второй NP 40 + 40% 
CuSn10, третий материал – NP 55. Материал NP 20 + 
40% CuSn10 представляет собой сплав порошка на ос-
нове смеси Ni, B, Si, с материалом CuSn10. Материал 
NP 40 + 40% CuSn10 представляет собой смесь матери-
алов NP с материалом CuSn10. Процентное соотноше-
нии смеси дано из расчета части оловянной бронзы в 
пропорции NP. NP 55 представляет собой сплав поро-
шока на основе состава Ni, Cr, Si, B, W, Mo. 

Скользящие свойства исследуемых материалов 
изучались с помощью процесса тестового истирания. 
Данный процесс тестирования стандартизирован по 
STN 02 3420. Испытание проводится с целью определе-
ния максимальной нагрузки до устойчивости скольже-
ния материала, кривой границы (p, v) при измерении 
нагрузки "p" (MПа). Данный тест можно рассматривать 
как краткосрочный. Его цель состоит в том, чтобы опре-
делить зависимость коэффициента трения µ, темпера-
туры подшипника tL в зависимости от постепенного из-
мерения нагрузки F при определенной скорости сколь-
жения v и определении максимальной нагрузочной спо-
собности подшипников Fmax. 

Работа подшипника была исследована в течении 
одного часа при давлении 0,5 MПа и скорости 0,3 м·с–1. 
Для подшипников диаметром 26,5 мм и длиной 20 мм 
(размеры исследуемых подшипников) была задана ча-
стота вращения вала n = 286 мин–1 и мощность нагрузки 
F = 200 N. Затем следовал процесс истирания. Кривая 
процесса истирания определяется постепенным повы-
шением нагрузочной силы на F = 200 N, в каждом по-
следующем интервале времени t = 0 минут, незави-
симо от фиксации измеряемых величин (при постоянно 
заданной скорости скольжения, на 0,3 м·с–1). 

Скользящий узел был смоделирован следующим 
образом (рис. 3): втулка с плазменным покрытием 
внешней поверхности (поз. 2) напрессована на вал, а 
ответная втулка запрессована в корпус и имеет внут-
реннюю поверхность скольжения с аналогичным по-
крытием (поз. 1).  

 
Рис. 2 – Кинематическая схема скользящего узла  

 
Рис. 3 – Устройство тестового узла 

Это оригинальное решение узла скольжения, в кото-
ром вращаются композитные детали с плазменным напы-
лением. В технологическом плане это более простой и де-
шевый способ нанесения специального покрытия на ра-
бочей стороне, что означает, равномерный износ состава 
по всей площади и увеличение срока службы узла сколь-
жения. Рабочие условия узла скольжения были выбраны 
на основе имеющихся знаний о трении скольжения: 

– зазор в подшипнике 50 µm, с номинальным диа-
метром поверхностей скольжения 26,5 мм; 

– масло PP 90 A; 
– материал вала 11500; 
– шероховатость поверхности находилась в диапа-

зоне от 0,3 до 0,4 Ra. 

 
Рис. 4 – Сравнение форм коэффициента трения в зависимости от времени испытаний в отдельных измерениях 
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Экспериментальный анализ был проведен на ос-
нове статистических выборок каждого из десяти серий 
справочных материалов. 

Результаты эксперимента. При оценке испыта-
ний истирания была установлена статистическая 
оценка значения Fmax, которая определяет достоверное 
значение максимальной нагрузки подшипника привода 
и переменной tmin, которая определяет минимальный 
период для полного осуществления всех статистиче-
ских операций. Были использованы инструменты для 
работы со статистикой, включенные в MS Excel. Ре-
зультаты испытаний приведены в табл. 1. 

Таблица 1 – Результаты испытаний 

материал tmin, мин Fmax, N 

NP 20 +  
+ 40%CuSn10 

170 3400 

NP 40 +  
+ 40% CuSn10 

181 3620 

NP55 176 3520 

Выводы. В данной работе были исследованы ос-
новные трибологические свойства выбранных матери-
алов, нанесенных на поверхность технологией терми-
ческого напыления плазмой. Особое внимание было 
уделено достоверному времени тестового истирания 
tmin и гарантированной максимальной нагрузке Fmax для 
испытания истиранием, а также моделирование темпе-
ратуры и коэффициента трения в зависимости от вре-
мени испытаний. 

Для пары трения материалов, в которых определя-
лись показатели, выбранные для каждого образца, ис-
следовалось количество шагов в области действия те-
стируемого образца, коэффициент трения в начале ис-
пытания, минимальный коэффициент трения, коэффи-
циента трения в конце теста, температура N конце испы-
тания. Исследуемые параметры затем были обработаны 
с использованием описательной статистики. 

На основе обработанных данных были созданы 
графические зависимости некоторых трибологических 
свойств выбранных материалов. 

Общие понятия смешанного трения и предела пока-
зывают, что процессы, происходящие в этих типах тре-
ния, как правило, носят случайный процесс, что подтвер-
ждается существующими экспериментами. 

Материалы могут быть проверены по своему проис-
хождению и исследуемые смеси делятся на две категории. 
Первый материал является чистым NP 55, а вторая пара со-
стоит из смеси NP 20 и NP 40 c материалом CuSn10. 

Анализируя полученные результаты, можно сделать 
вывод, что самые низкие значения гарантированного те-
стового истирания по времени tmin и максимальной 
нагрузки Fmax достигает материал NP 20 + 40% CuSn10 в 
течении 170 минут и 3400 N. За ним следуют материалы 
NP 55 с временем нагружения 176 минут и силой 3500 N. 
Оставшийся материал NP 40 + 40% CuSn10 достигает 
наивысших качественных показателей – 181 минуту и 
3600 N. Это заметно отличается от двух предыдущих ма-
териалов. Можно сделать вывод, что его состав и техно-
логические данные отвечают высоким требованиям для 
практического использования в подшипнике скольжения. 

Графики зависимостей коэффициента трения и тем-
пературы подшипника от времени испытания были по-
строены для всех исследуемых материалов. На графиках 
показаны кривые для средних значений. При этом вид 
кривой зависимости для каждого материала имеет схо-
жий характер для обоих типов исследований – коэффици-
ента трения и температуры. Анализ полученных зависи-
мостей показывает, что первоначально имеется тенден-
ция к снижению значений, а после достижения минимума 
наступает значительное увеличение показателей. 

Анализируя коэффициент трения материала CuSn10 
BS-20, было обнаружено, что минимум наступает после 
100 минут при шероховатости не ниже 0,004, а после 
этого быстро возрастает. Можно сделать вывод о том, что 
практическая применимость только к этой области мини-
мальна. Материал NP 40 + 40% CuSn10 достиг минималь-
ного значения коэффициента трения в диапазоне 100-270 
минут времени испытания. Наиболее сбалансированным 
материалом в результате анализа оказывается NP 55. 

Подытоживая частичные результаты показателей 
выбранных свойств трибологических материалов, 
можно составить порядок приоритетности их исполь-
зования на практике следующим образом: 

 
Рис. 5 – Сравнение температурной зависимости подшипников от времени испытаний в отдельных измерениях 
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– NP 40 + 40% CuSn10; 
– NP 55; 
– NP 20 + 40% CuSn10. 
Результаты эксперимента подтвердили возможность 

создать скользящий узел с использованием технологии 
при всех испытанных материалах, в том числе создание 
скользящей поверхности на активной стороне зуба. 

Предлагаемая статья является частью проекта 
VEGA 1/0227/15. 
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УДК 621.01(833) 

Х. С. САМИДОВ, А. Б. АХАДОВ  

ОПТИМИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ ПРИВОДОВ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ  
МАШИН МЕТОДОМ "ОБОБЩЁННЫЕ БЕЗРАЗМЕРНЫЕ ПАРАМЕТРЫ" 

Робота присвячена оптимізації параметрів динамічних машин, в тому числі металорізальних верстатів. Запропонована методика дозволяє за 
допомогою нескладних аналітичних виразів встановити зв'язок між конструктивними, експлуатаційними параметрами та динамічними хара-
ктеристиками проектованої машини, прогнозувати очікуваний рівень вібрації, створювати машини з заданими динамічними характеристи-
ками та машини з найкращими конструктивними параметрами.  

Ключові слова: технологічні машини, оптимізація, проектування, динамічні процеси, вібрація, конструкція.  

Работа посвящена оптимизации параметров динамических машин, в том числе металлорежущих станков. Предлагаемая методика позволяет 
при помощи несложных аналитических выражений установить связь между конструктивными, эксплуатационными параметрами и динами-
ческими характеристиками проектируемой машины, прогнозировать ожидаемый уровень вибрации, создавать машины с заданными динами-
ческими характеристиками и машины с наилучшими конструктивными параметрами.  

Ключевые слова: технологические машины, оптимизация, проектирования, динамические процессы, вибрация, конструкция. 

The work is dedicated to the optimization of dynamic machine parameters, including machine tools. Compiled and simplified dynamic models of electrome-
chanical drives of technological cars, taking into account the elastic damping properties of structures, characteristics of cutting forces and electromagnetic 
phenomena engines. They allow for the study of oscillations, motion stability and optimization of structural parameters of the machine. The method of 
"generalized dimensionless parameters" developed and implemented a method to optimize design parameters drives technological machinery, including pipe-
91A38 machine, screw-cutting lathe 1K625 and three-mass dynamic models of cars for different purposes. The proposed method allows using a simple 
analytical expressions to establish a connection between the structural, operational parameters and dynamic characteristics of the machine designed to predict 
the expected vibration level, to create machines with specified dynamic characteristics of the machine and with the best design parameters. 

Keywords: technological machines, optimization, projection, dynamic processes, vibration, construction.  

Актуальность проблемы. Современные машины 
характеризуются непрерывным ростом скоростей дви-
жения механизмов, мощностей приводов, нагрузок на 
детали, что выдвигает на первое место исследование их 
колебаний, оптимизации динамических процессов про-
ектируемых машин. Для выполнения этих актуальных 
проблем необходимо разработки и реализации ком-
плексных методов анализа, оптимизации динамиче-
ских процессов машин.  

Цель статьи. Показать новый подход к оптимиза-
ции конструктивных параметров, снижения динамиче-
ских нагрузок и получения устойчивого движения при-
водов технологических машин. 

Материалы исследований. Как известно дина-
мическая модель приводов технологических машин, в 
частности металлорежущих станков, представляют со-
бой довольно сложную систему.  

При оптимизации динамических процессов ма-
шин, прежде всего, необходимо установить связь 
между конструктивными параметрами и динамиче-
скими характеристиками проектируемой машины. 

В качестве примера оптимизируем конструктив-
ных параметров главного привода токарно-винторез-
ного станка марки 1К625 по методам "Обобщение без-
размерные параметры" [1]. 

На рис 1, а показана одиннадцатая массовая дина-
мическая модель главного привода данного станка. С це-
лью упрощения расчетной части поставленной задачи 
одиннадцатимассовая динамическая модель станка при-
ведена трёх массовой динамической модели (рис. 1, б). 
На рис. 2 представлена блок-схема алгоритма "Упро-
щения многомассовых динамических моделей" [1]. 

Применение метода "Обобщенные безразмерные 
параметры" значительно упрощает оптимизацию пере-
ходных процессов в машинах. 

Интервал изменения численных значений обобщен-
ных безразмерных параметров ограничен диапазоном [1] 

0 < �� <
�–�

��
 ;        (� = 1,2,3,… ..,�–1),       (1) 

где  n – число степеней свободы динамической модели 
машин. 

 

 
 

Если, n = 2, то есть в случае дифференциального 
уравнения четвертого порядка, максимальное значение 

����� =  
2–1

2·2
= 0,25; при � = 3;   ����� =  

�–�

�·�
= 0,33.  

Решения различных задач оптимизации электро-
механических систем с разными степями свободы и в 
разных законах приложения внешних сил, дало воз-
можность установить интервал допустимых значений 

а 

б 
Рис. 1 – динамическая модель привода станка 1К625: 

а – до упрощения; б – после упрощения.  
Ji – 10–3 Н·м·с2, Сij – Н·м/рад, Пшп – 250 об/мин 
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изменения обобщённых безразмерных параметров: 

0,05 ≤ 0,45.                                 (2) 

 
Подробный анализ решения задач оптимизации пе-

реходных процессов динамических моделей электроме-
ханических систем машин, с двумя, тремя и более степе-
нями свобод показывают, что, значения обобщённых 
безразмерных параметров Сi определяются формулами:  

�� =  
���

���
����

� ���
� –���

������������
��э����

� ����
� �–��

�����э 

���
���

�����
� ����

� ��э/����
� ; (3) 

�� =  
����

����
� ���

� –���
��������э� ��

��э������
�

���
���

�(���
� ����

� ��э/���)
� ,          (4) 

где ��,�+ 1
2 = ��,�+ 1(�� + �

�+ 1
)/�

�
�
�+ 1

;  i = 1, 2, 3 – цикловые 
частоты собственных колебаний парциальных систем; 
T=1/ω э�� = 1/���ω э – электромагнитная посто-
янная время;  

β
э
= 1/γω 0 = ��э – коэффициент крутизны ста-

тической характеристики двигателя;  
�э – жёсткость связи электродвигателя. 
Следуем отметить, что независимо от численного 

и относительного значения масс �
�
 и жесткостей Ci, в 

динамических моделях машин всегда будет разви-
ваться идентичный переходной процесс. Одинаковыми 
будут и значения обобщенных параметров Ci . Так для 
трех массовой динамической модели с единичными 
значениями параметров Ci  

С12 = С23 = 1;      J1 = J2 = J3 = 1; 

�1 =
�12�23��1 + �

2
+ �

3
�

�1�2�3 ��12
�1 + �2
�1�2

+ �23
�2 + �3
�2�3

�
2 =  

=
1 ·1(1 + 1 + 1)

1 ·1 ·1(1
1 + 1
1 ·1

+ 1
1 + 1
1 ·1

)�
= 0,187,         (5) 

со значениями параметров 

С12=С23=107 Н·м/рад;     J1=J2=J3=104 Н·м.       (6) 

�� =
10� ·10�(1 + 1 + 1)·10�

10� ·10� ·10�(10�
10� + 10�

10� ·10�
+ 10�

10� + 10�

10� ·10�
)�
= 0,187 

В таблице 1 даны значения обобщенных парамет-
ров Ci (1, 2, 3) для различных вариантов трехмассовых 
динамических моделей машин (рис. 3). В варианте IV 
возможны биения колебаний, так как в данном вари-
анте значения обобщенного параметра Ci = 0,250 равно 
к предельному значению границы обобщенного пара-
метра Ci = 0,250. Увеличением соотношения жестко-
стей Ci или уменьшением моментов инерций Ji, можно 
снизить динамических нагрузок и устойчивого движе-
ния приводов технологических машин. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.3 – Трехмассовые динамические модели машин 
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Рис. 2 – Блок схема алгоритма упрощения динамических 
моделей машин 
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Таблица 1 – Значения обобщенных безразмерных парамет-
ров для трехмассовых динамических моделей машин 

Вари-
ант 

Безразмерные параметры 
Обобщен-
ные пара-
метры Сi J1 J2 J3 C12 C23 

I 2 2 2 2 2 0,125 
I I 4 5 3 3 6 0,174 

I I I 0 3 4 2 2 0,167 
IV 1 4 2 3 4 0,250 
V 3 4 4 6 5 0,191 
VI 5 8 3 10 2 0,154 

Проверим оптимальность конструктивность пара-
метров приводов конкретных технологических машин 
по методу "Обобщенные безразмерные параметры".  

Пример №1 
Параметры электропривода станка 91А38.  

Моменты инерции:  

J1 = 0,27 Н·м·с2;  J2 = 0,52 Н·м·с2;  J3 = 0,32 Н·м·с2. 

Жесткости: 

Сэ = 24600 Н·м/рад;   С12 = 2180 Н·м/рад; 

С23 = 830 Н·м/рад.                                  (7) 

При учете коэффициентов жесткостей Сэ, Сij и ко-
эффициентов податливостей βэ, βij. Динамические мо-
дели технологических машин, приведенные к трех мас-
совой систем типа на рис. 4 установлены следующие 
оптимальные интервалы изменения обобщенных без-
размерных параметров [1]:  

0,1 ≤ �� ≤
���

���
��
������(�����)(�����)

����
���

�–���
������������

��Э�
������(�����)������(�����)

������
�–�����

��Э

���
���

��
�����(�����)������(�����)

������
�

�Э
���

�
�  ≤ 0,27;         (8) 

0,01 ≤ �� ≤
����

��Э�
������(�����)(�����)

����
���

�–���������Э–�����
��Э�

���(�����)

����
�

���
���

��
�����(�����)������(�����)

������
�
�Э
���

�
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Рис. 4 – Динамическая модель электромеханического привода трубоотрезного станка 91А38 

 

Максимальные значения безразмерных обобщен-
ных параметров С1, С2 для электромеханических си-
стем с тремя степенями свободы, согласно выражениям 
(8), (9) равно С1мах = 0,27; С2мах = 0,035.  

Таким образом исходя из полученных результатов 
расчета можно отменить, что конструктивные параметры 
трубоотрезного станка 91А38 почти оптимальные. 

Пример №2 
Проверим оптимальность конструктивных пара-

метров токарно-винторезного станка 1К625, динамиче- 

ская модель которого показана на рис. 5. 
Параметры динамической модели станка 1К625:  

J1 = 0,496 Н·м·с2;             J2 = 0,512 Н·м·с2; 
J3 = 0,267 Н·м·с2;              J4= 0,162 Н·м·с2; 
С12 = 11158 Н·м/рад;  С23 = 23753 Н·м/рад; 

С34 = 12674 Н·м/рад.                       (10) 

Для обеспечения минимальной динамической 
нагрузки четырех массовых крутильных механических 
систем, их конструктивные параметры должны удовле-
творять следующим ограничениям [1]:  
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Рис. 5 – Динамическая модель станка 1К625 
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Подставляя значения параметров (10) в выраже-
ния (11) и (12), находим:  

С1 = 0,0383;    С2 = 0,0704.                    (13) 

Доказано, что для обеспечения минимальной ди-
намической нагрузки четырех массовых механических 
систем, их конструктивные параметры должны удовле-
творять следующим ограничениям:  

С1 = 0,03÷0,375; С2 = 0,010÷0,0625; С3 = 0,008÷0,0039.  (14) 

Из сравнения значений (13) обобщенных парамет-
ров и с оптимальной областью их изменения (11) и (12) 
видно, что конструктивные параметры главного при-
вода токарного станка 1К625 является оптимальными.  

Выводы: 
1. Составлены и упрощены динамические модели 

электромеханических приводов технологических ма-
шин с учетом упругодемпфирующих свойств кон-
струкций, характеристики сил резания и электромаг-
нитных явлений двигателей, позволяющие проводить 
исследований колебаний, устойчивости движения и оп-
тимизации конструктивных параметров машин.  

2. Методом "Обобщенные безразмерные пара-
метры" разработана и реализована методика оптимиза-
ции конструктивных параметров приводов технологи-
ческих машин, в том числе трубоотрезного станка 
91А38, токарно-винторезного станка 1К625 и трехмас-
совых динамических моделей машин различного 
назначения.  

3. Практическая направленность работы откры-
ваем широкие возможности для внедрения её результа-
тов проектными, конструкторскими и научно-исследо-
вательскими организациями, занимающимися вопро-
сами расчета, проектирования, исследования динами- 
 

ческих процессов и оптимизации конструктивных па-
раметров машин различного назначения.  
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УДК 621.833 

В. Н. ТКАЧЕНКО 

ИСПЫТАНИЯ ВОЛНОВОЙ ЗУБЧАТОЙ ПЕРЕДАЧИ С ДИСКОВЫМ ГЕНЕРАТОРОМ ВОЛН 
НА ВЫНОСЛИВОСТЬ 

Для перевірки методик обчислення напружень у зубчастому гнучкому колесі хвильової передачі (ВП) з дисковим генератором  хвиль деформації 
під навантаженням, а також обліку геометричної нелінійності, впливу сил у зачепленні, перемінної згинної твердості зубчастого вінця гнучкого 
колеса і концентрації напружень у западинах між зубцями, були проведені іспити ВП на витривалість під навантаженням. Результати іспитів 
дозволяють рекомендувати вищезгадані методики для проведення перевірочних розрахунків гнучких коліс ВП на згинну витривалість.  

Ключові слова: хвильова зубчата передача, напруження згину, гнучке колесо, згинна витривалість. 

Для проверки методик вычисления напряжений в зубчатом гибком колесе волновой передачи (ВП) с дисковым генератором волн деформации 
под нагрузкой, а также учета геометрической нелинейности, влияния сил в зацеплении, переменной изгибной жесткости зубчатого венца 
гибкого колеса и концентрации напряжений во впадинах между зубьями, были проведены испытания ВП на выносливость под нагрузкой. 
Результаты испытаний позволяют рекомендовать вышеупомянутые методики для проведения проверочных расчетов гибких колес ВП на из-
гибную выносливость.  

Ключевые слова: волновая зубчатая передача, напряжение изгиба, гибкое колесо, изгибная выносливость. 

To verify the methods of calculating the stress in the toothed flexible wheel wave transmission (EP) rotary oscillator waves of deformation under load, 
as well as taking into account the geometric nonlinearity, the effect of the forces engaged, variable bending stiffness of the ring gear of the flexible wheel 
and the stress concentration in the valleys between the teeth were held VP endurance test under load. The test results allow us to recommend the above 
method for verifying calculations flexible VI wheels in the flexural Endurance. In this case, as usual, the reference data for the value of the fatigue limit 
of steel flexible wheel needs to be adjusted based on the scale factor and the roughness of the surface by known methods. 

Keywords: wave transmission, flexible wheel, tension, bending endurance. 

Введение. Особенность волновой зубчатой пере-
дачи (ВЗП) с дисковым генератором волн упругой де-
формации состоит в том, что в отличие от ВЗП с гене-
ратором принудительной деформации, гибкое колесо 
входит в контакт с поверхностями дисков по части пе-
риметра гибкого колеса. При закручивании гибкого ко-
леса передаваемым вращающим моментом происходит 
существенное изменение первоначальной формы ради-
альных перемещений [1]. Такое изменение сопровож-
дается ростом напряжений изгиба. Причем напряжения 
увеличиваются с увеличением вращающего момента, 
как в области вершины, так и во впадине волны дефор-
мации. Приведенные в работе [2] результаты позво-
ляют вычислять напряжения от изгиба как в вершине, 
так и во впадине волны деформации ВЗП различных га-
баритов, в зависимости от величины передаваемого 
вращающего момента и от величины угла охвата диска 
генератора гибким колесом в ВЗП до приложения 
нагрузки. 

Для оценки возможности использования рассмот-
ренной методики определения напряжений изгиба при 
проверочных расчетах гибких колес ВЗП с дисковыми 
генераторами волн на изгибную выносливость были 
проведены испытания ВЗП на выносливость при раз-
личных передаваемых вращающих моментах. По ре-
зультатам проведенных испытаний были также постро-
ены кривые ограниченной выносливости при различ-
ной вероятности неразрушения. 

 

Основная часть. Испытывалась двухволновая 
ВЗП с диаметром гибкого колеса 122 мм. Передаточное 
число 120, модуль 0,5 мм. Гибкие зубчатые колеса из-
готавливались из труб стали ШХ–15 одной плавки. Из 
такого же материала были изготовлены гибкие зубча-
тые колеса, испытанные на изгиб, без закручивания 
вращающим моментом. Выбранная сталь отвечает 
всем требованиям, предъявляемым к материалам для 
изготовления гибких колес, выпускается в трубах раз-
личного диаметра. Кроме того, такой выбор продикто-
ван также желанием получить результаты, которые 

можно было бы сравнить с полученными ранее. Перед 
нарезкой зубьев гибкие колеса проходили термообра-
ботку до HRc = 28…32. Такая термообработка благо-
приятно сказывается на выносливости металла и в то 
же время не исключает возможности приработки 
зубьев в передаче. Аналогично термообрабатывались 
ГК, испытанные только на изгиб, без нагрузки враща-
ющим моментом. Крепление гибких колес к выход-
ному валу передачи осуществлялись соединением, не 
ограничивающим ГК от осевых перемещений, с помо-
щью винтов, через овальные отверстия в несколько 
утолщенном в области торца гибком колесе. Такое со-
единение наряду с максимальной простотой обладает 
удовлетворительными эксплуатационными характери-
стиками и вполне пригодно для испытаний. Двухвол-
новой генератор обеспечивал угол охвата диска генера-
тора гибким колесом, в еще не нагруженной передаче, 
на 60°. 

Испытания проводились на специально спроектиро-
ванной и изготовленной установке (рис. 1) в которой од-
новременно испытывались два гибких колеса, нагружен-
ных рабочим моментом по замкнутому контуру. 

Привод редуктора осуществляется от электродви-
гателя 1 типа АО2–42–4 мощностью 5,5 кВт и 1450 
об/мин, через клиноременную передачу 2 с передаточ-
ным числом 1,35 и раздаточную коробку 6. Раздаточная 
коробка имеет следующие параметры: передаточное 
число 1, числа зубьев Z = 13,9, угол наклона β = 15°18'40'', 
коэффициент смещения исходного контура равен Х = 0. 
В сварном корпусе редуктора установлены две волно-
вые зубчатые передачи, причем предусмотрена воз-
можность испытаний передач с гибким колесом диа-
метром до 250 мм и длиной до 240 мм. Вал генератора 
15 соединяется с валом 17 раздаточной коробки с по-
мощью упругой втулочно-пальцевой муфты, компен-
сирующей погрешности относительно расположения 
волнового редуктора и раздаточной коробки. Ведомый 
вал 11 соединен с гибким колесом 13 через ступицу 12, 
сидящую на валу на шлицах. Колеса 10, замыкающие 
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контур передают вращение на вал второй линии, вы-
полненной аналогично первой. Колеса имеют следую-
щие параметры: модуль m=6, числа зубьев Z = 60, угол 
наклона β > 0, коэффициент смещения исходного кон-
тура X = 0. Вал генератора второй линии соединен с ва-
лом 7 раздаточной коробки с помощью упругой муфты 
8, которая используется при нагружении. Число оборо-
тов генератора фиксируется счетчиком оборотов 4 типа 
СЧ–102. Большое передаточное число волнового ре-
дуктора в сочетании с достаточной крутильной подат-
ливостью всего контура позволяют нагружать контур 
относительным закручиванием полумуфт муфты 7, ко-
торая позволяет осуществлять замыкание контура при 
любом относительном положении полумуфт.  

Рис. 1 – Установка для испытаний ВЗП 

Испытания проводились методом нисходящих 
нагрузок. При разрушении испытываемого ГК следую-
щее испытывалось под нагрузкой, уменьшенной на  
10-15 % по сравнению с предыдущей. Испытания за-
вершались, когда ГК выдерживало без разрушения 107 
циклов нагружений. Нагружение ВЗП вращающим мо-
ментом осуществлялось с помощью упругой муфты, 
расположенной в контуре, перед одной из испытывае-
мых передач. 

Для нагружения одна из полумуфт стопорится, а 
другая закручивается относительно застопоренной не-
обходимым крутящим моментом, после чего полу-
муфты фиксируются относительно друг друга. ВЗП 
смазывалась маслом автол 10. Уровень смазки доходил 
до наружного кольца подшипника генератора. При ра-
боте смазка обеспечивала полужидкостный режим тре-
ния. Периодически проводимые осмотры показали, что 
в первые 100…200 тысяч циклов нагружения происхо-
дит интенсивная приработка рабочих поверхностей 
зубьев гибкого и жесткого колес, начинается есте-
ственное фланкирование зубьев. 

Причиной выхода из строя ВЗП является возник-
новение и последующее развитие трещин в области 
зубчатого венца ГК передачи. 

Обработка полученных результатов проводилась 
по методике для случая, когда дисперсия и основное 
отклонение принимаются независимыми от уровня 
нагружения и представляются в виде уравнений уста-

лостных кривых с заданной вероятностью неразруше-
ния. В связи с тем, что для испытываемых передач при 
T > 300 H·м напряжения изгиба с ростом передаваемого 
момента также увеличиваются по зависимости близкой 
к линейной, возможен переход от системы координат 
lgN→lgσ к системе lgN→lgТ , где N – количество цик-
лов нагружения; T – вращающий момент. 

В этом случае корреляционное уравнение записы-
вается в виде: 

  Nrв
T

N SKNTT
S

S
rN  lglglglg , 

где lgN – вероятное значение логарифма долговечно-
сти;  
r – коэффициент корреляции;  
SN и ST – основные отклонения логарифмов долго-
вечности и нагруженности гибкого колеса;  
lgN̅ и lgT̅ – среднеарифметические логарифмы 
долговечности и нагруженности; 
SNr – условное основное отклонение, или мера ин-
дивидуального рассеяния;  
Kв – коэффициент, соответствующий определен-
ной вероятности неразрушения. 
Результаты обработки проведенных испытаний 

представлены на рис. 2. Кривые 1, 2, 3 и 4 получены для 
20, 50, 70 и 95 процентов вероятности неразрушения. 

Кроме передач на рис. 1, была испытана передача 
под нагрузкой 450 H·м. Эта передача испытывалась 
4,6·107 циклами нагружения и не вышла из строя. 

Рис. 2 – Графики выносливости 

По результатам испытаний видно, что при переда-
ваемом вращающем моменте 450…480 H·м гибкие зуб-
чатые колеса выходят из области ограниченной вынос-
ливости, так, что запас изгибной выносливости nσ ≥ 1.  

Максимальные напряжения от изгиба зубчатого 
венца ВЗП на вершине и во впадине волны деформации 
– σ1 и σ2, как уже было ранее отмечено, существенно воз-
растают с увеличением передаваемого крутящего мо-
мента. Для определения зависимости этих напряжений 
от параметров передачи и от величины передаваемой 
нагрузки экспериментально определялись радиальные 
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перемещения W(θ) в области венца [1] с последующим 
вычислением указанных напряжений. Результаты рас-
чета сверялись с результатами тензометрирования. По 
результатам расчетов и тензометрирования были по-
строены графики (рис. 3, 4). 

Рис. 3 – Относительные напряжения в вершине волны 
деформации 

Рис. 4 – Относительные напряжения во впадине волн 
деформации 

 

По графикам можно определять напряжения σ1 и 
σ2 при различных величинах передаваемой нагрузки на 
выходе ВЗП в передачах углами охвата генератора 
волн гибким колесом в еще не нагруженной передаче 
от 40° – кривые а и до 75° – кривые b. 

Для того, чтобы графиками можно было пользо-
ваться при расчетах передач различных абсолютных 
размеров, относительное увеличение напряжений дано 
в зависимости от относительного же, безразмерного 
вращающего момента T̅ = 4T/d2h·E. Здесь d – диаметр 
гибкого колеса, h – его толщина, E – модуль продоль-
ной упругости. 

По методике [2] вычислим амплитудные и сред-
ние напряжения изгиба в ГК при передаваемом вра-
щающем моменте 480 H·м. По методике, приведенной 
в [3], учитывается влияние сил в зацеплении и геомет-
рической нелинейности на величины напряжений из-
гиба. Влияние переменной изгибной жесткости в об-
ласти зубчатого венца и влияние концентрации напря-
жений во впадинах между зубьями проведена по зави-
симостям из работы [4]. Вычисленный, с учетом вы-
шеперечисленных факторов, предел выносливости 
стали ГК равен 370 МПа. Предел выносливости ГК из 
той же стали и таких же габаритов, которые испыты-
вались на выносливость только от изгиба ГК генера-
тором волн, без нагружения вращающим моментом по 
результатам испытаний равен 396 МПа. Различие ме-
нее чем на 10 % сравниваемых пределов выносливо-
сти является неизбежным следствием сравнения вели-
чин, полученных обработкой усталостных испыта-
ний. Снижение пределов выносливости стали ГК по 
сравнению со справочными данными на 30…40 % 
можно объяснить влиянием масштабного фактора и 
большей шероховатостью поверхности во впадинах 
между зубьями ГК по сравнению с образцами для 
стандартных испытаний. 

 

Выводы. Полученные результаты позволяют 
сделать вывод о возможности использования мето-
дик вычисления напряжений от изгиба ГК в нагру-
женной ВЗП с дисковым генератором и методик 
учета переменной изгибной жесткости и концентра-
ции напряжений в зубчатом венце ГК для провероч-
ных расчетов на изгибную выносливость. При этом, 
как обычно, справочные данные для величины пре-
дела выносливости стали ГК необходимо скорректи-
ровать с учетом масштабного фактора и шероховато-
сти поверхности по известным методикам. 
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М. А. ЧУБАНЬ, Р. И. ШЕЙЧЕНКО, Р. В. ГРАБОРОВ, А. В. ГРАБОВСКИЙ, А. Ю. ТАНЧЕНКО, Н. А. ТКАЧУК 

ВЛИЯНИЕ ВАРЬИРОВАНИЯ ПРОЕКТНЫХ ПАРАМЕТРОВ НА ПРОЧНОСТНЫЕ И 
ЖЕСТКОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ КОРПУСОВ ЛЕГКОБРОНИРОВАННЫХ МАШИН  

У статті на тестовому прикладі бронетранспортера БТР-80 поставлена і вирішена задача структурної та параметричної оптимізації тонкостін-
ної машинобудівної конструкції. Для вирішення даного завдання задіяний метод дослідження поверхонь відгуку із застосуванням методів 
лінеаризації, білінеарізаціі, і кусочно-поліноміальної апроксимації базисними функціями Ерміта в ході побудови математичних моделей. В 
результаті досліджень знайшли підтвердження тенденції зміни оцінюваних характеристик конструкції у відповідь на варіювання параметрів 
її елементів, а також на введення нових конструктивних елементів. Визначено, що більш точні апроксимації виходять при застосуванні методу 
апроксимації функціями Ерміта. Методи лінійної і білінійної апроксимації дають велику похибку в зонах різкої зміни функцій відгуку. 

Ключові слова: структурна оптимізація, параметрична оптимізація, бронетранспортер, лінійна апроксимація, білінійна апроксимація, 
кусочно-поліноміальна апроксимація, метод скінченних елементів, тонкостінна конструкція. 

В статье на тестовом примере бронетранспортера БТР-80 поставлена и решена задача структурной и параметрической оптимизации тонко-
стенной машиностроительной конструкции. Для решения данной задачи задействован метод исследования поверхностей отклика с примене-
нием методов линеаризации, билинеаризации, и кусочно-полиномиальной аппроксимации базисными функциями Эрмита в ходе построения 
математических моделей. В результате исследований нашли подтверждения тенденции изменения оцениваемых характеристик конструкции 
в ответ на варьирование параметров ее элементов, а также на введение новых конструктивных элементов. Определено, что более точные 
аппроксимации получаются при применении метода аппроксимации функциями Эрмита. Методы линейной и билинейной аппроксимации 
дают большую погрешность в зонах резкого изменения функций отклика. 

Ключевые слова: структурная оптимизация, параметрическая оптимизация, бронетранспортер, линейная аппроксимация, билинейная 
аппроксимация, кусочно-полиномиальная аппроксимация, метод конечных элементов, тонкостенная конструкция 

In the article the problem of structural and parametric optimization of thin-walled engineering design is formulated and solved on the test example of 
the BTR-80. The stress-strain state of the BTR-80 hull with the base panel thickness 6 mm with the introduction of reinforcing channel bars and uprights 
in the area of tower module attachment and varying their thickness is analysed. The area of construction requiring reinforcement was determined based 
on the results of its stress state preliminary analysis by means of the finite element method. As a test load was applied force of 1 kN acting along the 
vertical axis down. The influence of the other forces and moments components can be taken into account due to the fact that the stress-strain state of the 
hull is studied in an elastic formulation and superposition principle is valid in this case. The method of response surface studying using linearization, 
bilinearization and piecewise polynomial approximation by Hermit’s basis functions methods in the process of the building of mathematical models is 
applied for solve this problem. The research confirmed the trends of changing of the evaluated design characteristics in response to variation of the 
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parameters of its elements, as well as the introduction of new components. In the area of small thicknesses of channel bars and reinforcing uprights the 
evaluated design characteristics are changing very rapidly, and in the area of large thicknesses they are practically unchanged. It was determined that a 
more accurate approximations are obtained by the using of the method of approximation by Hermit’s functions. Methods of linear and bilinear approxi-
mation give a large error in the areas of abrupt change of the response functions. 

Keywords: structural optimization, parameter optimization, armored personnel carrier, the linear approximation, bilinear approximation, piece-
wise-polynomial approximation, finite element method, thin-walled structure. 

Введение. Благодаря способности пластин и обо-
лочек обладать высокими прочностью и жесткостью 
при относительно малом весе они нашли широкое при-
менение в большинстве отраслей машиностроения. 
Для обеспечения этих свойств в инженерной практике 
используют элементы усиления, которые располагают 
в так называемых уязвимых местах конструкции. 

Для принятия решений проводят многовариант-
ные исследования. При этом получаемая задача явля-
ется задачей не только параметрической оптимизации, 
но и структурной. 

С целью решения данной задачи предлагается ис-
пользовать метод исследования поверхности отклика с 
применением линейной и билинейной моделей их ап-
проксимации. При этом особенность задач рассматри-
ваемого типа состоит в том, что, если варьировать па-
раметры конструкции, оцениваемые характеристики 
изменяются плавно, но, когда вводятся новые эле-
менты конструкции, наблюдается их резкое изменение. 
Данная закономерность, в свою очередь, отражается на 
форме функции отклика оцениваемого показателя. 

С целью оценки погрешности, допускаемой в про-
цессе оптимизации при задействовании методов линей-
ной и билинейной аппроксимации для построения мо-
дели поверхности отклика, была решена тестовая за-
дача, результаты которой рассмотрены в данной статье. 

 

Постановка задачи. Исследовалось напряженно-
деформированное состояние (НДС) тонкостенной кон-
струкции на примере бронетранспортера БТР-80 с ба-
зовой толщиной панелей 6 мм при введении усилитель-
ных швеллеров и стоек в зоне погонного кольца и варь-
ировании их толщин. 

Зона конструкции, требующая усиления, была 
определена исходя из результатов анализа НДС при по-
мощи метода конечных элементов (МКЭ) [1, 2]. Пере-
мещения и напряжения в корпусе бронетранспортера 
от действия вертикальной нагрузки, приложенной к 
кромке погонного кольца, приведены на рисунках 1, 2. 
Относительно реальных нагрузок, действующих на 
бронекорпус, можно отметить, что они порождаются 
весом, инерционными усилиями при движении броне-
транспортера по пересеченной местности, а также ре-
активными силами отдачи при осуществлении 
стрельбы из пушек, которыми оснащены боевые мо-
дели современных бронетранспортеров.  

Учитывая, что напряженно-деформированное со-
стояние бронекорпуса исследуется в упругой поста-
новке, то справедлив принцип суперпозиции. В связи с 
этим в качестве пробной нагрузки было приложено 
усилие 1 кН, действующее вдоль вертикальной оси 
вниз. Для учета влияния остальных компонент усилий 
и моментов процедура является аналогичной. 

 
Рис. 1 – Перемещения в корпусе бронетранспортера, м 

 
Рис. 2 – Напряжения в корпусе бронетранспортера, Па 

Таким образом, из опыта решения подобных 
задач [3–7] сделан вывод о том, что в модель целе-
сообразно добавить следующие элементы усиления, 
рис. 3: 

- два поперечных швеллера с разных сторон по-
гонного кольца; 

- две вертикальные стойки; 
- косынки – для связи швеллера и крыши корпуса. 

Точка А –  
контроля  
перемещений 

Точка А –  
контроля  
напряжений 
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Рис. 3 – Конструкция с элементами усиления 

Номинальные толщины усилительных элементов 
4 мм. Толщина косынок устанавливалась равной тол-
щине полки швеллера. 

Для построения действительной поверхности от-
клика было проведено серию расчетов НДС конструк-
ции с разными комбинациями толщин швеллеров и 
стоек, варьируемых в пределах от 0 до 15 мм с шагом 
0,5, рис. 4, 5. 

Далее согласно подходу, описанному в статье [8], 
для действительных поверхностей отклика были полу-
чены кусочно-линейные и кусочно-билинейные ап-
проксимирующие функции [9, 10] при размерности 
сетки, наброшенной на область варьирования парамет-
ров элементов конструкции – 7×7.  

 

 

Рис. 4 – Действительная поверхность отклика 
перемещений в точке А 

 
Рис. 5 – Действительная поверхность отклика 

напряжений в точке А 

Действительные и аппроксимирующие (темным 
цветом) поверхности отклика в одной системе коорди-
нат изображены на рис. 6–9.  

 
Рис. 6 – Действительная и аппроксимирующая 

кусочно-линейная поверхности отклика  
(относительные перемещения) 

 
Рис. 7 – Действительная и аппроксимирующая 

кусочно-билинейная поверхности отклика 
(относительные перемещения)  

 
Рис. 8 – Действительная и аппроксимирующая 

кусочно-линейная поверхности отклика напряжений 
(относительные напряжения)  

Сечение швеллера 

Сечение стойки 
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Рис. 9 – Действительная и аппроксимирующая 

кусочно-билинейная поверхности отклика напряжений 
(относительные напряжения)  

Погрешность при построении модели составила: 
- для перемещений – не больше 0,6 % в случае ли-

нейной аппроксимации, до 0,6 % – в случае билиней-
ной аппроксимации, рис. 10, 11. На приведенных гра-
фиках видно, что, хотя максимальные погрешности ли-
неаризованной и билинеаризованной поверхностей 
равны, в некоторых узлах билинейная модель оказыва-
ется более точной;  

 
Рис. 10 – Разность действительной и линеаризованной 

функций отклика перемещений, % 

 
Рис. 11 – Разность действительной и билинеаризованной 

функций отклика перемещений, % 

- для напряжений – максимум 9 % в случае линей-
ной аппроксимации, и также до 9 % – в случае били-
нейной аппроксимации, рис. 12, 13. 

Таким образом, результаты исследований пока-
зали, что при приближении к зонам резкого изменения 
функций отклика применение данных методов аппрок-
симации приводит к большим погрешностям. 

 
Рис. 12 – Разность действительной и линеаризованной 

функций отклика напряжений, % 

 
Рис. 13 – Разность действительной и билинеаризованной 

функций отклика напряжений, % 

Предполагается, что кусочно-полиномиальная ап-
проксимация с использованием базисных функций Эр-
мита [11–13], рассмотренная в статье [14], в данном 
случае должна показать более приемлемый результат. 
Конечно, следует отметить, что количество требуемых 
для построения модели "реперных" решений при за-
действовании данного метода повышается. 

Интервалы переменных х и у были разбиты на 6 
подынтервалов (по 7 узловых точек). Также для нахож-
дения производных в узловых точках были введены 
промежуточные узлы. Соответственно, для построения 
аппроксимации потребовалось найти 113 решений за-
дачи анализа НДС корпуса бронетранспортера. 

Далее по этим данным были построены непо-
средственно аппроксимации поверхностей отклика, 
рис. 14, 15.  

 
Рис. 14 – Действительная и аппроксимирующая поверхности 

отклика перемещений (относительные перемещения) 
в одной системе координат 
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Рис. 15 – Действительная и аппроксимирующая поверхности 

отклика напряжений (относительные напряжения) 
в одной системе координат 

Погрешность данного метода также была вычис-
лена, и составила 0,15 % – для поверхности отклика пе-
ремещений, 2 % – для поверхности отклика напряже-
ний, рис. 16, 17. 

 
Рис. 16 – Погрешность при аппроксимации действительной 

функции отклика перемещений функциями Эрмита, % 

 
Рис. 17 – Погрешность при аппроксимации действительной 

функции отклика напряжений функциями Эрмита, % 

Выводы. Таким образом, нашли подтверждения 
тенденции изменения поверхности отклика: в зоне малых 
толщин швеллеров и стоек усиления они изменяются 
очень резко, при больших толщинах – практически не из-
меняются. Также в качестве заключения можно отметить, 
что для данной тестовой задачи параметрической и струк-
турной оптимизации корпуса бронетранспортера наибо-

лее точные аппроксимации функций отклика были полу-
чены при применении метода аппроксимации локаль-
ными функциями Эрмита. Допустимость же применения 
методов линеаризации и билинеаризации является вопро-
сом дискуссионным, т. к. оба они дают большую погреш-
ность в зонах резкого изменения функций отклика. 
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