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���� ��������� �
����� �� ���������  � ��  
������������ �������� ����� 

�������	�
�	� ����	� ������� ���� �����	������ ������� ������������ 	����� 	� �������������� �������������� ����� ������	��� 
���� 	����� 3 ��, �� ����� �! �� ���!	�� ��" �!��
��� ������	��!��. #����	� ������	� ������� �!��
��� ��������������		!. �����-
��	�
�	� �������� 
���$�		! ������ ������������ 	����� 	� ������������� �������������� �����, !��� �������
�	� 	� ��
� MATLAB. 
%� MATLAB-������ ����
���	� ��"��
���  ���������� �������	�
�	��� �������� ���� ������������ ����	��� ��
	! 	����� 	� ���������-
���� �������������� ����� � ���
���	� ������	� �����������. �������	�
�	� 	���!��� 
�����	���		! ������� �!��
��� ������������-
��		! �����	��  ������	��� ���� 	����� 3 �� �� ���	�� 
��������		! $����	�-���� �	� ���� �
�	�� �����
��&
�� 	�� ��������
 
 
!����� ����
	��� '�� ���, �� ���
��!� ���	$��� ��� �	����
	���� 
����	��� '�� ��� �!��
�� ������	��� � ���	$��� �����	��	� ������
� !� 
 
����	�� 	����� ��� � 	����� "�
�� 	�� ����"�. 


��� !" #� !$: ��	����	� ����"�, �!��
� ������	��!, ����
	� '�� �����!, ����&
�		! 	�����. 

�#%&'. �� ���� $�		!� $
�������� �� ���!��
 	� �����	��!� �����	�, ���� $&� �! � 
����� �� �!��
��� 
��������������		! [1 – 3]. ���� ����, ����		� ��	��	��� ��  �
������ ��� 	���!�� ���	��&�  	� 
���-
$�		! ������� �	����������� 	���� �� �������		! �
������� ��� 	��� �� ���	�����
 ���� !����� ��������	�� 
�	�����. � (
���� �����	��� !����� ��������	�� �	����� �������	�� ���	���� EN50160, ��
�	  ����������	��	�� 
����	���� 
���	�
�&&�  EN 61000-2-2 � EN 61000-2-12. %� �����	��!� ��	�
	��� ��	��������� ����$��� 
 
�����������"�� � �!��
� ������	��� ()*), �� "�
�!�  ������������� ����� (+,-), ��"� � ������
�� 
��� 	���-
���	� ������!�� ���� 	�� [4 – 5]. *������� �������� �! 
 ���, �� ��� $� �����	� ������	��� ��� ��������
�-
	� �� ��	���� �������! � �� �	$�� 
���� �� !����� ��������	�����. )���� ��	��, 	� � ����	�$	�� ��	 , �� )* 
�����	��  ������	��� ���� 	����� 3 ��, 	������	� ����’!
�!�� ����� "������� 
���� �� ���������		! �����-
�����	��	�� ����	���� � "�
�!��& ����"�& �� � ���������		! ������� 	��� ��
	! �� ����� 
����	�� 	�����, 
�� ���������� 
��������		! �����
��&
�� 	�� ��������
 (*.), !�� �������
�	� �� �����& 	� 	�"��& �� 12-�� 
�� �	 [2]. #�	�� ����	� 12-�� �	� 
���!��!�� 	�������	 � ��
	� 
���$&�  ������ �����
	� ����&
�		! 
��
	! 	����� 	� �!��
�� $�	�� ������	��� � ����& ������������ �� 	� �������������� �������������� �����. 
��! ��� $ �'����
	��� 
��������		! �!��
�� �
��	�
 +,- 	������	� ��������
��� 	���	�� 	 ������ 	 	�-
��� 
 ��	����	�� ����"� 	� ��
	� 3 ��, ����� �� ��� � �� ��������&� �! ������	��
� 
�����	� ���"	����, 
�� ���"�
��� �!, � ��	���� 	� 
����� �	����� 
 ������� ��������	�� �!�� [6]. 

 
�($�")  #%$(("* + #�"+,-(.. #���		�� ����� 	� �������'���
�	�� �����	��!� ������	��� ���� 
���
�-

�"&� �! ����	� ���	��	� ������ �!��
��� ��������������		! 	� ���� ����
�	�� �����
��&
���
 [2 – 3, 7]. *��-
��	�& 
�	��	�		! �����	��	�� ������
��  
����	�� 	����� �����
��&
�� 	�� ��������
 �!��
�� ������	��� 
������	��� ���� � '��	� 	��������! 	����� "�
�!��� ����"�, ����
��		! �� '����, �� ����
��	� 	���	��-
	��� 	�
�	��"�		!��, 	��������, �	$��� �����
��&
�����. / � ������ �! ����
�	��� ��������������		!, �� 
	� �����	��!� ����	 -%� 
��������
�� �! �����
�		!, !�� ��������	� �� 
 ��	��� ��������: �!��
� ���	�-
'�������	� �����
�		! � �����	����	�� �
�������	�� 20% �������	�� ����&
�		! 
���!���	�� 	����� 
�!��
�� ������	��� (���	�'�������� )�*�–20000/10 (35), )�*–16000/10 (35), ),�*–16000/10 (35), �������� 
,)�*–6300/10 (35), $�'� �
�������	��� ����&
�		! 	����� ��� 0 .�%) [8]. 

*�� 
��������		� 
������ ��������
 ��! ������������ 	����� [9, 10] 
�"�� �����������:  
• ��	�����& ��	��	�� ������
	�� ���"	����, �����	�&��� �	����
	 ������
	 ���"	���  12-

�� �	��� ����	��� 
���!��!��, � ����& ��
���		! ���'����	�� ���"	���� *. �� ������	��
�	�� 1+� 	���, 
� �� 	� ��	$� 0,98,  
� �� �������	� ������� 	�
�	��"�	 ; 

• �	�		! �� ������� �����	��	�� ������
�� 
���!���	�� 
����	�� 	����� 12-�� �	�� ����	�� 
���!-
��!��
 	�� ��������	�� �����	������ ����	���, 
��&��&�� 6-� �����	��, � ��� ����� ������
��� ������� 	� 
������	��!� �� ����
	!	� ������� 
����	�� ��	���	��
�� �����"
�� 	�� LC −'�� ���
; 

• �	�		! �� ������� �����	��	�� ������
�� ���"�
������ *. 
���	��� ���� 
�����������	�� ���	-
������ � �����	������ ����	��� �, ��� �����, �
���		! �� ��	��� 	�����
	��� 
���
 *. 	� ������� �������-
�������		! 	��!��
�� ���"�
���
 � 
���	�� ������ )*; 

• ����"�		! �
����	�� �����
 *. ��� �������� ������		!� 
 �!��
�� ����"� 	� ��
	� 1,2÷1,3 
�� �������� -
	� ���������� �������� ���� ������� �, ��� �����, �����$�		! ������ ��������	�� �������
 ������ � ���	-
$�		! 
 ���� 
�����	� �	����
	���� ������! �����"
�� 	��� 
���	��� LC −'�� ���; 

����	�����& �������� �	����� ���������� +,- 
 ��
	�$	& ���'��	 �	��������" "�
��		! �, ��� �����, 
	���		! *. '	���� 
���!��!&��-�	
�����	��� ��������. 

 
� #%$( !/$ )$+$�". *�$� 	�
�� ����	�� �������
 � �����	���		! ������� �!��
��� ��������������		! 
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�� ��������& ���$���		! ������� �
�������	��� ���
�		!. 
 
��0 12%3 !21"4-((5 )$+$�". ������, �� 	����� 	� �������������� +,-, !�� �	����!� �! 	� '����	�� 

��	�, 	� ��"� ��� ������	�& � ��
	�& 3 �� 	�
��  �� 	�!
	���� ���� �
�	�� ���	�'��������
 	� )*. )�� ���-
�	�		! �� �
"
�		! �������	 
������		! 	����� 	� �������������� � ��
�& ���������		! 	���	�� 	��� 
��"�� ������ �!��
�� � ������"	�� ��$�	 +,-. 

 

 
,��. 1 – -�����	� ����
� ����� ��
����
	��� 


�� ���������
��� �����
��&
��� � 
���� ����������	��� 
���������"�		!, �� �����	�	� �� ��	�
	��� 12-�� 
�� �	��� 
���!��!�� �!��
�� ������	���: ��- – 
��� 
����������	��� ���������"�		!; #� – ��	�
	�� 

���!��!�; ��* – 
�� ���������
�� �����
��&
��; 

dC  – ��	��	������ 
����	��� '�� ���. 

��! ���!�	�		! 
������ �	�������	�� �����	���
 
������� �!��
��� ��������������		! ������	��� ���-
� ��� ���� $�		� $
������� �� 	������	� 
���
�-
�"
��� ������� ������������ 	�����, �� ��������
�-
����  �����	����& 
���� 	����� 	� 
	���$	 �� 
����� ������	��� � ���
����  	���� 
 �!��
�� ����"� 
'����	�� ��	. #�	��, ������
�		! ��	&��� ������ � 
���
���		! ��
	! 	����� [2, 11] 	� )*, �� 
"�
��� -
�! ��! �����	����� 
���� 	����� 
 ��	����	�� ����"� 

�� �!��
�� ������	��� �� +,-, !��� ����&� 
 ��"��� 
�!��, �	�"� �'����
	���  ������
�		! ���������
-
	��� ��� �
�		!. 

)�� ��! ���
���		! �'����
	���� ������� �!��-

��� ��������������		! ��� ���������� '	���� ���
�-
��		! 	����� 
 ��	����	�� ����"� 
 �!��
�� ��"��� 
������ +,- � ��! �'����
	��� ��������	��� ��� �
�	-
	! 
 ��"��� ���������� ������	� ���	� 	����� �����-
�����	 � 
 ��	����	�� ����"� �� ��������& ����	�� 
��������
 ����&
�		! 	����� 	� )*.  *�� � �� ��- 


�		� ��������
����! 	� ����� ��� '����	�� ��	�� ��������
	� � ��	����	� ��! ��� '����	�� ��	 ����&
�		! 
	����� 
 ��	����	�� ����"�. 

���������		! 0 31-���� �
�	��� �������"	��� *. � 
���� ����������	��� ���������"�		! (��-) – 
[12, 13], ���. 1 – 	���� ��"��
���  ��� 	��	��	�� ���� $�		� (	� 20 ÷ 25%) ���	�
��	�� ���"	���� *. �����-
����& ��������
�	�� ��	�$� '	����. 

�������	�
�	� ������� �!��
��� ��������������		! ������	��� ���� 	����� 3 �� � 
��������		!� 
��* ��� 
���
��"�		� 	� �����	��!� $
�����	��� �� �������
��	� 	� ���. 2. ��	� ������� ��"� ��������-
�!, !� ��� �� ��� 
��������		� ��*, ��� � ��� ��� $ �����	�� 
����	�� ��� 
��������		� 	� ��
��� ��"������-
	���	�� ���!	���, �� 	� ���������� �! �������		! ����	��� ��
	! 	�����, ��
�		! �������
�� �	���
 ���-

���		! 	����� (**%) ��� ��	��������	�� ���� �
�	�� �����"	�� �!��
�� ������	��� � ��
	�� ���������� 
�����
�		! ��! ����&
�		! 	�����. 

 

 
 

,��. 2 – -�����	� ������� �!��
��� ��������������		! ������	��� ����, �� �����	�� �!. 
 
��! ���������		! ��"�� ����&
�		! �� ��������& 0 31-���� �
�	�� ��* �������
� 	� $�	�� �!��-


�� ������	��� (������ ������	
�		! ��� ��	����	�� ����"�) 
���	�
�&&� �! ������� 	����� �� ��	��� �! 
������� 
�����������	��� �
’!�� �� �4-10(6) ��. 
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�$0$�.(" ' � ,-((5 '  !26 1&  6�2#��!$�.( 7 #2#%-32. ,�����	��
� ����� ������		! �!��
��� �����-
���������		! ������	��� ���� 	����� 3,3 �� �� ������������& 	����� 	� �������������� �������������� 
����� 	�
���	� 	� ���. 3 

 

)(2 ti

)(1 tr �
)(2 tr �

)(1 tr �

)(2 tr �

)(2 tU

)(1 ti

)(1 tU )(3 tU1�r
)(1 te )(2 te

2�r

)(1 tU E

)(2 tU E

 
 

,��. 3 – ,�����	��
� ����� ������		! �!��
��� ��������������		! �
������	�� ���!	�� ��" �
��� �!��
��� ������	��!�� �� 
���� �
�� ���!��
. 

 

min..,,,, ����
 UTrLr
ttUUU oEE ∆∆ ,,,, maxmin

0tt =

min.... ���� UU =

( ) ( )tltI ,

max...min.. ������ UUU <≤

UUU ���� ∆+= ....

UUU ���� ∆−= ....

max.  UU ≤ maxmin !!! UUU <≤

( ) ( )tUtU ��E ..,

ttt ∆+=

T≤τ

 
,��. 4 – .������� ��! ������	� 	����� 	� �������������� +,-. 

*�� ������������ 	����� 	� �����������-
��� +,- ���
�� �! ������ 
��	���		! ��������� 

E∆ , �� �
’!�� ���	��� 
���	�
��� ��������
 
1( )e t  � 2 ( )e t  � ���	����� ��’���� ���
��		! 

1( )EU t  � 2 ( )EU t  ���, ��� 
���	
����! ��
� 

min maxE E EU U U≤ ≤ ,                (1) 

�� 
min

2,9EU =  �� � 
max

3,1EU =  �� [6]. 

*�� � ��, �	'������! ��� 	����� 

1( )EU t  � 2 ( )EU t  	� �������������� +,- 	��-
�����  �� 
���	�
��� ��������
 1( )e t  � 2 ( )e t  
(�����
��&
���
 ���"	�� �!��
�� ������	���), 
�� � 
������ �
�� �! �������& ���
��		! 
�-
� ���������
��� �����
��&
�� 	��� ��������-
�� 
 	���!�� ���� $�		! ��� ���	$�		! 	�-
��� 1( )U t  � 2 ( )U t  ���, ��� 	����� 	� �����-
��������� ����$����! 
 ������� �� ������
  
��"������	���	�� ��	� 
 ��������� ��"��, �� 

��	���	� (1). 

���������
&�� ����	� ������'�, ��"	� 
������� ������ ��
	!	  ��! 
��	���		! 
������ 
����	�����
  
���� ��������	��� ���� ��’���� 
���
��		! (���. 3), !��  ������	�� '���� ��"-
	� ��������  
���!��: 

0, 1 ( )T
n nAGA U A J GE+⋅ = − + ,           (2) 

�� TAGA  – �
�����	� ������! 
���
�� ���
��-
	�����; ( )nA J GE− +  – ������!-���
��� , ���-
��	���� !��� � �����  
���
�� ������ ����  

������		! (����� ������
 � '�����
 �!��
�� ������	���); 0, 1nU +  – 
���
� 	����� 
 ������	��
� ����	�� ���; 

E  – ��������$��	� ���� (�.�.�.) �"���� "�
��		! 
���	�
��� ��������
. 
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%� ���. 4 	�
���	�� �������� 
���$�		! ������ ������������ 	����� 	� �������������� �!��
��� �������-
������� ����� ��� ������	�� ��� �
�� ����"��� ��� ������
  
����
��	���� �� ��
� (1). 

�� ��������& Matlab–�����&
�		! ����
���	� ��"�� ���������		! ����	��� ��
	! 	����� 	� ������-
������� +,-, �� ����� �! �� $
������&, ���� ��& �� 250 ��/���, �� ��"������	���	�� ��	��. ��
"�	� ������-
	 �������� �! � ���!�� ��
	�� �!��
�� ������	��� � ���	�& ��
"�	�& '����	�� ��	, ���. 5. 
 

 
,��. 5 �������� ���� �� 	����� 	� ������������� +,- ��� ��� �� ��"������	���	�� ���!	���. 

(1 – 10) – �!��
� ������	���. 
 
*��"	���  +,-, �� ����� �! �� $
������& 250 ��/���, ����	!�� 9 1�� ��� ��
�, �� 	� ������	�� ���� 

�����	�� ���!� ���"	���& 3 1��. � ������� 
��	�, �� ������� ��������� "�
��		! +,- 	�����&, �� 	� 
�	�"�� �! 	�"�� 3 ��. 

5� ��
����! 
 [14, 16] ��� 
��������		� ��* ��"��
� �	����� ��� �	����
	���� 
����	��� '�� ��� ��-
���
$� '	���� '�� ��� 2, 4, 6 �� 12-� �����	�� 	� ��*. %����� 	� �!��
�� $�	�� ������	��� 
 ��"��� '�� ���-
��� �� ��������& ��*, ��� ���	$�		� �	����
	���� 
����	��� '�� ���, �� ������	� 	� Matlab–������, ���
�-
��	� 	� ���. 6, �; 	� ���. 6, " 	�
���	� ������	 ���������� ���� "�
�!��� ����"�. 

 

  
� " 

,��. 6 – ,�����	��
� �������������� ������� "�
��		!: � – 	����� 	� $�	�� �!��
�� ������	��� ��� 
��������		���* 

 !����� ����
	��� '�� ��� �� �	�"�		� �	����
	���� 
����	��� '�� ���; " – '���� ���� ���'��	�� "�
�!��� ����"� 

��� ������ ������� � ��* 
 ��"��� ����
	�� '�� ������ �� ������������ 	����� 
 �!��
�� ����"�. 
 
� ���. 6, " 
��	� !� ���� "�
��		! ni  ������� � ��* �����
��&�� �! 
 �������	� ��	������ 	�� ����. 

)���� �������	�
�	� ������� ������� ���
��		! ��������� ������	 � 
���� $
������& ��	���
 ����-
$�		! 
���� �����	�� 
 ����� "�
��		!.  

*���� $� ���
���		! $
�������� �� ��� $� �� 250 ��/��� 	� ������	�� ����� 3 �� �
���
�& 	���
�-
���	��	�& ���� 	���& ����	�	� 	������ 	�� [17]. ��! $
�������� ��� $� �� 250 ��/��� �������
&� �! �����-
�� �!�� ���		��� ����. *������ 	� $
������� �� ��� $� 	�" 250 ��/���, !� ���
���, �
’!��	�� �� ������& 
	�
��, ������� ����������
�	�� ��� ����"��� �� ����
���		! �����	��	�� ��	��, �� �
’!�&�  
 ��	�
	�� ��-
�	� ����������. 

-����� ������ ��������	�� �!�� ���		��� ���� 
 ���	��!� ����������
 �� ���� ��� ���������
 � ���-
��������	�& ����� ����������	��	 ����	���  �� �������� ��������, ��� �������"�
��		! +,- 	� 
����	�� 
���!	��� 
���	�� �! �� �������& �!�� 	� ������	�� ����� 
 ����������� �� ���		�� �� 	��� � �������
�� �! 
������������� �����, ����	���	�� ��! ����� ��� ������ ��������	�� �!��. 

 
�2#( !/2. ���������		! 0 31-���� �
�	�� 
�� ���������
�� �����
��&
�� 	�� ��������
 ��� �����	�	-

	� ���
���		! $
������� �� +,- ��� $ �� 160 ��/��� �����	��!�� �����	� ��"� ����������� ������ 	 	�-
��� 
 ��	����	�� ����"� 	� ����	�� ��
	�, � ����" ���	$��� '�� ���
� �����
�		! �!��
�� ������	���, ���-

����� ���'����	� ���"	���� �� ����������� ����������	��	 ����	���  � "�
�!��& ����"�& 	� ��
	�, �� 	� 
��������  �
���
�� 
������ �� !����� ��������	�� �	�����.  

�
"
�		! �������	 
������		! 	����� 	� ������������� +,- ���������� �! �� ��������& ������
�	-
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	! 	� �!��
�� ������	��!� ��������
 �
�������	��� ����&
�		! 	�����, �� �����	�&�  ����		! 	����� 	� 

	���$	 �� �����. ���� ����, ������
�		! ������ �
�������	��� ����&
�		! 	����� ���
��!� �������� 
�������	� ��	���
 	���� 	� $�	�� ����	�� �!��
�� ������	���, �� 
��� �� �����	��� �	�"�		!  �����#��� 
������ �� 	�!
	���� �!��
��� 	�
�	��"�		! 	� '����	�� ��	�. 
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��� 621.735.3 

�. �. ������	�
� 

����’� ���	� ��
��� �		� ��
�� �������� �������� ������ 

������	
�� ���� ���������� �������, �
�
������ � ��������� �
���������� �� ������� ������� ������. ����
�
�� ���
������� ���
-
�� ������ ��������� �� ������ ������ � ������ �� �� ��������. !� �������� ������ ��������� ���'��
���� ������: �����"
�� ��
-
����#��� �
��
��$, 
�
���
�� ��������"�� ���"�����  ��
����#���� �
��
��$ �� 
�
���
�� �������� ���
�  �� ��
�������� ; �����"
�� ���-
��� �� ���"
��� �������� � ������� ��� �
��"����. %����"
�� ��������  ��� ���
��������� �
���������� �� ������. &������� �
��
����
 
�������� ���
�������, ��
 �������# ���������� �������� ������� ������ � ������� ��� ��������. 

������� �����: �������, ������, ���
�������, ������, �
�
������, �
��������. 

�����. &����� �
���� ������ ������� ������� # ����������� � �������
����� �
����#� ������� 
�
����� ������. �
�
��	�� ��� ����  ����� � ��� ������� 
�
� ���� ��� �������� �������  �
����� ���-
���. &����� �������������  ����	 �� ������� ������, ����� �� �������� � �. .. ���� � ���, 
�
�
��� ������ 
����  ����
 ���	
 � ���� ����� ����� � ��� �
������, ����� � ��� ����	��, 
���� ������� ������������, 
�
������� � ��������� � �������� ��������, ���������� ���������, 
���$ �����$ ���������� ��� ������-
�����������$ ����� [1].  

&
����� ������ ��# ��� ����������� ���"
���: 
• ��
�	���� � �������� ������ �
�������� ������-�
����"��� ����������
�; 
• ��
�	���� ������ �
�������� ��������. 
 
 ���! ����  �" #����#$% &. '
���	��"� �� ���"��� ���� ��������� ����� [2 – 5] � ���"
��� ���������� 

�
���� �� ��������� ������, ��	�� ������"���, (� ��� ����  � ��� �����  
��
���
���� ��� ������
�. )��-

���
���� �� ������	
���, �� ���� $� ������ �����, �
 ���������  ���������� ��� ����	
�  � �
��������, 
�������� �������, �
�
������ �� ��������� �
��������, � ������ �������. * �������� �
 �������� �� �� ��-
����	
��� ����� ����
� �� ������ �
���� ���� �����"
���. +��� ������, (� �����"
�� ���’��
����� ��-
�
������� ���
�� ������, # ������ ���. 

 
����� ��'� !�#��� #����#$%  (. ,
�� ������ – ���’��
��
 ���
������� ������ ��������"��$ �������-

�� �� ���������� ����� %+3-1 �� �������� �
������������� ���������� ����
��� Deform �� ������ �
���-
����"��� ����
���� ���
��, (� �������  �� ���� ������. ��� ������
��� ������
��$ �
�� ������������ ��-
����� ����"�: 

• ���
��� ���
����"�
 ��������� 
��
���
��� �� �������� ������ ���������� 
��
���
���; 
• �� �������� ������ ��������� ���’��
���� ������ �����"��� ��
����#��� �
��
��$, 
�
������ 

��������"�� ���"�����  ��
����#���� �
��
��$, 
�
������ �������� ���
�  �� ��
�������� , �����"��� �����-
� �� ���"
��� �������� � ������� ��� �
��"����; 

• �����"��� ��������  ��� ���
��������� �
���������� �� ������; 
• �������� ��������, (� �����# ���
	����  ������� ������ ��� ��������� �
�
������, ������� �� 

��������� �
�������$. 
 

 
+������ 1 – ������	����� �������, ������������ ����� ���
������ 

����������, ������
� $� ���� � ��
�� ��������� 
 

-������ .�����
������� 

, Ct �  ε  , �/�V  

��� 1X  2X  3X  

&������� ���
�  1000 0,5 0,5 
*��
���� ���������� 100 0,25 0,8 
'�	��� ���
�  (�����
 ���"
��� – ) 900 0,3 0,1 
%
����� ���
�  (�����
 ���"
��� + ) 1100 0,7 0,9  

���%)��*� � )�#%�&. ��� ������	
��� 
����� ���������� �������, �
�
������ � ����-
����� �
���������� �� �������� ���� ������ 
�������� ���
����"�
 ��������� 
��
���
�-
�� �� �������� ������ ���������� 
��
���
-
���. 

% ������ �
���
	��� ������� ���� ������ 
�
�
������ �
���������� ( 1X ), ������ ( 2X ) �� 
��������  �
�������$ ( 3X ). % ������ ��������� 
���
����� ��� ������� ����� ����� %+3-1 � ���-
������ 60D =  ��  ��  90H =  ��. ������	�����  

�������, ������������ ����� ���
������ ����������, ������
� $� ���� � ��
�� ��������� ���
�
�� � ����. 1. �����
�� 
���������$ 1Y  – �
 ������� ������. 

����� ������ ���� 
�
���� �
���
�
�� � �� 
��
���
���. / �� �����"��� ���� ����
����"��� �-
�����, ���������� ���������� ������� (��������, �
��"��� �������
� �
�
������), �
���
���#� �� �����-
��, ������ ����� 
��
���
���, �������� ��������������� � "��� "� ��������$ ������������. ������� ���
-
�
��� �������� ��	�� �������, ��������, �� ������
� ��������� "��
�. � ����. 2 ���
�
�� ���(
�� ������� 
��������� 
��
���
���. 

© 0. %. 1�����
���, 2015
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+������ 2 – ,������ ��������� 
��
���
��� 
 

2 ������� 1x  2x  3x  1 2x x⋅  1 3x x⋅  2 3x x⋅  

1 + + + + + + 
2 + + – + – – 
3 + – + – + – 
4 + – – – – + 
5 – + + – – + 
6 – + – – + – 
7 – – + + – – 
8 – – – + + +  

!� �������� ������ ��������� ���-
'��
���� ������ Microsoft Excel, MathCad � 
Matlab �����"��� �
����� ���� �����
�� ��-

����#��� �
��
��$, 
�
���
�� ��������"�� 
���"�����  ��
����#���� ������������� ��-
�	
	� ����
���� ������ ��������� ���-
���������� � �����"��� ���"
�  � ��� ����
-
���, 
�
���
�� �������� ���
�  �� ��
����-
����  �
����� ����
��"��$ ������ �������� 
 �!���, �����"
�� ������ �� ���"
��� ���-
����� � ������� ��� �
��"���� ��"�-����	- 

�����	�	 ���	
# [6]. 
 

+������ 3 – �
��� ���� �������� ������� ������ 
 

������ , MHY  ������ , MHY  

1 0,714 5 0,164 
2 1,81 6 0,389 
3 0,209 7 0,0239 
4 0,501 8 0,057 

 

 

 
�%!��&���* +�,��* �+�-+�)*. � �
-

��� ���� �
��
������� �������, ���� �������� 
��������, (� �������  ���
	����  ������� 
������ ��� ��������� �
�
������, ������� 
�� ��������� �
�������$. 

% �
��� ���� ����������� ���� �������� 
������� ��������: 

• � ������������ ����: 

1 2 30,483 0,206 0, 286 0,325Y x x x= − + + ; 
• � ������� ���� ����: 

1 2 30,483 0,00206 2,06 1,43 0,715 0,81 0,41Y x x x= − + + − + − . 
� �
���������� ������� ��������� �������� ������� �
��� ���� (����. 3). 
3
��� ���� ���
������� � ������� Deform 2D �
������
�� �� ���. 1 �� ���. 2. 
 

  
� $ 

  
 � 

 

3���. 1– 3
��� ���� ���
������� � ������	
��� ������� ������: � – �� �������� 1; $ – �� �������� 2; 
 – �� �������� 3; � – �� �������� 4. 
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 % 

  
& " 

 

3���. 2– 3
��� ���� ���
������� � ������	
��� ������� ������: 
 – �� �������� 5; % – �� �������� 6; 
& – �� �������� 7; " – �� �������� 8. 

 

% �
��� ���� �������
���� ���
������� ��	�� �����"��� ��������� �� �� ��� ���
��������� �
�������$ 
�� ������. 

I.   !��� ������ � ���
������$ �
�������$ ("
����� �� ����	
�� ����). 
II.  !��� ������$ �
�������$ (	����, �
�
�� � �������� ����), � �� ����� 
�
���� ��������� ��# ��
������-

��� �����; � ��� ���� ����
����#� �� ������ � ���
������ �
��������. 
III. !��� �������$ �
�������$ (����
���� �� ���� ����, (� ��������  �� ������) [7]. 
 

�%!��&���* ��#��&.*" #����#$% &. %�����������"� ��
� ������ MatLab, ��������� ���������� ��-
�
��, ��� ���(���  ������	
��� ���
	����� ��	 ����� �������� �� �������� ������ (���. 3). 

 

   
� $  

 

3��. 3 – 4����"�� ���
	����� ����� ������� ������ �� ������� ������
�������: � – ������� � ��������� �
���������� 
�
����; $ – �
�
������ � ��������� �
���������� �
����;  – ������� � �
�
������ �
����. 

 

! ������� ���. 3 ��	�� ���"��� , (� ��������� ������ ��# ��� ��� ���� �� ���� ������ ��	 �
�
������ 
��� ��������  �
����������. &����� ��� ������� ������� ������ 0,1 ,' ������#� �� �� �
�
������ 
1050 C� , ���������� ������� 0,35 �� ��������� �
�������$ 0,3 �/�. 
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�*� ��'*. !� �������� �
������������� ���������� ����
��� DEFORM 2D, ���� �����"
��� ��� 
���
������� ���
��� ������ �
����� ������, ���� ���
�
�� ���
������� ���
�� ������ ��������� �� ���-
��� ������ � ������ �� �� ��������: ���������� �������, �
�
������ � ��������� �
����������. 5����� �
-
��� ����� ���
������� ������, (� ��������� ������ ��# ��� ��� ���� �� ���� ������ ��	 �
�
������ ��� 
��������  �
����������. 

% �
��� ���� ���
�
���� ������	
��� �������
�� �
��
����
 �������� ���
�������, ��
 �������# ������-
���� �������� ������� ������ � ������� ��� ��������: 

1 2 30,483 0,00206 2,06 1,43 0,715 0,81 0,41Y x x x= − + + − + −  
 

��*��' ���%+���+*: 1. ��	�	&� �.�., �	'	 (.). +
���� ��������� �
������ ����
��
� // ,.: ,���������
��
. – 1971. – 6. 424. 2. 
* ��+$��� ).�., ��������	  .�., , ��$��	 -.). 7��
���
���� �8
 ����
������� �
�
� ��� �����"����� �� �����
 �
� ���"
��� � � 
���"
��
� // ����
"��-�������"��
 �����������. &�������� ���
������ ����
��
�. – 2012. – 2 1. – 6. 18 – 24. 3. ����� �.)., ��	��-
��� �... 6���������  ���
��� � ���������
�
�
��
 �� �����
 ������ � ��
�8� ���
����
� // ����
"��-�������"��
 �����������. 
&�������� ���
������ ����
��
�. – 2009. – 2 3. – 6. 17 – 20. 4. �	�	��	 )./. ������"
���
 �
"
��
 �� �����
 ��8� ��������� // ����
"-
��-�������"��
 �����������. &�������� ���
������ ����
��
�. – 2007. – 2 1. – 6. 3 – 8. 5. 0������� �.)., 1#���$ �./., �������	 ).�., 
�#��	 ).�., )!������� ).�., .���!�� 0. 9���
������
 �����"�8� ��
� ������ �� �
��
 ��������� ����� 79698-%� ��
� ���
����"
����� 
���
��������� // &�������� ���
������ ����
��
�. – 2013. – 2 4 (37). – 6. 3 – 7. 6. +�����8 ����� :��
���
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�������/0� ���	1 �����
0�1 ���������	��2	�3 
	�3 � 
��������  
���-�����
0�1. 4���	 2 

������	
�� ����������� �
��-�������� �� ��=���������� ���� ������������ ��� ����������$ ������ �������� 
����"��� ����� � ����-
����� � ������ ������ ������� �������� ������� �� �����"�
 ������������ ������ �������� ��� ������ �
��
���"��� ������
������ ��� 
��"
��� ���������. �������������� �
����������� �������-�
���"�� � ����������� ���
������, �
���� ���
����"��$ ����������, �
���$ 
����������
�, "��
� ��. � ����� "������ ������	
��� ����� ������� ����
�� ������ ������� �� ���
����"��$ ���� �
��-��������, ����-
������� ������������ ������ �
���� �
��-�������� �� ��’#��� ������	
���, � ����	 ������������� ���������  ������ ���� ������ ����-
���� �� �������� ��
����#���� ����
���$ �� 
���
��, �"������� � �
����� ��� ���
���� �

�
����� ���������. 

������� �����: ������ �����������, 
����"��� �������, ������ ��� �������, �
��-�������, �������� �������, �����������. 

�����. 5����� � ���������� '	��$	� ���������, ��� ������  ����� �
��"���, (� ������
������  �
���-
��������  �����������, # ����� � �������� ����	�	��4. !������������  ����� �'�
�	�� '	��$	�, �� ��������, 
��� � ���’#����, ������#� �� ���
 �� ������� � �
����� ��� ����� ��������� . !� �
���� ���� �	"'	
�� �'�
-
�	�� '	��$	� ������#� �� �	������	�# �	"'	
��#. &���� �� �����
��� ����� �
������������ ��'�����	�	 
�	"'	
��# ������ ���� ���# ������ ����� ��� ������ ������ ��������, ���� �� 
����� ����
����� ��"���
 
����# ��'������+ �	"'	
��. %���� ������ � $��"��	�	 "��	�# �	"'	
��# �� ������	�	 �
�
� �
������ �����"�� 
��'	�� �	"'	
��� �������#� �� �� ������ ������� ����	����� �� �	������� 	���	�, ���� �������#� �� 
�
��-
��� ��'	��"� �� �����������  ��'�����	�	 �	"'	
��# �� ��	������	�	, (� �� ����
��	
��� ����
�� ��# 
����’������ "�
��� �'�	�������4, ��
 � �
���� ������� ������#� �� 
�
�������� ������ ������� �������� ��  

© 6. &. %����� , *. %. ,�(
���, %. %. %����� , &. ,. �������
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���������	�
 ������
�
 � 	� � ���	����	�
. � ��� �� ��� ��	�� ������ �� �������� ������������ ����  �	!-
"	
���, ����
�, ������
���� 	� ��	��� ����  �	!"	
��� ����	��, ���� ������� ������ ���� ����	�� ������-
��, 	� �������� �� 	�
���	���, � �������	�
 � �	����
. 

  ������	�� �����	� ��������		� ���������	� ������ ����	� �������� �� ��’���� ��������		� �� ������-
	�, �� ��������		� ��� ������
���! 	�
���	��� �� �	��� ������� ��������� 	� ������ � ���	��	�
, ��� 
�	������		� �����	���� ��� ��������� �� 	���� ����	� [1]. 

 
������ ����	��
	��� ��	��. "� ������		� ��������		� ���	�������	� 32 	������� ������ �	#�
�-

��!, !� ���	�� ������ ����	� � ��������		� [1].   ��
� � ������ 	�����	� ����, 	#’$��, "��
��� � ������ !�-

�� 
	���
%����.   ��	�� ����� 	�����	� �����		� �����
� ����� "���	� �� 
���
����	�! ���� ����-
�������� �� ������
���! �
����	�� ��	��. 

 
����	������� ����-	������
 �	� ��	��������� ����	����� ����. ������� �	���� ��	����. � 
���-


����	�� ���������� �������� ������
���� �
����	�� ��	�� 	� ��	��� ������� ���������, �� 	�������-
	���� � ���� 
��	� ���	���� 	�
���	��, �����#
��	�-	�
���	��, �����	�	�����	��, ��������, ��

�-��-
������ ����. "������ ���������		� ������� ��������� ����������� � !�	�� ������	�� ���	�� �����	���� �� 
�-
�������� ���
�		� ��$�	����	��, 	��
���	�� �� ���	��	� �������#�����	�� ���	�� ���
����. %�	�� ���-
����	� ���� ������ ����	� 	� 
���� 	������	��� ��	�
�	���� #�
 ��������� (�������
), ��
� !�	� �������-
��		� 	� ��� 	������	�! �	�������	���� ���������		� ���������� ������	. &� ��
� ���������� � ������
���! 
	� ��	��� ��������	�� ���� (	�������, ��
 &����-' ����$), ��� ���
�	����	� �������������� ��� �����		� 
���������, �������� �� 	�
���	���. 

� 
���
����	�� ���������� ����	�	� 	������ ��������������� ����-�������. '��� ��������		� ��
��-
��	� ��
, �� ���� 	���� 
����� ���� �����	� ������	� ��� ����
� �����	� ����	� ��������� �
���	�����, � 
��
� ����� � ������	�. %������� ������ �	���		� ����-������� 	���� � 	����
����	�� ����������, ����� ��� 
�����		� �����, ��� 	� ��������� �	�		� ����	� �������� �
���	����� ���������! ������	�. &���
� ����-
���� ����
�		� 	��������	� ��	�
�	��	���� ����� � #�
 ����� ��������, ��� ���������� #�	����� ����-
�������� �� ��	�� ����	�		�� ���� ���
����. (� ������� ������������ ��	� 	������		�, �� ���������� 
��������� ���
��� ����-�������� �� ����
���� ������� ��� ������
���� 	�
���	��� �������� (������-

���! (�
�����, �� !�, (��"�-�	��	��) [2]. 

"�����
� ��$�	����	���� ��������		� ����-��������. 
)�
�	�� �������� ���������! ������	� 	� ������������ ���� ���	����, ��� ���	������ ��	��	��	� �� 

������ �
��, ���� ����	������ 
���� ��� ���� ���������, ��� ��������������� 	� �������. "�� ��� ���-
��		� ����� ������ ������
�	����	�� ��	�� �	�		� 
�
�	��� ��������	�	� �	�		� #�	���! ��������, � ���� 
�	���	� ����� 
�
�	��� ���� ��������� ������� �� !�	� ������	� ��	��������. (� �	���� ���	� ������ 
#�	���! ��������, ��� �	������� 	������	� ���� 
�
�	��, 
��	� �������� �	��� ������� � ����
 � �	���	-
	�
� ����� 
�
�	���. "�����	� ���� ������
���� ����������� ���	��	�� �� ����� ����� ������� 
�-

�	���. 

���������� [3, 4, 5], �� ������	� 	����’�
	� #�	���� ( ) 0f y ≥ , ��� ��������	�� �
���
 	�
���		� 

( ) 1f y dy
∞

−∞

=� , 


��	� ��������� �� ����	���� �
���	���� ( )P y  �����! ���������! ������	� y . *��	�
�	��	�� ������ ����-
	����� �
���	���� ( )P y  ��� �����
� ����� "���	�, ��� ��������� ��#��	���	�
 ��	�		�
  

( ) ( )2
1 2

dP y y a
P y

dy b b y b yΟ

−=
+ +

,                                                                 (1) 

� ���
� ���#����	�� a  � ib , 0, 1, 2i = , ���	���� ������� �����
� ���������.  
*���’���		� ����� ��	�		� ����������� � ������	�
� ������� 
�� ��� 

( ) 2
1 2

exp
y a

P y C dy
b b y b yΟ

� �−= � �� �+ +� �
� .                                                             (2) 

"������� ����	�	� �������		�, ���	������ ����� 
�
�	�� ���� 
������; 
������ ���	����� ��-
����	� a  � ib  ���� �������� ���	�� ��	����	�� 
�
�	��� �������� �� ������� �� �����
� ��	�	� � ����
� 
������� 

{ 1 2 2 2 2 1 2 2 3 3 3 2 1 3 2 4 40; 3 ; 3 4 ; 3 4 5a b b b a b b a b b bµ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µΟ Ο− + = + = − − + + = − − + + + = −� � � � � � � � � � � .        (3) 

� ������	�
� ������� �������� "���	� ���	�������� ����
� 
�
�	��
� 1m� , 2µ� , 3µ�  � 4µ� . *���		� ���! 
�����
� �����	� � ����. 1. ����
�, �� ������ ����! 
��� ���� ��	�
 �����	� ��� ���	�� ������	��� ��-
	�		� 2

1 2 0b b y b yΟ + + = . "��	������ ��	� ����� ��	�		� ���� 1y  �� 2y , 
��
�: 

1
1,2

2

1
1 1

2
b

y
b K

� �
= − ± −� �� �

� �
, 

2
1

24
b

K
b bΟ

= .                                                          (4) 
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&������ 1 – *���		� �����
� (3) 
3 2

2 4 2 310 18 12d µ µ µ µ= − −� � � �  

( )2
2 2 4 34 3c µ µ µ µΟ = − −� � � �  /b c dΟ Ο=  

( )2
1 3 4 23c µ µ µ= − +� � �  1 1 /b c d= , 1a b=  

3 2
2 2 4 2 32 6 3c µ µ µ µ= − + +� � � �  2 2 /b c d=  

+�� ���	���	���� �	��� ��������� ���, ��� 1 2y y< . ,	���		� 
���	�� �����	� ��� ������	� K . -��� 0K < , �� ���	� ����	� �� 
�-
��� ��	� �	��� (��� . �������� �� �����#������� "���	�). "� 1K >  
���	� ����	� �� 
���� ��	����� �	��� (��� V. ��������). "� 
0 1K< <  ���	� ��
�����	� (��� .V ��������). "� ����, ��
 � ����-
������� ��� 
������ �������. 

"���� ���������	�� �������	� 
��
� 	�����	�: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 11 1 qpp q

f y y y
p q

−−Γ +
= −

Γ Γ
, �� 0 1y≤ ≤ .                                                   (5) 

/��	���	�� ����-������� ��������	�� 	� ������� ��� 0 �� 1. ,����������� ��	��	� �������		�, ����-
������	� 
��	� ��������� ���, �� ��	� ���� ���
��� �	���		� 	� ����-���
� �	������.  

&�� V. �������� � ����-��������
 .. ��� �� 
�� ������: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

, 0
1

p

p q

p q y
f y y

p q y

−

+

Γ +
= ≤ < ∞

Γ Γ +
.                                                       (6) 

"� ��� .V �������� 	����� ��	��	��	� ������� 	�
������, ��	���� ���� ���
� ������� ����� ������-
��. 

 
����	������� 
������������ ����-	������
. �!���������  #���-�	!"	
�� ������ ������� ���������! 

������	� ( )z yα β α= + − , �� � ��	��	�� #�	����� ���������! ������	� y , ��� 
�� ����-������� . ���� � ��-
�
���
� p , q  � ��������	� � �	������ yα β≤ ≤ . /��������� � �����	� – ���� ��������� ������	� z  
�� 
�������	�	�� ����-������� � �����	�
� ���
���
�, �� ��������� ������	� ( ) /( )y z α β α= − −  
�� ����-
������� . ���� � ���
���
� p , q  [6]. 

-� ���� ���	���	� � [1], ����� ������ ��� 500N = , 1000N = , 3000N = , �	���		� 1,59dm =  

, ������	� 
����	����������	��� �������		� ���
��� ���
����� 0,00159dσ =  

, 0,0636dσ =  

, 0,0954dσ =  

, 

0,1113dσ =  

. � ����. 2. �����	� �����	���� ��	� ��� ������ ��	��� ������ �� �������		� 0,1113dσ =  

. 
�������� ���	�� 	������	�� ��� ���	���		� ���� �������� �� ���
�� (����. 1 � 2 � [1]) 
�
�	��� 1m� , 2µ� , 

3µ�  � 4µ� , ��
�	���� ���� ��� n − �� 
�
�	�� ( 4

 ) � n −
� �����	�, � ��
�: 
0 ��� ��	�� � 1-�� ��������� 1 0,64424759m =� , 2 0,03181752µ =� , 3 0,00248719µ =� , 4 0,00319209µ =� ; ���-

	� ����	�, 
���� ��	�� �	��, ����� �� ���������� ���� . �������� �� �����#������� "���	�; 
0 ��� ��	�� � 2-�� ��������� 1 0,64625362m =� , 2 0,03180040µ =� , 3 0,00298760µ =� , 4 0,00343242µ =� ; ���-

	� ����	�, 
���� ��	�� �	��, ����� �� ���������� ���� . �������� �� �����#������� "���	�; 
0 ��� ��	�� � 3-�� ��������� 1 0,64436396m =� , 2 0,03254810µ =� , 3 0,00378001µ =� , 4 0,00398597µ =� ; ���-

	� ����	�, 
���� ��	������ �	��, ����� �� ���������� ���� V. �������� �� �����#������� "���	�. 
+�������� ������	� �	���� �����	���� 	�
���	��� �������� ��� ������
���! �� ���	��� ���#����	��� 

���
���! �� ������� (����. 3) �� 
��������, 	�����	�� ����, �� #�
���
� (3) – (6) � [1]. %��
�	� ��������� 
� ��� ������� ���������� 
��������� ����! ������
���!. 

&������ 2 – *�����	���� ��	� 
 

N , �� 
 

500 1000 3000 

dm , 

 1,59 1,59 1,59 

dσ , 

 0,11130 0,11130 0,11130 
5

0 10c ⋅   1,234 –1,303 –1,550 
5

1 10c ⋅   1,549 –1,932 –2,708 
6

2 10c ⋅   8,69  1,42 –9,72 
410d ⋅   3,616  4,056  5,052 
2

0 10b ⋅  –3,4112 –3,2135 –3,0669 
2

1 10b ⋅  –4,2844 –4,7634 –5,3599 
2

2 10b ⋅   2,4040  0,3512 –1,9241 
210a ⋅  –4,2844 –4,7634 –5,3599 

K  –0,5596 –5,0259  1,2171 

1y  –0,5965 –0,6440 –1,9810 

2y   2,3787 14,2064 –0,8046 

�������� ���	�� 	������	�� ��� ���	���		� ���� 
�������� �� ���	���		� �� ���
�� (����. 1 � 2 � [1]) 
�-

�	��� 1m� , 2µ� , 3µ�  � 4µ� , ��
�	���� ���� ��� n − �� 
�-

�	�� (

4) � n −
� �����	�: 

0 ��� ��	�� � 1-�� ��������� 1 0,62760067m =� , 2µ =�
0,00063461= , 3 0,00000127µ =� , 4 0,00000124µ =� ; ���	� 

��
�����	�, ����� �� ���������� ���� .V �������� �� ���-
��#������� "���	�; 

0 ��� ��	�� � 2-�� ��������� 1 0,63256213m =� , 2µ =�
0,01028946= , 3 0,00037723µ =� , 4 0,00034880µ =� ; ���	� 

��
�����	�, ����� �� ���������� ���� .V �������� �� ���-
��#������� "���	�; 

0 ��� ��	�� � 3-�� ��������� 1 0,63966754m =� , 2µ =�
0,02360745= , 3 0,00199333µ =� , 4 0,00199352µ =� ; ���	� 

��
�����	�, ����� �� ���������� ���� .V �������� �� ���-
��#������� "���	�. 

� ����. 4 �����	� �����	���� ��	� ��� ������ ��-
	������� ������ 3000N =  �� 0,01590dσ =  

, dσ =

0,06360=  

, 0,09540dσ =  

. 
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&������ 3 – 1	���� �����	���� 	�
���	��� ��������  
��� ������
���! �� ���	��� ���#����	��� ���
���! �� ������� 

500N = , 1,59dm =  

, 0,11130dσ =  

 

13 0,32666958S =  13 0,32765334S =  25 1,07916065S =  25 1,09003045S =  

0,43823744Sk =�  0,15313548Ex =�  

13Sk S≤�  – �
��� 	� ����	������ 25Ex S≤�  – �
��� 	� ����	������ 

1000N = , 1,59dm =  

, 0,11130dσ =  

 

13 0,23168328S =  13 0,23203146S =  25 0,7688133S =  25 0,7726713S =  

0,52683317Sk =�  0,39418314Ex =�  

13Sk S≤�  – �
��� 	� ����	������ 25Ex S≤�  – �
��� 	� ����	������ 

3000N = , 1,59dm =  

, 0,11130dσ =  

 

13 0,13403001S =  13 0,134097065S =  25 0,44609725S =  25 0,44684165S =  

0,64373057Sk =�  0,76255408Ex =�  

13Sk S≤�  – �
��� 	� ����	������ 25Ex S≤�  – �
��� 	� ����	������ 

 
-� � � ������	��
� �	�����, � ����. 5 	�����	� ��	� �� ���#����	�� ���
���! �� �������. +�� �
����	�� 

��������� � 
���� ���������, ���� �	����� ��	�� � ���	��	� 
���
, ������
���� 	�
���	�
 ��������
 
������������. "� «������		�» ����	���� �
���	���� 	�
���	���� ����������, ��������		� �����	�! ���-
���
���! 	� ���
�	�������. &���
 ��	�
, 
��������� ������
���! �
����	��� �������� ����-��������
 
���������	� �����	��
� (��� ��	�� � ����. 2 – ��	��	��	�, ��� ��	�� � ����. 4 – ����� ����	� 	�  �������-
�����). "�������� �� �
�		�! JΡ , ��� �
�	������ � �	������ min maxJ J JΡ Ρ Ρ≤ ≤ (�� ����� ���	�������� � �	����� 
�
����	�� ��	��), ������
� ����	���� �
���	����� � ������� #�
��� (7), ��� ���! ��������� 
�
�	�� ����	� 
#�
���� (8), � ��	����	� – #�
���� (9): 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

11
min max

1
max min

qp

p q

J J J Jp q
f J

p q J J

−−
Ρ Ρ Ρ Ρ

Ρ + −
Ρ Ρ

− −Γ +
=

Γ Γ −
,                                               (7) 

 
&������ 4 – *�����	���� ��	� 

N , �� 3000 3000 3000 

dm , 

 1,59 1,59 1,59 

dσ , 

 0,0159 0,0636 0,0954 

6
0 10c ⋅  62,0 10−− ⋅  –0,14 –4,16 

6
1 10c ⋅  63,12 10−− ⋅  –0,25 –7,31 

6
2 10c ⋅  54,06 10−− ⋅  –0,21 –3,26 

510d ⋅  43,27 10−⋅  1,46 18,61 
4

0 10b ⋅  –6,11 –98,35 –223,66 
4

1 10b ⋅  –9,54 –172,51 –392,57 
2

2 10b ⋅  –1,2401 –1,4732 –1,7534 
310a ⋅  –0,95377 –17,2505 –39,2573 
210K ⋅   3,0014 51,3464 98,2474 

2
1 10y ⋅  

–3,85⋅ 
(1 1,52i− ) 

–58,55⋅ 
(1 0,97i− ) 

–111,95⋅ 
(1 0,13i− ) 

2
2 10y ⋅  

–3,85⋅ 
(1 1,52i+ ) 

–58,55⋅ 
(1 0,97i+ ) 

–111,95⋅ 
(1 0,13i+ ) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )kqp
kp

JJJC
p

qp
qpm knk

n

k

k
nn ++Γ

+Γ−
Γ

+Γ= −
ΡΡΡ

=
� minmin)max

0

, ,  (8) 

( ) ( ) ( )
( )max min),

n
n

p q
p q J J

p
µ Ρ Ρ

Γ +
= − ×

Γ
 

( ) ( )
( )0

1
kn

k k
n

k

p n kp
C

p q p q n k=

Γ + −� �
× − � �+ Γ + + −� �
� .              (9) 

� ��� ������ 
( )

!
,

! !
k
n

n n
C k n

k k n k
� �

= = ≤� � −� �
 – ��	�
����	� 

���#����	��, ( )Γ •  – ��

�-#�	����, ��� �� ���	���		�
 ����-

����� �	������
 ( ) ( )1 , Re 0z zz t e dt z
∞

− −

Ο

Γ = >�  [7 – 10]. +�� 

������ ���
�	�� �������		� ��

�-#�	���! ���’���	� � ��-
�����		�
 #��������, ��� ��� ������	��� ������� 	������	� 
�������������� 	������		�, 	�������, )	����� *��������: 

( ) ( )
1 1
2 2

2 3 4

1 1 139 571
2 1

12 288 51840 2488320

zzz e z
z z z z

π
−− 	Γ ≈ + + − − +
�

 
 

5 6

163879 5246819

209018880 75246796800z z
�+ + �

,                                               (10) 

��� �	�� 	������		� ���� 	�����	�� ��� [9, 11], �� ���������� �����
 ������	� ��� ��������	� ���	����. 
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&������ 5 – 2��#����	�� ���
���! �� ������� 
 

3000N = , 1,59dm =  

, 0,01590dσ =  

 

13 0,13403001S =  13 0,134097065S =  25 0,44609725S =  25 0,44684165S =  

0,07967409Sk =�  0,08897396Ex =�  

13Sk S≤�  – 
���� �����
����� 25Ex S≤�  – 
���� �����
����� 

3000N = , 1,59dm =  

, 0,06360dσ =  

 

13 0,13403001S =  13 0,134097065S =  25 0,44609725S =  25 0,44684165S =  

0,36142125Sk =�  0,29447751Ex =�  

13Sk S≤�  – �
��� 	� ����	������ 25Ex S≤�  – 
���� �����
����� 

3000N = , 1,59dm =  

, 0,09540dσ =  

 

13 0,13403001S =  13 0,134097065S =  25 0,44609725S =  25 0,44684165S =  

0,54954858Sk =�  0,57702432Ex =�  

13Sk S≤�  – �
��� 	� ����	������ 25Ex S≤�  – �
��� 	� ����	������ 
 

&������ 6 – "�������� �� ��	����	� 
�
�	�� 	�����	�� ��������� 
 

"����� 

�
�	�� 

"�������� 
�
�	�� 3�	����	� 
�
�	�� 

0 0 1m =  (�� ���	���		�
) 0 1m =  (�� ���	���		�
) 
1 1m  (���	��������) 1 0µ =  
2 2

2 1 2m m µ= +  2
2 2 1m mµ = −  

3 2
3 1 2 1 33m m mµ µ= + +  3

3 3 2 1 13 2m m m mµ = − +  
4 (���.) 4 2

4 1 2 1 3 1 46 4m m m mµ µ µ= + + +  
4 (��	�.) 2 4

4 4 3 1 2 1 14 6 3m m m m m mµ = − + −   

+�� 	�����	�� ��������� ���������� 
	�����	� �������	���		� 
�� ���������
� �� 
��	����	�
� 
�
�	��
� [12 – 14], �� ����� 

��	� ���������� �� �����	���: 

1
0

n
k n k

n n k
k

m C mµ −

=
= � , 

( ) 1
0

1
n

n k k n k
n n k

k

C m mµ − −

=
= −� ,        (11) 

�� ��� 
�
�	��� �� 4-�� �����	� ��� �����, 
�����	�  �  ����. 6.  �  ����  �����	���  �����  

"���	� �����	� ������ ���	���� �������	� (	������	� ���
����� �� 8÷10 �	���� ����� ��
�), �� ����	������ 

�������������	�� ���
�� 	���
����		� ������� � �����	���� ���	��. 

 

��������. &���
 ��	�
, � ����� �����	��� ������ ������
���! �
����	�� ��	�� ����-����� ��	�����, 
��� ���������	� � ������� ������ �� 	� !�	�� ��	��� ��������	�� �������
�, �� ����
���� ����-��������. (� 
��	��� �����	�� ��������	�� ������	 ������	�, �� ��������		� 	�
���	��� �������� ��� ������
���! �
-
����	�� ��	��, ��� ������������ ��’��� ��������		� – ���� ����		� ���������� ������	���, 	� � ���	��-
	�
 ���� �	���		� ���
���! �� �������. 

  ��	�� �����	� ��������		� 	� ��	��� �	����� ������������	�! �������� ����	� 
���
����	� �����		� 
����-�������� (
���
����	� ��	��� ����� – ��
������ ����� "���	�), ���� ������� ������ ���� ����	�� 
��������, 	� �������� �� 	�
���	���, 
��� ����� �	�������	�
, ��� ������� �����	��� ��������		�. ����-
��	�, �� � ���!� ��������� 
������ ���� ��������� ��������� �� ����-��������� . ��� .. ����, ��� 
����� ���� 
�����	� �� �������	�	��� ����-��������. &���
 ��	�
, ������ ������
���! ����� ��$�	����		� ��������		� 
��
� �����	�� ��������� ��������� �� ���	���		� ��������� ���	�� 
�
�	��� � �����	�� ���
���� ����-
��������. %�$�	����	� ���������		� ����-�������� �� ��’���� ��������		� �����
 ������		� �������� ��-
������	� ��� ������ ��	��� ������ � ��	�
� ����	����������	�
� �������		�
� �
�		�!, ��� � ���������� 
��’��� ��������		�. 
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�. �. ������ , �. �. ��! "���, �. �. ������ , �. �. ���#$�%"��� 

�� !"�#$�%&' (�"!)*  !(�!+&,* -"��- #$-).�,/)#0 +�)#0 (� +!�!$!1!2  
3-.�- !(�!+&,*. 4��.#)� 3 

  ��	��, ��������	�� �����	� ��������		� 	�����	� ���	���		� � ����������	� ���
��� ����-�������� ��� ��� ����		� ������	����, � 
��
� ���	�	� ����	���� �������	��� ������ ���	���		� ��� ���
����, ���	�	� ��������� � ��	����	� 
�
�	�� ��������, ���� ���������� 

�
�	��� ������ � ������ ������ ����������	� ��������	�
� �������
�
� � ��#���
�. (�����	� ��	� ��
�	������ ������	���� ��-
�������		� 
���
����	��� ������ ����-�������� �� ��
����	�� #����	�� ������	, �� ��	��� 	���	��	�� ����� 	� 
���	��	� ��������-
���� ��’���� ��������		�. %��
�	� 
���������� � 
���
����	�� ����� �����	� ��� ���������		� ����-��������, ��� �����		� ������ 
������
���! �
����	�� ��	�� ����-����� ��	�����. 

"�5���� �����: ������� ��
����		�, �
����	�� �������, 	�
���	�� �������, ����-�������, �������� "���	�, ������
����. 

���
�.   ����	�	��: ��	�� ������ �� �������� ������������ ����  �	!"	
���, ����
�, ������
���� 	� ��-
	��� ����  �	!"	
��� ����	�� (#���-�	!"	
���), ���� ������� ������ ���� ����	�� ��������, 	� �������� �� 
�	������	�	, � ���� ����	������ �������	���� � �	������� �����		� ������ ������
���!, ��� �� 	� ���	���� 
��������	�� � 	� 	���� ������� ��������		�.   ������	�� �����	�� ��������		� ���������	� ������� ����	 
�������� (	�
���	��) �� 	����������� ���
�	�� ������� 
���	 – ���� ����		� ���������� ������	��� – �� 
�� ����
�	��� ��’���� 	���������! ���
����	��� #�
� �� ������	�, �� ��������		� ��� ������
���! 
	�
���	��� �� �	��� ������� ��������� 	� ������ � ���	��	�
, ��� �	������		� �����	���� ��� ���������  
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����, .. �. )���	��, �. �. ��
����, %. ). 2�	����	��, 2015



 
ISSN 2222-0631 (print) ����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� 

������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 17 

�� ����� �����	 [1], � 
���� �������� �������� ���
��� ������ ������� �� ��
���
����� ���� ��
�-��������	, 
���������
� ���
��	����� 	������������ ��
�-��������	 �� ��’��
	 �����������, � 
���� �������������� �����
-
���
� ����������� �����	 ��������	 �� �������� ���������
�� �����
��� 
� ������	, ����
����� � ���
������� 
�����
�� ����������� ���������� [2]. 

 
������ ����	��
	��� ��	��. ��� ���������� ����������� �������������� 32 ��	����� ������� �������-

���, ����� ������� ���� ������ 	 ����� ���
��� ������ ����������� [1].   
��	 � ������� �������� ����, 
	�’���,  !�
��� � ������� "�
�� 
	���
#����.   ���� ���
��� ����������� �	�� �������� �����	 ���������� 
������
��� ��
�-��������	 ��� ��’��
	 �����������. 

 
���������� ��	����	�� ����-	������
. !�� 	������������ ��
�-��������	 ��
���
���� ����	����� 

1( , )m p q , ��������� ( , )D p q , ���������
� �����
��� Sk   ������	 Ex  ��"
� ������: 

( ) min max
1 ,

J q J p
m p q

p q
Ρ Ρ+

=
+

,  ( ) ( )
( ) ( )

2
max min

2
,

1

J J pq
D p q

p q p q
Ρ Ρ−

=
+ + +

,                                           (1) 

( )2 1
2

q p p q
Sk

p q pq

− + +=
+ +

,                                                                           (2) 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

26 1 2

2 3

p q p q pq p q
Ex

pq p q p q

− + + − + +
=

+ + + +
.                                                                 (3) 

#����""�� 1( , )m p q  � ( , )D p q  �� ���������� ��������� ������ 1m�  � 2S�  (��������� �� ����	���� � 
���. 1.1 

� 1.2 	 [1]), ������
	����� ���������������� ��� ���������� ������
��� ��������	 ( , )p q : 

( )( )1 min max 11 min
2

max min

1
m J J mm J

p
J J S

Ρ ΡΡ

Ρ Ρ

� �− −−
= ⋅ −� �− � �

� ��

�
,                                                         (4) 

( ) ( )1 min max 1max 1
2

max min

1
m J J mJ m

q
J J S

Ρ ΡΡ

Ρ Ρ

� �− −−
= ⋅ −� �− � �

� ��

�
.                                                         (5) 

$� ������ ������	"
� �����
� 1-�� 
� 2-�� ��������, %� � ������ ���������, ��� ����� �������
� ������-

�� ( , )p q  �� 	��� ����	 1-�� 
� 3-�� ��� 4-�� ����
����� �����
��. & ����
� [3] ��������� ������ ��������
� 
����	 ��
�-���������� 
��	 ' %������
� ���������
� �����
	� ����	����, ��� ����	"
��� !	" 	
��	� $���� ��� 
�	������	�����	 ����������	 ������� �����
������, 
� ����������� �����
	� �� �����
������" �� ��
���� ��-
���� ������ ��� ��������	�����	 �������. ��� ����	 �� ��������� �	�� 	���� ������
� �����
�� 1-�� 
� ����-
�� � ��%�� ��������. 

(�������, ��� ��������� �������
�
� ��� ���	�	 ( , )p q , � ����������, 
��	 ������� ���
��� ��������� 
������� ����� �
����
� ����������� � �����" 
�����
" [4, 5]. !�� ��������� ��	����""
� ���
��	, ��� ����-
���
��� � ���� �������, ���� � ���� �������� �������� 1-�� ����
������ �����
	, � ��	�� �������� �����
	 
����� �������� n − �� ������	. #������� ����� ���� ���
���, � ��� ����	
�� �����
� (8) 	 [1] 
� ��������� ���-
��� �����
�� 1m� , nm� , ��� ���
	��� ������: 

( ) ( )1 1 1, , 0F p q m p q m= − =� ; ( ) ( ), , 0n n nF p q m p q m= − =� .                                       (6) 

����
����� ����������� ������� ���� ���
��� � �������� ( , )p q , ��� ��������� �� ����	���� (5) – (6) 	 
[1], %� ����� ����
������ � (6) ��� ��� �������� 1( , )F p q  � ( , )nF p q . 

!��� �������
��� ���!��� %�	�� ( , )W p q , � ��� ������
��� � ���
���� ������� �� �������� ( , )p q , %� ��� 
���
	��� ���: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1, / , /
,

, / , /n n

F p q p F p q q
W p q

F p q p F p q q

� ∂ ∂ ∂ ∂ �
= 	 
∂ ∂ ∂ ∂� �

.                                                      (7) 

# 	���	������ �����	 (6) �
���	���  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )max min) min2
0

, n kp pn k n k
n

k

p p q p p qF p q p k
C J J J

p p q kp

−
Ρ Ρ Ρ

=

′ ′Γ Γ + − Γ Γ +∂ Γ +
= × − +

∂ Γ + +Γ� �� �
  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
max min) min 2

0

n k p pk n k
n

k

p k p q k p q k p kp q
C J J J

p p q k

−
Ρ Ρ Ρ

=

′ ′Γ + Γ + + − Γ + + Γ +Γ +
+ − ×

Γ Γ + +� �� �
 ,                 (8) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )max min) min
0

, n kqn k n k
n

k

p qF p q p k
C J J J

q p p q k
−

Ρ Ρ Ρ
=

′Γ +∂ Γ +
= − −

∂ Γ Γ + +  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
max min) min 2

0

n k qk n k
n

k

p q k p kp q
C J J J

p p q k

−
Ρ Ρ Ρ

=

′Γ + + Γ +Γ +
− −

Γ Γ + +� �� �
 .                                      (9) 
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!��� ��������
��� ��
�������
 ��
���� �� ���
	���" ����	��": 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1det , , / , / , / , /n nW p q F p q p F p q q F p q q F p q p∆ = = ∂ ∂ ⋅∂ ∂ − ∂ ∂ ⋅∂ ∂ ,                        (10) 

��� ��������
� �	�" ������
��� �����������
� ���� ��
����, � ����� �������
��� �����
�� �� ��� ��
���� 
1( , )W p q− , ������
��� ���� 	 ������	 ��
���� �������� ( 2 2× ) �: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

22 121

21 11

, / , /
,

, / , /
W p q W p q

W p q
W p q W p q

− � ∆ − ∆ �
= 	 
− ∆ ∆� �

.                                                 (11) 

)��� ��������� �������� �� ������	 �
��������	 ����� ���������� ( , )p q∗ ∗  � ���������� �� ����	��" 
(12). 

*��������� �������
��� �������� ����������, ��� ������	"
��� ����� ��������� ������� 
�����
� ��� ����-
���. #� ����������
� ����� �����
� ���
��	 ������� � 	���	������ ������� ����
����� �����
�� %� ������� 
��������, ��� ���������
� ����� � ���� ����
� �� ���������
���. 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1 1

1

, / , / ,1
, / , / ,

n

n n

F p q q F p q q F p qp p
F p q p F p q p F p qqq

∗

∗

� � � ∂ ∂ −∂ ∂ � � �� �
= − ⋅	 
 	 
 	 
	 
	 
 −∂ ∂ ∂ ∂∆� � � � � �� �

.                                  (12) 

 
+������ 1 – #������
� �
��������� ������	 

 

'
�����-
�� 
���� 

3000, 1,59dN m= =  ��, 

0,11130dσ =  �� 
(���� 1-�� 
� 2-�� ����
����� �����
��) 

3000, 1,59dN m= =  ��, 

0,11130dσ =  �� 
(���� 1-�� 
� 3-�� ����
����� �����
��) 

3000, 1,59dN m= =  ��, 

0,11130dσ =  �� 
(���� 1-�� 
� 4-�� ����
����� �����
��) 

0 3,83067531p = , 7,73589558q =  3,83067531p = , 7,73589558q =  3,83067531p = , 7,73589558q =  

1 
12

1( , ) 1,81899 10F p q −= ⋅  
5

2( , ) 1,08530 10F p q −= ⋅  

12
1( , ) 1,81899 10F p q −= ⋅  

2( , ) 0,00155647F p q = −  

12
1( , ) 1,81899 10F p q −= ⋅  

2( , ) 0,00507299F p q = −  

 3,83206259p = , 7,73869715q =  3,73425370p = , 7,54117593q =  3,61465942p = , 7,29965997q =  

2 
11

1( , ) 4,4565 10F p q −= − ⋅  
9

2( , ) 3,57200 10F p q −= ⋅  

9
1( , ) 2,99775 10F p q −= ⋅  

5
2( , ) 3,79792 10F p q −= ⋅  

9
1( , ) 6,93854 10F p q −= ⋅  

2( , ) 0,000299854F p q =  

 3,83206306p = , 7,73869809q =  3,73649545p = , 7,54570314q =  3,62604224p = , 7,32264729q =  

3 
12

1( , ) 2,72848 10F p q −= ⋅  
12

2( , ) 1,8194 10F p q −= ⋅  

11
1( , ) 8,0945 10F p q −= − ⋅  

8
2( , ) 2,14618 10F p q −= ⋅  

10
1( , ) 5,2751 10F p q −= − ⋅  

7
2( , ) 9,29593 10F p q −= ⋅  

 3,83206306p = , 7,73869809q =  3,73649673p = , 7,54570571q =  3,62607778p = , 7,32271906q =  

4 
1( , ) 0,0F p q =  

13
2( , ) 4,5475 10F p q −= ⋅  

1( , ) 0,0F p q =  
8

2( , ) 2,14618 10F p q −= ⋅  

12
1( , ) 1,8190 10F p q −= − ⋅  

12
2( , ) 8,1855 10F p q −= ⋅  

 3,83206306p = , 7,73869809q =  3,73649673p = , 7,54570571q =  3,62607778p = , 7,32271906q =  

5 
1( , ) 0,0F p q =  

2( , ) 0,0F p q =  

1( , ) 0,0F p q =  
13

2( , ) 4,547 10F p q −= − ⋅  

12
1( , ) 1,8190 10F p q −= − ⋅  

12
2( , ) 1,364 10F p q −= − ⋅  

 3,83206306p = , 7,73869809q =  3,73649673p = , 7,54570571q =  3,62607778p = , 7,32271906q =  

6 – – 
12

1( , ) 1,8190 10F p q −= ⋅  
12

2( , ) 1,3642 10F p q −= ⋅  

 – – 3,62607778p = , 7,32271906q =  
 

����	
���
� 	 ������� (10), (12) ���
����� �������� ��� �����-�	����� �� �������� p  � q  �������
� �� 
����������
� �
������� �����
������ �����	 ��� �����-&�����' ( )zΓ , �� z p q i= + +  ( i  ������ �������� 0, 1, 
2, 3 ...). ,�����
������ &	!���	� (��!����� (10) 	 [1], ����� (�� �������� ��
���� ��� ������� � �	����) 

( ) ( )
1 1
2 2

2 3 4

1 1 139 571
2 1 ...

12 288 51840 2488320

zzz e z
z z z z

π
−− �� �′Γ ≈ + + − − + ×	 
�

� ��
 

2 3 4 5

1 1 1 139 571
ln ...

2 12 144 17280 622080
z

z z z z z

�� � � �× − − + − − +	 
 	 
�
� � � ��

.                                           (13) 

& 
� �� ��� ����� ������
�
��� ������� [6 – 9] ��������������� 
( ) ( ) ( )z z z′Γ = Ψ Γ ,                                                                            (14) 

�� ( )zΨ  –  ��-&������, ��� 
������ &������ ( ) [ln( )] /z d z dzΨ = , �����
�
���� ����	�� ��� ���� ��� ������ 

( ) 2 4 6

1 1 1 1
ln

2 12 120 252
z z

z z z z
Ψ ≈ − − + − .                                                          (15) 
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!�� ��������� 
�����
� �������������� ����	� �	�� ��������� ���������� � ������� ��������� 
(1) 0,57721566490...CΨ = − = −  (����� )*��!�). #� ����	��" (14) (1) (1) 0,57896825′Γ = Ψ ≈ −  (� 	���	������ 
(1) 1Γ = ), � �� ����	��" (13) (1) 0,579128335′Γ ≈ − . & ���������	 �� ����������
� ���������� �������� ��� ���-

��-�	����� � ����
� �������
��	�
��� ����	�� (14). 
 
�	���� 	��	��
��
. & 
���. 6 	 [1] ����������� ��� ������� 3000N =  � ������
���� 1,59dm =  ��, 
0,11130dσ =  �� �
������� ����� %��� ��������� ���
��� (6) �� 	��� ����	 ������ ����
����� �����
��. !�� 

���� ������	���� ����
����� ����������� � 3,83067531p = , 7,73589558q = , ��� �
������ � (4) � (5). )������-
�� 
�����
� � ������	���� �� ����������. *����� ����� � 
���. 1 �����	�, %� �� 	��� ������� ����
������ �����-
����� ������� ( , )p q  �
������� ������ ��" �����	 �������
�. !�� ������� � ������� N  � dσ  �	�� ��������� 
������� ������	��� � ������	���� ������
��� ��
�-��������	. & 
���. 3 � 4 ��� ������� 3000N = , 1,59dm =  ��, 

0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  �� ��������� �������� ����
����� � ���
������� �����
�� ����������� ���������� (��-
���
 1 0µ =  ��� 	��� ����������). -����� ����
�� �������� 
� �����
�, ������
� ���� ��������� ��� ������	�-
��� 	
�������� �������� ������
��� ��
�-��������	. 

 
+������ 2 – ����
���� � ���
������ �����
� ��������	 

 

3000, 1,59dN m= = ��, 0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  �� 

.����
� 
��������	 

/�������� 
�������� 

(���
������) 

+����
���� �������� 
( )g JΡ  

0�
� �������� 
( )f JΡ  

3,8306753p =  
7,7358956q =  

0�
� �������� 
( )f JΡ  

3,8320631p∗ =  

7,7386981q∗ =  

1m  0,64436396 0,64438131 0,64436396 0,64436396 

2m  0,44775301 0,44783132 0,44776386 0,44775301 

3m  0,33424155 0,33432263 0,33268507 0,33266268 

�
�
�
�

�
�
�
� 

4m  0,26720866 0,26714242 0,26213568 0,26210310 

2µ  0,03254810 0,03260404 0,03255895 0,03254810 

3µ  0,00378001 0,00372963 0,00220255 0,00220114 

$
��

�

. 

4µ  0,00398597 0,00388699 0,00295176 0,00294986 
 1��������
� �����
��� 
� ������	 
 Sk  0,64373057 0,63351739 0,37490468 0,37485140 
 Ex  0,76255408 0,65653920 −0,21554531 −0,21547850 

 
+������ 3 – ����
���� � ���
������ �����
� ��������	 

 

3000, 1,59dN m= = ��, 0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  �� 

.����
� 
��������	 

/�������� 
�������� 

(���
������) 

+����
���� �������� 
( )g JΡ  

0�
� �������� 
( )f JΡ  

3,8306753p =  
7,7358956q =  

0�
� �������� 
( )f JΡ  

3,6260778p∗ =  

7,3227191q∗ =  

1m  0,64436396 0,64438131 0,64436396 0,64436396 

2m  0,44775301 0,44783132 0,44776386 0,44944721 

3m  0,33424155 0,33432263 0,33268507 0,33616354 

�
�
�
�

�
�
�
� 

4m  0,26720866 0,26714242 0,26213568 0,26720866 

2µ  0,03254810 0,03260404 0,03255895 0,03424231 

3µ  0,00378001 0,00372963 0,00220255 0,00242694 

$
��

�

. 

4µ  0,00398597 0,00388699 0,00295176 0,00325277 
 1��������
� �����
��� 
� ������	 
 Sk  0,64373057 0,63351739 0,37490468 0,38301451 
 Ex  0,76255408 0,65653920 −0,21554531 -0,22587001 

 
2� ������, ��������� 	
������� ( , )p q∗ ∗  �� 	��� ������
� �����
�� 1-�� 
� 2-�� �������� ����
���� �� ���-

������
��� ��� �������� ��������, � 
� �� ���, ��� ���������� � �����
��� ����� ������� �������� ���������
� 
( , )p q∗ ∗  ��� ����
����� ( , )p q  ����� �	

���. 
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#� ���	��
�
��� ���������� ���������� ��� ������ ����� ������� N  � dσ  �	�� ���	������ ����� � ��
�-
���� ���	����, �� ���� �����
������ ������� ����������� ��������	 (���
������) 	 ���������� ���������� � ���-
�������, 
����
����� � ��
� �����������, � 
���� ������� �	����� ������ ��
����� 
���� ����������. 

)� ��� ���	���� ������� ���������: 1 – ��������� �������� (�	��
���� �����), 2 – 
����
���� �������� 
(�
���-�	��
���� �����), 3 – ��
�-�������� (�	������ �����). 2� �������, ��� ����� 3000N = , 1,59dm =  ��, 

0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  �� �� ���. 1 �������� ���
������ � ��������� �����, � �� ���. 2 �������� ��� ���������. 
 

 
(��. 1 – #��� ����
����� �����
�� 1-�� 
� 2-�� ������	 ��� 3000, 1,59dN m= = ��, 0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  ��: 

���
������ – ��������� ��������; �	������ ����� – ��������� ��������. 
 

 
(��. 2 – #��� ����
����� �����
�� 1-�� 
� 2-�� ������	 ��� 3000, 1,59dN m= = ��, 0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  ��:  

����� 1 – ��������� ��������; ����� 2 – 
����
���� ��������; ����� 3 – ��
�-�������� 
 
��������. +���� �����, � ����
� �������	
� ������ ������������ ���������� ����� �	��-����� �������	, 

��� �����
������ 	 ������� ������� 
� �� �� ������ ���	������ ���
������, �� ��������" ��
�-��������	. 
  ����, ����������� ���
��� ����������� �������� ���������	 ��
����	 
� ������� � �������� ���	��
�
� 

���
��	����� ��
���
������ �����
	 ��
�-��������	 �� ��’��
	 �����������, ��� 
�� ������� �����������, � ��-
�� ������� �������
� �
��������� ������	 ���������� ��� ������
���, ������� ����
���� 
� ���
������ �����
� 
��������	, ���� ����
����� �����
�� ������� � ��	���� ������	 �����"�
������ ������������ ���
�������� � 
���������. )������� ���� ������
�	"
� ���������
� ���
��	����� ��
���
������ �����
	 ��
�-��������	 �� ��-
���"����� �������� �������, %� ����
� �������� ����� �� ��������� �����
����
��� ��’��
	 �����������. 

#� ���� ������ ����� �����
� �������� ��� 
�, %� ��
� ����������� ������	
�, � ������ ����������� ��-
������ 	 ������	 ������. 

&����� �������� �������� ���
��	����� ��
�-��������	 ��� ������������ ����������� �����	 ��������	 
�	��-���� ����� �����"���� �� �������� �����
������ �����
����
�� 
�� ������� �����������. 

3
������ ��
�������� � ��
���
���� �����
 ��� ���
��	����� ��
�-��������	 �����
�� ��� ��������� ��-
���� ������������ ���������� ����� �	��-����� �������	. 
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��� 539.3 

�. �. ������� 

����������	
�� �������  �. �. ������ � ����������� ������� 
������������ �������� ������� �������� ���������� 

�����	 
����
���
���� ����
��� ��������� �. �. ����	��� � ��� �
���	�	�� ��� 
���	�� 	���

���	�� ����  ����	��� ��!�
��
�-
���� ���
���� ����, ���	������� �
� ���������	�� �	���
��"	�� 
��	�	��, � ����
�� ���� #��" �����	� ���� � 	����$��	�
	��� ��-
!�
��
���	�� �
��� %����	��� ��	��
�$��. & 
����� 
����
���
����� ����
���� 
������
�	� ��	� 	���
	�� ���
������$�� 	�-
��

���	�� ���� � � ����'�������� !	�$��	���. �����	 �
���
 
���	�� �������� 	���

���	�� ���� � � �����"����	��� 
����
���-

����� ����
����. ���#�� �	���	�� ����	� ���
�� ��#�
� ��
����
� 
����
���$��. 

������ � !�"�#: 	���

���	�� ���� �, 	����$��	�
	�� 	��
'�	��, �	���
��"	�� 
��	�	�� &��"��

�, ����'������� !	�$��-
	��, 
����
���
���� ����
��� �. �. ����	���, ��
����
 
����
���$��. 

���$�%&�. ��� ������	�, ���� � 	����$��	�
	��� ��!�
��
���	�� �
��� %����	��� ��	��
�$�� �����-
������ ��	��	��� ��!!�
�	$���"	��� 
��	�	���� �  ���	�� �
������	�� ��� �� ��������� [1 – 2]. (
� �� 
�	����� ����� 
���	�� ��	������"	� ��
���		�� �
���	� t  ��	�� �� 	��#���� %!!�����	�� ������� ������-
�� �����"����	�� ���
�$��		��� �� ����	�� [3 – 4]. & �� �� �����"����	�� �
��#
�����	�� )������ ��!!�-

�	$���"	�� 
��	�	��� � �
���
�	���� ���#
�'�	�� ������������ ����#
�� ����� 
��	�	�� ��	������"	� 
��
���		�� )������ s . �
�	���" �������, ��� �
�����, ���"�� � �#
��	�� �
��#
�����	�� ���'	�� !	�$��. 
*����"����	�� ���
��� � ���
��� �
� ��� �	�� �
���	���� !	�$�� �
������ � ���,  �� ������� 
���	�� 
�
������������ � ���� ��������� ������� (���
���): 

( ) ( ) ( )1 2
0

t

u t F F t dτ τ τ= −� ,                                                                      (1) 

����
�� �
� ������	�� !	�$��� ( )u t , 2 ( )F t  � 	�������	�� !	�$��� 1( )F t  �������� ���������� � !�������� 
�	������ I-�	 �	
�. 

����� 
��	�	�� ���
� ����� �
� 
���	�� �#
��	�� 	����$��	�
	�� ����  ����	��� [5 – 6], ����� ����-
������" ����	�	�� �� �
���	� ���������� ���� ( )z t  	�������	�, � ������	� �� �����		�� �
�����	��. ��-
�
���
, ( )u t  – %�� ����	�	�� �� �
���	� ��
�����	�� ��� ��!�
��$�� � 	�����
�� �� �� %����	�� ��	��
�-
$��, �����		�� %��� �����. ������ ����� ��� �	���
��"	��� 
��	�	�� (1): 

( ) ( ) ( )
0

t

K t z d u tτ τ τ− =� ,                                                                      (2) 

��� !	�$�� ( )K t  �
�	��� 	������" 
��	���	�� ��
�� �	���
��"	��� 
��	�	��. 
+���	�� �	���
��"	�� 
��	�	�� &��"��

� (2) �� ���� �������� 	���

���	�� ���� ��. & 
�#���� [7 – 

10] ���
�#	� �����	� ������ 	���

���	���� ����  �������� ����� !�����, � ���'� 	�����
�� ������ �� 

���	��, 	��
���
 ���	
 ���!����"���� ���	�	�. 

�������,  �� ��� �������� ����� ������� (���������"����, �����'	���� �
���	�	�� ������ 
����
���-
$��, ����������, ���� ������ � �.�.) �����"	� �����	� � �	��� ����		�� �
��� ���
����� #. �. ���	�	� � 
��� �������������� [8 – 10], �������		�� ���
���		�� ���
�� 	���

���	�� ����  �������� ����� !�����. 
���#��"��� 
������� ����� 
����
���$�� ����	��� ��� �� � ���� �� ���
�!����� [10]. & 	�������� �
��� 

����
	� ���������� �������� ����� 
�#���, �������		�� �#�#��	��� ������ 
����
���$�� ����	��� [11], 
� ���'� ���
���� ��#�
� ��
����
� 
����
���$�� [12 – 13]. 

& %��� 
�#��� ����������� �
�����	�� ������� ���!����"��!�$��	 ���	����� �. �. ����	���, ���#�		�-
��� ��� �����"����	�� �
� 
���	�� 	���

���	�� 	����$��	�
	�� ����  ����	���, � ���'� ���
���, �����		�� 
� ��#�
�� ��
����
� 
����
���$��. 

 
'&!#%&� (�)*�+(&,&(*�-�)" #�)"(&./#. (
�  ����		�� 
���	�� 	���

���	�� ����  	��#������ ��-

�
������
����" �����	� #����	� 	���
	� ����  ��	� 	���
	��, ��� ����
�� 
��
�#��������� ����
���, 

��������� 	� ,&-. +������
�� 
����
���
���� ����
��� ��� 
���	�� �	���
��"	��� 
��	�	�� &��"-
��

� I-�� 
���. 

.������ 
��	�	�� (2) � ���
���
	�� !�
��: 
, ,A z u z Z u U⋅ = ∈ ∈ ,                                                                        (3) 

��� Z  � U  – ���"#�
���� �
���
�	����; A  – �	���
��"	�� ���
���
, �������������� ��
 ( )K t ; z  – ����-

��� !	�$��, �������������� ( )z t ; u  – ������������ �
����  ���� ( )u t . 
��	� 	�-
��	���	�� ���
������$�� ��
�'�	�� (3) ��
����� � �����"����	��� ����
��
	�� !�
�� (	�-

�
���
, !�
�� ���	
� %���	!�	�����	, ���	
� ���%���& � �.�.). �������� � ����	�	� ��� ���
���
	��� 

��	�	�� (3) �������� ������� ��	��	�� ����#
�� ����� 
��	�	��, ������		�� � ���
� 	�� ����: 

© �. &. &�
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=Az u ,                                                                                         (4) 
��� A  – ���
�$�, �������������� �	���
��"	�� ���
���
 A , %����	�� ����
�� ���� #��" 	����	� ��-
����	� ����������� , [( ) ]i ja K i j t= − ∆ ; t∆  – ��� ����
�����$�� �� �
���	�; z  – �����
, �������������� 	�-

������	�� !	�$�� ( )z t ; u  – �����
, �������������� �
����  ���� ( )u t , %����	�� ����
��� ��
��������� 
��� ( )iu u i t= ⋅∆ . 

�������,  �� � �� �� ����
�����$�� �	���
��"	��� ���
���
� A , ��������������� ��
 ( , )K t τ , 	� ��-
��� ���� ���	��	�� '� 	���� ���
���
 hA , �������������� ( , )hK t τ , �����  ��, ������	� �. �. ����	��, 

1
2 2h W L

A A hδ→− ≤ ∞ , ��� hδ  – ��� 	��������� ���
��	���" ����
�����$��. ��� ��� 0hδ → , ��� �
������ � 

���
� 	�� ����	���	�� (4) � ����� � ���"	����� �	���� h  #��� ������"��. 
& �� �� 	���
�'��		��� ��
� � ��
��� �#������		�� ���
�$� A , �����'	���� �� ����	�� �#
��	�� 

���
�$� 1− ⊂ ∅A , ��'	� ��� ��" �������� ��
�'�	�� ��� �������� �����
�: 
1−=z A u .                                                                                        (5) 

/��� ������ �� 	��� �	� �	�� ,u A z= ⋅  	�� ������	� �
�#��'�		�� �	� �	�� uδ , �����  �� u uδ δ− ≤ , 

��� 0δ >  – ���
��	���" ����	�� �
����  ���� 
��	�	�� (�����	�� ��		��), �� 2[0, ]U L T= , ��� T  – ���� �	� 
����� �
���'��� ���������	�� T J t= ⋅ ∆ , J  –  ���� ����� �� �
���	�. *� !��� ����� ���#
�'�	�� ��'	� 
� ����",  �� �� 	�� 
���	�� z , �������������� u , ���" 	��
�
��	�� !	�$�� � ����� �� �� ���� �
���-
���	�, �	���
�
��� 	� [0, ]T  � ����
����, ����� ��������		� ����'��" 1

2 [0, ]Z W T= . & �����		�� �����-
	���� 
�� '�"��"����	�	 !������� (3) ����'������� !	�$��	�� �. �. ����	��� ����� ���: 

[ ] 1
2 2

2 2 ,
L W

M z Az u zα α= − +                                                                      (6) 

��� 0α >  – ��
����
 
����
���$��. 
& 
����
	��� ���� (6) ��'	� �������" ���: 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
2

22

0 0 0

 '   
T t T

M z K t z d u t dt z t z t dtα τ τ τ α
� �

= − − + + � �� � � �
� �� �
� � � . 

+���	�� 	���

���	�� ���� � �������� � ������	�� ��	���� ����'�������� !	�$��	��� [ ]
z  Z
inf  M zα
∈

 

��� ��� ����
��	��� �	����� [ ]
z  Z

ˆinf  M zα
∈

. ����
�����$�� �
��� ����� ����������" 	� ��	��� ��	� 	�-


��	���	�� ���
������$�� � 
��	���
	�� � ���	������ ����� ����� /t T Jτ∆ = ∆ =  	� ��
���� [0, ]T . (
� 

������$�� �� ����	�� 	� ,&- ���������	�� ��������,  �� ��������
����"	�� 
���"���� ��� ����� '� 
�
� 100J ≥ . ����� �	�� ���� ����� ����� �� �
���	� ��� �� �� ��#�� ��	"��	�� t∆ ,  �� '� 	���� 	�����-

�� 
����
���
���� ��������, ��� ������	�, 	��
���
, � [7]. .	� ����"	�� ������	�� ���� ����� ����� ��-
������ #��"��� ���
��� ����		��� �
���	�. (
� �
�����	�� �� �������"	�� %����
���	���, #��� ���	��-
��	�,  �� �
� 
���	�� �������� ����  ��
���� ���� ���� 
���"���� #��� ������	�� �
� 500J = . 

����� �#
����, ������	� 
����
���
���� ����
��� ����	��� 
���	�� �	���
��"	��� 
��	�	�� 
&��"��

� (2) %�������	�	� 
���	�� 
����
���
���		�� ������� ��	��	�� 
��	�	��: 

( ) ,T Tα+ =A A C z A u                                                                      (7) 

��� TA  – �
�	���	�
���		�� � A  ���
�$�, C  – ������
� 	�� �
�������	��"	�� ( J J× ) ���
�$�, ������� 
��� 

2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2

1 1/ 1/ 0 0 0

1/ 1 2 / 1/ 0 0

0 1/ 1 2 / 0 0

0 0 0 1 2 / 1/

0 0 0 1/ 1 1/

t t

t t t

t t

t t

t t

� �+ ∆ − ∆
� �

− ∆ + ∆ − ∆� �
� �

− ∆ + ∆� �=
� �
� �
� �+ ∆ − ∆
� �

− ∆ + ∆� �� �

C

�

�

�

� � � � � �

�

�

. 

+���	�� ������� (7) ��'	� �������" � ��	�� ����: 
1( )T Tα −= +z A A C A u .                                                                 (8) 

 
� 0"( '#(#/�.(# (�)*�+(&,#1&&. ��
�����		�� ���'	���"� ��� 
��� �������������� �������� ����-

���"	�� ��#�
 ��
����
� 
����
���$��. (��
�#	� 
������
�� ���
�� ��#�
� ��
����
� 
����
���$�� α  
�
� 
���	�� 
��	�	�� &��"��

� I-�� 
��� � �����"����	��� 
����
���
����� ����
���� ����	���, 
����-
������ 	� ,&-. 
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������ ������ � 	��#���� ��#	��� �������� ��#�
� ��
����
� 
����
���$�� α  ��� #��"��	���� �#-

��	�� ����  �������� ������ ��	�����$�� �� α  !	�$��	���� ���"�� ����: 

C
z zα − ;                                                                                      (9) 

2

2
z L

A z uα − ,                                                                                 (10) 

��� z  – �� 	�� 
���	��, zα  – �
�#��'�		��, ��� �		�� � �����"����	��� 
����
���
����� ����
���� ��-
��	��� �
� 
���� 	�� α . 

���'��,  �� �����	�� � ��	�����$�� !	�$��	��� (9) �����'	� ���"�� � 	�����
�� �� ���, 	��
���
, � 
�������� ���� ��, �
� ��
�
���� � �
., ����� ������	� �� 	�� 
���	�� ��� ��� �$�	��. 0����������		� � #��"-
��	���� �� ��� 	��#������ �����"�����" !	�$��	�� ���� (10). (
� ��, � ����������� �� ��	�
��	�� ���� , 
�	���� �
�������� �����" ���#��"	�� %���
����, �	���� �����"	�� – ����� ��#	� ��� #���� �� 	��� ��#�-

� ��
����
� 
����
���$�� ������" �����	����"	�� !	�$��	���, �����"�� 
���� 	� ��
��
	� �	!�
-
��$�� �# ������� !	�$�� (��
�	� �	�� ���� �	� � ��� ����#	��). 

�����"	� 
������
�� ����	�� ��
����
� 
����
���$�� �
� 
���	�� 	���

���	�� ����  ����	���, ���-
������� � �	���
��"	�� 
��	�	��� &��"��

�. 

(
� 0α =  �� ����������� (8) ��'	� ��� ��" �������� ����	���	��: 
( ) ,T T=A A z A u                                                                              (10) 

����
�� �
� ���
���	�� ��
��� � ����� 	� TA  ��������� � ����	���	��� (3); ��	��� ����	���	�� (10) ���'� 
����� �����, ������"� �	���� 	������'	� 	���� 1−A , 	� ������ �
�#�������"	� �� �����" 1( )T −A A . 

*� ����	���	�� (8) ���	�,  ��  �� ��	"�� �	� �	�� ��
����
� 
����
���$�� α , ��� ��	"��� 	��� 	���" 
�	������ � �����	�� 
��	�	�� (2), �� ���" �
� 
��	�� �	� �	��� !	�$��	���� '������"	� #
��" �� �����'-
	���� ��	"��� �	� �	�� ��
����
� 
����
���$��. ��	��� �
� � �	" ����� �	� �	��� α  ����'������� 
!	�$��	�� ����	��� #��� ����" � �	" ���#�� ���#�����
���� %!!��� � �
� 	��	� ����"	�� ������	��� 
�
����  ���� �	���
��"	��� 
��	�	�� 
���	�� #��� 	����� ����. 

��� '� �������,  �� � (7) ��
����
 
����
���$�� �	�'����� 	� ���
�$ C , %����	�� ����
�� �
���
-
$��	��"	� 21/ t∆ , �� ���" ���
�$� C  ��'�� �������" �� ������� 	� #��"���  ���� (� 
������
�		�� 	�'� �
�-
��
� %�� ���� �	� ��
���� 9 1010 10÷ ), ��� ��� �
� ���������	�� ��
����	�� �
�$�����, � ����
�� ��	������ 
	����$��	�
	�� (���������
���	��) ��!�
��
���	�� �
��� %����	��� ��	��
�$��, �	�����
���� � �	" 
��
����� �
���'��� �
���	� � ������� 	� #��"���  ����� ����� ����
�����$��. & ����� � %��� ��� 	�	�
-
��
���		�� ���
�$ TA A  � C , �
�������� �����"�����" ������� 	� ����� ���� �	� ��
����
� 
����
���$�� 
( 2010α −< ). 

��� ��� ����'������� !	�$��	�� ����	��� ��
�������� ������" ���"�� ��� #��
����
	�� ���
���
	�� 

��	�	�� ���� (3), 
������
�� ��
��	�� ��
����� � #��
����
	�� ���� �: 

1) & �����	�� 
��	�	��� �
���
�	����		�� ���
��	��� ��	������ � ���	� ��� ��
�	� ������	�, � �
��� 
������� 	� %��� '� ��
����
 � �	�'����� 	� ��
����
	� ���
���" (���	 ������ ��� ����#�), �� ���" ��
���	-
	�� �
���	� ��	������ � �
���	� �
�#��� ���	�  �
�� ������	. ���
���
: 1 /( (1 ))lt l E ρ ν= − . 

2) (�
�� ����
�����$��� �
��� #�
���� 	� � ���	���, � � ����� 	��#��"���� ��
���� �� ��
��� ��
��	�-
��. ���'� � ����'������� !	�$��	��� ��������� �
� ������� !	�$�� (	��
���) ������� 	� ����
�� �����-
 ����� '�������� ����	� ����� ������� � ���������� �� �� ������	�. ��� �����		��� 	�'� �
���
� � ��-
 �� �����"����	�� ����		��� ��
��	�� �#��
����
���	�� 210optα −= . 

3) &�� 
����
	�� ���� �	� ������� 	� ���	� 	�� 
����
	�� ��%!!�$��	��. 0 �� �� �
�	�� ��	�����$�� 
�� ����	�� – %�� ����� #���
�� � �
����� �����, 	� �	 �
������ � � �	" ����	"��� ���� �	�� ��
����
� 
�-
���
���$�� 2010α −< . ���'��,  �� �
�����		�� ����� 
�� ��� #��� �����	�	� ������	� %��� ��
��	� ��-

����� � #��
����
	�� ���� �. ��� %���� �� �� �����'	� �����	����"	�� 	�
��
���� ���
�$ � $��"� �
���-
��	�� �� %����	��� � ���� �	�� ��
���� 1 10÷ , � ����� �� �� [0.001;10]α ∈ . 

�������,  �� � �� �� 
����
	��� ���
���
	��� 
��	�	�� � �#
��	�� 	����$��	�
	�� ���� �� ����	��� 
��!�
��
����� ���
���� ���� ��'	� �����"�����" ����!�$�
���		�� ����'������� !	�$��	�� ����: 

[ ]
2 2 2

2 2 2* 2 2 2
min( ) stL L L

M z Az u c z zα α ω� �′= − + ⋅ ⋅ +
� �

�
, 

��� *α  – #��
����
	�� ��
����
 
����
���$�� � 
����
	�� ���� �; stc  – ����� ����� '�������" ������� � ��-
�������� �� ��; minω  – ��	����"	�� ��#����		��  ������ ����#�	�� ������	�. ��� �����		��� � ����"� �
�-

��
� * 510optα −= . 
 
�(&/�( (�2�%&+ "0(#.%"3 %�4"((�4.%"3 ,#$#�& $�+ *'(*)"$�5"(/&(*�/"3 '�#!.&% . +������
�� 

�����"	�  ����		�� 
���	�� �#
��	�� 	���

���	�� ���� � ��� �
������"	�� ��
	�
	� ���
��� ������	� 
�
��	�� �����	�, �	����� 	�� ����'�		�� � [14]. (�����"� ����" #��� �����	 �� �������"	�� %����
���	� 
�� 
���	�� �#
��	�� ���� �, ��, � ���� �� �� 
���"	�� %����
���	���"	�� ���������	��, �� 	�� ����������" 
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���������� ���� #��� ������	�. 0����������		� ��� ����� �������� ���� � ������� �����	����"	�� ���-
��'	���" �$�	�� �� 	���� ���	��!���$�� �	��	�� 	��
��� �
� 
��	�� �	� �	��� ��
����
� 
����
���$��. 

(
� ���	��!���$�� 	�������	�� 	����$��	�
	�� 	��
��� ( )P t , ���������� 	� ������	, �� ������	�� 
����	�	��� �
���#� ( )w t  � 	�����
�� �� �� ������	�, �����		�� %��� �����, ��� 
�� 	��#������ 
����" �	-
���
��"	�� 
��	�	�� &��"��
� I-�� 
��� 

( ) ( ) ( )
0

,
t

K t P d w tτ τ τ− =�                                                                     (11) 

��� ( )K t  – ��� ��
�, ����
�� ��
��������� 	� ��	���	�� �	����� ������ ���  ����		�-�	����� ������ 
���	�� 
�
���� ���� � (�� ���" ������� ��!!�
�	$���"	�� 
��	�	�� �  ���	�� �
������	��). ��� ������	� � [5 – 6, 
11] ��
� ( )K t  ��� �
������"	�� ������	 ����� �������� ���: 

2

1 1 1

( ) sin ( )jkn jkn
k n j

K t tω
∞ ∞

= = =
= Ω ⋅� � � . 

(�
���� �
�����	�� �� �������"	��� %����
���	�� �� 
���	�� �#
��	�� 	���

���	�� ���� � #�� �
�-
	�� ��������: 

1 (
����
����"	� ���������" ���������� 	��
��� ( )P t  (������	� ��	����� ��
�����		�� ������-
��). 

1 *� ����	���	�� (11) ��
��������" �	� �	�� �
���#� ( )w t  �
� �������� ����		�� 	��
���. 
1 &����� �� 	�� �	� �	�� ( )w t  � �� ����� �����	�� ��		�� ��� �#
��	�� ���� � ���������" �
�#��'�	-

	�� �	� �	�� ( )w tδ . &�����	�� � 
��	�� 10%δ =  ������������" �� �����������: 

( ) ( ) max ( )w t w t w Rnd tδ δ= + ⋅ ⋅ , 

��� maxw  – ��������"	�� �	� �	�� �
���#� ������	� �
� �������� 	��
��� ( )P t , ( )Rnd t  – �� ��	��  ���� � 
�������	� [ 1;1]− . 

1 �
��	�	�� (11) 
������" �
� �� 	� ����		�� !	�$�� ( )w t  � ������		�� ( )w tδ  �
����  ����. 
1 (
���������� ��#�
 �������"	��� ��
����
� 
����
���$��. 
1 (
����������" �$�	�� �� 	���� ���	��!���$�� �� ����		�� ���������� 	��
��� ( )P t . 
(
� 
�� ���� �
���		�� ��������" ������	� ��������� � ��������"� xOy  ����
����� ������� ���
��	��. 

+�� ��� �
����������" �
� �������� �	� �	���: 37890 ��/�ρ = ; 0.3v = ; 112.07 10E = ⋅ (�; 0.04h = �; l =  
0.6= �, 0.4m = �. ���
��	��� �� �� �
���'�	�� ���������� 	��
���: 0 0.4x = �, 0 0.3y = �. ���
��	��� 

�� ��, �	� �	�� �
���#� � ����
�� �����"�������" �
� 
���	�� �#
��	�� ���� �: 0.25sx = �, 0.1sy = �. 2���� 
 ��	�� � �������������� ����	�� 
���� 3
"� 50 50× . 

�� 
��. 1 ������	� ����	�	�� �� �
���	� �
���#� ( ) ( )sw t w t= , 	����		��� � 
���"���� 
���	�� �
���� 
���� � – �� 	�� �	� �	�� �
����  ���� 
��	�	�� ('�
	�� �
����) � ( )w tδ  – 	��� 	� ����		�� �	� �	�� �
���� 
 ����, �����"����� � �� ����� �����	�� ��		�� (��	��� �
����). 

��������	�� ���������� 	��
��� ( )P t  ��
��������" �� ��
�'�	�� ���� (8). /��� �������" ���
�$ �
� 
�����
�, �������������� ������� 	��
��� ��� 
����
���
���		�� ������� ��	��	�� 
��	�	��, �� ���	�, 
 �� �	� #��� ����" ��� ��������� ( )T α+ ⋅A A C . � ����	�,  �� %����	�� ���
�$� α ⋅C , ����
'���� ��
�-

���
 
����
���$�� 	� ���'	� �
������" ��� #��" �	� ����"	� ��	"�� %����	��� ���
�$� ( )TA A . ��� ��	-

	��� 
�� ��	��� �� �� ��������"	�� �	� �	�� %����	��� ���
�$� ( )TA A  #��� ��
���� 182 10−⋅ , ��	����"-

	�� �	� �	�� ��� ������ �� ����� %����	��� %��� ���
�$� ( )TA A  #��� ��
���� 285 10−⋅ . -�������"	�� �	�-

 �	�� %����	��� ���
�$� C  ��� ����������� �
���'��� �
���	� #��� 
��	� 9max( ) 7.813 10= ⋅C  ��� ��
��-

�� 1010 . 0���������"	�, ��� �����		��� �� �� ��
����
 
����
���$�� α  ���'�	 	������"�� �
���
	� � ���-
����	� �� 18 9 2710 10 10− − −⋅ =  �� 28 9 3710 10 10− − −⋅ = , ����	��� 	� 210+ . ����� �#
���� � 	�������� 
�#��� ����-

 �	� ��
����
� 
����
���$�� ������������" � �������	� 35 2510 ;10α − −� �∈� �. ���'��,  �� 	� 	�����
�� �� ��-

�������� 
��	��� ��� ��#���� �	����� ������	 	� ���" �������	, � ���"�� ���  ���". 
(
� ��, �
� 
���	�� �������� ���� �, ��
��� ���	�,  �� �
� �	� �	��� 2510α −=  �
�#��'�		�� 
���	�� 

��� ����" 	�������� 	� �� 	��, � ��������"	�� �������� ��� ����" ���"	� ��	�'�		��, 
��. 2, ��� '�
	�� 
�
���� ������������ �� 	�� ���� ( )P t , � ��	��� – ���	��!�$�
���		��. ,�� �#������	� ���,  �� ��������� 

α ⋅C  �
������� ���
�$ ( )TA A , ����
'��� ��
� �	���
��"	��� 
��	�	��. (
� ���� 2510α −>  ����$�� 
��#������ � 	����		�� �
�#��'�		�� 
���	�� 	� ����� ������. 
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+��. 1 – *����	�� ��		�� ��� �#
��	�� ���� �. +��. 2 – &��������� � ��
�����		�� �
�#��'�		� 	��
�-

��. 
 

��� ��#�
� �������"	�� �	� �	�� ��
����
� 
����
���$�� α  �
� 
���	�� 
����
���
���		�� �����-
�� ��	��	�� 
��	�	�� (5) ������������" 	�����"�� !	�$��	����, �
�!� ����� ����������� ����
�� �
���-
��	� 	�'�. ���'��,  �� 	� ���� %��� �
�!���� ��
����
 
����
���$�� ��� 	�����	���� ����'�	 ����" ��� 
�#�$��� � ����
�!�� ����� �����. 

�� 
��. 3 ������	� !	�$��	��� ���� 	������, 	� ��	��� ����
�� �� ���� ��#�
����� ��
����
 
����-

���$��: 

& �� �� 	��� 	� ����		�� �
����  ���� �	���
��"	��� 
��	�	�� ( )w tδ  !	�$��	�� 	������ ��'	� ����-

���" � ����: 
2

2

l

α
δ⋅ −A P w  (
��. 3, �); � �������� ���� � �� ��'�� �����" ��� %���� !	�$��	��� ��� 	����-

���		�� �
����  ���� ( )w t  – 
2

2

l

α⋅ −A P w  (
��. 3, '). 
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+��. 3 – &�� !	�$��	���� ���� 	������ 
� – 	������ ��� ������		�� �
����  ����; ' – 	������ ��� �� 	� ����		�� �
����  ����. 
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+��. 4 – &�� !	�$��	��� «����
	�� 	��
���» 
� – ��" �
��	�� ����'�	� � �#� 	�� �����; ' – ��" �
��	�� ����'�	� � ����
�!�� ����� �����. 

 
���'��,  �� !	�$��	�� 	������ ��� �� 	� ����		�� �
����  ���� ���'�	 ��
����"�� � 	�� � 	� 
��. 3 ' 
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���	�,  �� �
� �	� �	��� 2710α −<  �	� �	�� !	�$��	��� �
���� ���� �
�#��'����� � 	��. ��	���, � �� �� 
	��� 	� ����		�� (������		��) �
����  ���� �	� �	�� !	�$��	��� ���'	� ��
����"�� 	� � 	��, � � 	���-
��
�� ����� ��	���	��, �
���
$��	��"	�� 
��	� ��� δ . ��� �
�����, �� ���� 
���"	�� ���� �� �
�����-
��� ���
��	���� ����
�	��, ����	��, �
��#
�����	�� � ��� ����#	��, � %��� �� �� 	��#������ �����" 	� 
���#��"	��, � �����"	�� %���
��� !	�$��	���. �� 
��. 3, � ��'	� �������" �������	 ��#�
� ��
����
� 
�-

���
���$�� 31 2610 ;10α − −� �∈� �. 

��� ��	"��	�� %���� �������	� 	��#������ ������" �����	����"	�� !	�$��	���, �����"�� 
���� -
	� ��
��
	� �	!�
��$��. ���
���
, !	�$��	�� «����
	�� 	��
���», ����
�� ��'	� �
�������" ��� 

�
��������	�� ��	���� %	�
��� (��	���� 
�#��� ���������� 	��
���) – 
2

2

l

αp  (
��. 4, a). �� 
��. 4, ' 

������	 %��� '� !	�$��	��, ���"�� ��� ��#���� �	����� ��" �
��	�� ���'� ����'�	� � ����
�!�� ����� ���-
��. 

�������,  �� �
�#���� ��
�����	�� ������	� #�� �����	� ��	����"	��, 	� 	� 	����� �����, � ���-

�������"	�, � ���������� ��� ��
����
� 
����
���$�� �������	� 28 2610 ;10α − −� �∈� �. 

*	��
��	�� �� 	�	�� ��'	� ��� ��", ����� ��
�	� �	�� 	� �����	�	�� �� ����		��� �� ���	��!�$�-


���		�� ���� �
���#� �� �����	���: 
C

α
δ⋅ −A P w  (
��. 5). +������
���� %��� !	�$��	�� � ������	���� � 

�
�������� (
��. 2 – 4), ��'	� �
������'��",  �� 2710optα −= . 
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+��. 5 – � ��#�
 ��
����
� 
����
���$��. 
 
���'�, ����� ������� �����'	���" �����"�����" �����	����"	� ��
��
	� �	!�
��$�� � «���������» 

���	��!�$�
���� 	��
��� ��'	� ����������" �����	����"	�� !	�$��	��� «���������»: 
2

2
( )

l

α ′P  – 
��. 6, � 

� ( )
C

α ′P  – (
��. 6, '). *� �� !	�$��	��� 	� (
��. 6), ��'	� ���'� �������" 28 2610 ;10α − −� �∈� � � ���#�		� 

2710α −= . 
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+��. 6 – &���	�� ��
����
� 
����
���$�� 	� ��������" ���	��!�$�
���� 	��
��� 
� – !	�$��	�� «���������» � ���
��� 2l ; ' – !	�$��	�� «���������» � ���
��� C . 
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& �������� ���� ��, � ���'� �
� �
�����	�� %����
���	���"	�� ���������	��� � �� 	� ������	��� ��
�-

��� 	��� 	��
����� ���������� �����'	���" �$�	��" �� 	���" 
���	�� �#
��	�� ���� � (��	������"	� 
���
��	���" ���	��!���$�� 	��
���) �� �������� �����������: 
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4
�!�� «��	������"	�� ���
��	���� ���	��!���$�� 	��
���» ������	 	� 
��. 7. 
�� 
��. 7 ��	� ���	�,  �� ��� 
������
�		��� �
���
� 
�� ��� ����� � ��� 
���"���� 
���	�� �#
��-

	�� 	���

���	�� ���� � ��� �	� �
� �	� �	��� ��
����
� 
����
���$�� 2710optα −=  (��� � �
�����������" 


�	��, �� �	����� !	�$��	���� �
��������		�� 	� 
��. 2 – 6). 
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��. 8 ����� ��� #���� �
�� ��
�'�		�� %���
��� �
� 2710optα −= . 
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+��. 7 – �$�	�� «�� 	����» ���	��!���$��. +��. 8 – &�#�
 �������"	��� ��
����
� 
����
���$��. 
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+��. 9 – *���	�	�� ���	��!�$�
���		�� 	��
��� �� �
���	� 
� – ��
����
 
����
���$�� 2610α −= ; ' – 2710α −= ;  – 2810α −= ; � – 2910α −= . 
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�� 
��. 9 ������	� �
�!��� ���	��!�$�
���		�� �	��	�� 	��
��� �
� 
���� 	�� �	� �	��� ��
����
� 

����
���$�� – ��	��� �
���� � �������� 	��
��� – ������	� ��	����� (������� �
����). 

�� 
��. 9, � ��
����
 
����
���$�� 2610α −=  – ������	� � $���� 	������� 
���"����, ��	��� ��-�� «#�-

�"���» α   ���� 	� «��	�'�	�» ��������"	�� �	� �	��. �� 
��. 9, ' 2710optα α −= =  – ���	� ��
���� �����-

��	�� �������� � ���	��!�$�
���		�� 	��
���. �� 
��. 9,  2810α −=  – 	� �	��� ���"	� �
������"�� %!!��-
��, �����		�� «������	���» �����	�� ��		��. +��. 9, � ������������ �	� �	�� ��
����
� 
����
���$�� 

2910α −= , %��� 
��	�� ����	��
�
��,  �� �
� 2910α −≤  – ����	�� ����'�������� !	�$��	��� �. �. ����-
	��� 	�������� 	�. 

 
� �"$ . & 	�������� 
�#��� �����	� �
���	�	�� 
����
���
����� ����
���� ��������� 

�. �. ����	��� ��� 
���	�� 	���

���	�� ����  ����	��� ��!�
��
����� ���
���� ����, ���	������� �
� 
���������	�� �	���
��"	�� 
��	�	��, 	� �
���
� 
���	�� �#
��	�� 	���

���	�� ���� � ���	��!���$�� 	�-
������	�� ���������� 	��
���, ���������� 	����$��	�
	�� ��!�
��
���	�� %����	�� ��	��
�$�� � ���� 
������	�. (
���	�	�� +� ����	��� ��������� ��� ��" ������� 	� ���� ���� 
���	�� � ���� ��
���� 
�-
��"���� �
� «������		��» �����	�� ��		��. ��	��� ��
"��	�� �	���	�� 	��#������ �����" ��#�
 ��
�-
���
� 
����
���$��, '������"	� ��#�
��" ��� 	� ��	��� �	����� 	�����"��� !	�$��	����, #���
������ 	� 
�����"����	�� ��
��
	�� �	!�
��$�� �� ��
��������� !	�$��. 0������		�� ����	�� 	� ���� �	 ��
�-
���
� 
����
���$�� ��������� �
�$��
� ��
����� � #��
����
	�� ���
���
	�� 
��	�	��� ��
�� �����	�-
�� ����'�������� !	�$��	��� ��� 	�
��
���	�� ���
�$. 
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��������� � ��� 

�� ���	
��� 
���� ���’�
���� ��� ��� ��
��
������ 
� ���	������ ������������ ���	
��� � ��	���� ��������� ���������� ��-
������ �������, � ��
��
��� ������� �������� ��, �
��� ��� �����	
���� ��  ���������!��� ��������� ������	�. "����-
��
 	����	
� 	
������ ��� ������� ������� ��� ����� 
� ��	
��  ����������� ��
���� � ����!#�� ������� 	
�����$ ��-
��
�����$ ������ ����	� ������� ��� ���������� 
����
��� ��$� ��	
�����
� � �������� ��	
�� ������
� ��� ���������� ����-
%��� ����� ��
������ � ����	� �����. 

������� �����: ��
��
������ ������������, ���’�
����� ���,  �����������, �����
� ��
�, ������� �������, ���
� ���!� �, 
����� ��
���, ���� 
� �	�����	
! ���	����. 

�� !"  � �#���$ �� �##�% &����&'(#). &������� ������������ ���	
�
�� � ��	���� ��������� �������-
��� ('&�) �	
��� ��	������
!	�, ��� �	��� ���
��� ��’��� ��% ��	

� ��������� 
� ���	
� �����. 
(�� ���$��� ����
� ������	 ��% ���� ���
������, � �����!��� �� �����
�� 	�
����� �� �������
-
��. "������ �����!�� ������
�� �������� ������������ ��� 	
������ ���, � ���	
�
 	������� �� �����-
�� ������� [1 – 4]. )�� ����
! �����	
���� ������$ �����
�� �� ���������� ��%��� #�����	
! �	������� 
������� �����!
�
�, � �	
�� ������ ���	����!� 	��	
�
� ��� ����	. 

"�
� ���	������ �����	
���� �	��’�����	�	 �	�  ��� ��
��
������ 
� ���	������ ������������ 
���	
��� � '&�. *��� ������ � 
��, �� �����	
����
� ������� ����%���� ��� 	
������ ��� ����� 

��������� �����. (��
� ������
� ������� �	�����	
� �����$  ������
�� ����%����. 

 
	( � *�+� ,  � "�� �#��-� "*�+�(.,. )�
��
������ ������ �������� ������� ��� � �����	-


����� 
���� ���’�
���� ��� ���  ����������� �� ���	
�
� � '&� �� ���	
��� �����		! ����� ���"#$  �	-

���. �������� ��������� �����
 ��� ��������
� ��	
����� ������ 
� �����!��
� 
��� �
����: �	
�
�� 

���	
! �����, ��	�� #�����	
! ���	����� 
����
���, �
����!�� 
����
��� ��$� ��%��� ��	
�����
�, 
���������	
! ��%���� ������� � ����
����$, �%����	
! ����������� ���$����$ ������
���, � 	���: ����� 
��	
�����
�, ����� ��%���� �������, ����������� ������
��� �	�����$ 
� �������� ���$ ��	
�����
�� 
� ��., 
��	

� �����	
���� �������. 

 
�� �.� ,$�/�0 "*�1*�.!��##0 "*,� *�� $ ���. +���������  ���������!��� ������	 ��� ����-

��
�� 	�	
���, � ��	
�
! 5 	��. (���	
! ������������ �	���� 0,001 ��. ,� ��� �%����	
! �����
� �-
���$�� ���!-��� 	�����	
� �� ��	��� #����	
� �� ���	����!�� 
���	
�. )�� ����	 ������������ '&� 
�	�
! 	�������, 
�����	
��� 
� ���������!���. ������#� ������ �� ��� �������	
� �%� ������	
� � 
�	������ �#
��� ��	
�����
� 
� ���
���. 

"������ �����!�� ������
�� �������� ������������ ��� 	
������ ���, � ���	
�
 	������� �� ��-
����� �������. &�� ���	
������ ���� 	
����
!	� 
��������� ����! ���$���� �� �������� 
� �� ���� ��-
����
����� ������������ �����
!	� 
����
��� ��$� ��%��� ��	
�����
� � ������
�� �������. &	
�� ����-
�� ���	����!� 	��	
�
� ��� ����	. - 	��� ��
� ��������� ��%���� 
���� ���’�
���� ���.  

.�
�, � ��� ���������, ������ �� ������ $������ 	
���
� �� ����� ���  ����������� �� 
���� �	������� ���
� ���!� � �����. ���
� ���!� � – �� ����%���� ���� ����� � �������� ������ � ���-
��
��!�� ������. &������ ��� ����	�� ��� Pascal � 	�������� Delphi 2009. 

 
2!#-/�3 "*�1*�.,. ��1�*, . *�+� ,. /�� ��������� 
���  ��������!�� ������
� �������:  
• ������ ��� ���� ��
������; 
• ��� ����
������ ����� �����; 
• ��� ����
������ ��	
�� �����; 
• ���� ����$ ��	
�����
��; 
• ��	
�����
 ��� ����������� ��	
�����
��. 
"�
� ��� ��������� ���
�� �����
 �� 	
������ ���-	$���, � ���	
��� �����
� ��
� �� ��-

����� (��	. 1). 
&������ �%�� ���� �����
� �� ��� ��	
���: �����
� ��	
�����
�� � ������
� ������� ���. &-

��
� ��
� ������ � ����
��� ��� ���� ��
������ 
� ������������� ����
�����$ ����$ ��
���. +������� 
��	
����� 	
����
!	� �� ��� �����$ ��%���� �����. &�����
�� ������� �����
!	� ����%� ��� ������
��� 
����� ��	
�����
�. ���� �� ��	
�����
 ��������
!	� � ���� ����$ ��	
�����
�. ��� �������� ���	
�-
����� ������� ���$��� ��
� �%����	
! 	
�����
� ���� ��	
�����
, ��������
� �	������ 
� ������
� 
���
������. (���� �	
�� � ���� ����$ ��������� ������ ������
� �������. 
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"�	. 1 – )����
� ��
� �������. 

��$� &�#,% �#� *!.(# !. �(&�1!-
��##0 �#� *!.(# !. &���	 	
������ 
������� ������� ������� �����	-

���� ����$ �� ��	
�����
, ��� �����-
���
!	� � ���� ����$ ��	
�����
�, � 
��	
�
! �����  �����, �%�� � ���$ ��-
	�� ��� �� ��	
�����
��, 
�  ���-����, � 
�������� ���� �	�$ ��	
�����
��. +��	 
�%�� ��	
�����
� ������� � 	��� 
�������� �����
��  ����, ��%��� �� ��-
%��� ����� 
� ���� ��	
�����
�. 
2�� � ���� ����$ ��	�
!	� ����� �� 
�����	
����� ��	��� �������, � 
��	��
!	� � ����� ����
�, ���	
  ��-
��-����� ������
!	� ��
��
���. (�-
��� ���� ���	
���� ���%�� ��� ��
�-
��!�� �� ������ �� �	
����� ��-
	
�����
. ��%�� ������� ���������� 
����	� ����������� ������
��� ��	
��-
���
�. �	
�� � ����������� ���� ��-
��$ ��	
�����
� ��������
!	� ����� �-
���� ���� �������. 

 
����# �'(##0 -�* , *(�)45!. ��-

&1� ��-� *(�)45!. -�����

� ���� 
����%���� ����	���
!	� �� ����� 
���� ������� (��	. 2). &���� �����	-

����� �����
�%��� ����%���� ���-
$��� �� ����
���
�: ����
���
� �-
���%���� � ���� ���
����� 	��� ��!-
��; �����
� ������� 	�� ������
, 
	���!�� � 	�������� Delphi �����	-

���
!	� ���� 	�	
��� ������
 (��	! 
X  – �����, ��	! Y  – ����), � ���	
�
 �� 
'&� �����	
��� ����� 	�	
��� ��- 

����
; �	
����
� �
������ �����! �	����	
�. ,� ��������
!	� ��� ��
�	����� ����� «&��
��
! �����-
%����». ��� �������� ��!��� ���� ��������
!	� ���������� � 	�����!� ��� ��
���� �������� �	���-
�	
� �%�� � 
�!$ ��!��� – ������, ������ 
� 	��!�. +
������ �������� �����
!	� �%��� � 
�!$ 
��!��� ��������� ���	��� � ��
������, � ��	
�
! ���� ����%����. - ����� ���������
!	� �%�� ���-
	��! ��$���� ����%���� (��	. 3). 

 

  
"�	. 2 – 3����
�%���� ����%����. "�	. 3 – &���
����� ����%����. 

 

���� ��������
!	� �������� �	����	
� �%�� � 
�!$ ��!��� ����: 
r : =GetRValue(col) ;          g : =GetGValue(col) ;           b : =GetBValue(col) . 
+
�����
!	� �������� �	����	
� ��� �%�� ��!�� ���� ���	��� Ch_B_col : =(r+g+b)div3 . 
��� ���%���� ����� �	����	
� ����%���� � �������!� �%���� ���$��� �������
� �	������ ����-
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���!��� �����! �	����	
�: 
min_ color : =255 ;               ...                if Ch_B_col < min_color then min_color : =Ch_B_col ; 
1
�� ����%����  ����
!	� ��	
����� ���� (��	. 3): 
Image2.Canvas.Pixsels[i,Image2.Height-j]:=TColor(RGB(Ch_B_col-min_color, Ch_B_col-min_color, Ch_B_col-  

min_color)) ;  end ;  end ; 
4������
 [i,Image2.Height-j]  ��������� �� ��������� ����
����� ����%���� � 
���� ������, ��� 

���� 
������ ����%����, ������������� � �����
��� ����	� ��$����. 
�%��� ���	��� �����
!	� �������� ��!��� Ch_B_col-min_color , �� min_color  – �� ���	����!�� �����-

��, �� ��� �%�� ����#�
� �����! �	����	
� ����%����. &�	�� ����
������ ����%���� ��  ��� ������%�-
�
!	� ����� ������
��, � ������
! ����#
���
� ����
����� ������
�� �����. 

3� ��������� ������ ����� �������
!	� �� �����	
� 1 ���	��! ����%���� ������� 1 �� �����. )�� 
�� ����
��� � ���$����	
! �������
� �������� �������$ ������� �
�� ����� �� ���� �����%���� �� ����-
���. ,� ��������� ��	
����� ����: ��� �������� ������� ����� 
�����
!	� �� ���� Edit1  
� Edit2 . &�� 
����� �$ ������!, ��� �������� ��������
!	�, ��	�� ��
�	����� ����� « 3���
!������ ». /�� �!� ��
������ 
������ « size » ��
��� �������� « false ».(��� ���� ��$�	
� �����
��
! ���������	
! �������, � �����	
��-
�
!	� ��� ���	�����, � �������, ��� ���$���� ���	
�������. 

���� 	
�� ��
����� ��� ��� �������� ��	
� ��
���, �� ������� �����. ���$��� ����
� �������!�� � 
���	����!�� �������� ������� ����	� ���� ( minZ  
� maxZ ). minZ  – �� �������!�� ��	
� �����, ��%�� 
���  ���� �� ��	
�
!	�, ��������� ����� �	����	
� ���	��� «0». maxZ  – �� ���	����!�� ��	
� �����, 
��������� ����� �	����	
� ���	��� «255». 

"�������� ��$�	
 ��� 	�
�����, ��� �������� �������!�� 
� ���	����!�� ������� ������� ������. 2�� 
�������� ��	
 ������ ����, ��������
!	� ���	����� �� �����
� ���
����!�� �����������  ���� ����%� 
��� ����� ����� �	����	
� ���	���. 3� ��������� ������ ��
��� �������
!	� �� ��������: ������ ����� 
�	����	
� ���	��� ����%���� ������� 1 �� ��	
� �����. �� ����
��� � ���$����	
! �������
� �������� 
��	
� �
�� ����� �� ���� ���������� ��������	
� ���� ����� ��	
 � ���� ����� �	����	
� ����%��-
��, ��� ���������� � �������. 

 
�*�1*�.!��##0 �+*�+-,. 4��� «+����
�� » ��	
�
! ������
�, � �����
! �%���	
� �����
� � 

����
������ �� �����, 
�� � ��	
�� �����, ������%���� �� ���$����	
! �������
� �	������	
! 
�$-
������� ����	�. 5���� ����	
! ��
� �� ��� ����� ��
������ ������ � 
��, � ������#�� ������
, 
���� ��������
!	� – �� ��� ���	��!. &�� �������$ ��������$ #����� � ��%���, ����%���� ��� ��
� ������� 
�������� � �� �����
� ����� �������$ ������� ����	� ��$���� �������� ( Kxy ). 3 ���$������� ���$ �-
������ ��������
!	� ��������� ���� ����%����. 3������� �	����	
� ���	��� �� ��� �����  ��� ��-
���	
���
!	� ��� ����������� �	����	
� ���	���� ��  ��� «+����
�� » � ��%��� �����. 

4��� «+����
�� » ��	
�
! ������
, ���� ����	
����� 	�� ������� ���� ��	
�����
��, � ��	
�
!	� � 
���������� ���� ����$. &������ ��	
�����
�� ������� �� ���  ��� � ��
� ���	���
� �	
�� � �������-
����� �����. 

������� ������� ��	
�
! 
�� 	������ ��	
���: �������������, 	��	�� ������� 
� ����%����. ��� �	�$ ��-
�����$ ������ ��	
�� ����� ������������� ���������
!	� ��#� ������
���� �����	
���$ ��	
�����
��, � 
����%���� �������� �����. (�� �����
�%������ ����������! ����
�����$ �	
���� 
� �����#��!�� ��	-

��� ������� � �� ����� ����	��� ��
��
���. 

�����%����#� ��	
��� ������� ��� �  ������
, � ��	� �� ������ �� ����������� ��%��� ��-
	
�����
� ��� ��	 �����. �%��� ���� ������� ��	
�
! ������
� ��	
���� 
��� ��	
��, � ���� ��� 
����
�  ����. ������
� X  
� Y  
�����
!	� ��
��
��� ��� ��	 	��������� ��$���� ����%����. ��-
����
� Z , � ��������� �� ��%����  ���� � ��	
�, ����$���
!	�, ��$���� �� ����� �	����	
� �%�� ��-
�	��� ����%����. &�� ��	 �����  ���� ����	����
!	�, ��$���� ��� ���� ������
 � ���	����!�� ���-
����� � 	� X . &�	�� �!� ��	
�����
 ����
��
!	� � ���! � 	� X , ��%���� � 	� Y  ������
!	� �� ���-
����� #����� ��� ���	���, �  ���� ���� ���������
!	� � ���	����!�� �������� � 	� X . (���� ����, 
��	
�����
 ���������
!	� � ���	����!�� �������� � 	�$ X  
� Y  (��	. 4). 

�� ��	. 4 	����� ������� ������� ��$ ��	
�����
� �� ���$�� 
� �� ������ ��	
�����
�, ������� ��!-
�� – ��$  ���� ��� ��	 ������� ��
������, ������� – ��$ ��� ��������� ��	
�����
� � ���! � 	� X  �� ���-
������ ��	
� ���$���. ��� ����$���� ��	
� �����	
���
!	� �����! �	����	
� ���	��� �� ����� ����-
%����. +	���!�� ��� ����
��� ����%���� � ���	���! ������	� ������������� ������ �%�� � 	����$ 
��!���, �	
�
�! �������
� �����! �	����	
� ��� � �������: 

col : =Image1.Canvas.Pixsels[X_local, Yo] ;                    Z : =GetRValue(col)*unit1.Form1.Kz.  
��� �����%���� ��������	
� ���� ����� ��	
 � ���� ����� �	����	
� ����%���� �����	
���
!	� �-

� �����
 Kz , � ��� ���	��� ��� ��
� �� �����  ���. (���� ����, Z  – �� ��	
� ���	���, ���� 
������
!	� �� ����� ����
. 

+	���!�� ��� ����	���� ������� ��� ��� ����� ��  ���������!��� ���	
�
� ���%�� ������
!	� �-
�����
� ������� 
��� ��	
�����
�, � ��� ����$����� �����	
���
!	� ������
� ���
�� 	 ���  ����, ��-
�$��� ���	
� ������� ��	
�, � ��������
!	� �����	�  ����: 
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Zo : =Z+r . 
�� ����
��� ��%� ��	
 	�	���� ��� ���� ���	��� ���
! ��	
� ���!#�, �� ��� ���	����. (�� ��-

	
�����
, ���$���� �� ��	
� ���� ���	���, �%� �����
� ��
����� 	�	����$ ���	����. ��� 
������� ���-
�����$ �����!
�
�� � ������$ 	�
�����$ ���$��� ����$���
� ��	
�, �� ��� ���� �	
�
�! �����
�  ����, 
�� ������
� ����%���� �������� ��
������. 

��� �!� ���$��� ��������
� ��	
� �%�� ���	���, ���� �%� ��
� �������� ��� ����$ ����-
��
�$ ���
��  ����. ��� �������� �������� 	�
�����, ���  ���� ��� �����
� 4��. ���$��� ��������
� �	� 
���	���, � ��%�
! $�� � ��	
�� � ��� �����
�� 4�� (4 ���	���) (��	. 5). 

 

  
"�	. 4 – 5$��� ��$� ��	
�����
� ��� ��	
��� �����. "�	. 5 – -�������� �%����$ �������. 

 
3������ ��!�� ������� ����� ���	��!, ������� – �����
�  ����, �����
��� – ���	���, � ������-

���
!	�. "������� ���	
!, ��� ������� �����
�  ���� (���	-����	 �������� �����	�  ���� ��� ������
 
���� ���	���): 

for Yt : =Yo-R to Yo+R do begin ;              for Xt : =X_local-R to X_local+R do begin.  
- ��� ���	
� ���$��� ��������
� ��#� ���	���, � ���$��
!	� «�	�������» �����
��  ����. ��� ����-

����� 
���$ ���	���� �����	
�� �������� ��� 2 2 2R X Y= + . 2�� ���	��� ���$��
!	� � 	������� ���, � 
��������
!	�, ���� �������
�	! �������	
! 2 2 2R X Y> +  (��	. 6). &���������� �%�� ���	��! � ���������� 
���	
�: 

col : =Image1.Canvas.Pixsels[Xt,Yt] ;            Zt : =GetRValue(col)*unit1.Form1.Kz.  
2�� ��	
� 
���, � ��������
!	�, �� ��������� ��������, �������� ��	
� � ���$������� ������� 

�����	� ���� �����	
�� �� 	
�
��� ������
� Z  ��� ���� 
���: Zo : =Z+r . (���� ����, 	
�� ����� ��-
	
� 
���, � ��������
!	� � ����� ����
 �����. ���$��� ��������
� �� ���� ���$��
�	! �� 
��� � 	���-
���� 	 ���, � ��	��  ����, ��� �����%�� 
��� ����$��  ���� ���� ���$��
�	! �� ��	
�, ���������� ��� 
���� ���	���. ��� �!� �����	
�� �������� 	 ��� 2 2 2 2R X Y Z= + + . 2�� ���	��� ���$��
!	� �	���-
���� 	 ���, � ��������
!	�, ���� �������
�	! �������	
! 2 2 2 2R X Y Z> + + . &���������� �%�� ���	��! � 
���������� ���	
�: 

if (R>sqrt(sqr(Xo-Xt)+sqr(Yo-Yt)+sqr(Zo-Zt)*unit1.Form1.Kz))) then begin.  
 

  
"�	. 6 – )����� 
���. 1����
��!�� �������. "�	. 7 – )����� 
���. 4��
��!�� ������. 

 
� �������, ��� �������
�� ���	��! ���	� ���$��
!	� � 	������� 	 ���  ����, ���$��� �������
� ��-

	
�, �� ��� ���$��� �����
�  ���� ��� ���������� ������. ��� �!� ��������
!	� ���	
��! ��� 
��� � 	� 
��	
�����
� W  (��	. 7): 
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2 2W Dx Dy= + ; 

�
 DX : =ABS((Xo-Xt)) ; DY : =ABS((Yo-Yt)) ; w : =sqrt(sqr(DX)+sqr(DY)).  
��� �����	
� �� ��	. 7 ����%��  ��
��!�� �������, ��� ������ ���	
��! ��� 
��� � 	� ��	
�����
� 


� �� ��	
� � ��
����!��� ��������. -�	
�, �� ��� ���$��� �����
�  ����, �������� Dzt . &�� ������ ��-
	
�����
� �� ��������� ��	
� 
���, � ��������
!	�, ���� ��
�#���� �� ����$�� 	 ���  ����. (���� ��-
��, 	
�� ����� ���	
��! ��� ���
�� 	 ��� � 
��� – �� �����	 	 ���. - ����� ������� �� 4 ��. (��% ��-
��� ���	
��! ��� 
��� � 	� Z  – �� W ` = W . (���� ���� � �%����	
! ����$���
� ���	
��! ��� ���
��  ��-
�� � 	� Z  � ��� ������
� 
���: 

2 2X R W= + ; 

�
 X : =sqrt(sqr(R)-sqr(W)).  
��� ����!#�$ ����$����� ���$��� �������
� ������� ��% ��	
� ���
��  ���� 
� ��	
� 
���, � 

��������
!	�: 

0 tDZ Z Z= − . 
3 ��	. 7 ����, � ���$���� ������� ��	
 Dzt  – �� ������� ��% Dz  
� ���	
���� X : 

tDZ X DZ= − . 
(���� ����, 
�����  ����� ��� ������� ��	
, �� ��� ���$��� �����
� ���
�  ���� ��� ���������� 

������ ��
������. ��� �����	
� ������������ �� ��$����� ����%���� ���	���, � ���$ ����	� �������
� ��-
%����  ���� � ���$������� 	�	����$ ���	����, �������� ������� ��!��: 

Zo : =Zo+DZt ;         image1.Canvas.Pixels[Xo, Yo] : =c1Red ; 
��� ������� ����� ���$��� ���������
� �����  ���� �� ���$���� ��	
� ��� ����$�� ��% �
����� 

�����, 
�
 ��� �$�%����  ���� � ���	����!��$ ������! ������
 � 	�$ X  
� Y  � ��� ��$�%���� � 
�������!��� ��������� ��$ ������
: 

if X_local=image1.Width then Zo : =form1.Zmax+25 ;        if X_local=0 then Zo : =form1.Zmax+25 ; 
+
������ ������
� ������� ����	��
!	� �  ��� ������� ���. -��$���
!	� ������� �� �����	  ���� 

��� ������
� Z  – 
���� ���$��� �����
� �� ���	
��! ��� 
������� ��	
� ���$�%���� �����  ����: 
writeln (chist, ' N ' + intToStr(n)+ ' X ' +intToStr(x_local)+ ' Y ' +intToStr(Yo)+ ' Z ' +StringReplace(floatToStrf(Zo

-r, ffFixed,5,2), ', ', ', ', [rfReplaceAll, rfIgnoreCase])) ;           n : =n+1 ; 
+��	���� ����	 ������
!	� � ����� ��� �%�� ���	��� ��$���� ����%����. 6 �����	
! ���	����� 

����� ��	
�  ���� ��� �%�� ���	��� ����%�
! ��� ������ ��������� ����$�� 
�  �����
�� �����  ��-
��. 

 

 
 

"�	. 8 – 5$��� ��$� ��	
�����
� ��� ������ �����. 
 
& �����#���� ����� �������� �� ��	
�
! ������
� �	�$ 
��, ��� ��� ���
�  ���� ��� �����. 

+
������� � ����	� ������������ �������� �� ����	�� �  ����, � ���$��
!	� � 	����� ��
���� 
�������. �� �
��� � �����	
���� � ��	
� ������� ��	
�� ����� �� 	�	
��� '&�. 

.�
� ����� ����� – ���
� 
� ������
� 	���� ��	
��� ��
������ ���
���, � �� �
���� 
�� ��-

���. �� ����$�� ��
��� ����#��
!	� �������� ���!��	
! ��
������, � �������
!	� ��� ��	
��� �����. )��-
����� � ��	
�� ����� ��������� ������������ �����  �����������. 

��� ����� ����� 	������ ������
���� � ���	
��! ��% ��$����  ���� �� �����
��� 
� �������, 
�� ���  ���� ���������
!	� ��� ����� ��	
���� #��� ��
������. (��% ��%����� ������
�� � �����! ��-
	
� ���$��  ����, �������� ��� ������
!	� ��  ��� �����. &�� ��	 �����  ���� ����	����
!	�, ��$��-
�� ��� ���� ������
 � ���	����!�� �������� � 	� X . &�	�� �!� ��%���� � 	� Y  ������
!	� �� 
�������� #�����, � ��	
�
!	� � ������� step_over , �  ���� ���������
!	� � 	� X  � �������!�� ��������. 
(���� ����, ��	
�����
 ���������
!	� � ���	����!�� �������� � 	�$ X  
� Y  (��	. 8). &���������� � 
	� Z  ��������� �� ��	
����� ��������: ��
����� �������
!	� #����� � 
�����, �������� ��� ��	
�
!	� 
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� ������� step_depth . &�� �������� �� ��
�����, � ����%�
! � 
��� ��
���,  ���� ��������
!	� �� ��������� 
�����!, � ��$ ����%��
!	� � 	� X  �� �!�� ����� � 
�$ ���, ���  ���� �� ���� ��
����� 
��� ��
���. 

��� ��������� ������ ������� ��� �����	
�� ��	����������� ��	������ ������ n. & �����#���� 
����	� �������� ��	
��� ������� ��������
!	� ��$����  ���� 
� ������
!	� �����	
��� ������. 6 �����	
! 
���	����� ����� ��	
�  ���� ��� �%�� ���	��� ����%�
! ��� ������ ��������� ����$�� 
� �����
�� 
�����  ����. +
������� � ����	� ������������ �������� �� ����	�� �  ����, � ���$��
!	� � 	��-

��� ��
���� �������. �� �
��� � �����	
���� � ��	
� ������� ����� ����� �� 	�	
��� '&�. 
 
�*��(&(##0 #� !*#�1� (-�"(*,.(# !. �������� �
��� ��
� ��� ��������� ������������� ��� ��-

������� ����������� ��� ������� �� ����
���. /�� 	
���� ���
� ���!� �, ��� ��	
�
! ����������� � ����-
������� ����$�� (��	. 9). 1�����
�� ������ ��
��� 240$160$120 ��.  
 

 
 

"�	. 9 – ���
� ���!� � ��� ��
���� ��	�������
�. 

��� ����� ��
� ��� ���� $���  �	���  �����  ���-
��
�� 10 ��. ��� ��	
�� – $���  ��
� ��  �����
�� 8 ��. 
+���	����� 
����
��� ��	���� 	
����� �������� �-
��
�� ��� ����� ����� ������ 3,5 $�., ��� ��	
�� – 1,5 
$�. '���� ����� �� ���	
�
� ������� 22 $�., ��	
�� – 9 $�. 
��
��!, � ��� 
����� �� ��$�� �����, ����%��� �� 
��	. 10. .������!��� #��� ��� ����� �� �����
��!��� 
������ � 1 ���	��!. �� �����
 ����� �������$ ������� Kxy 
��� �	
������ 2,0. (���� ���� 1 ���	��! ����%����	� �� 
0,5 ��. +
������ ��� 
���� �� �����
� ����$�� ��� ���
�� 
	���� ��$�  ���� � �
����� ����!#�  �����
����  ����� 

��� ������� ����� 
����� ������� (��	. 11). 
-��$������ ������
��$ ������� ��
��� ��� ��������$ 	����� 0,5 ��, � ���%��
!	� �����	
����. 
 
�,�#��-,. - �����!
�
� �������� �	
������ ������ ���� 
������ �������, ��� ��
��
��� ������� 

�������� ��, �
��� ��� �����	
���� ��  ���������!��� ��������� ������	�. +���� �������
 
	����	
� 	
������ ��� ������� ������� ��� ����� 
� ��	
��  ����������� ��
����. 

6 ��$� ������� 	
�����$ ����
�����$ ������ ����	� ������� ����� 
� ��	
�� 
�����  ��-
��������� ��� 	������� 
����
��� ��$� ��	
�����
� � �������� ��	
�� ������
� ��� ���������� ��-
��%��� ����� ��
������ � ����	� �����. "�
� ������� ������ ������
 ���#� ��	� ������� �� ��	� 
��
� �������	
� ��� 	
������ ��������� ��� ��	���� ������ ������� Pro/Engineer �� ArtCam. &�� 
�!�� 
���	
! ����� ����#���, � ������� ���	
� ����%���� �� ���
� ���!� �. &�� ����!#���� ����-
�!�� ���
�	
� ���
� ���
� �����!���
!	� ��
� �������. )�� ���	
! ����� � �	
�
�!� ��� �����	-

���� �������� ���
�� ��� ����� �����������!��$ � ����	���� 	��	� ����$�!. 

 

  
"�	. 10 – 1
�� ��
��!. "�	. 11 – &���$�� ��
���. 

 

"����!
�
� ��
� (������� �������) ��� ������� �� ����
��� 
� ������
!	� � ������%����  � 
�$-
�������� ����	 ����� ��
���� �������$ ������. 
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	���	�������� 	����6 ��2������ �	 -���
7  
� �����
�

�8 
��9��������	  ����
��������8 �
��

� ���6������ ����
� � 
������6
7	� : ��	� 

��� �8�� 	��������8$ ��
�����!�8$ ��������� ������ �� ������ (. -���8 �� ����������	�� ��!���� ��
����, ��������� ��:���-

����, ���
������ ����$�	
! �
�� �����!� ��������, � �����!� �������� ���#��� ����$�	
! ����
 ����!�8� ����. 
��	���
��� ��
���
���	��� ����! �	
���� ��
�� ��	���
�8$ 	����	
�� � ������� ��	����8� :�	�������
 �� �� 	���. &-
	
���8 ��������� ���� ��		�����, ��� � ���%��� ��� � ��������8 ����������	
�. 

����(�;( �����: ��
� ��	���
�8$ 	����	
��, 	��������8� ��
�����, ��
����. 

��(&(#,(. - ���
� ��		��
�����
	� ������ �� ������ ��	�� ��$���
���	�� ���8 �� �����!� 
�������� ����������	�� ����$�	
�, ���8
� ��:���
����	��� ��������, �� ���#��� ����$�	
� �-

�� – �����!� �������� ����������	��� ����$�	
! 	 ������. 

3����� ������� ��	�� 0-����������� ���8 ((. -���8) �� «��!���� �����» 	 ��� ����!-
�� ���!� � ���#��� ��������, ��$�����	� � �������, ��#���	! ���	
	� ����*� ��
	 [1 – 2], � ��� 
-
	�
	
��� ���
������ �������� – ���	
��� �	����*� '������	, ���	
	� ��
��� +�����-,��"-���� [3 – 5], 
���� �� �������8����	! 
�!� ��� ��� ����!�� ����. &��������8� ��$� ����� �	��!����	� 
��� ��#���� ������ �� ������ ��	�� ��$���
���	�� ���8 � ����������	�� ���8 �� ������ ��-
������ 	 �����8� ��	�� ����!�8$ �����, ��$�����	� � ������ 	���� (����������	� ������) [6]. 

"�		��
������8� � ����� ���
� ������ ����	
�����
 �����
��!�8� ����
���	��� ��
���	, � 	���� 	 ��-
�$���	
!� ��		��
8��
! 	
��
	
������ ��
���8� �	
��	
��. ;
� ������ 
���� �� ������ ��� ����-
��
 � ������ ������ ���  ������) ��������. ;
� ������ ��� ��������� .��	����� 	��%�
 ��
���
���	���� 
������� ����������	��$ :���
���������	��$ 	
���
��, � ��#�� #���� ���������� ��� ����
������� 
� 	������ ����
���8$ � ����$�	
�8$ ��
���, 
��8
8$ �����
��, �����8$ ������ �  ��!
�� �� �$ 
	���.  

,��!� ���
8 �����
	� 	������ ��
���
���	�� ����� ��� ����8$ 	
���
�� � ������ ���
�8$  ���-
��	��$ $����
���	
��, �������8$ ��
�� ��	����8$ �8��	�����. 
 

© 5. -. ��$���!����, 2015
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���������� �	�
��� ����� �� �	���
��� �����
���. ������ �����	
�� ����. ������ ���������� 

1

( , )
p

i i
i

L α β
=

=� , [ , ] \�L Lπ π= − . ���� ������� ��
�����	� 
2RS  
���� 2R  � ���	
�� � ���� ���
���	 ����-

���� ( , )q qa b  (
��. 1). 

���. 1 – ������� ������
�������� �����, 
����������� �� ���	
����, ���	
����� ��	� 
�
���! – ��
�����	�, ������� ��	� –  
��
�����	� � ������!� ������ "����. 

#!� 
����	
�� �	����
�!� ����� ( , ) ( ) i tt e ω−=E x E x , 

( , ) ( ) i tt e ω−=H x H x  (����$
��	������� ����!, ω  – ������ ��	�-
	). �������� ���	�
 ������� ����! ��
���� ��
���������
�� � 
��
���"�� ������
��. �� ������� ������
� �
�
���� �������-
�� �
������!$ "����. %
��	
��	�� ����� ������
�� �������� 
�� ���	
����. 

%��� �� ���	
����� � �� ������� ��	�$ 
���	
������ 
 ���	
������������ �	
��	�
! ������	��
��	 �
������� &�-
�����: 

rot iωµ=E H ,  (1) 
rot iωε= −H E .  (2) 

%
�������	��, �	� ��	������  ���	
�������� ���� �	��	�	��-
�	, 	� �	� �!������	�� �������: 

0div =E .                                              (3) 
' ������� �
�����"�$ ����
$���	�$ �!������� �
������

�������: 

( )
[ )

1
0,2

, , 0r Rr
φ π

φ =
∈

=� �� �E n , ( ) 2
r, , 0r R

CLφ
φ =

∈
=� �� �E n .  (4) 

��� n  – ���	�
 ������� ��
��� � ������
������� ����
$���	��. 
����	
���	�� �����
�� ���:  ���	
�����	��� ���� �� �����	 �	 ���
���	! z . 
���	�� �
������ &������ (1 – 2), 
����	�� � ��� ��������!� ������	��! [3,7], ��� �� ��$ – ���-

��	�� � ����	�  �
��� ������� ��� !������� "��#��	�#�� ('-����
�����);  �	�
� – � ����	�  �
��� $�-
����� ��� !������� "��#��	�#�� ((-����
�����). � ����$ �����$,  ������ ��� �$������� ������� ����, ��-
��$����� ��	� �����	������ )������ – �
�������� ��������	� ����	���� ���� ( , )zH r φ  ���  ���	
���-
����� ���� ( , )zE r φ , ���	��	�	�����. %� ������!� ��������	� ��	������ ����	������	�� ���������. � 
����� 
��	� ��� 
������ �
���� ���� ��
�$�� (*&-����). 

���
�����
���� ��
�� ����� ��	���
. +�������	 ( , )zE r φ  ������	��
��	 ������"�� ��������: 
!������� "��#��	�#��

( ) ( )2, , 0z zE r k E rφ φ∆ + = ,  (5) 

��� 2 2k εµω= ; 
�
������� �������

( ) ( )2 0 2, R ,z zE R Eφ φ= − , Lφ ∈ ,  (6) 

��� ( ) cos
0 , ikr

zE r e φφ = , /k cω= , c –���
��	� ���	 � ������;
!��	�� � �!����� %	����&��#
�

( ) ( ), 1
, ,z

z
E r

ikE r o r
r r

φ
φ

∂ � �− = → ∞� �∂ 	 

;  (7) 

!��	�� ��������� �� ��'��
2 22

z zk E E ds
Ω

� �+ ∇ < ∞
� ��  (8) 

��� ����� ��
�������� ����	� 2RΩ ⊂ . 
��
������� ������� )������ ( , )u r φ  � ���	
�����	� 1 2R r R< <  � �������	� 2r R>  �����, �������� 

���	��	�	����� ( , )u r φ+  � ( , )u r φ− , �
�  	�� ��� ���� ��
�$�� ( , ) ( , )zu r E rφ φ= ,  ��� ���� '����

( , ) ( , )zu r H rφ φ= . (��� )������ ( , )u r φ+ , 1 2R r R< <  � ( , )u r φ− , 2r R>  ������	��
��	 �
������ ,��������-
� � �!������! 	� ��!���!� ������� ���
������: 

( ) ( )
2 2

, ,
r R r R

u r u rφ φ+ −
= =

= ,  CLφ ∈ ,  (9) 

�

( ) ( )

2 2

, ,

r R r R

u r u r

r r

φ φ+ −

= =

∂ ∂
=

∂ ∂
,  CLφ ∈ ,  (10) 
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	� ��"��	���	 )������ ( , )u r φ , ������	��
��"� �
������ ,��������� � �
��	
��	�� { }1, [0, 2 )r R φ π> ∈

��� ��-�������� ���
1

[ , ]
m

q q
q

a b
=
�  ��
�����	� 

2RS , �
���� 1 2( , ) ( , ),u r u r R r Rφ φ+= < <  � ( , ) ( , ),u r u rφ φ−=

2r R> . 
.����� �
�!� 
�� /�
�� ��� ��������	! ( , )zE r φ   ���	
�������� ����. ����	��� 	� ��, �� � [8], ���-

��� /�
��-�
���	������ ��� �����: 

( ) ( ) [ ]1 2, , ,E in
z n n

n

E C V k e R Rφρ φ ρ ρ
∞

+ + +

=−∞
= ∈� , ��� ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 2 1 2

n n n nE
n

n n n n

J k R Y k Y k R J k
V k

J k R Y k R Y k R J k R

ρ ρ
ρ

+ + + +

+ + + +

−
=

−
,       (11) 

( ) ( ) ( )1
2, ,in

z n n
n

E C H k e Rφρ φ ρ ρ
∞

− − −

=−∞
= >� ,  (12) 

��� ( )nJ z , ( )nY z , ( )1 ( )nH z  – &!����� (������, ������� � ������� (I-�� 
��) ��
��� n .
0� ������� ���
������ (10) � �
������� ������� (6) ������� ���	������� ��� �� ))�����	�� /�
��: 

( ) ( )1
2n n n nC C H k R C+ − −= ≡ ,  n ∈ Z . 

.����� �
�!� 
�� /�
�� � �������!�� �� ))�����	�� nC

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
1

2
2 0 21

2

0, ; , ,
nE in in

n n n z
n nn

H k R
C k V k R k e CL C e E R L

H k R
φ φφ φ φ

−∞ ∞
+ + −

−
=−∞ =−∞

′ � �
� ′� �− = ∈ = − ∈� � �� �� 	 
�

� � . 

������ ���!� �������	�!� �� ))�����	!
(1)

2
2 (1)

2

( )
( ) ,

( )
E n

n n n
n

H k R
B C k V k R k n

H k R

−
+ + −

−

′� �′� �= − ∈
� �
	 


Z  � �
�$���� 

�����	����� � �
���� 
��� /�
��: 

( )0 20, ; , ,in E in
n n n z

n n

B e CL B " e E R Lφ φφ φ φ
∞ ∞

=−∞ =−∞

� = ∈ = − ∈�
��
� � .  (13) 

.����

1
(1)

2
2 (1)

2

( )
( )

( )
E E n
n n

n

H k R
" k V k R k

H k R

−
−

+ + −
−

′� �′� �= −
� �
	 


, �
���� 1
2

1E
n

A
" O

n n
� �− = � �
	 


, ��� 2
1 2

k R
A

−
= . 

%�
������ �	�
�� �
������ �� (13) � ���� 
����	�: 

( )1 0 0 1 0 2

0 0

1
, ,in inn

n n z
n n
n n

B
A e B " B " A e E R CL

n n
φ φ φ φ

∞ ∞

=−∞ =−∞
≠ ≠

� �
+ + − = − ∈� �� �

	 

� � .  (14) 

����	��� 	� ��, �� � [9 – 10], ������ �������	��� )������ ( ) in
n

n

v B e φφ
∞

=−∞
= � , ��
�� ��	�
�� �!
��	-

�� ��� �������	�!� �� ))�����	! ( )1
2

in
n

CL

B v e dφφ φ
π

−= � . 1������ &�����
 � 
��
� (8) ����	 �!�������, 

���� ������� )������ ( )v θ  � ��	�
�� ( , )q qα β  ����	 ��� 

( ) ( )
( )

( ) ( ),
,

q q

q
q q

q q

w
v

α β

θ
θ α θ β

β θ θ α
= < <

− −
, 

��� ( )qw θ , [ , ]q qθ α β∈  )������ ���
�
!��� �� ,�����
�. 

0��������� �
��	
������� �
���	������ ��	��
������ ���
	�
 � ���
�)�������� ��
�� � ��	��, 
�	� L  �����	�� ��-��������� ����
�����"�$�� ��	�
����. 1
������ (14) ������ � ����: 

( )
( ) ( )

( )
( )( )

0

1 1

ln
2

q q

q q

m m

q q
q qq q q q

"B d d
w w

β β

α α

θ θθ θ φ θ
π πβ θ θ α β θ θ α= =

− − − −
− − − −

� �� �

( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )
2

0
1 1

sin ,12ln , ,

2

q q

q q

m m
q

q r R
q qq q q q

K w dB d
w u r L

β β

α α

θ φ
θ φ θ θθθ φ φθ φπ πβ θ θ α β θ θ α =

= =

−

− + = − ∈
− − − − −

� �� � .     (15) 

����	��� ���� 	� ��, �� � [7], ������ �	��
�����: 
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( ) ( ): 1,1 , :
2 2

q q q q
q q qg t t

β α β α
α β θ

− +
− → = +� , �
�  	�� 

( )
( ) ( )

( )
2

2

1

q q

q qq q

w t

t

θ γ
β αβ θ θ α

≡
− −− −

. 

�!������ ����� ��
�����!$ � ����� �� ��	��
��� � ��
����� �	 ��	��
������ �
������ � ���	���
��	�
���� � ���	��� ��	��
���!$ �
������ � �	��
	��� ��	�
��� ( 1, 1)− : 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0
0 2 21 11 1

ln
21 1

m m

p p q p
p p

"B dt dt
t g t g t t

t t
γ γ

π π= =− −

− − − −
− −

� �� �

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1

0 02 201 11 1

sin 12ln ,
1 1

2

p q
m m

p p pq q
p qp p

g t g t
B dt dt

t t K t t f t
g t g t t t

γ γ
π π= =− −

−

− + =
− − −

� �� � � , 1, ...,q m= ,  (16) 

��� ( )0 0
1

1
( , ) cos ( ( ) ( ))pq n p q

n

K t t " B n g t g t
n

∞

=

� �
= − −� �

� �� �
�� , ( )

2
0 0 0( ) , ( )q q r R

f t u r g t
=

= − . 

%
���))�
����
��� �
������ (16) �� �
��	
� 0t , �
�$���� � �������
���� ��	��
������ �
���-

���. �������	������ ������� ������� ��	�� ���������� � ������� )������ 2
01/ 1 t−  �
��� � ����� ��-

	�� �
������ (16) � ��	��
�
�� �� ��	�
��� ( 1, 1)−  �
� ������������ �����	���� ���	������� [11]: 
1

0 2
1

ln ln 2
1

dt
t t

t
π

−

− = −
−

� . 

%������ ���	��� �������
�!$ ��	��
���!$ �
������: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 20 011 1

1
. .

21 1

m
q q q

p
p qp

p q

tB dt B dt
t

t t g t g tt t

γ β α
γ

π π =− −
≠

−
+ +

− −− −
�� �v p

( ) ( ) ( )
( ) ( )

� ( ) ( ) ( )
1 1

0 0
02 21 11 1

,2 1
2 2 2 1 1

m m pqq q p q p
p q

p qp p

g t g t K t t t dtB dt
t ctg f t

g t g t t t

β α γ
γ

π π= =− −

� �− −
′+ − + =� �

−� � − −� �
� �� � ,   (17) 

��� � ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
0

0 0 0
1

, , sin
2

q q
pq pq n p qt

b a
K t t K t t n " B n g t g t

n

− � �′= = − −� �
	 


�� , 1, ...,q m= , 

� �������	������ �������: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0
02 2 211 1 1 0

ln 2 ln ln
2 1 1 1

m
q q

q p q p
p
p q

dtB dt B dt
t g t g t t

t t t

β α
π γ γ

π π =− − −
≠

� − �
− − − −� �� � − − −	 


�� � �

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

1 1 1
0 0

2 2 201 11 1 1 0

sin
2ln

2 1 1 1
2

p q
m m

p p
p qp p

g t g t
" dtdt B dt

t t
g t g tt t t

γ γ
π= =− − −

−

− − +
−− − −

� �� � �

( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0
0 02 2 21 1 1 10 0

1
,

1 1 1

m

pq p q
p

dt dtdt
K t t t f t

t t t
γ

π = − − −

+ =
− − −

� � � �� ,  1, ...,q m= ,  (18) 

�
���� ��	��
�
1

201

( )
. .

1

t dt
t t t

γ

− − −
�v p  ����� �����	� � ��!��� ������� ������� �� +���. 

����	
���� ���
�����
���� ��
��. %
� ����
�	����� ��	��
������ �
������ (17) � �������	���-
���� ������� (18) �������	��� )������ ( )p tγ  ������� �� ��	�
���������!� ���������,  �$���"�� � �
�-

����� ��	��
�! – ��	�
���������!�� ���
	�
�!�� )�
�����, �
���
�	����� ������ ��
 �
������ �$ 
��	�
���������!�� ��������� � 	��� �� �����, ��  	� ������, ��
���
, � [7]. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1 1 10

1
0

0
1 1 1 01

1
, ,

1, ..., 1, 1, ...,

1
ln 2 ln ,

2 1

q
q p

p q p q

q q

q p
q p p

N
N Nmq i N N N N

pq i p i qj jN N
q pi p ii j

q
N Nm

N N Nq q
q i pq i p i q

q pi p i

tB
G t t t f t

N Nt t j N q m

dtB
t Q t t f t

N N t

γ
γ

β α
π γ γ

= = =

= = = −


� ′+ =�
� − = − =�
� � �−
� − + =� �� �� −	 
�

� � �

� � � �

,  (19) 

���
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

0

0

2
,

2 2 2

p q

p q

p q

N N
p i q jN N q q

pq i j N N
p i q j

g t g tB
G t t ctg

g t g t

β α
� �−− � �= − +� �

−� �� �

( ) ( )
� ( )0

0

1
,

2
p q

p q

N Nq q
pq i jN N

p i q j

B K t t
g t g t

β α−
+ +

−
,  p q≠ , 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

� ( )0

0 0

0

2
, ,

2 2 2

q q

q q q q

q q

N N
q i q jN N N Nq q

qqqq i ij jN N
q i q j

g t g tB
G t t ctg K t t

g t g t

β α
� �−− � �= − +� �

−� �� �

, 

�

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0
1 1 1

0 0 0 0
0 02 2 2

1 1 10 0 00

sin
2ln ln ,

21 1 1

2

p

p p p

p

N
p i q

N N N
pq i p i q pq iN

p i q

g t g t

dt " dt dt
Q t B g t g t B K t t

t t tg t g t− − −

−

= − − − − +
− − −−

� � � � , 

p q≠ , 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0
1 1

0 0 0
02 2

1 10 00

sin
2ln ,

2 1 1

2

q

q q

q

N
q i q

N N
qq i qq iN

q i q

g t g t

" dt dt
Q t B K t t

t tg t g t− −

−

= − − +
− −−

� � � , 


2 1

cos
2

N
k

k
t

N
π−=  –  	� ���� )	���	�	 *�'+,�� I �	
� � 0 cosN

j
j

t
N
π= –  	� ���� )	���	�	 *�'+,�� II �	-


�. 

���. 2 – %���
����� ������� 
������� � ��������	� �	 ��������� ����, ����� ������ *&-����!, 	
� "���. 

���� ���	��� ������!$ �
������ (19), �$���� ������� ��	�
������������ ������� � 	���$ N
kt  � 

���
�� ������ 	�����	��. '������	�!� �� ))�����	! nC  �!������	�� �� )�
����: 

( )
1 12

Nqq q kq
NE m ing tNE n

n n n q k
q k

"
C B " t eγ

� �− � �
	 


= =
= = �� . 

�!����� �!
����� ��� ��"���	� *&-����!, 
�������� � �
��	
��	��: 

( ) ( )
2

*

0

Re , ,zE r H r rd
π

φσ φ φ φ= � ,  (20) 

��� r  – 
���� �
���������� ������
������� ����
$���	�, �$�	!��"��  �
�. 
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0�������� �
���	������ (12) ��� ��������	! ���� ( , )zE r φ− , ������� �
���	������ ��� ��������	! ��-

�� ( , )H rφ φ , �
������ ����� ����� ��������	�� �� �
������ &������ 

( ) ( ) ( )11
, in

n n
n

H r kC H kr e
i

φ
φ φ

ωµ

∞
−

=−∞

′= � .  (21) 

%���	���� �!
����� ��� ��������	 ( , )H rφ φ  (21) � ( , )zE r φ  (12) � �
������ ��� ��"���	� (20), �
�

 	�� ���������� ���
���� ( , )H rφ φ  �������: 

( ) ( )

2

1

4 n n

n n

A "
k H ka

σ
∞

=−∞
= � , ( )

1 1

1 1
,

2

nqq q jq
nm ing tn

n q j
qq j

A t e n
n

γ
� �− � �
	 


= =
= ∈� � Z .  (22) 

0�������� ������!� ������� ��	�
������������ ��������� ��� �������	��� )������ ( )p tγ , �$���� 

��"���	�, 
�������� � �
��	
��	��. 
%� ������!� �������� �	
��� �
)��� )��������$ $
�	�
��	��: ��"���	�, ���
��� ��
������-

�	� ��� ��������	!  ���	
�������� ����,  	� �� ���� � ������� ����. 

����
���� ����
	��
��. ' ��� ���	
������ ����
�	��� �	��	������� ������ 
�
��	�� �
�-
�
����� �����������. 2	� ��������� �
����	� ��
���� �������!�  ����
����	 �
� 
�����!$ �
��	
$ 
���� (�
��
������ 
����! �����, ���� 
��
!	�� "���, �� ���	
������ �
��������	� ������	���, 
������!� ���� ��
������� ����). %
������ ����	�
!� �� ��������!$ 
�����		��. 

' 
��. 2 ����� ����
����� ������� 
������� ���� ��)
���� (-����
�������� ����! � �	���� � 
	
��� "����� (35 , 55 ) (170 , 190 ) (305 , 325 )L = � � � � � �

� � . ���  ��	
�����!$ ������� 4.06k + =  � 5.82k + =  

���	
���! ������ ��������	! ���� ( zE ) � ������� ���� (
��. 3, �; 4, �) � ���
��! ��
�������	� (
��. 3, '; 
4, '). 
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k+=4.06  k-=4.06  R1=0.5  R2=1  α1=55  β1=170  α2=190  β2=305  α3=325  β3=395

� '

���. 3 – ������		! ����������  ����
����	 ��� ������� 1 24.06, 4.06, 0.5, 1k k R R+ −= = = = : 
� – ������ ���� � ������� ����; ' – ���
�� ��
�������	�. 

3���� ��������!$ ���!$ ����� ������"��. 
' 
��. 4, � ����	�� ���	���	 ����$ ������!$ ��������� ������ «����$» "���� � 	���$ � ���
��-

�	�� 0.7, 74.4ρ φ= = �  � 0.7, 285.6ρ φ= = � , �
�  	�� ������� 3.4379A = . �� �	�
��! ��
����� "���, � 

��	����� 0.3  �	 ������� ��	� ����
$���	� �����, ����	 ����� ������!$ ��������� �� �
����� ����-
��� 1.5A = .  

' 
��. 4, ' ����!� �����	�� ����	 ��
������ ��� 0 0φ = �  � ������� ����	��! 0( ) 36.798ED φ = . 

4 �
�� �� ����� ��
�������	� ��� ������� �����	� 
�� 2 40θ = � . #����!� �����	�� ���	 � ��
������ 
����� 1 36φ = � , 2 324φ = � , 3 84φ = �  4 276φ = � . 1
���� �����!$ �����	��� 
��! 

1,2

0

( )
0.267

( )
E

E

D

D

φ
φ

≈ �
3,4

0

( )
0.59

( )
E

E

D

D

φ
φ

≈ . 
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� '

���. 4 – ������		! ����������  ����
����	 ��� ������� 1 24.06, 4.06, 0.5, 1k k R R+ −= = = = :
� – ������ ���� � ������� ����; ' – ���
�� ��
�������	�. 

�����. � 
��	� ���	
��� �	��	������ ������ ��)
���� *&-���� �
���!�� ������
�������� �-
	�����, � �����	�!� ������ "����, � �������!� ������� �
�����"�� �
����!� ������
��. 5 ����!� ��-
����
������� �	
��	�
!, ��� ��	�
!$ ���	
��� �	��	������ ������, ���������	�� � ����	�� �
����!$ 
�	���, )���	
��, ������. 

' ������  	�$ ������� 
����	�! ����
������ ������� 
������� ��� 
�����!$ �
��	�� �����	
��
�	
��	�
! � 
�����!$ ������!$ �����. � $��� ���� �����! ������!� �������! ����
����� ������� 

�������. ��� ����	�
!$ ������!$ �����, � ��	�
!$ ����
����� ������� 
������� ���	���	 ��������� ��-
�����, ���	
���! ���
��! 
������� � ���� � ������� ����. ���������	� �
�����	� 
���	! ��� �������-
��$ "���� �����, �	� ���������� ���� "���� � �	
��	�
� ����	 ������� � ����� ���������� �������	� 
�����!$ �����	���,  	��� ���������� �
���� �$ ��
�������	�. 

%
������ �
���	����!� ���� 
�����		��, ��������!$ � ������ ���	
����!$ ����
�	�!$ �	��	���-
���$ �������, � 
�����		��, �
�������!�� � ��	�
	�
�, ��������!�� �
����� ��	���� ��� �
��	����$ 
�	
��	�
, ��� ����	�� ��� �
������� "���. 3���� ����� ���������, �
���� �� ���� � ������� ����, 	� 
� ���
�� 
�������.  

%������! 
�����		! ������������ ����
�	�!$ �	��	������$ ������� ��� �	
��	�
, ����"�$ ����-
����� �����	
��, �� �
� 
�����!$ ����$ ����� ��	�
�������. 2	� ��������� �
����	� ���	
����� �
���
-
�� ��	�� � ��	�������	� � �$������	�. 6������!� ���� ����� ����$������	� ������������ ������ ��� 
��	�
������� � �� �
��� ��	��������� ����
$���	�, �	��! ������	� 	�����	� 
�����		 �� ��	�� ���-
"�� ��)
! � ��	�
��� ��������� ������!$ ����� �	 0 �� 10. %
�  	�� ���������� �������	� "���� �� 	
���-
�	 ��������� ����� ��	�
�������. 

%
�������!� ���� ��	 ���������	� �	��
��	�, �	� ���	
����!� �	��	������� ������ ��������	 
��	�����
��	� ��� ��"��	���"�� �
���
! � �����	� ���!� � �����, ���� �$���"�� � ��$ �	
��	�
! 
����	 ��������� �
������!$ "����. 

������ ���
	���	�: 1. Richard W. Ziolkowski, J. Brian Grant Scattering from Cavity-Backed Apertures: The Generalized Dual Series Solution of 
the Concentrically Loaded E-Pol Slit Cylinder Problem. // IEEE Transactions on Antennas and Propagation, Vol. AP-35, 75. – 1987. – C. 504 – 528. 
2. Johnson W.A., Ziolkowski R.W. The scattering of an H-polarized plane wave from an axially slotted infinite cylinder: a dual series approach. //Radio 
Sci., vol. 19, no.1, pp. 275 – 291, – 1984. 3. 6�������� ����������� ��)
���� ���� � ������
������$ �	
��	�
$ / �� ���!� %.�., �	�. 
��. 
���!� �.�.; 3' 1���. /��-��$. ��-	 ��. ,.�. +
�����. – +���: '��. ����, 1989. –256 �. – ISBN 5-12-000912-3. 4. �	��� -... � ������� 

�������!$ 
������ � $
�	�
��	��� 
������� �������	��� ������
. – ����	�$��� �  ���	
��., 1978, 23, 78, �. 1733 – 1737. 5. 
Goldstone L.O., Oliner A.A. Leaky wave antennas II: Circular waveguides, IRE Trans. Antennas Propagat., vol. 9, pp. 280 – 290, May 1961. 6. $!�	-
)��#���	 �.�. &	��	������� ������ ��� 
���	 ��������� �� �
������!$ "���� � ��������� �
������� �������. // ���	��� 8
�. ��. 
��-	., 2005. – 7 661. ��
. «&	��	������� ������
�����. 0�)�
������!� 	�$�������. 3�	��	���
����!� ���	��! ��
������», 
�!�. 4. – �. 104 – 113. 7. "��
��# /.�., 0������	 �.�., �	������� �.�. &	��	������� ���
��! ��	�� ����
�	�!$ 	����. ���������� ��-
�������� ��	�� ����
�	�!$ ���������	�� 
������ �����
�!$ ��� ��)
����  ���	
�����	�!$ ����: 1������ �������. 6. II. – 8.: 
8,1, 1992. – 145�. 8. "��
��# /.�. � �
�!$ 
��$ /�
�� ����	�
!$ ������!$ �
��!$ ��� �	��	������� )����� // *��
�� )������, 
)�������. ��. � �$ �
����., �!�. 38, 8.: ��" ����, 1982. – C. 15 – 18. 9. "��
��# /.�. %
��	
������� �
���	������ �������
�!$ 
��	��
���!$ �
���
������ � �
��!� ���� �	��	������� )�����. // '�������!� �
��!� ���� �	��	������� )����� � �$ �
�-
�������. – +.: '3' 1�
��!, 1995. – �. 65 – 66. 10. "��
��# /.�. %
��	
������� �
���	������ �������
�!$ ��	��
���!$ �
���
��-
���� � �������-�����	
���!$ �
��!$ ���$ �	��	������� )�����. // '�������!� �
��!� ���� �	��	������� )����� � �$ �
�-
�������. – +���: '3' 1�
��!, ��-	 �	��	���, 1996. – �. 72 – 73. 11. ,����� 9.�. �������� � ��	��! �!�������� �������
�!$ � ����-

�������
�!$ ��	��
���. – 8
����: 8'1 ��. �.'. +
���, 2001. – 92 �. 12. ��
������ �� ��������!� )������� � )�
�����, �
)�-
��� � �	��	�������� 	������ / %�� 
��. &. 3�
����� � 0. �	���. %�
. � ���. / %�� 
��. �.3. ��	��� � :.'. +
������ – &.: 



ISSN 2222-0631 (print) ����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� 

������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 43 

'��, 1979. – 832 �., � ��. 13. Lifanov I.K., Poltavskii L.N., Vainikko G.M. Hypersingular Integral Equation and Their Applications. – London: 
Teilor and Francis, 2003. 14. �	��� -..., 1 ���	)��	 �.�. �������!� � �!�������!�  ���	
�����	�!� �������� �
������� ������
 � 
�
�������� "����. %
��
��	 0�2 3' 1��� 7 78, 8
����, 1977, – 52 �. 

Bibliography (transliterated): 1. Richard, W. Ziolkowski, and J. Brian Grant. "Scattering from Cavity-Backed Apertures: The Generalized Dual Se-
ries Solution of the Concentrically Loaded E-Pol Slit Cylinder Problem." IEEE Transactions on Antennas and Propagation. Vol. AP-35. 75. 1987.  
504–528. Print. 2. Johnson, W. A., and R. W. Ziolkowski. "The scattering of an H-polarized plane wave from an axially slotted infinite cylinder: a dual 
series approach." Radio Sci. Vol. 19. No. 1. 1984. 275–291. Print. 3. Nazarchuk, Z. T. Chislennoe issledovanie difrakcii voln na cilindricheskih struk-
turah. Kiev: Nauk. dumka, 1989. Print. 4. Nosich, A. I. "O vlijanii rezonansnyh rezhimov na harakteristiki rassejanija nezamknutogo cilindra." Radio-
tehnika i jelektron. No. 8. 23. 1978. 1733–1737. Print. 5. Goldstone, L. O., and A. A. Oliner. "Leaky wave antennas II: Circular waveguides." IRE 
Trans. Antennas Propagat. Vol. 9. 1961. 280–290. Print. 6. Duhopel'nikov, S. V. "Matematicheskie modeli dlja rascheta izluchenija iz prodol'nyh 
shhelej v volnovode krugovogo sechenija." Vestnik Kharkov. nac. un-ta. Ser.: Matematicheskoe modelirovanie. Informacionnye tehnologii. Avtoma-
tizirovannye sistemy upravlenija. No. 661. 2005. 104–113. Print. 7. Gandel', Ju. V., S. V. Eremenko and T. S. Poljanskaja. Matematicheskie voprosy 
metoda diskretnyh tokov. Obosnovanie chislennogo metoda diskretnyh osobennostej reshenija dvumernyh zadach difrakcii jelektromagnitnyh voln. 
Uchebnoe posobie. Kharkov: HGU, 1992. Print. 8. Gandel', Ju. V. "O parnyh rjadah Fur'e nekotoryh smeshannyh kraevyh zadach matematicheskoj 
fiziki." Teorija funkcij, funkcion. anal. i ih prilozh. Vol. 38. Kharkov: Vishha shkola, 1982. 15–18. Print. 9. Gandel', Ju. V. "Parametricheskie pred-
stavlenija singuljarnyh integral'nyh preobrazovanij i kraevye zadachi matematicheskoj fiziki." Nelinejnye kraevye zadachi matematicheskoj fiziki i ih 
prilozhenija. Kiev: NAN Ukrainy, 1995. 65–66. Print. 10. Gandel', Ju. V. "Parametricheskie predstavlenija singuljarnyh integral'nyh preobrazovanij v 
aksial'no-simmetrichnyh kraevyh zadachah matematicheskoj fiziki." Nelinejnye kraevye zadachi matematicheskoj fiziki i ih prilozhenija. Kiev: NAN 
Ukrainy, in-t matematiki, 1996. 72–73. Print. 11. Gandel' Ju. V. Vvedenie v metody vychislenija singuljarnyh i gipersinguljarnyh integralov. Kharkov: 
HNU im. V.N. Karazina, 2001. Print. 12. Spravochnik po special'nym funkcijam s formulami, grafikami i matematicheskimi tablicami. Ed. M. 
Abramovic, and I. Stigan. Per. s angl. Ed. V. A. Ditkin, and L. N. Karmazina. Moscow: Nauka, 1979. Print. 13. Lifanov, I. K., L. N. Poltavskii and G. 
M. Vainikko. Hypersingular Integral Equation and Their Applications. London: Teilor and Francis, 2003. Print. 14. Nosich, A. I., and V. P. Shestopa-
lov. "Svobodnye i vynuzhdennye jelektromagnitnye kolebanija krugovogo cilindra s prodol'noj shhel'ju." Preprint IRJe AN USSR. No. 78. Kharkov. 
1977. Print. 

�	��!)��� (received) 30.09.2015 

��������	
��� ����� �����
�
���
� – �����	 	�$�;���$ ���, �����	 �)��
� ��"�< �	��	���, '-
�;������� 	�$�;���� ��;��
��	�	 «8
�;������ ���;	�$�;���� ;��	�	�	», �. 8
�;�; 	��.: (098) 777-86-37; 
e-mail: sergey_dukh@ukr.net. 

��������	
��� ����� ����
�
���
� – �����	 	�$�������$ ���, �����	 �)��
! �!���� �	��	���, 
'�������!� 	�$�������� �����
��	�	 «8
�������� ����	�$�������� ���	�	�	», �. 8
����; 	��.: (098) 777-
86-37; e-mail: sergey_dukh@ukr.net. 

Dukhopelnykov Sergey Vladimirovich – Candidate of Engineering Science, Associate Professor at the Department 
of Higher Mathematics, National Technical University «Kharkov Polytechnic Institute», Kharkov; tel.: (098) 777-86-37; 
e-mail: sergey_dukh@ukr.net. 

1�+ 517.98 

�. �. �������� 

�� �� ��  ��!"#$�"! % $!&"%"��# %'

0����� ���
	�
, ��	�
!� �����	�� �������� ���������� ���������� ���
	�
 ��	��
�
����� � ��� ���
��������. %�����, �	� ��-
�!� ���
	�
 ��
�����, � ����� ���
�����!� � ���� ���
	�
. ��� ������������ ��������
�������� ���
	�
 ���	
��� ������!� 
����, �!������ $
�	�
��	������ )������  	��� ���. %������ �����
���, ��	�
�� ��
����	 ������!� ���
	�
, �
�  	�� ������-
�	 ��� +��� ��� �
������ �	�
��� ��
���. �	��	��, �	� ������!� � 
��	� ���
	�
 �� ����� �����	�� ������	���!�,  $
�	�
�-
�	������ )������ ���, ���	��	�	���"��� ������ ���
	�
�, ����	 
�� ���������	��, ��	�
!� ������! � 
��	�. %
�������! ��
���-
��� ��������$ �����������. 

(�)�
��
 �����: ���
	�
 ��	��
�
�����, ����, $
�	�
��	������ )������, �����
��� ���
	�
. 

��

��
. ����� �� �	���� 
�����"�$�� ��
������ )������������� ���� �����	�� ��	��� �	-

��#�+� )��
�������� �����	�	)��2���+� 	)����	�	, ��	�
� ��
�	 ����� 
��� � 
������ ��� 	��
�� 
����	
���!$ �
���	������,  	��� �
� ����	
��
����� ����	�
!$ ������ ������
���!$ ������!$ ��-
���. &����� �� ����	�� ������ ��
������ )������������� ���� �������� ���� 
���	�� � ����!$ ��-
���������$ �� 	��
�� $
�	�
��	������$ )������ � 	
�������!$ ������� [1, 2], )����������!$ ������� 
[3], ���	������$ )������ [4], 	
�������!$ �
���	������ ������!$ ���
	�
�� [5], ����	
���!$ �
���	�-
����� ��������
�����!$ ���
	�
�� [6, 7], ������!$ ���
	�
�� � ������
	���� �
��	
��	�� [8, 9], � ��-
�$ �������	� � �����	! [10], � ���
��$ ��
�������	� � ���������	� [11]. � ����� �  	�� �������	 ����-
$������	� � �������� 
�����!$ 	���� ������!$ ���
	�
�� �
���	��� ����	
������ ����. 

#����� �	
��*�� ����
������. ������ ����	
������ ���� ��������
�����!$ ���
	�
�� ��-
�	����	 	��
�� $
�	�
��	������$ )������ � 	
�������!$ �������, �
���	������ � 
��	$ [1, 2]. ��� ��-
������
��������  ���
	�
 ������ ����	
������  
��������  �
���	�  ���		� 	
��������� ��� )������- 

© 3. �. +�
�����, 2015
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������� ��	
��. ��	�	, ��
	���
���� � [1; 2], �����
� �������
 	��������� �������� ����� ����
	����
�
� 
[5, 6, 7]. ��
	�
� ���
����, ��� ��
�����, ������� ��
	������
� ����� ���
���� ���������� ��	
������ ��
-
������ ���
���������� � 
�� ������
�����, � 	����� ����
���
 �
 ��������. ��� ����, �����
��� � �����
 ��
-
����� �
 ��
�	� ����
��� 	������������, � �����
������
����  ������ ����, �����
������!
�� 	������ ��
-
������, ��

� ��	 ����
�����
�. 

 
���������� 	�
���. "������������� ��	�	, ��
	���
���� � [2, 6], �� ��	
����� ��
����� ���
�������-

��� ��	� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

x l

x

Bf a b x f x ai f t dt bi f t dtα= + + +� � , 

������� 	
�����
� � �����������
 [ ]
2
0;lL , �	
 a ∈� , b ∈� , ( )xα  – �
!
���
���� �
������!��, �������
���� 

 ������. 
��������� ��������� ����, ��������� ������������������  ������ ����� ���� � �����
������!�� !	��-

���!!� ����� ��
������. 
 

���
 ����������. "��������� � [ ]
2
0;lL  ��
����� ��	� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

x l

x

Bf a b x f x ai f t dt bi f t dtα= + + +� � ,                                                  (1) 

�	
 a ∈� , b ∈� , ( )xα  – �
!
���
���� �
������!�� �������
����  ������. 

# �����
 [12] ���� 	�������, ��� ��
����� B  �������
� � [ ]
2
0;lL  ��� ( ) 0xα = . $����
� �������
������ 

��
������� B  � 1 ( ) ( ) ( )B f a b x f xα= + : 

( ) ( ) ( ) ( )1B f a b x f x a b fα α= + ≤ + ⋅ . 

$
������
����, 	�� 1B  �����
	���� �
���
�����  

1B f C f≤ , 

�	
 ( )C a b α= + , �� 
���, 1B  �������
� � [ ]
2
0;lL . %��	� ��
����� (1) �������
� � [ ]

2
0;lL . 

&��	
� ������
���� ��
����� B∗  � B , �� 
��� , ,Bf g f B g∗= : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

,
l l x l l

x

Bf g a b x f x g x dx ai f t dt g x dx bi f t dt g x dxα= + + ⋅ + ⋅ =� � � � �

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

l l l l t

t

f x a b x g x dx f t dt ai g x dx f t dt bi g x dxα= + + ⋅ − + ⋅ − =� � � � �

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

,
l x

x

g a b x f x ai f t dt bi f t dtα= + − −� � . 

# �
�������
 ������
�, ��� B∗  ��

� ��	: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

l x

x

B f a b x f x ai f t dt bi f t dtα∗ = + − −� � . 

 
���������� ���������� �	��. #������ ��
����� B , ���
	
��
��� �������� (1), � ��
�: 

( ), , , ,B H Eϕ σ∆ = . 

$�� ����	
��� ϕ  �������� ( ) /B B i ϕ σϕ∗ ∗− = : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 x l l x l

x x

B B
f ai f t dt bi f t dt ai f t dt bi f t dt a b f t dt

i i

∗ � �− = + + + = +� �
� �
� �
� � � � � .                 (2) 

%� 
���  

( ) ( )
0

l

f a b f t dtϕ σϕ∗ = + � ,                                                                     (3) 

�	
 

( )
0

l

f f t dtϕ = � , [ ]
2
0;:  lLϕ → �  � E = � ,                                                         (4) 
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� ��
����� σ  	
�����
� � �  ��  �����
: 
a bσ = + ,                                                                               (5) 

� xg gϕ∗ = , �	
 xg  – ���������� �� [ ]0;l ,  ������ ������ g . 
'���, �� �����
 (2), (3), (4), (5) ��������
��, ��� 	!����	��"# ���� 	�� B  ��

� ��	: 

[ ]( )2
0;, , , ,lB L a bϕ σ∆ = = +� .                                                                  (6) 

 
������������������ ������� �	��. &��	
� �����
������
����  ������ ���� (6), ������� ���
	
�
�� 

���
������ 

( ) ( ) 1S I i B Iλ ϕ λ ϕ σ− ∗
∆ = − − . 

"���������  ������ ( )f x : 

( ) ( ) 1f x B I gλ ϕ σ− ∗= − , 
�	
 g ∈� . %��	� 

( ) ( )g B I f xσ λ= − .                                                                         (7) 
"�����
� �
��� � ������ ����� ���
����� (7): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

x l

x

a b g a b x f x ai f t dt bi f t dtα λ+ = + − + +� 	
 � � � .                                     (8) 

(�������� [ ]( ) ( ) ( ) ( )F x a b x f xα λ= + − � ������� ( )f x : 

( ) ( )
( ) ( )

F x
f x

a b xα λ
=

+ −
.                                                                    (9) 

��	������ (9) � (8), ������� ����
 ���
�����: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )0

x l

x

F t F t
a b g F x ai dt bi dt

a b t a b tα λ α λ
+ = + +

+ − + −� � .                              (10) 

��	������ ����
��� x l=  � 0x =  � (10) � ���	
� � ��
	��!
� ����
�
: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0

; 0 .
l lF t F t

F l ai dt a b g F bi dt a b g
a b t a b tα λ α λ

� + = + + = +� + − + −�
� �                 (11) 

(���	� 

( ) ( ) ( )2 20bF l aF b a g− = − .                                                            (12) 

���	�  
�
�����
� �����
��
 (10) �� x : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
F x

F x i a b
a b xα λ

′ + − ⋅ =
+ −

, ( ) ( ) ( )
( ) ( )

F x
F x i b a

a b xα λ
′ = − ⋅

+ −
.                        (13) 

"
�
��
 �����
��� (13) ��	
� ��
�� ��	: 

( ) ( ) ( ) ( )0

exp
x dt

F x C i b a
a b tα λ

� � = − ⋅� �+ − � �
� .                                                    (14) 

��	������ �����
���
 �����
��
 (14) � (12) � �������: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0

0 exp
l dt

bF l aF C b i b a a b a g
a b tα λ

� �� � 
� �− = ⋅ − ⋅ − = −� �� �+ − � �� �

� , 

( )
( ) ( ) ( )

2 2

0

exp
l

b a g
C

dt
b i b a a

a b tα λ

−
=

� � − ⋅ −� �+ − � �
�

.                                                     (15) 

� ��
��� (4) ������� �����
������
����  ������ ��	� 

( ) ( )
0

l

S g g i f g i f t dtλ ϕ∆ = − = − � .                                                             (16) 

$�� ����	
��� ( )
0

l

f t dt�  �����
� ����
�� (11) �, � ��
��� (9), �����
� 

 � ��	
: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0
l

F l F a b i f t dt− + − =� , ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0

exp 1
0

l

l

dt
C i b a

a b tF l F
i f t dt

b a b a

α λ
�� � � 
�� − ⋅ −� �� �+ −−  � �� �= =

− −

�
� .     (17) 



   
����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� ISSN 2222-0631 (print) 

46 ������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 

��	������ (17) � (16): 

( )
( ) ( ) ( )0

exp 1
l dt

C i b a
a b t

S g g
b a

α λ
λ∆

� �� � 
� �− ⋅ −� �� �+ − � �� �= −

−

�
.                                           (18) 

��	������ � (18) ����
��
 C  �� (15): 

( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2

0

exp
l

g b a
S g g

dt
b i b a a

a b t

λ

α λ

∆

−
= − ⋅

� � ⋅ − ⋅ −� �+ − � �
�

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

exp 1 exp

exp

l l

l

dt dt
i b a b a i b a

a b t a b t
g

b a dt
b i b a a

a b t

α λ α λ

α λ

� �� � � �   
� �− ⋅ − − ⋅ − ⋅� � � �+ − + −� �   � � � �⋅ = � �− � � � �⋅ − ⋅ −� �� �+ − � �� �

� �

�

. 

������� 1. ������������������  ������ ���� [ ]( )2
0;, , , ,lB L a bϕ σ∆ = = +�  (6) 	!��
�������  	����	#: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

exp

exp

l

l

dt
b a i b a

a b t
S

dt
b i b a a

a b t

α λ
λ

α λ

∆

� � − ⋅ − ⋅� �+ − � �=
� � ⋅ − ⋅ −� �+ − � �

�

�

.                                               (19) 

(��������  

( ) ( ) ( )0

l dt
i b a

a b t
γ

α λ
= − ⋅

+ −� .                                                               (20) 

%��	�, � ��
��� (19), (20), �������
���� ������
� ��
	�����
��
 	�� ( )S λ∆ : 

( )
b

ea aS
ab e
b

γ

γ
λ∆

−
= ⋅

−
.                                                                         (21) 

(�������� 
b

k
a

= , ���	� �� (21) ��
	�
�, ��� 

( ) 1
1

k e
S

k e
k

γ

γ
λ∆

−= ⋅
−

.                                                                         (22) 

����� e kψ =  ( ln kψ = , ����
�, �
 ����������� ��!����� ����� �������, ��� 0k > ), ���	�  

1
e

k
ψ−= .                                                                              (23) 

��	������ (23) � (22), ���	� �����
������
����  ������ ��	
� ��
�� ��	: 

( ) 2

2

she e
S e

e e sh

ψ γ
ψ

γ ψ

γ ψ

λ γ ψ
−

∆ −

−
−= = −

+−
. 

������� 2. ������������������  ������ ���� [ ]( )2
0;, , , ,lB L a bϕ σ∆ = = +�  (6) 	!��
�������  	����	#: 

( ) 2

2

sh
S

sh

γ ψ

λ γ ψ∆

−

= −
+

,                                                                         (24) 

�
� ( ) ( ) ( )0

l dt
i b a

a b t
γ

α λ
= − ⋅

+ −� , e kψ =  � 
b

k
a

= . 

'����� 	�	$���	��� ����������������	#  ������ (24) ���� (6) ��
������ (1). 
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)�����
������
����  ������ (24) ��

� ����
������ � ����
, ������� �	���
�����
� ���
�����: 

0
2

sh
γ ψ+ = .                                                                              (25) 

(�������� 
2

x iy
γ ψ+ = + , ���	� (25) ����
� ��	: 

( ) 0sh x iy+ = ;                                                                             (26) 

( ) ( )  0sh x ch iy sh iy ch x⋅ + ⋅ = ;  cos sin  0sh x y i y ch x⋅ + ⋅ ⋅ = ; {  cos 0; sin  0.sh x y y ch x⋅ = ⋅ =               (27) 

����
�� (27) ��

� �
�
��
 ������ ���	�, 
���  0sh x =  � sin 0y = , �� 
��� 0x = , y kπ= , �	
 k ∈� . 

��	������ ���	
���
 �
�
��
 � (26), ���	� 0,5( ) i kγ ψ π+ = , �	
 k ∈� . ��� ����  
2i kγ π ψ= − ,                                                                             (28) 

�	
 k ∈� . 
� ��
��� ���
� e kψ =  � /k b a=  ������
�, ��� /e b aψ = .  
"��������� ���
��%�� ������ 
�� /e b aψ = . 

&����# 1. *��� 0
b
a

> , �� ln
b
a

ψ = . � ��
��� (20) � (28) �������: 

( ) ( ) ( )0

2 ln
l dt b

i b a i k
a b t a

π
α λ

− ⋅ = −
+ −� , 

( )0

1
2 ln

lb a b dt
i k

i b a a t
b a

π λα

+ � �⋅ ⋅ − =� �− � � −
+

� .                      (29) 

(�������� 
b a

λµ =
+

, � 2 ln
b a b

i k
b a a

ϕ π+ � �= − ⋅ −� �− � �
; ���	� ���
����� (29) ����
� ��	: 

( )0

l dt
i

t
ϕ

α µ
=

−� . 

&����# 2. *��� 0
b
a

< , �� i b
e e e

a
ψψ π= = , � ���	� ln

b
i

a
ψ π= − . � ��
��� (20) � (28) ��

�: 

( ) ( ) ( )0

2 ln
l dt b

i b a i k i
a b t a

π π
α λ

− ⋅ = − +
+ −� , ( )

( )0

1
2 1 ln

lb a b dt
k i

i b a a t
b a

π λα

+ � �⋅ ⋅ + − =� �− � � −
+

� .            (30) 

(�������� 
b a

λµ =
+

, � ( )2 1 ln
b a b

k i
b a a

ϕ π+ � �= − ⋅ + −� �− � �
, ���	� ���
����� (30) ������� ��	: 

( )0

l dt
i

t
ϕ

α µ
=

−� . 

������� 3. '�	$���	��� ����������������	#  ������ (24) ( )S λ∆  	!��
������� ��(������ 

/( )b aµ λ= +  �������� 

( )0

l dt
i

t
ϕ

α µ
=

−� , 

�
� ( ) ( )a b tλ α= +  !�� [ ]0;t l∈ , a  

( )

2 ln ,  ���  0;

2 1 ln ,  ��� 0.

b a b b
i k

b a a a

b a b b
k i

b a a a

π
ϕ

π

� + � �− ⋅ − >� �� − � ��=
� + � �− ⋅ + − <� � �− � �


 

 
���������� ���������. #������� ���������� tZ , ���
���!�� ��
������ B  (1). 
"��������� ����������  

( ) ( )iBt
tZ f x e f x= ,                                                                        (31) 

�����	�
��� ��
������� B  (1), � �����  
( ) ( ), tf x t Z f x= .                                                                         (32) 

���	�  
�
�����
� (32) �� t  � ������� 
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( ) ( )( ), ,tf x t iB f x t′ = .                                                                     (33) 

*��� � ( , )f x t  ��	������� 0t = , �� �������  ������, ������!�� ������ �� x : 

( ) ( ),0f x f x= .                                                                         (34) 
"��
����� (33) ������
�, ��� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, , , ,
x l

t
x

f x t i a b x f x t a f x d b f x dα ξ ξ ξ ξ′ = + − −� � .                                 (35) 

���	�  
�
�����
� (35) �� x : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,xt x
f x t i a b x f x t b a f x tα ′′′ = + + −� 	
 � , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,t x

f x t i a b x f x t b a f x tα ′′ − + = −� 	
 � .  (36) 

+��
���, ���  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, , , ; 0, 0 0, , .
l l

t tf l t i a b l f l t ai f t d f t i a b f t bi f t dα ξ ξ α ξ ξ
� ′ ′= + − = + −�
�

� �  

,������ �
���
 ���
����� �� b , � �����
 �� a− , � ������, �������: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0, , 0, 0t tbf l t af t i a b bf l t l af tα α′ ′− = + ⋅ −� 	
 �.                                  (37) 

(�-
	���� ������� (36), (37) � (34), ������
� ������ ��
��� )��$�-*����: 

[ ] [ ]{ ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ); ( , ) (0, ) ( ) ( , ) ( ) (0, ) (0) ; ( ,0) ( ).xt t tx
f x t i a b x f x t b a f x t bf l t af t i a b bf l t l af t f x f xα α α′′′ ′ ′= + + − − = + ⋅ − =

 

(��������: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,tg x t f x t i a b x f x tα′= − + .                                                 (38) 

���	�  
�
�����
� (38) �� x  � �������: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x xt x
g x t f x t i a b x f x t b a f x tα ′′ ′′= − + = −� 	
 � .                                  (39) 

���	�  
�
�����
� (39) �� t : 
( ) ( ) ( ), ,xt tg x t b a f x t′′ ′= − .                                                                 (40) 

#������ ( ),tf x t′  �� (38): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,tf x t g x t i a b x f x tα′ = + + .                                                     (41) 
��	������ (41) � (40) � �������: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,xtg x t b a g x t i a b x f x tα′′ = − + +� 	
 �,                                            (42) 

#������ ( ),f x t  �� (39); ��

�: 

( ) ( ),
, tg x t

f x t
b a

′
=

−
.                                                                          (43) 

��	������ (43) � (42) � �������, ��� 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , 0xt tg x t b a g x t i a b x g x tα′′ ′− − − + = .                                          (44) 

$��

 ��	������ (43) � (41) � (37): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
, 0, , 0,

0, , 0,
0 0

, 0, , 0 0, .

x
t t

x x x

g l t
bf l t af t bg l t ag t ib a b l

b a
g t g l t g t

ia a b ib a b l ia a b
b a b a b a

bg l t ag t i a b b t f l t a f t

α

α α α

α α

′
′ ′− = − + + −

−
′ ′ ′

− + = + − + +
− − −

+ − = + −� 	
 �

 

# ����
 ������
�, ��� 
( ) ( ), 0, 0bg l t ag t− = .                                                                     (45) 

�������� ��
	��!�� ��
��� +	(� � ���������� ��������� 	��  ������ ( , )g x t : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ , , , 0; , 0, 0.xt tg x t b a g x t i a b x g x t bg l t ag tα′′ ′− − − + = − =  

"
��� 	�  
�
��������
 �����
��
 (44) �
��	�� ���	
�
��� �
�
�
���. ��
	������ ( , )g x t  � ��	
: 

( ) ( ) ( ),g x t X x T t= .                                                                       (46) 
%��	� �����
��
 (44) ��	
� �����: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X x T t b a X x i a b x X t T tα′ ′ ′= − + +� 	
 � . 
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(�������� 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

X t T t

b a X x i a b x X x T t
λ

α
′

= =
′ ′− + +

 

� ������� �����
��� 	��  ������ ( )X x  � ( )T t : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X x b a X x i a b x X xλ α′ ′= − + +� 	
 �,                                                  (47) 

( ) ( )T t T tλ ′= .                                                                          (48) 
� ��
��� (45) � (46) ������
� 	�  
�
��������
 �����
��
 	�� ( )X x  � ��	������ ���������� �������-

��: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ; 0 0.X x b a X x i a b x X x bX l aXλ α′ ′= − + + − =� 	
 �  

'� (47) ��
	�
�, ���  

( ) ( )
( ) ( )0

exp
1

x b a
X x C ds

i a b s

λ
λ α

� �− = � �− + � �
� .                                                          (49) 

��	������ � (49) ��������
 ������
 ( ) (0) 0bX l aX− =  � ������� ���
����� 	�� λ : 

( )
( ) ( )0

exp 0
1

l b a
b ds a

i a b s

λ
λ α

� �− − =� �− + � �
� , 

( )
( ) ( )0

ln 2
1

l

n

b a a
ds nib

i a b s b

λ
π

λ α
−

= +
− +� ,                      (50) 

�	
 n ∈� . 
'���, �� �������� ���
����� 	�� ( )nX x : 

( ) ( )
( ) ( )0

exp
1

x
n

n n
n

b a
X x & ds

i a b s

λ
λ α

� �− = � �− + � �
� , 

�	
 nλ  �	���
������� �����
��� (50). 

����
��  ������ ( )nX x  ��	
� ����� � [ ]
2
0;lL  � ���� ���
����� ��	���" +��
"(� [9]. ����
	�

 ��
	�
� 

�� ����, ��� 

( ) ( )
( ) ( )

exp
1

n
n n

n

x b a
X x C

i a b

λ
λ α ξ

� �− = � �− + � �
, 

�	
 (0; )xξ ∈ , ��� ���� 	���� � �������
�
 ������
��� �������
��. 
(�������� 

ln 2
a

ni
bB
b a

π+
=

−
, ����.� 

ln
a
bBR b a

=
−

, 
2 n

BI b a
π=
−

, ���	� (50) ��	
� ��
�� ��	: 

( ) ( )0

;
1

l
n

R I
n

ds B iB
i a b s

λ
λ α

= +
− +�  

( ) ( )0
1

l
n

R I

n

ds B iB
i a b s

λ

α
λ

= +
− +

� .                               (51) 

(�������� 
1

n

iµ
λ

= , ( ) ( ) ( )s a b sβ α= + , ���	� (51) ��	
� �����	
�� ���: 

( )0

1l

I Rds B iB
sβ µ

= −
−� .                                                                    (52) 

/�� �������
��
 �
�
��	�� +�  � +� , 
��� ( )sβ  – �
!
���
����  ������. ��������� ( )sα  – �
������-

!��  ������, �� � ( )sβ  ���
 �
�����
�. +��
��� ( )sβ ξ= , ���	� 1( ) ( )s β ξ σ ξ−= = . ��� ���� ( ) 0σ ξ > . 
��	������ � (52) �����
���
 ���
��: 

( )b

I R
a

d
B iB

σ ξ
ξ µ

= −
−� , 

�	
 (0)a β= , ( )b lβ= . 

����� 
( )b

I R
a

d
F B iB Bµ

σ ξ
ξ µ

′= = − =
−� . $�� ����, ����� Fµ +∈� , �����, ����� B +′∈� , �� 
��� 

ln
0

a
b

b a
<

−
 ��� 

�������, ��� , 0a b > . 
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"��������� ��
	��!�
 	�� ������ 	�� µ : 

1) µ −∈� , ���	� Fµ −∈� , B +′∈� , � F Bµ ′= , ��� �����	�� � ��������
���; 

2) µ +∈� , ���	� Fµ +∈� , B +′∈� , F Bµ ′= , ����� ������� �������
���. 

����	�� � ����	�, ��� µ +∈� , � 
( )

:  
b

a

d
Fµ

σ ξ
ξ µ + += →

−� � � . 

"��������� ��������
 ������ 
��  ������ ( ) ( ) ( )s a b sβ α= + . 

&����# 1. *��� ( )sβ  – ���������� ���������!��  ������, �� 
��� ( )tξ β=  ��������� ��������
�, �� 

( )b

I R
a

d
F B iBµ

σ ξ
ξ µ

= = −
−� . 

(�������� 
( )b

a

d
z

σ ξ
ξ µ

=
−� . &��	
� ������ � �
!
���
���� ����� z : Re  z

2
z z+= , Im z

2
z z

i
−= , 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

21 1
Re  z

2 2 2

b b b b

a a a a

d d d dσ ξ σ ξ ξ σ ξ σ ξµ µ
ξ µ ξ µ ξ µ ξ µ

� 	 += + = +� �
− − − −� �
 �

� � � � ,                                   (53) 

( ) ( ) ( )
2

1
Im  z

2 2

b b b

a a a

d d d

i i

σ ξ σ ξ σ ξµ µ
ξ µ ξ µ ξ µ

� 	 −= + =� �
− − −� �
 �

� � � .                                             (54) 

'� (54) ��
	�
�, ���: 

( )
2

2 Imb

a

d i zσ ξ
µ µξ µ

=
−−� .                                                                         (55) 

��	������ (55) � (53): 

( )
2

Re  z Im
b

a

d
i z

ξ σ ξ µ µ
µ µξ µ

+= +
−−� .                                                             (56) 

0 ���������, � 	����� �������, Re Iz B= , Im Rz B= − , �� �� (56) ������
� �����
������
���
 �����
��
 
	�� ��
����: 

( )
2

b

I R
a

d
B i B

ξ σ ξ µ µ
µ µξ µ

+= +
−−� , 

�	
 
ln

R

a
bB

b a
=

−
, 

2
I

n
B

b a
π=
−

, 
1
i

µ
λ

= . 

&����# 2. *��� ( )sβ  – �������-���������� ���������!��  ������, ��  

( )

kI

d
Fµ

σ ξ
ξ µ∪

=
−� , 

�	
 kI  – �����
��
 [ ];a b , 1,k n= , � ���	�  

( )
1

n

kk

F
tµ
σ ξ

µ=
=

−� , 

�	
 k kt I∈ . 

&��	
� �
�
�� ( )nT t  �� �����
��� (48): ( )
1

n
t

n nT t C eλ= . 

������� ��
	��!�� ��	: 

( )
1 1

, n

t

n n n n n
n n

g x t C X T C e Xλ
∞ ∞

= =
= =� � , ( ) ( )

( ) ( )0

exp
1

x
n

n n
n

b a
X x C ds

i a b s

λ
λ α

� �− = � �− + � �
� ,                    (57) 

�	
 nλ  �	���
������� �����
��� (51). 
� ��
��� (46) ������
� ��������
 ������
: 

( ) ( ),0g x g x= .                                                                       (58) 

'� ���
����� (57) � ������� (58) ��
	�
�, ���: 
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( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )0 0

1 1

1 1

0

x x
n n

n n

b a b a
ds ds

i a b s i a b s
n n n

n n

C e T C e g x

λ λ
λ α λ α

− −
∞ ∞− + − +

= =

� �
= =� � , 

( )
( ) ( ) ( )

1 0

exp
1

x
n

n
nn

b a
C ds g x

i a b s

λ
λ α

∞

=

� �−  =� �− + � �
� � .      (59) 

%
�
�� ���
� �������� ������
��
  ������ ( , )g x t  � ��
��� ���
����� (57): 

( ) ( )
( ) ( )1 1 0

, exp
1

x
n

n n n n
n nn n

b at
g x t C X T C ds

i a b s

λ
λ λ α

∞ ∞

= =

� �− = = +� �− + � �
� � � , 

�	
 nλ  �� (50), nC  �� (59). 
� ��
��� (43) ��

�: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 0

, 1 1
, exp

1

x
t k

k
k k kk

g x t b at
f x t C ds

b a b a i a b s

λ
λ λ λ α

∞

=

� �′ − = = +� �− − − + � �
� � . 

������� 4. �	�����!!� ( ) ( )iBt
tZ f x e f x=  (31), �
� B  ����� �
 (1), ��
����� "��,�����: 

( ) ( )
( ) ( )1 0

1 1
exp

1

x
k

t k
k k kk

b at
Z f x C ds

b a i a b s

λ
λ λ λ α

∞

=

� �− = +� �− − + � �
� � , 

�
� kC  	!��
������� �� (59) !	  ������ ( )g x , � kλ  �
	���	���� �������� (50). 
 
����
�. %���� �������, � 	����� �����
 ����
� ��
����� ��	� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

x l

x

Bf a b x f x ai f t dt bi f t dtα= + + +� � , 

������� 	
�����
� � �����������
 

[ ]
2
0;lL , ( a ∈� , b ∈� , ( )xα  – �
!
���
���� �
������!��, �������
����  ������) 

� ����
��� ���
���� ���������
� ��	
������ ��
������ ���
���������� � 
�� ������
�����. (��!
����
�� 
�����
��
 	������ ��
������ � ��
�, ������
�� �����
������
����  ������ ���� � ����
	����� 

 ����
���-
���. �����
�� �����
������!�� ����������, ������� �����	�
� �����
��� ��
�����. 

"
�������� ������ ����� ������� ������� 	�� �����
��� ���� ��	
���� ��
	�����
��� ��
�������, � 
����
 	�� ������
��� ��
�������� ������
��� �
������ ������� �
����������� ��������  ������ � ��-
���
��� ��	
���� ��
	�����
��� 	�� ����
��������  ������ �
����������� �������� ����
����, ����-
��
 ����� ������������ 	�� ��������� ���������
��� 	����. 
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�. �. ��������� 

������ ��!"�# R-$%"&'�( �  !)!"�� �"$�*!'�� � �+*��+#��",� 
&�"�+*%&'�-� )�- *#!�� !'�� 3D �#.!+� 

����
	
� ����� �� ������� �� ������������� ����������
� 3D  �
���� � ���	���� ������
���� ��-
����. # �����
 �����, ��������� �
-
��	� �
���� R −  ������, �������� ���
�����
���� � �������
���� ��	
�� ����
	����� 	��� � �
��� �
�������� 
�� 3D  �
����. ���-
�
	
�� ��������
 ������
��
 �����
��� �������������  ��
�
���� 	���. +�����
����
 �������
 �	
�
�� ������
��� �����
��� �����-
������ 	���. $�� �	������ ������ �
��������� �
������� ��������� ������
��� ����� 	���. 

&�/����� �����: R −  ������, ������������ 3D  ��-
����, ������
����
 �����������, 3D  �
����, �������������
 ��
�
���. 

���
����. # ������!

 ��
�� 	�� ���	���� ��.�
���  ����
��� ��-
���� �
���� �
���
������� ����-

��� ������������
 3D  �����
���. # �����
 �
������� 3D  �
���� �
��� ������� ���������� ���	���� ��
�-
	�� ��	
��. ��
���!
������ ��	���� ��������� �
�
	 �������� ��������� ���	���� ��	
�
� �������� ��-
����� ��������, �������� � ������ ���������. �
��	�� ������ �������, ��� �
���� 	�	������ ����������� ��-
�
������ �� 3D  �����
�
 ����� 	��, �� ��
 �
���� �������, ��� � �
	��
��� ��	�!
� �
������� ��
�
���� 
�
���� ����
� �
��-
��
��� ������ ������
������ 	
��. # �����
 	��������� ��	�� ����� �
������� �
����-
���� 	��� �� 	���� ����� ��
�� ������ ����
	������ � ������� ����
�
��� �
������� 3D  �
���� � �����-
�
�����
. 

 
!����	 �����
��0 �����
�����1. 2����
 ���
�
��� ����������� ,���
����
�� 5� ����, �������!� 

��	 ������	����� 
	��	�� &���� -���, �	����� ���	��� ���������� �
�
����� ������, ��������!�� �
��-
���� ��	
��� ����  ���: �������
, ���
�������
, ��������
, �����
���
. ,���
��
����������� �
�
����� 
 ������ ����	���
��� �
��	�� ������	��������, ��� �������
� ������
���� ��������� ������
����
 ������, 
��������� �������
��� �
���	������ � �������
. 2�����
 �
�����
  ����� �
��� ��		����� ����
�������
 � 
��	
������ �������. /���
���
��� ��������� ���
�
��� �
 ������ �
���
	��. ' �	
� ������� ����� ��-
�
�
� ��
�� �� :���-7��� ���������� ����
����
��. (�� ��
	������ ������������ �������
 ������ 	�� 
3D  �
���� �
����
	���
��� �� ������
���� ���!�	��. 

# ���
����
 ���� �; 0 ��� �������
� ���
�� ��	 �������
� Contour Crafting, �� �����
 �������� �����-
��
��� ������� �������� �����
�, ������� ����
� �
������ 	��� � ����
: �
 ������ �
��!�
 ��
��, �� � ���-
��	�� ��
��
 � ����
�����. 

# 0���
�	��
 �����	� ����
������ ������
� ��	 ���
����, ���������� ������� �	�� �� ���� ����� 
�������
��� �������� 3D  �
���� – ������
������ �	����. "�����	��
��  ���� ���
�
�� ����
��� �	���
 � �
-
�
���� ����� 0���
�	��� �� �����
 Buiksloter, � ��� ��	
�  �������������� � ���
���
 ������� � ����
	���-
�
������� �
���� 	�� �
������� 3D �
���� [1, 2]. 

# ��������� �������� Shanghai WinSun Decoration Design Engineering Co �
 ����� 	���	�����, ���� ��
-
��������
 ������������ ���
���  ���������
���� ������. #�
��� ����� ��
	���������
 ���
�
�� ������� 
������
���� 3D  �����
� WinSun, ���������� ������� ��!
���
������ � �
���� ��
�
	� ������ ����
����. 
0������ 150 �
���� 	����� � 10 �
���� ������� ������
� ��
�� �� �
������� ����� ���
������ �	���
 ������� 
	� 6 �
����. 3D  ������
����� �����
� WinSun � ���
���
 «�
����» ��������
� �
�
��, ����
���� ��
�����-
������ (���. 1). 

7������� ��
 ����
���� ���
 �����
�
��
 �� �������
. ���� �
�� �	
� ��� �
	�����
, �
������
 �	��-
������
 ����
, �	���� � Shanghai WinSun �
�
����
�� �����������. %
�����
 ������� �������� ��
	������� 
�� 50% 	
�
��
, �
� ��� ������������� �������
��� �
��	�� ������
������. %
������� ��
�� ������� � 	
-
�
���. �����
� ���� �� ���
� ������� �������. ��
�� ���������� ����
��� 30 �� � ������. &� ����
 ������
 
– ��������. #�
�� �� 24 ���� ����� ��������� �
��� 	��, � �� �
	
�� ������� �������� ���!�	�� 1400 2ì . 
1����� ���
� �������� ������
 ����� ���� �� �
�
, �
� �����	��
��. /������� �
 ������ �� �����
� ���
, ��  

© :. �. 5��������, 2015
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� �� ���������	. «
������» ��� ������� – ������� �� ������� � �������������� ������������� ������. ���-
������ �������, �������� �� �������� - �������� ����� �������� �������� � ���� ��� ��������. ���� ���� 
��������. ��� � 200 2ì  ��� ����� ����� � 5 ����� ��������. «!�� ����� ���� ����  ��� ��� �����, ����� 
���� �"��, ����� ���� ������� � ���� – ��� ��� ������. ��� ����	 �������� � "���, ���, � ��� ����� ���-
����», – ������������ ������������ �����������  "���� ������ # ��	�  �� ��� [3]. 

 

 
 

$��. 1 – ���� � %����, ����������� �� 3D  �������. 
 

& ��� �� ������ ���������	 ����? ���, �������� ���� ��	������� � ����������� ������������� �� 
������������� ������	 ���������� . '� �� ����� ���	�����  ����� ������� �������, ������� ������� ��-
�������� ��� ������� ����� ������ ����������� �������. % ������, Emerging Objects �������� ������  �-
����� ��� ����� �����������	 ����������, ���(�� ��������(�	 ���(����. �������� ������� ���������-
��  ���  � ����, ������� � ���� $�����-����, ������������ ������� �������� , ����� , ������� �� , ���-
��������  ��������. )����� ������� Emerging Objects ���� 3D  ������  ��� �� ������� ��������� 1.0. 
����� � �������	 ������� � �������� ��������� �� ����������������� ��������� Saltygloo. � ���������� 
��������� ����� ������� , ���(��  � ���������� �����  ���, ������  ������ ���������� ����  ��������  
����. 

� '���������	 ������ � �� ������� ������ ����. *������������, ����������(�� ����������� Sabin 
Design �� %���������� ������������, ������, ��� ����������� ������������� �� ������ � ����� ����� ��-
�����. ������ +���� ��� ������������� ���� ������ �� ����� �����������	 ������ . ,����� ������ ��� �� 
������������ ���������� ������ �����������	 �����, ������� ����������, ��������  ������� � "��������  
���� � ���(�� ������� �� ��������� PolyBricks. ���������� �� Sabin Design ������ ���������� �� �����-
������	 ����(�	 ��������. %����� Polybricks ����������� � ������ �����������	 ��������	 ��	������ , 
�������(�	�� ����������� ��� ��������� ����� ����  ���������	 ������ . ������� �������, �������� 
����� ������������ ����� �������, ����� ���� ������� ��������� ����� ����  ��� ������ �����������. 

�-� �# & ������� ���������������� �������� ����� �������. '����������  ������  "��� �# & �� 
�������� ��������	 �������� ������ "������������ ���������� ������� Contour Crafting. !�� �������� 
���� ���� – 3D  ����� � ������������� ���������� ����� ���� ����� � ����� ��������, ����� �����, �����-
�������� ������ ������ ��	������� ���	�����  �����, � �� ��������. 

 
���������� 	�
���. .���� �����  ������ �������� �������� �� ������ ������ R − "�����  ����������-

���  � ����������  ������ ����������� ���� � �����. 
 
������������� ��
���. ��� ��������� ������	 ��������  �������������	 ��/����� ��������� ���-

���(�� �������������� �������� ������ R − "����� : �������� ������ � �+���� �������� ����� �����-
������ ������� [4, 6]: 

{ 2 2 2 2
0 0; ; ,x y x y x y x y x y x y x x∧ ≡ + − + ∨ ≡ + + + ≡ −                                       (1) 

��� 0 0,∧ ∨  – ������� R − ���/������, R − ���/������ � R − ���������, ��������������. %���� ����, ��� �-
�������� �������� , ������������(�	 �������������� ��/����� � ���������  ���������� ����� ���� , ���-
��������� ������(�  �������  [4]. 

�������. ����  �!�������	���� 	"����  [ ]0 0 ( , ) 0x yσ= ≥�  ������!���� 	��	����� �	 	�� yO  � �	-

#�� "$�  %��������  �!����� ��� &	�	�� ,a x a− < <  � 	"����� [ ]0 ( , ) 0i ix h yσ= − ≥�  &	�����$  !�%�� ���� 

&!�	"!�%	���� &�!��	�� 	"����� 0�  
	�  	�� �"����� �� ������$ ih , �!���$� 2 .h a>  �	�
� �!������ 

�!����$ 	"����� ����� �
  

0( , ) ( ( , ), ) 0w x y x h yσ µ≡ = , �
� ( ) ( )
( )

( )1

2 2
1

1 2 14
, sin

2 1

i

i

i xh
x h

hi

π
µ

π

+∞

=

− −
=

−
� . 

��� ��������� �������� , ������������(�	 �������������� ��/����� � �������  ���������  ����������-
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�� ���, ������������ ������(�  �������  [5]. 

�������. ����  �!�������	���� 	"����  [ ]0 0 ( , ) 0x yσ= ≥�  ������!���� 	��	����� �	 	�� �"�����, � 

	"����  [ ]1 0 0( , ) 0x r yσ= − ≥�  �	#�� "$�  !�%��'��� ���!� ����	!� ,a aθ− ≤ ≤  0 /a nπ≤ ≤ . ("�����  

0 0
2 2

cos( ) , sin( ) 0k
k k

r r r
n n
π πσ θ θ� �� �= − − − ≥� �� 	


 �� 
�  

&	�����$  !�%�� ���� &		!	�� 	"����� [ ]1 0 0( , ) 0x r yσ= − ≥�   &�	��	��� xOy  	�!�� ������ �		!
���� 

�� ���$ 2 /k nπ . �	�
� �!������ �!����$ 	"����� 
1

0

n

k
k

−

=
Ω = ��  ����� �
  

0 0( , ) ( cos ( , ) , sin ( , ), ) 0,x y r n r r n zω σ µ θ µ θ= − =  

��� 2 2 , ,
y

r x y arctg
x

θ= + =  ( ) ( )
( )

( )
1

2

sin 2 18 2, 1
2 1

k

k

n
k

x h
n k

θ

µ
π

=
−

= −
−

� . 

&���������� ������� ���������� ��� ���	�����	 ����������. 
 
���������� ������������ ��
���. � ������	 [1, 2] ���� �������� ����� ��� ��������� �����-

������� ����, ������������ �������� ������� �������� ���� �� �����. � �����  ������ ������ ����� ����-
�� ��������������� �����, � ������ ���� �� ��� ���������� «Town House». 0��� ������ ������� �����-
��� ������ ����������� ���� ��� �������������  +����������, �������� ���������� ���(���� �� ���	 ��-
���, ������� . ,����� ����������� ��������� ����������� ��������. 

)������� ��������� ������� ����������� ���� (���. 2). 
'���1� � ��������� "��������� ff : 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 00.5 9 0.5 15.5 1 0ff x x y y z z= + − ∧ + − ∧ − + ≥  

2����� ��������, ��� ��������������� "������ ������ ������� ����� ���� ��� ���������� �� +��  �����-
��. ������������ ��������� ��� ����� ��� ��������� ��������� ���� ����. 3�� ����� �� �������� ������-
���� ������������	 R − ������ .  

4������ ���(��� ����, ������ 0,3 � � ������ ������, ������ 3,5 �. 
 

 
 

$��. 2 – �	��� ������� ����������� ����. 
 

3���� ��������� ������	 ���� ����� ����� ������(�  ���: 

( ) ( ) ( )0 0
8.5 15

1 0.15 3.5 0.
8.5 15

x x y y
f z z

� �− −
= − ∧ ∧ − ≥� �� �

 �

 

��������� ������� ����� � "���������� – ��������� fk  (���. 3, �): 

0 1 0fk ff f= ∨ ≥ . 
'� ���. 3 ����������� ������� ���������� ���� � "���������� � ���������� ���������	 ����������. 
������ ��������� ���������	 ���������� 2, 3, 4, 5, 6, 7fc fc fc fc fc fc . 
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)��������, ��� ���(��� ���������	 ���������� ����� 0,1 �. ������ ��������� ��� �������� ���������	 
����������: 

( ) ( ) ( )0
2

2 0.05 3,5 5,5 0;
1.5

y
fñ y x

� �−
= − − ∧ − ≥� �� �

 �

   ( )3 0.05 11,5 0;fñ x= − − ≥  

( ) ( )2
04 0.05 4,5 11.5 0;fñ x y� �= − − ∨ − ≥� �


 �
 ( ) ( )0

11,5
5 0.05 6 9 0;

2,5
y

fñ x y
� �−� �= − − ∧ − ≥� �� �� �
 �
 �

 

( ) ( )0
7,5

6 0.05 11,5 3 0;
4

y
fñ y x

� �−� �= − − ∧ − ≥� �� �

 �
 �

 ( ) ( )2
07 0.05 6,5 5.5 0fñ y x� �= − − ∨ − ≥� �


 �
. 

5�(�� ��������� ���������	 ���������� fc  ����� ���: 

0 0 0 0 0 0 0 0(( 1 2 3 4 5 6 7) ( (3.5 )) 11) 0fc fc fc fc fc fc fc fc z z f= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∧ − ∧ ≥  

��������� "��������, ������� ����� � ���������� ���������� � ��������� ffc  (���. 3, "): 

0( ) 0ffc fk fc= ∨ ≥ . 
'� ���. 4 ���������� ������ ���������� ������	 � ������	 ������. 
�������� ��������� ��������� ������	 ������ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7fd fd fd fd fd fd fd : 

2 2
01 (1 ( 4,5) ( 2) ) (( 0,08)(2 )) 0;fd x y z z= − − − − ∧ − − ≥   

2 2
02 (0, 25 ( 6) ( 3,5) ) (( 0,08)(2 )) 0;fd x y z z= − − − − ∧ − − ≥  

2 2
03 (0,25 ( 6) ( 10,5) ) (( 0,08)(2 )) 0.fd x y z z= − − − − ∧ − − ≥  

 

   
� " 

 

$��. 3 – -���� ���� � "���������� � ����������� ������������: 
� – "�������� � ������� ����� ����; " – ���������� "���������, ������	 � ���������	 ���� ����. 

 
2 2

04 (0, 25 ( 5) ( 11,5) ) (( 0,08)(2 )) 0;fd x y z z= − − − − ∧ − − ≥  
2 2

05 (0, 25 ( 4) ( 11,5) ) (( 0,08)(2 )) 0;fd x y z z= − − − − ∧ − − ≥  
2 2

06 (0,25 ( 3) ( 8,5) ) (( 0,08)(2 )) 0;fd x y z z= − − − − ∧ − − ≥  
2 2

07 (0,75 ( 8,5) ( 7,5) ) (( 0,08)(2 )) 0.fd x y z z= − − − − ∧ − − ≥  

5�(�� ��������� ������	 ������ fd  ����� ���: 

0 0 0 0 0 0( 1 2 3 4 5 6 7) 0.fd fd fd fd fd fd fd fd= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ≥  

�������� "�������� ����, ������� � ���������� ����� � ������� ����� � ��������� fcd  (���. 4, �): 

0( ( ) 0.fcd ffc fd= ∧ − ≥  

������� ��������� ��������  ������	 ������ 1, 2, 3, 4,fo fo fo fo  5, 6, 7, 8,fo fo fo fo  9, 10, 11fo fo fo :  
2 2 2

01 (0,75 ( 3,75) ) (( 1)(3 )) 0;fo x y z z= − − − ∧ − − ≥  2 2 2
02 (0,75 ( 6,25) ) (( 1)(3 )) 0;fo x y z z= − − − ∧ − − ≥  

2 2 2
03 (0,75 ( 9,5) ) (( 1)(3 )) 0;fo x y z z= − − − ∧ − − ≥  2 2 2

04 (0,75 ( 13,25) ) (( 1)(3 )) 0;fo x y z z= − − − ∧ − − ≥  
2 2 2

05 (0,75 ( 8,5) ( 13,25) ) (( 1)(3 )) 0;fo x y z z= − − − − ∧ − − ≥  2 2
06 (1 ( 8,5) ( 5) ) (( 1)(3 )) 0;fo x y z z= − − − − ∧ − − ≥  

2 2 2
07 (1,25 ( 1,75) ( 2) ) (( 0.08)(3 )) 0;fo x y z z= − − − − ∧ − − ≥  

2 2 2
08 (0.5 ( 8,5) ( 2.75) ) (( 2)(3 )) 0;fo x y z z= − − − − ∧ − − ≥  

2 2 2
09 (0.5 ( 8,5) ( 10,25) ) (( 2)(3 )) 0;fo x y z z= − − − − ∧ − − ≥  2 2 2

010 (17.5 ( 2,25) ) (( 0.5)(3 )) 0;fo x y z z= − − − ∧ − − ≥  
2 2 2

011 (17.5 ( 6,25) ) (( 0.5)(3 )) 0.fo x y z z= − − − ∧ − − ≥  
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� " 

 

$��. 4 – -���� ���� � �������� � �������� �������: 
� – �������� �����; " – �������� ����. 

 
5�(�� ��������� ������	 ������ ���� fo  ����� ���: 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11) 0.fo fo fo fo fo fo fo fo fo fo fo fo= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ≥  

��������� "��������, ������� � ���������� �����, ������� � ������� ����� � ��(�� ��������� fcod  

(���. 4, "): 0 ( ) 0.fcod fcd fo= ∧ − ≥  
������(�  +�� ������������� – ��������� ��������� �����. ��� +���� ��� ����	����� ������ ��-

����������� ��������: ������ ����� 3.55hc =  �, ���(��� ����� 1z z hc= − , ������ ������������	 ���-
��� �����: 1 4.25a = �, 2 7.5a = �, 3 4a = �. 

'� ���. 5 ���������� ��(�  ��� ���� ���� ���������� ��������	 ��������� ����� � ����������. 
)������� ��������� �����  4-	 �������  ����� 1fkr  � ����������  �������� ������� fch : 

3( 1)
11 1 0;

1 3
a x a

x a
z a

−= − ≥
−

 
3( 2)

11 2 0;
1 3

a y a
y a

z a
−= − ≥

−
 

( )
0 0

15 11(8,5 11)
1 11 11 (( 3 1)( 1 0.2)) 0;

8,5 15

yx
fkr x y a z z

� �−� �−� �= ∧ ∧ − + ≥� �� �� �� �
 � 
 �
 �
 

( )( ) ( )22 2 2 2 2
04,25 ( 5 0.5 ) ( 7,5) ( 5) 0.5 0.fch x z y z= − + − − ∧ − + − − ≥  

5�(�� ��������� ����� fkr  ����� ���: 01 0.fkr fkr fch= ∧ ≥  

�������� ��������� ����� � ���������� ���������� ���� � ������ ��(�� ��������� ���� res  ( 
���. 5, �): 0 0.res fcod fkr= ∨ ≥  

��� ����������� ������, �������� �(� �����  ������� ��������� �����. 
������ � ���(��� ����� �������� ����� , � �������� ������������	 ������ ����� �������� �� ���-

���: 1 8aa = �, 2 7.5aa = �; 3 3aa = �, 3 3ab = �; 2 7.5ab = �; 1 0.5ab = �; 3 3ac = �; 2 0.5ac = �; 1 4.25ac = �; 
3 3af = �; 2 14.5af = �; 1 4.25af = �. 
)�������: 

3( 1)
11 1 0;

1 3
aa x aa

xa aa
z aa

−= − ≥
−

 
3( 2)

11 2 0;
1 3

aa y aa
ya aa

z aa
−= − ≥

−
 

( )
0 0

15 11(8,5 11)
1 11 11 (( 3 1)( 1 0.2)) 0;

8,5 15

yaxa
fakr xa ya aa z z

� �−� �−� �= ∧ ∧ − + ≥� �� �� �� �
 � 
 �
 �
 

3( 1)
11 1 0;

1 3
ab x ab

xb ab
z ab

−= − ≥
−

 
3( 2)

11 2 0;
1 3

ab y ab
yb ab

z ab
−= − ≥

−
 

( )
0 0

15 11(8,5 11)
1 11 11 (( 3 1)( 1 0.2)) 0;

8,5 15

ybxb
fbkr xb yb ab z z

� �−� �−� �= ∧ ∧ − + ≥� �� �� �� �
 � 
 �
 �
 

3( 1)
11 1 0;

1 3
ac x ac

xc ac
z ac

−= − ≥
−

 
3( 2)

11 2 0;
1 3

ac y ac
yc ac

z ac
−= − ≥

−
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( )
0 0

15 11(8,5 11)
1 11 11 (( 3 1)( 1 0.2)) 0;

8,5 15

ycxc
fckr xc yc ac z z

� �−� �−� �= ∧ ∧ − + ≥� �� �� �� �
 � 
 �
 �
 

3( 1)
11 1 0;

1 3
af x af

xf af
z af

−= − ≥
−

 
3( 2)

11 2 0;
1 3

af y af
yf af

z af
−= − ≥

−
 

( )
0 0

15 11(8,5 11)
1 11 11 (( 3 1)( 1 0.2)) 0;

8,5 15

yfxf
ffkr xf yf af z z

� �−� �−� �= ∧ ∧ − + ≥� �� �� �� �
 � 
 �
 �
 

( )( ) ( )22 2 2 2 2
02 ( 5 0.5 ) ( 7,5) ( 5) 0.5 0.fch x z y z= − + − − ∧ − + − − ≥  

)������� ��������� �������"�����  ����� � �������� ��� � ���������� ���������� ���� (���. 5, "): 
( )0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 0.res fcod fkr fakr fbkr fckr ffkr fch= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∧ ≥  

 

   
� " 

 

$��. 5 – -���� ������������� ���� � ���������� ���������� �����: 
� – ������ 4-	 ������� �����; " – �������"������ �����. 

 
-���� �������� ��������	 ���������, ����� ��������� ������ ���(��� ����, ����������� �������-

���, ������� � "���� ���� � ����� , ��� �����, �������� � ��. 4���� ��� �������� ������ �������� ���� ��-
������� �� ��	 � ������������(�  ����������� . %���� ����, ����� ��������� ������� ����������� ������ 
R − "����� , �+���� "���� ��������� ��������� ������������� +���������. %���������� ���������� ��-
������ � ���(�� [6]. 

 
����
�. � �����  ������ ���������� ������ R − "�����  � ��������������� � ������������ ������-

������� �����������	 ���������� . &������������ ����� �����������	 ��/����� ���� ����������� �����-
������ ��������� ��������, ��� ��������, �� ����	��������, ������ �������� ��� +�������� ����. ��� ��-
�� �������������� ���������  "������ �� ���������	 �����	 ��/���� ������ ������ ��� ���������� 3D  
�����. 

*����������� ����������	 �����������	 ��	������ , ����	 ��� ����� +��������������, �������� ���-
�������� �������� ������������ ������, ��� ��� ����������� ����	�������� � �������. 3���� �������, ��� 
������� �������� "����� ����� �������� ������������� � ���������� ������� ��������� ������������ ��-
�� ��	 �����������	 ����������. 

4������, ��� ����� ���������� ��	�������� ������� ��-�� ��������������� ��������������	 ��/�����. $�-
���� �� ������ �����: ������� � ������� ����� ����� �������� �� ������� ���������, ������� � �������� ��-
����������(�� ���������, ��� ����� ���(������� � ���(�� R − "����� . 

 
������ ����������: 1. )����	� *.+., ���������	-, �-�	 ..�., , �-�	 �.�. R − "������ � �������������� ������������� 3D -���� 
��� ���������� ��	������  3D -����� // ������� 2����������� '������������ ,����������� ����� «-������������� �������������. 
*�"����������� ��	�������. &����������������� ������� ���������». – 2������. – 2014. – 6 1105. – ��. 24. – �. 122 – 128. 2. )���-
�	� *.+., ���������	-, �-�	 ..�., , �-�	 �.�. -������������� � ����������� ������������� �����������	 ����������  �� ������ 
R − "�����  // -���.-��	���. ������ «)������� ��������������». – 2������, 2014. – 6 3. – 3. 17. – �. 45 – 50 3. http://make-

3d.ru/articles/3d-printer-dlya-pechati-domov // *�������-��������. 4. /��� �.). 3����� R − "�����  � ��������� �� ���������. – %���: 
'������ �����, 1982. – 552 �. 5. Rvachev V.L. R − functions in boundary value problems in mechanics / V.L. Rvachev, T.I. Sheiko // Appl. Mech. 
Reviews. – 1995. – Vol. 48, n. 4. – P. 151 – 188. 6. ���������	-, �-�	 ..�. R − "������ � �������������� ������������� �������������	 
��/����� � "��������	 ��� . – 2������: *)-�� '&' ,������, 2009. – 306 �. 
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������ !�" � # $�#�� %�&�'&�(� )��(*&  & +�%* ,*���  �# &���#�&�+ 
� ��-�� 

4���������� ���(��� ����������� ������ �7�7 ���� ������� ��� ���������� �����������7���9 ����. �"����������� ������ ������9 �-
���7���79 �����������	 �������7� �7�7 ���� �������. 4���������� � �����7 �7�����9 "����79 ����������� ������7���, �����7 �� �7����7 
�����79, (� ���� ���������� �7�7 ��  ������ �� �����79, ��� ���7��� ��� ��	� ��	��7��� ��	��� ������. , �����7 ������ ����7���79 �� �-
��������� ���7 ����� ������ ����7������  �����, (� ������: � ���� ���������  ��������. '� ������������� ���7 ����7���7 ��9 
�������� ��������� ������� ��7 ���:���� ������� '������--7��. $��������� �������� ���7����� �����7 ����7���79, ��  ��� ����7��-
�7� � ����7 MATLAB. 4���������� ������� ������������� ���������	��7���	 �����7� ��	��� ������ �� ��	���� �������� ����7����-
��	 �����7�, � ���	 �������  ��� ��	��� ���� �������� �������� �������������� � �7�7 ��� ��������, � �������� 7����� ��	��7�����, 
��7 ��� ����������7 �� ��	����� �����7. 

,������� �����: �7�7 ��  ������, ������ ����7���7�, ��������7 ���������, ��� ��	���, ������7 �����7��7. 

�����. ������ ��������� ������7��� �"���������7 ������ �7��7������ ������������ ��������� : ���-
��7��� 7 ������� �����7���. '� ���7�����	 �������	 � ��	�7����� �7�������7 ���9� 9	 ������� 7������ 7���-
(���, ����������� �����������7���  ����������  ��������[1 – 5]. 

)7���(���� ��������7 ��	� ����� ��7 ����� ����� ��������� ���	���. )�-����, �7��������� �7� ����-
�������� �����	 ��7����� ������ ���7���. )�-�����, �������� � ���������79 7������ ������ ���7�����, ���-
��� ��	��7� � ��7�7 ���������79 ��	����� ������, (� ���������� 7���(��� �����7��� ��	������� �����	 �� 
��	���� ����������� ������ ��	��� �����7� [6]. �����  ���	 ���������:���� ���� ���������, ���7���� ���-
���� ����  ��	���  ����� ����� �������, ���7������ 7������  � �7��  ��� "7������� �� ���������� �����. 

 
 ���.	 ������./ 
���.
0���. � �����7 �������� ������ ��� ��	��� �����7� �����7���	 �9��7� �������-

��������� �7�����7��7, ���������7 7 ���������	��7��7 �������. ;7�����7��� ������� �������� �7� ������	 
����, ������7��� ����������� ����� ������7��� �����7�, 99 ���������7�, ���������7� �� ������ �7������ �����-
�7; ���������� ������� �� ��������: �������9 �������79; ���������	��7��� �������, ������ �� �7��� ���-
��������, �� ��������: ��������� �7��� ������ ��	� ����� �7�����7��� ������������� ��	��7��� ��	��� [1 
– 5]. 

,������ ��������7 �����7�� ���������	��7����� ������ ������� ���	�� ������������ �������� ������ 
�� ���7 �7�7 ���� �������������� [1 – 5]. ;���������7 �� �����������7��7 �������� �7�7 ���� ������� ������ 
��7�������� � �������� �7�����7. 3��� ��� 9	 ������ ����	7��� ������������� ������ ����������� ������-
�����, �������� �������� ���	 : ������ ����7��, (� �������: �7����� "����7�. 

, [1] �������� �������� ������7��� ������������ �7�7 ���� ������� ��� ��	��� ������ �����7����� 
�����. )����, ����������7 �������� ���7����� �7�7 ���� ������� ��������� �� �7������ � �������	 �� ���� 
����������� � �7��� �� ������ ������������ ������ – ����� ���������� ���� �7������ ������� �� ����7 �7-
�7 ���� �������. 3��, �7����� ������ ������� �� ���� ����������� �� ��: ���� �7����� 0,5 � � �7�����7 �� 
0,4 � ���������.  

, [7] �������, (� �����������  ��� ��	��� 8° �� : ���������  ��� ���7����� ,���9��. 3���� ���	������, 
(� ������� ������ � [1] ���7�������� ��� ���������� ���� ��	��� 7θ = � , ���� ���� �������� � ��������� ��-
��� ������ �� �������� 7 � �7  �����7. 3���� ���	����� ��������7��� ������ ������������ �����������7����� 
�7�7 ���� ������� ��� ������ ��	��� ������ ����� ���7���7��7��� ������9 	������������� ��������������7 . 

© 0. ;. <�������� , 0. 2. =�7���, �. 8. >���7�, -. <. ;�:����, 2015
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��������	
 ������ �
��, ��������
� �������� � ���
������ �������
	�
� ���������� ��������� ��
��-
�� (��),  ����������� ���� ���, �� �������� � ������ [1 – 7]. 

 
���������� 	��
����. �
��!
�
 ���	� ������ ��� ���
�����" �������
	�
� ������� ��������� ��
����, 

�
����	
 � ���� #�����������
� �� �
������, ���� �����	���� ���
�� ����� �� ���
� ����
�����
� ��� 
��
 ������� ��������" �� �������
�� �������� ���
��. 

 
���������� ��
��. ���  
������ ����������������� ��
���� � ��
���� ���
�� ����� ���	������ ����-

������
� �
���
������ ���� �����������" ����
, ���� �� ���� ����� �����������	�, �� � �������, ��������
-
������ �
��
�
 ��������� �����
 ��
 ��������", ����� � ���, �� ������� ��� �������", �
���
���������� 
�����
 ��� ���	�.  

$������, �� "" ���������� ��, �
��	������ ���������� 
max

�	�

x

EM T
x

W F dx= � .                                                                                (1) 

$������, �� �������� ��� ���
�� �����, ��� �������	�
� �
��: 
max

�	�

x

� �

x

W F dx= � .                                                                              (2) 

%����
	�� ������� �
����
 �������� ���� �� ��	���� �� ����
����� ������� �������� �����, �� � !�
�-
����� ���������� ����� � �
� ��	��� � ��������. &��� ���
�� ��  ��W  �� HW  � �������� ����� W∆ , ����-
���
� ��������������� ������" �� ������� �������" ��������
��
�: 

EM HW W W∆ = − .                                                                            (3) 
'��
 ���������� ���	� ���
�����" �������
	�
� ������� ��������� ��
����, �
����	
 � ���� #�����" �-

����	���� ���
�� ����� �� ���
� ����
�����
� ��� ��
 ������� ��������" �� �������
�� �
�����	�" 	���
�
 
�������� ���
��. ���	� ���
�����" � ���������� ������" ����� W∆ . 

( ������ [1] ������ ��������
��
�� ��������� ��
���� ���
���� ���������� ���������� ���� � ���	
	� 
������� ��������. &��
� ������ � �����
 ��	�
�, ����� �� � ������
� � 	���, �� � �������� 	
�����
� ��-
�������� ���� ��
 ������ ���� ���� ����� ��������� ��
����. ) �� �����
�� �������� ��������, � ��� ������ 
������������ �������� �����
�� ��������� �
�
 ��������� ��
����. 

��� ��������� �
�
 TF  �
���
���������� �������
	�
� ������. ������� �������� ��
�������: �������-
����� ������" ������������ � ����������� ����, ���
	���� ��������� ������� �� ����� �� ���, � ����  ����� ��-
�������� ������� � ��������������. ���������� �� ����� ������� ����� 

T
W

F
x

∂= −
∂

,                                                                                  (4) 

�� W  – ������� ���������� ����, 
2 2

0 0
0 0

0 0 0 0 2 2

I I I I
z

z z z z
Si I I

W di B S di H S di S di S
x x x

µ µψ µ µ ⋅
= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = =� � � � ;                        (5) 

ψ  – ������	�������; I  – �������� ������ �
�� (*+,) ������
 ��; B  – �������� �������� � ����������� �-

���; zS  – ����� �����
��; 0µ  – �������� ����
������ �������; H  – ����� ������ ���� � ����������� ����. 
&��
� 	
���, 

2
0

22T z
I

F S
x

µ
= ,                                                                              (6) 

2
2 20
3 422

W
T

S
F � J S

x

µ� �= � �
� �

,                                                                       (7) 

�� 3�  – ���#������ ��������� ������
 ������� ��; J  – ��������� ������ ���" ������
; WS  – ""; 4S  – ����� 
�����
�� ������ �����. 

&��
� 	
��� (7) � ��������� �������
	��� ������� �� ��� �
��	���� ���������������" �
�
. 
 
������� ���
� �������� 	�
��� ������	����. -� ������
 ��!���� ������
� ������ !
���� � 
���
� 

���	
	� �����	� ������, !	 
�"	 �#$�%�� [9 – 12], �������� ��!���� �
���� ��� 
�� ��� ��������" ��	�
. 
���������� �� ���" ���
	
�
 �
�
 ��������� ��
���� �� �
�� ��
 ���
� ���������� �������
	�
� �������. 
*� �
�� �
����
, ���
 ��!���� ������ �� �� � ���
 �������. .� �����
�� ��� ��� 
�� �������
� ���������, 
����� ��� ��, �� ������� #������ – ������������������. &���, ��������
 ���
��������" ��������
 ���
��� ��-
��
�
 ����  ������������
�
 � �������
	�� ���������
, ����� � 
�
�
 ��!����
� ������ ��
 ���
����� 
���� � �������
� ��������� �����#� �������" #�����". /��
�  ���
� ������� ���
�����" � �����, �� �
���
�-
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����� �����
	�� �����
��
 (01) [13, 14 – 21]. 
&�������� ���	 ���� – �� ��!����� �����
��
, ��� ���������� �� ��
��
��� � ��������� �������	��" ���-

����", ������
�
 ������
 ���" � ��
����
� ������, �� ������� �
 
���
 �������! ��
��������
� ����
���, � 
�����������, �� �����	�� ������!������ � ������������ ����� ��������� ��� ��
�������� �������". *���� 
��� �����������
� �	����
	� ����
����� 60-� ����� ��� �
��!���� ������ ��������" ���
�����" ������
� ��-
���	�
� �
����. '
�� ��� ����� ������
��� ������������� ��� �
��!���� ���
�������
� ������ � ���������-
������ [13, 20, 21, 22]. 

0����
	�
� �����
���� �����
�
� ��
� ������� – ���
 �������� ���
������ ��!����  ����� ��	�����. 
��� �
���	���� ����� �������� � [23] �����������
� ����������
� 01, ��
� � ����!������ �����" ��!��� 
�
���
������ �������� �����
 ���
�����", ������, ���	
 ���
� �-��
� [9]. &��
� ������ ����
��� �#���
�-
����� ��!��� � ���	��� ��������
� �������. 

,��� ���	
�
, �� ��	���� �����
 �� 01 ���������� ����	 ��������� ��������" 	�� ��	 � � 	�	� �, 
�#����', �������' [14]. 2���� ���
 ��
�����, �� �� ��	�������� ����� ������ ���� �� ����������� �����
	��-
�� �����
��� �� ������ ���	
#  #����� ������ ���������. 

&��
� 	
���, �� ����� ���
�����" ��
����
� ����������
� 01: ��������
� ��!�� ����������� 01  ��-
����	�	�
� ���������� � ��������� � ��
��
��� ������
. '� ����!������� ����� �����
 ���
��������" ���-
�����
 ���	����� ���
���� ����������� ������� '������-*���. 

 
�������� �������� 	�
��� ������	����. 2�	�����
� �������� ���� ��������� �������
	�
� ������-

���� ��������� ��
���� � ������������, �� ����!��� ������� ���� ������� 1D  ��� ���
 �
��	��
�, �
����	
  
���������� ���������
� ��������� 2 4...D D , � ����  ���� �������� �����
��� 1S  � 4S  �� �������
	���� ����-
 ���� 1 0,5D <  �. 

2���������
 ��� �
��!���� ���	� � �������
 2D , 3D , 4D  �� ��� 
�� ������� 1l . 
'� ��	���� ����� ��	���� ��������, �� ������ �
���
����� � ������!���, � ����: ��������� ������ � 

������� ����� ��� ����������
� ������
� ��
����� ������� 610J =  2A/� , ���#������ ��������� ����� ������� 
�������� ��� �
�  � – 0,5zk =  [1]. 

����������� ��������������� ������� ���� � ����������� ���� max 1B =  &�. � �������! ����� ����� 

�� 
��. 3���	� ���
�����" ���’���� ��� ���� ���
�� ����� θ  ��� 7�  �� 1�   ������ � 1� . 2�	�����
�
 ��	-
���
 ��� ��!���� ���	� ���
 ������	�� ����  ������������ ����� �
��!���� ���	�. 

&��
� 	
���, �������!
� 	�� ���� �
���	��� ��� ��!���� ���	�  ����������!
�
 ������
, ���
 ��� ��-
�
�� 7� . 3������
� ���’��� � � ��������� �� �
����� �
��!���� ���	� ��
 ��!
� ����� ���
��, ���� �� 

��, ��
� �����	�� ���
� �� 7� , ��	��
�� ������� � ���!� ���
. ( ��	������� ��	�� ��� �
��!���� ���!�" �-
��	� ������ ��������
 ��  �����
 [1]. 

1����
�� �
��!���� ���	� �������
�. 
�
��������� ��������� ���� ��� � �������
	�
�
 �������
. 3� ��������� �� ���� ���� 1g  – 4g . /�-

	
�������� ����!��� ������� ������� �� ���� ����
��: 
2 2 2

1 3 4 2D D D D= − + , 
2 2
3 4

2
2 32( )

D D
L

D D
−

=
+

. 

/�	
�������� ����� �����
�� ��
��, ����!���" �����
 �������, � ����  �����: 

2 3 2
2

( )
2

D D L
S

π + ⋅
= , 

2 2
1 2

1
( )

4
D D

S
π −

= , 
2 2
3 4

4
( )

2
D D

S
π −

= . 

.� ������
���� ��� �������� �������� �
� ����
�. 
/�	
�������� �’��� ����� – ���� ���� �� ����
�����
� ������� �������, � �������
	�
� ��
�������� � 

����� �
� ��’�� ����: 

5 1 maxg D D= −  

2�����
���� ��������� �’���" ����
 5 0g < . 
��� ���������� ��������
 ���� ��� ���� �������" � ����������� ����, �
��������� �������� �������-

�
. 
/�	
�������� ����� �����
�� ������
 ������� �� ��
�
	�� ��	���� ���� ����� minx . 

+������������ �������� � ����������� ���� ��� ��
�
	��" ��	�
, �� � ���������� ���� ���� 6 maxg B< . 

2�����
���� ��������� ���������������" �
�
 �� � ��
�
	��� ��	�� (���� ���� 7g ) �� ��������� ����-

 ���� 7 0g > . 

/�	
�������� ����
�����
� ��� ����� maxx . 
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� � 

  
 � 

  

 � 

 
( 

 

+
�. 1 – &�	�
 ����� �
� ���’���� ���	� ���
�����" ���������� �� ������� �����
	���� �����
��� ��
 �������� 
����
�������� ���� ���
�� �����: � – 7� ; � – 6� ;  – 5� ; � – 4� ; 
 – 3� ; � – 2� ; ( – 1� . 
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� � 

  
 � 

  

 � 

 
( 

 

+
�. 2 – &��������" ���	���
� ���’���� ���	� ���
�����" ���������� �� ������� '������-*��� ��
 �������� 
����
�������� ���� ���
�� �����: � – 7� ; � – 6� ;  – 5� ; � – 4� ; 
 – 3� ; � – 2� ; ( – 1� . 
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2�����
���� ��������� �
�
 ���
 ��
 ����
�������� ����������� ����, ��
� �������� ���� �����, �� 
�
��	�� ����� 8g ; �
��������� ��������� ����
 8 0g > . 

*��������
� ��������
� ��� ��
�������  ���� ��
!����" ���
	
�
 ����������� ����, �� �������� 
��� �� �������� �
�� �������� [1] 

34 10�	�x −= ⋅  

�� ��	
�������� ��������������� �
�� ��
 ï î ÷x x= , ��� ��������� ���� ���� 9 0g > . 
+������������ ������� #������. 
 
�	������� �������� 	�
��� ������	����. 3����� ���������� �����
��� �� � ��������� ������ �����
	-

���� �����
���, ���
 ���
���� ��������� ���� ��!���� ���	� ������" ���
�����". 
4�� ��!���� ���	� �������
� � �����
�����
 2D , 3D , 4D  �� �
�. 1. 
-� �
���  �
�. 1, � – ( ��
 ��!���� ���	�  �������� �����������
, ��!�� ���’��� ������
���  �����-

������ ����" ��� 
�
 �� �
�
� ��!���. &���, ���
���� ��!���� �����
���� � ���, ��
���" �� ����������� 
��������. 

5
����� ��	���� ����� �
� ���������� �������� � ����. 1. 
 

&���
�� 1 – +�������
 ������������ ��	
������ ���������� �� � �����
	�
� �����
���� 
 

θ , ° 1 2 3 4 5 6 7 

2D  0,28743 0,23461 0,37793 0,37939 0,38136 0,38611 0,40034 

3D  0,27162 0,21133 0,32736 0,31405 0,31448 0,31518 0,31291 

4D  0,24661 0,16068 0,27997 0,24619 0,22633 0,20394 0,17803 

1L  0,24226 0,39166 0,27962 0,30239 0,37043 0,42227 0,41734 

 
/�����	�� ��������
 ��	
������ ���������� ��, ������� � ��������� ������ '������-*��� ��� �����
-

��� 2D , 3D , 4D , �������� �� �
�. 2. 
-� �
���  �
�. 2, � – ( ��� �����
�� ������� ������
�
 ��	����� �
��	���� ����������� �������� �� 

���������� ��	��� � �������
� ���������. 
5
����� ��	���� ������	�
� ���������� �������� � ����. 2 

 
&���
�� 2 – +�������
 ������	���� ��	
������ ���������� �� � '�������-*���� 

 

θ , ° 1 2 3 4 5 6 7 

1S  0,0073 0,0146 0,0219 0,0291 0,0364 0,0437 0,0510 

WS  0,0020 0,0041 0,0061 0,0082 0,0102 0,0123 0,0143 

1L  0,2503 0,3909 0,2866 0,3019 0,3700 0,4214 0,4219 

2L  0,0084 0,0208 0,0197 0,0268 0,0333 0,0399 0,0455 

1D  0,2989 0,2714 0,4140 0,4250 0,4381 0,4506 0,4739 

2D  0,2830 0,2347 0,3789 0,3789 0,3815 0,3840 0,3996 

3D  0,2655 0,2113 0,3292 0,3130 0,3141 0,3120 0,3130 

4D  0,2474 0,1616 0,2838 0,2468 0,2287 0,2044 0,1819 

minx  0,0129 0,0257 0,0386 0,0515 0,0643 0,0772 0,0901 

minF  111,05 10−⋅  111,73 10−⋅  121,82 10−⋅  51,79 10−⋅  72,84 10−⋅  52,63 10−⋅  111,09 10−⋅  

 
0��#�	�� ������������� ������	�
� ���������� ��������� �������� �� �
�. 3. 
-� �
���  �
�. 3, � ���!����� ����
	���� ���� ���
�� ��� 7�  �� 3�  ���!������ �����
 ���
���" 	��-

�
�
 ��������� ��
���� � ������� ���!���� ��� 
�
 l1 �� ����	������ ���!���� ����!��� ��������� 3D  �� 

4D  �� ����� ������!��� ��������� 3D  �� 4D . /����, ��
 ���
�� �� 2� , ���
�����
� �
��
��� ���������
��
� 

�������, ��
 ����� ���!���� ���
��
� ���������� ��������� � ������� ������� ����!���� ��� 
�
 1l  ��
 ��-
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���� ���!���� ���� ���������. 
 

 
 

+
�. 3 – 3��� ����� ���������� �� ��� ����
	���� ���� ���
��, ������	�� ��	
����
� � '�������-*����: 
1 – 1D ; 2 – 1l ; 3 – 2D ; 4 – 3D ; 5 – 4D ; 6 – 2l . 

 
+�������
 ���������� �������" #�����" �� ��� ���
��
� ���������� – ���� �� �����, �������� � ����. 3. +�-

������� ���
 ���� CuM  ������
��� � �
���� 

2 3 2 3 1 2( ( )( )( 2 )) / 4Cu z CuM k P D D D D l lπ= + − −  

�� CuP  – ��������� ����. 

+�������� ���
 ����� FeM  �
��������� � �
���� 

1 2 1 2 1 2 3 4 3 4 1 2 1 4 1 2( )( )( 2 ) ( )( )( 2 ) ( )( 4)
4 4 2

z Fe
Fe

k P D D D D l l D D D D l l D D D D l
M

π π+ − − + − − + −
= + +  

�� FeP  – ��������� �����. 
/����, ��� ������	���� ���������� ��!��� �� �
���
������ ���
��
� ���������� �������� ��
����
 ���� 

�
���
�����" ����� �� ���
 ����, ��������	
�� �� "" ��������� ������� �������� �� �
���. &��
� 	
��� �
 
���
����� ������� ��
������ ���� ���
��
� ���������� ��������� ��
����. 

F
Cu F

Cu

B
M M M

BΣ = +  

�� FeB – �������� �����, CuB  – �������� ����. 
+�������
 ��������� ��������" ���
 �������� � ����. 3 �� �� �
�. 4. 
 

&���
�� 3 – +�������� ��� ���
��
� ���������� ��������� ��
���� 
 

θ ,° 1 2 3 4 5 6 7 

efk , 410−  0,406 1,812 3,950 7,495 12,148 18,419 26,771 

CuM  �� 7,83 12,74 30,41 39,57 49,71 59,83 71,37 

FeM , �� 29,41 91,52 106,22 152,05 229,35 311,43 369,84 

CuB  86,17 140,15 334,46 435,26 546,86 658,12 785,06 

FeB  88,23 274,56 318,66 456,16 688,05 934,30 1109,51 

M� , �� 15,85 37,70 59,37 81,04 112,26 144,77 172,23 

oeM , �.�. 0,09 0,22 0,34 0,47 0,65 0,84 1 

 
��� �����
 �����
� �����
��� �� ����������� �
���
��������
 �������� ��
������ ���� ���
��
� ����-

������, ��
����!
 � ������ �����" ������� ��
������ ���� ��
 ���� ���
�� 7� . �������� ���� �
��	������ �
-
����: 

7/oeM M MΣ Σ= , 
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+
�. 4 – 3��� ����� ��������" ��
������" ���
 �� ��� 

����
�������� ���� ���
�� �����. 

�� 7M�  – ��
������ ��	���� ���
 ��
 ��-

�� ���
�� ����� 7� . 
-� �
���  ���������" ��� �����, ��
 

���!���� ����
�������� ���� ���
��  7�  

�� 5�  ���� ���
��
� ���������� �
 ������ 
�� 35%, � �� 4�  – �� 53 %. &��� ���
�  ��-
������� ������������� �������������	�
� 
��
����� ���
�� ����� �� � ���
 �����-
�� ����������
� ��
�����, � ��
� ������
� 
��� ���
�� ���� �������� 	������� �����-
����
�����  ��, � 	������� – ��!
�
 ��-
�������
, ��� � � ����������� �� ������-
�� ������. 

 
��������. &��
� 	
���, � ����� ������ ������������ �������� �������
	�� ������ ��������� ��
���� 

��� �
��	���� ���������������" �
�
. 
,#����������� ���	� ������" ���
�����" �������
	�
� ���������� ��������� ��
����. ( ������ �������-

��� ���� ������ ����!��� ������� �����, ������!�� �������
 ����� �� �������, � ����  ��� 
�� �������. 
3������������ � ������ �������" #�����" �
���
����
 ��� �����, ����������� ���
�� ������", �� �� � ��-

������
�
 ������
� ��
��� �� ������", ��� �������� ��� ���� �������� ���
�� �����. 
/����� ���� ����, �������� �� ��
 ��������": ���������	��, ���������� ������������ �������� ���
�� 

�����; � ���������, ��� ���� ���� �� �
����� ��������������
� ������� ���; � #���������������, ����� 
����������� �������� ������" ��������
��
�
 ����� ������� �������� � ������ �������� ���� �����. 

��� ���
�����" �� ������������ ����� ��!��� ������ ����������
� �����, �� ����	�� � ���� �����
	�
� 
�����
��, � �� ����!������� ����� ���
��������" ��������
 ���	����� ���
���� ����������� ������� '�-
�����-*���. 3������������ �����
�� �
��!���� ���	� ���
�����", �� ���� ��������� �� MATLAB. 

6 ����� ���’��� ���	� ���
�����" �
��	��� �������
	�� ���������!���� ��� ������
� ��
�����, �� �-
����	���� �� �
����� ���
�� ����� �� ����
������ ���
 ��� 1�  �� 7� . 

�����������, �� ��
 ���!���� ����
	���� ���� ���
�� �
 ������ �����
 ���
���" 	���
�
 ��������� 
��
���� � ������� �����	���� ��� 
�
 ������� �� ����	������ �����!���� ����!��� � �������� ������!��� 
���������. �
������ ���������
��
� ���
�����
� ������� ��
 ���
�� �� 2� , ��
 ����� ���!���� ���
��
� ��-
�������� ��������� � ������� ������� ����!���� ��� 
�
 ������� ��
 ������ �
 ���� ���� ���������. 

�
��	��� ������� �
 ���� ��� ���
��
� ���������� ��
 ���� ���� ����
�������� ���� ���
��. �������-

����, �� ��
 �
 ��� ����
�������� ���� ���
��  7�  �� 5�  ���� ���
��
� ���������� �
 ������ �� 35 %, � �� 
4° – �� 53 %. 3������������ �������� ������������� �������������	�
� ��
����� ���
�� ����� � ������� ��-
����
 ����������
� ��
�����, � ��
� ������
� ��� ���
�� ���� �������� 	������� ���������
�����  ��, � 
	������� – ��!
�
 ���������
, ��� � � ����������� �� �������� ������. 
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���	��� � ����� *�������������. ��� �������, � ���� �������
��� � ���, � �����&�� ���	, ��������� 
������� ����
��� ����� ��,���� ��� ������ ������, �������� ���& ��������	��, �������� ������&�� ���-
����� � ��� �����. ' ��	��� ����������� ���	��� ������ ���	 ��������� 	�������& ������� �������� 
�� ���	���� ��� ��������. ���� ������ ����� �� ��������
 �������������� ������ ��� ������� ���� 
���	 ��� ��������� ������������ ���	����, ���������� � ���� �� ���	. %������������� 	����& 
������ �������������� ������
 ���� ���	 ��������� ���������&�� ���, ���� �������� ��������, 
��������� � ���	��. ( �����&������� ����������� � ����&� ������� ���� �����������& ��������� 
��� ������ ���	 ��� �� ���	�&��� ���	����. 

 
�# �$% &'(�$) *$+. -����� �� ����������
 �������� ���� ���	� ���� ���� � ����.� ��	��� � � 

� �	��� ������������ �������������� $�����. ' ������ [1] ������� ������ ����� 	������ �������� ���	-
�, �� ���& ��������� �������� 	������, � ������ ��� ��.���. ' ���� [2] ������� ��.��� ���� ����� 
������������ ��$���������� *������� �����	���� � ���� �������, ������, �����, ������, �������� 
� ��� ����� � �������� �������� �������� �� ��.���, � � ��������� �������������� ���������, ��-
���&������	 � *��� ������. '���� ������� �� ����������� ��������� ���������� � [3], ������� ������-
�� 	����� ����	����� ��� ��.��� ������ ������ ��$$�������&�� 	������. ' *��� ������ ����-
��� ������ � ������� ������������� /������, ��������� ������� ������� � ���� ����&� ��������& � 
	������� ���� '��&����� 1-�� ����. ' ����� �� ����� ���� ��������& ������, ����� ��� ������� 
������� ���	 [4]; ������, � ������� ��	������ ������ � �������� ���	 ���������&�� ���� � �����	�-
�	���� ������� [5, 6]. �����&� 	������ �����	 [7], � ������� ����������� �����$������ ������� ���-
�	 �
 �� ����, ������	
 �� � ���	�	
 ���		. ' �� ��.����� ������� ������ � ����� ������ �����-
���� ��� ���� ���	�, � � ����� �� ������ ��� 	��� ��� ��������� ��� ������� ���	 � �����&�����-
�� ����� �����.��� �������������� �������� (���	�������	
 �� ��������). 

 
���, $ &��- #��)  % " �$. 0�������������� ������� �� ���� ���������� ���	 ������ ���, ��� �� 

������� ��������&�, � ����&� ���������� ��, ��� ������� � ���. 1. '����� ������
 ���� ���	 ������� 
��������� ���������&�� ���, ����� �������� ��������. 1��&
 ���� ������ �������� ���������� ��� 
��������� �������������� ����	 ���	��� � *��� ������ �������. -��� *��� ��� ��������� ���������& 
������ ��� � ����� ������ ������ �� ���	. � ���� �� ���	 �������� ������������� ���	��� 

0 0( , ) ( ) ( )F x t P t x xδ= − , ( )xδ  – ���&�� $	���� ������, 0x  – ����� ��������� ���	���, 
������� �������� ����������� �������� ������	���� �������. 

 

 
 

0��. 1 – ������	���� ������� ���	. 

© 2. (. +������, 2015
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'����� ���������� ����� ������� ��	���, ����� � ��	 ���		 ������	�� ������������� ���	��� 
( , )F x t . ' *��� ��	���, �������� ���� ���	� ���	� ���& ������ �������� ������� 	������� [1]: 

2 2
2

2 2

1
( , )

u u
a F x t

x t ρ
∂ ∂= −
∂ ∂

,                                                                         (1) 

��� u  – ������� ������ ���, �; ρ  – ������ �������& ���	�, �/��; ( , )F x t  – �������& ������������ 

��.�� ���, "/�; /a T ρ=  – �������& ������������� ���� ( T  – ������� ���	�), �/�; 
' ��	��� ���� ���	 ���� �������& ����	
 	
 ������	 	������: 

2 22 2 2 2
2 2 2 3 31 1 2 2

1 0 13 2 23 3 31 322 2 2 2 2 2
1 1 2 3 3

1 1 1 1 1
( , ) ; ; ,

u uu u u u
a F x t R a R a R R

x t x t x tρ ρ ρ ρ ρ
� ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂� = − + = + = + +�

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂��
       (2) 

��� ijR  – ���� ������� ���	 i  � j . ���� ������� ���������� �������� 	��������, ������� ����������-


� ����� �������� 	�
 ������ ��� � ������ ���������� ���	 (� ����� �������): 

1 1 1 2 2 2 3 3 3(0, ) ( , ) 0; (0, ) ( , ) 0; (0, ) ( , ) 0,u t u l t u t u l t u t u l t= = = = = =                                   (3) 

��� il  – ���� i  ���	�, ��� 	����� ����&�� 	�������: 

31 2
1 2 3

( ,0)( ,0) ( ,0)
( ,0) 0; ( ,0) 0; ( ,0) 0,

du xdu x du x
u x u x u x

dt dt dt
= = = = = =                               (4) 

%�������������, ��� � ����� ������� ��	� ���	 �� ������ ��� �������
�, �� ���& ������
��� ���-
�	
 �� ������������� 	������: 

1 13 2 13 2 23 3 23( , ) ( , ); ( , ) ( , )c c c cu x t u x t u x t u x t= = ,                                                  (5) 
��� 13cx  – ��������� ������� ������ � ����&�� ���	�; 23cx  – ��������� ������� ������ � ����&�� ���	�. 

� ��� �� ������� 	������ ���������������� �������� ��� ij jiR R= − . 
 
��.�#$� % " �$. �����&�	�� ���	
 ��� � ��� ���	���� ��.��� �������� 	������ (1). 0������� ��-

������ � �������� 	������, ���	���� !�
��� " �����-#������ ��� ���������� ��������� ����� � 
��������� $	����. 0�.��� ��������� ������ ��������& � ���� ��������� ������ ��� � ��� �� ��	-
���: 

1

( , ) ( )sink
k

kx
u x t u t

l
π∞

=

� �= � �
	 


� .                                                                      (6) 

%���������� *�� ��������� � (1), ����� *���� �����&�	�� �������� ��������&����: 	������ � 

1sin( / )k x lπ  � �������	�� � �������� �� 0 �� l . 3�������� *���	 ������ �	��� ���	���� �������� �����-
���� ��$$�������&�� 	������ ������� ������� ��������&� ��������� ��*$$������� ( )ku t  ���-
�	
 ��� ����: 

2
2 2 0

2

( ) 2
( ) sin ( )k

k k
d u t kx

a u t P t
l ldt

πλ
ρ

� �+ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅� �
	 


,                                                  (7) 

��� lkk /πλ = ; ( )P t  – ������� ������������� ���	���, 0( , ) ( ) ( )F x t P t x xδ= − . '����� ��������� 

0 02 / sin( / )k$ l kx lρ π= ⋅ . ��� ���������� ��������� $	���� ( )ku t  ���	���� ����	
 	
 !�
��� %	&�: 
2

2 2
02

( ) ( ,0)
( ) ( ); ( ,0) 0.k

k k k
d u t du x

a u t $ P t u x
dtdt

λ+ ⋅ ⋅ = ⋅ = =                                        (8) 

��������� k kaω λ= ⋅ , � ��� ���� � ������� �������&��� ������������� /������ ���	����: 
2 2

0( ) ( ) ( )k k k ks u s u s $ P tω⋅ + ⋅ = ⋅  

���	�� ��������� ���������� ��������� 2 2
0( ) ( ) /( )k k ku s $ P s s ω= ⋅ + . 

'������� ������� ������������� /������, �����&�	� ��������� ������� *���� ������������� � 
��	���� 	 ������ [8]. %������� � ����	
 �� �����������: 

0

0

( ) ( ) sin( ( ))
t

k
k k

k

$
u t P t dτ ω τ τ

ω
= ⋅ −� .                                                              (9) 

%��������� (9) � (6), ���	���� �������� ��� ������ ���: 

0

1 0

( , ) ( ) sin( ( )) sin( ).
t

k
k k

kk

$
u x t P t d xτ ω τ τ λ

ω

∞

=
= ⋅ − ⋅ ⋅� �                                                (10) 

!������� ��.��
 ��� ���� ���	� (10), ���� ���	��� 	������ ��� ���� ���	, ������� ��������-
��� ����������� � ���� 4	�&� ����� ��������� �������� ���� ijR  � ���	 ( )P t : 
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( )1 01, 13 1 0 1 1
1 0 0

( , ) ( ) sin( ( )) ( )sin( ( )) sin
t t

k k k k k
k

u x t $ R t d d P t d xτ ω τ τ τ ω τ τ λ
∞

=

� �
= ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� � � ; 

( )2 02, 23 2 2
1 0

( , ) ( ) sin( ( )) sin
t

k k k
k

u x t $ R t d xτ ω τ τ λ
∞

=

� �
= ⋅ − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� � ; 

( ) ( )3 03, 31 32 3 3
1 0

( , ) ( ) ( ) sin( ( )) sin ,
t

k k k
k

u x t $ R R t d xτ τ ω τ τ λ
∞

=

� �
= ⋅ + − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� �                                (11) 

��� ���� ������ ����	
 �� ���������: 

( ) ( )01, 1 13 0 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

2 2
sin , sin , , ;k k c k k k k k

k k

k
$ x d x a

l l l
πλ λ λ ω λ

ρ ω ρ ω
−= ⋅ ⋅ = ⋅ = = ⋅  

( )02, 2 23 2 2 2 2
2 2 2 2

2
sin , , ;k k c k k k

k

k
$ x a

l l
πλ λ ω λ

ρ ω
−= ⋅ ⋅ = = ⋅  

( ) ( )( )03, 1 13 2 23 3 3 3 3
3 3 3 3

2
sin sin , , .k k c k c k k k

k

k
$ x x a

l l
πλ λ λ ω λ

ρ ω
−= ⋅ ⋅ + ⋅ = = ⋅  

"��������� �������� ���� �����������& �� ������������� 	������ (5) � 	������ �������������-
��� �������� ���, ������� ������������& � (11). #���� �������, ���	���� ����	
 	
 ������	 ��	� ���-
����&�� 	������: 

( )01, 13 1 0 1 1 13
1 0 0

( ) sin( ( )) ( )sin( ( )) sin
t t

k k k k k c
k

$ R t d d P t d xτ ω τ τ τ ω τ τ λ
∞

=

� �
⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅ =� �

� �
	 


� � �  

( )02, 23 2 2 13
1 0

( ) sin( ( )) sin ;
t

k k k c
k

$ R t d xτ ω τ τ λ
∞

=

� �
= ⋅ − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� �  

( )02, 23 2 2 23
1 0

( ) sin( ( )) sin
t

k k k c
k

$ R t d xτ ω τ τ λ
∞

=

� �
⋅ − ⋅ ⋅ =� �

� �
	 


� �  

( ) ( )03, 13 23 3 3 23
1 0

( ) ( ) sin( ( )) sin .
t

k k k c
k

$ R R t d xτ τ ω τ τ λ
∞

=

� �
= − ⋅ + − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� �                                      (12) 

'����� ����	
 �� ���������: 

( )( )31 01, 1 1 13
1

( ) sin( ) sin ;k k k c
k

K t $ t xω λ
∞

=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅�  ( ) ( )13 02, 2 3 13

1

( ) sin( ) sin ;k k k c
k

K t $ t xω λ
∞

=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅�  

( ) ( )23 02, 2 2 23
1

( ) sin( ) sin ;k k k c
k

K t $ t xω λ
∞

=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅�  ( ) ( )32 03, 3 3 23

1

( ) sin( ) sin ;k k k c
k

K t $ t xω λ
∞

=
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅�  

( ) ( )01 0 1 1 13 01 01
1 0

( ) sin( ) sin , ( ) ( ) ( ) .
t

k k k c
k

K t d t x u t P K t dω λ τ τ τ
∞

=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = − −� �  

%���� 	��� ��� � 	����� ��.� ������� �����.��� ������� (12) ������& � ��	� ��������� �	� -
����� 1-�� ���� (13) ��������&� ��������� $	���� ( )ijR t : 

( )13 31 23 13 01 13 32 23 32 23
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,
t t t t

R K t d R K t d u t R K t d R K t K t dτ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ
�� − − − = − + − − − =�
��
� � � �  (13) 

��� ( )ijK t τ−  – ������������ ����, ��������
 �� �������� i − �� ���	� � j − 	
; 01( )u t  – ������ ��� 

������ ���	� ��� ��������� ��������� ���	���. 
-���.�� ������	 (13) � �������� $����: 

⋅ =A R u                                                                                     (14) 
��� � ������	��� ����: 

( )

31 13
0 013 1311 12 01

23 2321 22
32 32 23

0 0

( ) ( )
( ) ( )
( ) 0

( ) ( ) ( )

t t

t t

K t d K t d
t

K t d K t K t d

τ τ τ τ
τ
τ

τ τ τ τ τ

� �
− − −� �

� �� � � �� � � �⋅ = ⋅ =� � � � � �� � � �
	 
	 
 	 
 	 
� �− − − −� �

	 


� �

� �

R RA A u
R RA A

. 

'����� �����&�	�� ��������	
 ������������
 *������� ������� A , �� ���&, ������� �������� 
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����������	
 ��� �������&��� �	����. 0�.��� ���� ������� ���� ���� � ���� &
 	'	'(���	�	 
���	
� %������ 1

i iR −= ∆ ⋅ ∆ , � �� � �	��� 	��������� � ���	 ������������ ������. ��� ���	���� 	�-
��������� ��.��� �������&�� 	������ '��&���� �����&�	
� �������� ���	�������	
 �� ���������, 
�������� � ������ [8]. ���� �� ������� *$$������� ������������ �������, �����&������ � ���� 
����&�, �������� ���	
 ��������!���� ���
����� ).�. ���	�	� [9]. #���� �������, ��� ��.��� ������ ���-
������ �������� ���� � ����	
 �� $����:  

( ) ( )1 1
13 22 01 23 21 01; ,T T T Tα α

− −
= ∆ ⋅ ∆ + ⋅ ⋅∆ ⋅ ⋅ = − ∆ ⋅ ∆ + ⋅ ⋅ ∆ ⋅ ⋅R A A C A A u R A A C A A u ,                      (15) 

��� ∆A  – �����������& ������ ������� A ; α  – �������� ���	���������; C  – ����������� �����������&-
�� �������, ��� ������� ������� � [2]. 

 

 
 

0��. 2 – -����� ���	��� �������� ���. 
 
�$���##�+ /)�&�0$1�#-. 0����� ��� ��������� �������������� ���������� �� ����	
 ��� �������-

����: 1 0.8l =  �; 2 0.85l =  �; 3 0.9l =  �; �������� ��������� ���������& ���������� ��� ���� ���	, �� ���& 
36.126 10iρ −= ⋅  ��/�; 180ia =  �/�. (��� ( )P t , �����	
 ��������� � ������ ���	�, ��������� �� ������ ��� 

*������ �����+
�: 0( ) ( )P t q H t= ⋅ , ��� 0 100q =  " – ���������& ���	���. ������	���� ������	��� �����-
� 0.08t =  c. '����� ��������� �	�� � �������� (15) ������& ������ ����� 50=K  ����� ����. 0��. 2 
���
�����	�� ������� �������� ��� �� ������. 

%� �������� �������� ����� ��� ���� � (11) ���� ���������& ������ ��� � ��������&�� ������ 
���	. "� ���. 3 ��������� ������ ��� ������ ���	� ��� �� ������ �����. 

 

  
� ' 

0��. 3 – %����� ��� ���	 ��� ��������� ������������� ���	���: � – ���	� 5 1; ' – ���	� 5 2. 
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0��. 3 – %����� ��� ���	 ��� ��������� ������������� ���	���:  – ���	� 5 3. 
 
!���"�. ' ���� ����&� ���� ��.�� ������ ��� ����������� �������� ������� ���� ���	 ��� ���-

������ ������������� ���	���. %�� ���� � ������ ���	��������� !. ". #������ ���	��� 	��������� 
��.���, ������� ���������� ���� ��������� �������������� ����	 ���	��� � ����������� �� ������. 
%������ ������� ������ *��� ���, � ��� �� �� �������� �������� ����� �������� ������ ��� ���-
��� ���	� � �����, ������
 �� ������� ������ ���	�. 

%��������� ������ ����� ���& �����&���� ��� ������������� �������� ����������� ������, ��-
����� �������	
��� ���	��� (������ ����, �������� ���� � ��� �����), � �������� ��� ������������ 
����������� ���	���. 
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�. �. �������	, �. �. 
�����, �. �. ��
��	, �. �. 	����	, �. �. 	���	 

����������	�
 �������� ������� ����������� �������  �� �����������  
���������� 

������ 	�
��� � ���
������ ��������� ������ ���������� ��������� 
�� ������ ������� �� ���� ��	������� ��������� 
��������� 
��������. �������� �������� ������ ������� ��������� ������ 3-� �
� � �
������ ������� ���� ��� 
�� �� ��������� ������� ��� ��!�� ���
�. ��� "�� ���
��� ������� � ��������� 	������� �"##������� �����
���, �����-
���!�� �������� ������ 
����� ����
���� �������
���� ���������. $������ ��������� ������������ ��� ���������� 
������ ������� � "����������������� 
������. 

������ � !�"�#: �������, ��������, �������
����, ������� 	�
���, �"##������ �����
���. 

���$�%&�. %�� ������������� �
��������� ������ ������� ���������� ������� ���� �����-
	��� ��������� ������ ������� �
�. &������ �������� ���������� � 
����� 	�
����, ��� ������, 
��������� 	������� �"##������� �����
���. 

�"##������ �����
��� �������� ��������� �������������� ������������ ��������� �� 
� �-
��������� � ����!�� �
�� ��� ����  �
���� ��� ��	�. &� 	������ � ����� ��������� #�	�������, 
������������� � �� ����� ��������� ������� ���������. $ ���	� � "��� ���
 ������ ������������� 
	���������� 
�� ������� �"##������� ���������� �����
��� �� ���� #��
����������� 	�����  ���-
�
� ������� ����������� � ����������� �� ���
���������� �	� ���. 

'�!������� ��	������ �	� ���� 
�� ���
������ ��������� 	������� �"##������� ���������� 
�����
��� � ��������� ������� ��������� ���������� �������. 

������������ �� ������� ���
��� ������� �"##������� ���������� �����
��� ��	������� �� ��-
��� �
���. $ �� ���� �� �� �����	����� ������������� ��������� ������������� ����, ����� 
�� 
�� 
� ����� ������ ��������� ���������� ������� ��!��� "���������������� 
����� � ��	-
������ ��!������, ��������!�� � ��� ������������. ������� ������, ������������� ��������� ���
-
�������� ��� ��	������ �������� ������������, �, ���
�������, �� �����	����� � �� 
� ������-
�� ������ ����
�� � ����������, ���� �

��!���� �����. ��� ������, ��������� ������� �"##�-
������ ���������� �����
��� � ������������� ���������� ��������� 30 – 50%. 

����� ���� ���	�� � ������
�������� �	�������� ������������� ���� � ���������� ��� �����-
������ ������� �� 
�������!�� ���
����� 
�� �����
����� ������ ��������� ����������� �����-
�� � ��
� ������������. % ��	�������� �	������� ������������� ���� ���� ���� ��������� �������� 
	������� �"##������� �����
���. 

'�!������� ����� ���
��� ������� �"##������� �����
��� � "���������������� 
�����: 
 – ������ � ���
������ �"##������� �����
��� ��� �
����� ��������� �����, ����
�!���� �� 

�
����� ��!�
� ��������� ��������� � �
����� �������, �������� � �
������ ��	���� ���������� 
��������� � ���
����!�� ����������� ����. (�� ���� ���� ���!�� � ���������� � �������� ���� 
�
� ������������; 

 – ����������� ������� ��� 
���� �"##������� �����
���, � ���� ��� �� 
� �������� ������-
�� ������ 	�
��� �������
����, � ���� �������������� ������������ ��� � �
��������� ������� � 
������������� 	������� �"##������� �����
���, ��
�!�� � ��������� ������ 	�
��� �������
�-
���; �������� ���������� 
 ��������� ����
���� �������� � �	������� ������������� ����. (�� 
���� ��������	� �����	���� � ������� ��������; 

 – ����� ������ �"##������� �����
��� � ��	�������� ������� ������ 	�
��� �������
���� 

�� �����
���� �������. (��� ����!�� ��� ����, � �� ��	������� ���� ��	������� �� �
�����-
������� 
�� ������� ������
��� �� ������� 	�
��. 

 
�"!'#%"�(# )#$#�&. )����������� ������� ������ ������� ���
������� � ����� ����������� 

��������� � ������� ���
� � ��������� ��������� � ���� ������ 
�������. 
&������ ����� ���
������ ������ ������� 
������ ������� � �����!�� ����� �������� ������ 

� ���
� ������� "������� � 
�������, � ��� � �������������� ��������. 
$ �������� ������ ����� ���� ����������� ��������� ������ 3-� �
� – �"##������ �����
��� 

α  � ����������� ��� ��!�� ���
� fT . $������� fT  
� �� ���� 	�
��� � ���
������ � ���� ���
-

�������� ��� ����������� ���
�, �����!�� ��������� ���������. 
'� ���� ������������ #��� 
������ ������� � ��������� ������� ���
�, �
�� �������� �����-

�����, 
������ ����
����� ���
������ �"##������� �����
��� �� ������� ������ 
�����. )��, � 
��	������� "����������� ������� ������
������ ����������� ���
� � ���������� �����
���� 
����� � �-
������� 	������� ���������� �������� ���������� �� �
���� ��������� ��������. *����	�� "������-
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���������� 
�����, �������� 	������� �"##������� �����
��� jα  � � ���
����� � #�����: 

( )i ii w i fq T Tα = − ,                                                                            (1) 

�
� 
iwq  – �
������ ������ ��� � i − � ���� � ��
������� ( , )i ix y ; iT  – ����������� ��������� 
����� � 

i − � ����; 
if

T  – ����������� ���
� � ���������� i − � ����. 

��� �������� ���� ���� �������  ������ ������� ����������, ���� ������ ������ 	�
��� ���-
����
���� � �����	������ ��������� ������ ����� �
�, ����� 	�
������� � ������ �������� ���-
����. $ ��	������� ������ ������
������ �
����� ������ ���� � 	������� ����������� ������ � 
���� 
�����. )���� ���	�, ���
���� 
������ 
�� �
����#������ ��������� ������ ���������� ����-
����� ������� ��	������� ��������� � �������� �
��������� ������� �������
���� ������ ���-
����. 

'��
��� �������, �� � ���������� � �������� ��������� ��������, �����	���� 
�� ��� 
�-
��� �
������ ������� ����, #����� (1) ������
���� 
�� ������, ��
� 	������� ��������� ������ �
�� 
������ ������� ���	�������. '��
�������, ����
�� ������ �������� ������� 	������� �"##���-
���� �����
���, ��������!�� �	������� ��������� ��� ��!�� ���
�. 

��� 
��� ���� ����������� ����� ���� �������� ���
��!�� 	�
���:  
1) ���
������ ������� 
�� �"##������� �����
���, ��������!�� ��
��
���� ������ �	-


������� �� ��� ����� #���; 
2) ��	������� ������� ��������� � ������ �"##������� �����
��� 
�� ������ ������� �������-

��� 
�������� � ����������� "���������������� 
�����; 
3) �
����#������ ��������� ������ ������ ����� ���� ������ �������. 
 
���' %�"$%"*"$%"!'& '�+�"�"," �")$�-!'�&.. .����	���� ������ ����� ������ �������, � � �-

������, �� ��������� ��	�� (�	
����) ���� � ���
���� 
�� ��������� �	�������� �����, ��-
� ������� ���������. ����� ����������� �	����� �����	���� ��������� �����, � ���� ������-
��� ������ ������� ��������� � ���
���� �
������ ��
������� ������� ���������, � �����
 � 
-
�� ������� � 
����� �����
�� � ��	������������ �����!������ ����������� ���
� � (���) �"##�����-
�� �����
���. 

 

 
���. 1– ��������� ����� ������ �
���. 

��� ����� �������� ����
��� ������� � �������-
�� 	������� �"##������� �����
���, ��������!�� ����� 
�����, ����
������ �� � ������, � �
�� ������, ������-
���� ���
��!�� 	�
���. '�
������� ��� ����� #��� – 
�����
� (���. 1), � ���� ��!��� ������, 
������, 
����, � 
��� � ������� ��������� ����������� �������� � ����#�-
	������� �������� ��������� ������� ������ �������. 
������� ��������� ��
����� ���
��!�� ���	�: 

 – ��#��� ��������� ��	�� ���� �
�� ���������� ������ �������� ������������ � "���������, 
����� ����� � ���
��� ����� �����
�� – ��� ������� � �������� ( 1 1,T α ) � ( 2 2,T α ); 

 – �	
����� ��� �
�� ���� �� ������ �����
�� �������� ������� ��
���, � ��������� "�� �-
��� ������� ���	������� – 
�� ������ � �������� ( 3 3,T α ); 

 – �� ������� ������� �����
�� ������� �����	�� ����������. 
$��
�� 
���������� ����������, �� ���������!�� ������� �������� ������: �"##������� ��-

���
��� �� ���� �������� ������� ������� 
��� 
����, � ���� 1 2 3α α α= = ; � ��	���� ���������� ��	�� 
���� �� ��������� 10%, � ���� 2 10,9 ( / ) 1,1T T≤ ≤  0,9� (T2/T1) �1,1. 

����� ������� ��
 ������� ����� 	�
��� �������
���� 
�� ��	������ ��������� ������ 3-� �-

�. ������� ��������� 	��������� �"##������� �����
���, ����������� ����� 	�
������ ���, ���� 
��������� 
����	� �	� ��� 	������� �"##������� �� ������ �������. ��	������� 
�� �	 �������� 
������� ���
�������� �� ���. 2. 

 

  
� � 

���. 2 – ��	������� ������ ������� ������ �
���: � – ��� ����������; � – ��������� �
������ ������ ���. 
 

'��
��!�� ���� ���� ���
������, � ���������� � #����� (1), �������� 	������� �"##������� 
�����
��� 

icalα  
�� �� 
� �	�� �������� �����, ����� ���� �� �������� ����������, � ���������� 

������������ ��������� 	������� 	�
�����: 
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i icor set calα α α= − ,                                                                                (2) 

�
� 
icorα  – ������� � �������� ��������� 	������� �"##������� �����
��� 

icalα ; setα  – �	������ 	�-


���� 	������� �"##������� �����
��� �� ��
������ ������� ���������. 
&���
����, �� ����� �������� ����
�� ������������� 	������� �������� �
����� ������ 

����: 

( )i i icor cor i fq T Tα= − ,                                                                         (3) 

���
������� 
����� ������� � ��
� ��	��	����� #������. %������ ����
�� ��������� ���	� �� 
� 
�������� �������� ������� � ����
���� ����� �
�� ������, ��������� ���
� ���� #������ ��	����� 
������� �
����� ������ ����, ����������� �
�� ������ ( )

icalq τ , � ����, ������������ � ��-

���� � ������ ( )
ical rq . ��� ��
� �	 ���. 3���. 3, ��������� ���� ��� � ���� �� ������, ���������� 

���������� �������: 

( )
( )
( )

( )
( )

2

0 1 2
i ii

i i i

cal calcor

cal cal calr r r

q qq
b b b

q q q
τ τ= + + .                                                      (4) 

 

  
���. 3 – '��	� �� 
� ��������� � ���������� 

	��������� �
������ ������� ����. 
���. 4 – $������ ���
��� �������� �"##������� 
�����
��� �� �"##������� ��������� (4). 

 
$���� ����
�, �� ������, ���
���������� �� ���. 3, ��
�� 	������� � ����� #�����, ��� ������-

�
���� ���������, ��	���� ���������� ��� ��!�� ���
� � ���
��� 	������� �"##������� �����
��� �� 
���
��� ��������. %#������� �����	 ���
���� ���
������� #������ ���	��, �� �"##������� �����-
�� ib  ���� ���� ������ ����������� 	���������� ���� 

2 3
.0 .1 .2 .3j j j j jb c c x c x c x= + + + ,                                                                  (5) 

�
� � �������� ��������� x  ��������� calα ∗  – ���
��� ���#��������� ��������� 	������� �"##������� ���-

��
��� � ���
���� 	�
���� ������� ���������, � �"##������� ������ .j kc  ���
���� ����� �����-

������� ��	������� ��������� "����������� (���. 4). 
2��� �����
����� ���
����� ����������� �����������, ���
��� ����
��������� ���
��!��� ��-

����
������: 
3 
�� ������� � ����������� ��� ��!�� ���
� ������, ��� �� ���
��� ��������, ��������� ������� 

icorα  (� ���� 	����) �������� �	 ��������� 	������� �"##������� �����
��� 
icalα ; 

3 �� ������� � ����������� ��� ��!�� ���
� �������, ��� �� ���
��� ��������, ������� (� ���� 
	����) ���������� � ��������� 	�������� �"##������� �����
���; 
3 ���� ��
������� ������ ����� ������ 
����, � �� ������� �� ��������� ������ �� ��  � 

���� ����� ��� ������� ������� � ������!����� 	��������� ���������� ��� ��!�� ���
�, � 
���
��� ����
��������� ������
������ 1 � 2, ������� �� ����������� ���
� �� ������� �� �-
��������.  
��� ������� ���
� ���� �
�
� �������� ������� ������� ������ ������� ���!���� �-


��� � ��	������� ���������� ��� ���������� ��� ��!�� ���
� �� ���
��� ��������, ��� � �"##������� 
�����
���, � ����� �������� ����� ����������. ��	������� ����� ���	�����, �� ��	��������� �
-
�
 �	����� ���������� ���
��� 	������� �"##������� �����
��� � ���������� � ������� � 	�-

���� �������� � ���
���� 1± %. 

 
�"!!'#%"���%&� ,*#%&�% / 0!�"�&- '�+�""12�%# $�. ("*+0!# '0*1&% . '��
��!�� "��� ����� 	�-
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�������� � ���
������ ��������� ������ ���������� ��������� 
�� ������ �������, �����	�� ��-
	������� �� ��������������� � �������� ���� �
�
. 

4� ������ ������� 
�������� ���� ��	������ ������� ��������� (���. 5), � ���
���� ����� ���
�-
�������� �������� ��������� ������. 

 
���. 5 – '���� ������ ����� ���� ������ �������. 

4� �� 
� ������� ���� 	�
��� ���-
�������� ��� ��!�� ���
�, �������� 
	������� ���������� ������ � �
������ 
������� ���� � �	��� �������� ���-
��, �� �!�� �� �������� ����������. 
$ ���������� � #����� (1) ��������-
�� ��������� �������� �"##������� 
�����
��� 

icalα  � �� ���
��� 	������� 

calα ∗  
�� �� 
� �������. /���� 
�� �� -


� ��������� ���� ��������� ������� 
�
���, � ��	������� �����	� ����� �-
��
����� �"##������� ��������� (5). 
%���  "��,  �����	��  	���������  (4),  

 

���� ���
��� ����������!�� 	������� 
�� �������� ������� ������ ����. &�5�
���� ��������� (3) � 
(2), ����� ��������� 	������� �������� �"##������� �����
��� � �� ���
��� 	������� 
�� �� 
� �	 
������� ���������. 

)���� ���	�, ������������ ���� ��������� ������ ��� �������� � �����-"�������� �
��� ��-
���� ������� 
�� ������� ����� 	�
��� �������
����. %��� ��������� ��	������� 
���� ������� � 
���� ����������, ��������� � ������� ��������������� �	�� �������, �������� ����������� ��-
������ ��������� ������. ��� "�� ���� �����	����� ����������� �������: 

3 ��������� ��	������� �
��������� � ��	��������� "�����������; 
3 �� �������� � ����� ���������� – �	������� �"##������� �����
���; 
3 ������� ����� 	�
��� �������
����; 
3 ������ ���������. 
%������� � ��	������� �����	����� ���������� �������� ������
������ ���������� � ������ ���-

���� (���. 6) � ���
��� ����
��� � ��	��������� "����������� � ����� �� ���� 1�, � ������������ ��	���� 
	������� ��������� �� ���� 5�. 

 

  

 
� � 

���. 6 – )����� ������� ������ �������: � – ��	������ ���������������; 
� – ��	������ �
����#������ ��������� ������. 

 
� �"$ . %��
� �� �
�
 � ���
������ ��������� ������ ���������� ��������� � �����	��-

���� "���������������� 
����� ��������������� ������ �������. 
������������ ���
 �	����� ������ ��
��
���� ������ �	
������� ��	�� ���� �� "������� 

���������� � ��������� ������ �����	����. 
% ��	�������� �����
����� ����
��� �
����#������ ��������� ������ ��������� 
�� ������ �������. 
 

�+&!"( �&'�*#'0* : 1. ��� ��	 !.�. &������� 	�
��� ���������. – ,.: ,�����������, 1988. – 280�. 2. "�������� #.$. &������� � 
����������� 	�
���. – 4��������: '��. ����. �	
-�, 2009 – 457�. 3. ������%& '.�. &������� 	�
��� �������
���� � 2-� ����. – 
����: 4���. 
����, �. 1. ,��
����, 2002. – 405�. 4. "()���	 *.�., + �,���� �.�. ��	������ ���
� ������� 	�
�� �������
����: ����. 
%����. – )���.: *	
-� )���. �������. ��-��, 2007. – 172�. 
 
Bibliography (transliterated): 1. Alifanov, O. M. Obratnye zadachi teploobmena. Moscow: Mashinostroenie, 1988. Print. 2. Kabanihin, S. I. Obrat-
nye i necorrectnye zadachi. Novosibirsk: Sib. nauch izd-vo, 2009. Print. 3. Macevityj, Y. M. Obratnye zadachi teploprovodnosti v 2-h tomah. Vol. 1. 
Metodologija. Kiev: Nauk. dumka, 2002. Print. 4. Kuznecov, G. V., and M. A. Sheremet. Raznostnye metody reshenija zadach teploprovodnosti. 
Tomsk: Izd-vo Tomsk. politehn. un-ta, 2007. Print. 
 

�	��(-��� (received) 28.09.2015 



   
����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� ISSN 2222-0631 (print) 

76 ������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 

 

�������� ����� ���� � �!" – ������� �����
��, 4��6������� ������6���� ��6�������� 6�. ,. 7. 8�-
������ «9���6������ ��6��6���� 6�������», �. 9���6�; ���.: (066) 272-12-44; e-mail: ev_martsen@mail.ru 

�������� �����!# �!�� � �!" – ������� ����
�������, 4���������� �"����������� ����������� 
��. 4. +. 8������ «9��������� ���������� ��������», �. 9�����; ���.: (066) 272-12-44; e-mail: 
ev_martsen@mail.ru 

Martsenyuk Evgen Victorovich – Associate Professor, National Aerospace University «Kharkiv Aviation Insti-
tute», Kharkov; tel.: (066) 272-12-44; e-mail: ev_martsen@mail.ru 


�$��!# ���# %$��&�# �!" – ���6
��� ��������� �6

6�� ����6� �% «:�����-%�����», �. /���6  �; 
���.: (0612) 65-62-95; e-mail: yura-green@mail.ru. 


�$��'# ��!# �$��&���!" – ��
�!�� ��������� �
��� ������ ;% «*�����-%������», �. /��� ��;  
���.: (0612) 65-62-95; e-mail: yura-green@mail.ru.  

Zelenyj Yuri Alekseevich– Leading Project Designer of Turbine Department,SE Ivchenko-Progress, Zaporizhia; 
tel.: (0612) 65-62-95; e-mail: yura-green@mail.ru. 

��(�!� �����# � �!& �!" – ��������� �����
�, 	�������� ���������� �6

6�� ����6� �% «:�����-
%�����», �. /���6  �; ���.: (0612) 65-62-95; e-mail: s.b.reznik@gmail.com. 

��(�!� �����# � �!& �!" – ��������� �����
�, 	���������� ���������� �
��� ������ ;% «*�����- 
%������», �. /��� ��; ���.: (0612) 65-62-95; e-mail: s.b.reznik@gmail.com. 

Reznik Sergey Borisovich – Group Manager, Deputy Head of Turbine Department, SE Ivchenko-Progress,  
Zaporizhia; tel.: (0612) 65-62-95; e-mail: s.b.reznik@gmail.com. 

	$!)!� � &�!&$�� � &�!&$�� �!" – 6� ����-��������� 1-< ������6< �6

6�� ����6� �% «:�����-
%�����», �. /���6  �; ���.: (0612) 656295; e-mail: 03504@ivchenko-progress.com. 

	$!)!� � &�!&$�� � &�!&$�� �!"– �� ����-��������� 1-� �������� �
��� ������ ;% «*�����- 
%������», �. /��� ��; ���.: (0612) 656295; e-mail: 03504@ivchenko-progress.com. 

Klimik Rostislav Rostislavovich – Senior Design Engineer of Turbine Department, SE Ivchenko-Progress,  
Zaporizhia; tel.: (0612) 656295; e-mail: 03504@ivchenko-progress.com. 

	*$!� ��)��� ��&!$���� – ������� ������� ��6���6����, 
����, %4�= 
6�������� ��6��6���� 
����-
�6� 4��6������ ������6��� ��6��������� 6�. ,. 7. 8������� «9���6������ ��6��6���� 6�������», 
�. 9���6�; ���.: 057) 788-45-25; e-mail: aedlab@gmail.com. 

	*$!� ��)��� ��&!$+���� – ������� ������� ����
���, %4*= 
��������� ���������� 
��������� 
4��������� �"���������� ������������ ��. 4. +. 8������ «9��������� ���������� ��������», 
�. 9�����; ���.: (057) 788-45-25; e-mail: aedlab@gmail.com. 

Kulik Tamara Vasilevna – Senior Researcher at the Laboratory of Aircraft Engines Diagnostics, National Aero-
space University «Kharkiv Aviation Institute», Kharkov; tel.: (057) 788-45-25; e-mail: aedlab@gmail.com. 

 

 
 
��� 519.64:004.032.24 

�. %. ��, ��	%, �. �. -��%.	�� 

��������	�
 � ��������	�
 �����3 ������� ������������
 
������	������ ���	����� �������� ���������� ������������ 

%�� ���������� �����
����� ������, ������������ � 
����� �
���� �������� ��!������� ��������� � �������� ��������� 
�-
#������ "�������������� ��� �� ������������� "������ 
�� ����� �������� #��� � ������ �����. $���� ���������� �
���-
������ �������. %������������� � ���� �������� ��������� �������������� ���
� 
��������� ���������, � ��������, ���
 

��������� ��� (,�)). $ ������ ��	������ ���
 �����	���� ���������� �
��������� � ,�) � ���	������ ��������� ��-
��������� ����������� ��������� � 
��� ��	������� ������� "##��������� "�� ���
�. 

������ � !�"�#: "�������������� ����, 
�#������, ����� ����, �������������� �
���, ,�&, ����������� ���������, ���-
����, �������� ��������, OpenMP, ������ ����������. 

���$�%&�. %�� ������������� � �����
����� ������, ������������ � �����
�!�� ������ ��!���-
���� ��������� � �������� ��������� 
�#������ "�������������� ��� �� ������������� "������ 
�� ��-
��� �������� #��� � 	������� ����� �����. ��� ������� ����
���� ����� ����0�� � �������� �5-
0�� � ����
��� ������� �� ������ ���	������ �������� ������ ���������� ��0��. $ 
���� ���-
��� ���
��������� �����	����� �������������� ���	
	 
���,���%� 	�	����	���& (,�&), ����� ��-
����� � ������� "##�������� ���
�� �������� ������� ��������� ������������ ��������� 	�
�� ������-
������� #�	���, � �� ����� 
�#��������� [1] (����0� �����	����� ��������� � ����(��,�%�� �
,��� ��� 

����� ���	��� � ��� � �������� -��
	
�  �,������.�%� (,������). %�� "�� ����
���� ����0�� 
�� 
���������� ������ ���  �)�,	���%� ������%� ,�/��	� (>.�) � ��������� ������ 	� ��0� �
����� 
�����  
���������  ���������  ������������ � �������  	��������  �������  ����������  ��  ����������  

© $. &. ,�!���, 1. $. %������, 2015
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��������	� (
�) ���, ���� ���	� 2D �������� ���. ����� ������ � ����	���� ���� ������� � ���, ��� 
�	��	���� 	���� �� ��	�!� ���������� ���������������� ���	��� ��������� 	���� ��� �	�����-
��� ��	��� ����"� �	������� ��� #���  ��� ���	��� � �	����������� ����������� "�������� �	�����-
��� ����������. $��� ������ ������� � �	�����	���� � ����� ��	�������� ������ �	� ����	��� ���	 
�. 

����� ��� ���������� �����  ��� � 
� ������� 	���	��, �������� � ������������� �� 	�������	�, 
����	�� �� ������ ����������� ��� ����	���� ���������� %&�. '	��� � �	�� ������ 	��	������-
���� ���������� [2, 3], ����	�� ���������� ������ ���������� �	������� 	������� �	� ����	��, ������ 
����������� ����	����� ����� ����� 	�����	�� � �#!�� ����� [4 – 6],  ���� ��� ������ 	�����	� �	�-
 ����	, ���������� �	�������� ���������� ���	 �� �� �������� ���	�� � ��	����	�	 [7]. 

(������ 	���	�� ����������� ����� ������� ��������������� ����"�� �� ��������������� ���	-

� 
������� � �	�	 (%&) �� �������� %&�) � 	�	����� �	��	����� ������� � ����� �	��	���	��-
��� *� [4, 5] � +++ [6]. , ����� *� ��� �	���� �� �	�������� ���������� ������� ������� �	����� 
�������� �	���� (����������, ��#���� �� ��� �����������), �� #""���� ����	���� ��������� �������� �	� 
��� 	���� �� � ��� Run Time System. -��� +/+++ ��������� ������� ����� �������������� �����������-
�� ���������� �	��	���	�����. , #��� �����, �����, �	������� �������� � ����� �� ���� +++, �� � 
��������� ������ 	���� � ������ � �	� ����	��, ��� ��!�� ������������ ���������� ������� ����	�-
��� %&) ��� ������� �� ������	�����, ����	�� �� �������� �����	������ � ��� ������� �� �	��	�-
��	�����. 

.���� ����� 	���� �������� ����	����� ��� ���� ������������� ��"	� ������ �	� ����� � �������-
���� ������� �	������� ��"�	� ������ ���������� ��������	���� ������	����� %&), ����	� ���	��� 
� ������������ ����������� ���	���� ����������. 

 
���������� 	�
���. &�� ���������� �����������  ��� 	�!���� ��� ����. 

�	�� – 	�	���� �	���� ���������� ��������	���� ������	����� ��"	� �� #����	��������� 

���� � ������� �	�������� #�	�� (� 2D ��������� ���), ����	� ��������� ��� ��� ������ ����� ��� 
������� ������ �������� �	���������� � �	������� ����������, ����������� ����	����� � ���� �������-
�������� �	� ���, ���������	����� �	� ����	, ������� �� 	���� � �#!�� ����� � �����	��� 	�����	�� 
�	� ����	. 

,��	� – ��	�"�� �� � � ��� ������� #""���������� ��� �	�������� ��� �������������� #����	����-
��� �� ������	����� ��"	� ������ �	� �����, ����	�� ����� ���	�� �� ������� ����� ����������. 

,����!�� ������ #��� ����������, ����	�� �� ������ SDCM (Speed Discrete Currents Modeling), ���� 
"�������� ��� 	�	����� � ����� �	��	���	����� +++ � �	� ���� 	�	����� ����"�� �� %&) ��� 
������������ #""����� ��!����� � �	�������� ���������� [7]. ����� ��� ��� ������ �������� � ������-
������ � ������� ��������� �	����� �� �����������, ����	�� �	������� ����������, ���������� ������� 
������	�������� �	������� ��	������ �	��������� �	� �����. )��� ����"�� �� � ��� ������� �� 
������	����� ��"	� �� ������ ������. 


�#���� � ����� 	���� 	�������	 � �������� ��������� 	�!���� 	�	����� � ��� ���	����� 
����	� ��� 	��	��������� �	��	�� OpenMP. ,���	 �� � #�� �������	������� �	������ 	��	���-
������ ������, ��� �	� ��� ������������ �� ���������� ������������ ���, � �� ��	�!� �	���������� ���� 
� �	��������� ����������� ����� � �	������� ������������ �	� ���������	�������� #""���������� [8]. 

,�	�"�� �� ������� ���������� SDCM ������ � �	������ ��������� 	��������� ������	����� � 
	��������� 	���� �	�� ������ 	���� �� %&). 

� ��� #""���������� �� ���	���� 	���� �	�������� � ������ ��	�� �������������� #����	������� � 
	����� 	���� ���� � 	���� 	�����. 
	� #��� � ������� �	��������� ����	� #""���������� �� 
��� � �������� ���	���� ������� ��������� �	� ������� �	�������� ��������	���� ������	�����. 

 
�����	����� �������������� ��
��� 
������������ ���������. 
���� � ������� ���� ��"	� �� 

#����	��������� ���� � ������� �	�������� �����	� ���������� �� �	����� ������ ���������� i te ω . 
*�������� ���������� ������� ���� 

0 0,tot totE E E H H H= + = +
� � � � � �

,                                                                    (1) 

��� 0 0,E H
� �

 – ������ ����; E , H  – 	�������� ����, �	����, �� ��������, ��������� 	�����	��� ������-
��� �� �����. 

+���� E  ����	�� ��: 

( )0 00, 0,E U= , 0 0
0

1 1
, , 0

U U
H

i y i xωµ ωµ
∂ ∂� �

= � �∂ ∂� �
                                                    (2) 

(� ���� ��������� ��	����	� ����� �����	� ����� totE
�

, totH
�

 � E , H ). 
+���� H  ����	�� ��: 

( )0 00, 0,H U= , 0 0
0

1 1
, , 0

U U
E

i y i xωε ωε
∂ ∂� �

= −� �∂ ∂� �
,                                                  (3) 
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�	���� ��������� ��	����	� ����� �����	� ����� totE
�

, totH
�

 � E , H  ��	���	, 

( )0, 0,H U= , 
1 1

, , 0
U U

E
i y i xωε ωε

� �∂ ∂= −� �∂ ∂� �
.                                                       (3) 

*���	���� ���������� 	�!���� ���� ���, ��������� � %&) [1], ������ �� ��� ����	�� �� ���-
���� ���� (#����	������ ��� �������) � ��� �����	��, �	����������� ������� #�	��� (�������� ��� 
	���������). (������, ��� 	��� ���� � �	�������� ���������� �����, ��	������� ����� ��� �	���	 "�	-
�����, ����	�� �������� ������ �������� � ����	����� (��	������	����� �	������ �����	����� 
�	������) ������ ��"	� ������� �	� ���, � ����� H  ����	�� �� ��� �������� �����	��. 

/���������� �������� ��������� �������� ����������� 	��������� ���� U  ���������	��� �����-

��� "��#��	�#�� ��� �������� 
1

0

N

n
n

C C
−

=
= � , ��� nC  – n − �����	,  N  – ���������� �����	��: 

( ) ( ) ( )2 20, , , .U X k U X x R C X x y∆ + = ∈ =                                                   (5) 

' �����	� C  ����������� ���	�� ��!���� 

( ) ( )0

c c

U X U X

n n

∂ ∂
= −

∂ ∂
                                                                          (6) 

� ������������� – ���	�� �$������� %	����&��#
� 

( ) 1
,

X
U X O r X

r→∞

� �= =� �
� �

,                                                                       (7) 

( ) ( ) 3 2

1
x

U X
ikU X O

r r→∞

∂ � �− = � �∂ � �
.                                                                    (8)  

+������ %&) #�� ������, ������� ��""�	�� ������ "�	��, �	���	������ � "�	�� � �	������� 
��������""�	�� ������� ���	��	��. ,������������� �����, ��������� ����	����, �	�������� �	�-
������� ������ �� ���� �	������ � ������������ ����: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0

20 0 0

ln sin , 4
2 2sin

2

j ti t
dt b j t dt K t j t dt h E

t

π π π

τ τ
ττ τ τ τ

τπ
� − �� �⋅ + ⋅ + =� �	 
−� � � �� �

� �
� �

   ;                 (9) 

(� ����� ��������� �����	), ���, 

( ) ( ) ( )( )2 22 i
b k x yτ

π
′ ′= − + ⋅ ;                                                                    (10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
00 0 2

1
, , ln sin

2
sin

2

t
K t H L k h t H L u t a b

t t

ττ κ τ κ τ τ
τ τ
∂ ∂ � − �� �= − − + � �	 
∂ ∂ � �� �� − �� �

� �	 

� �� �

,           (11) 

��� ( )j t  – ������ ���	�	���� "��� �� � �����	� (��	�������� ��������� «����������» ��� � ������ 
#�	�). 

%&) ��������� ������ � ������������ ���� ������� ����	����� ������, ������������� �	�������-
��� ��������� ���������� ����� � #�	�� (�.�. 
������� � �	��) �� ����� ������ ������� ��������� � 
���� ����	 ��������� ����!��� ���� ����� ����	���� �� (�	���	 N ). ,���	�������� �������� "�	��-
��: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

0
0 0 0

0 0 0

2 2
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) 4

2 1 2 1

n n n
n n n n n

n k k n k k k
k k k

i
j A b j B K h E

n n τ τ
πϕ ϕ ϕ φ φ ϕ ϕ τ φ τ τ

= = =
− + =

+ +� � � ,                (12) 

��� 2 1N n= + , ������� �����	 �������� ����	����� �	���������� � ������� "��� �� �  

( )
( )

( )
( )

2
00

0
2

0 0

1
sinsin 22( , ) , ( 1) / 2, 0...

1 1
sin sin

2 2

nn
kk

n
k

n n
k k

n n n
A n N k N

ϕ ϕϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

� �� �+ −− � �	 

� �	 
= − = − =

	 
− −
	 
� �

;                    (13) 

( )0
0

1

cos2
( , ) ln 2

2 1

nn kn
k

p

p
B

n p

φ φ
ϕ ϕ

=

� �−
	 
= +
	 
+
� �

� .                                                   (14) 

��������, ��� (12) – #�� "�	����� ��������� ������ �������� ����	������� �	������. &�������-
���� ����	���������� ���� ������ � ���������� �� 	�!���� � ������� 	�!���� � ��	��������� �	���	���-
�� ��. � [1]. 
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�����	���� �������� �������� ��� � ������� ������������� ���������������� OpenMP. )������ 
	��	��������� � ������� OpenMP, ����	�� �� �	�������, ���!� �������� � �	������� ��	������� 
�	���	�. 
���� #�� ����� ��������� ��	� . 


	� �	���� �� ����� � �	��	��� ������������ �����	��� ����������� ������: 
 

    double** A; 
    double** B; 
    double** C; 
 

0������� ���	���, �	����������� � ����� �	��	���	����� +/+++ ����� ���: 
 

    for (int i = 0; i < size; i++) { 
       for (int j = 0; j < size; j++) { 
          for (int k = 0; k < size; k++) { 
             C[i][j] += A[i][k] * B[k][j]; 
          } 
       } 
    }                                                                                                                                                                                     (15) 
 

, ���� ��� �	������ ��������� ������� ���� ��	���: 
 

#pragma omp parallel for shared(A, B, C) 
 

$� ��	�� ������� ���������	�, ��� ��������� ����  ��� ����� 	��	�������, ����� ������ � 
����� A, B � C 	'(��� ���������. 
�� ����� 	���	��� ����� ���	���������, ��� ���� ���	 �� ����	� 
 ���, ������� � #���� ������� ��	�������, ����� ����������� �� ����,  �� �� �� ��������� ��-
����� � �	� ����. 
	� ���������� ����	 �� shared(A, B, C) � ����� ������ ������� �� ����� #��� ��	�-
������. 1��� #�� � �� �	������ � ����� �	���	�, �� � �	�������� %&) �	� ������������ ����� �� ���� 
�	����� �� � ��������� ���	������� 	���������. , ����� 	���� �� ��	������ ��������� � �	�������� 
��	������ ������� ���: 
 

    #pragma omp parallel for shared(A, B, C) 
    for (int i = 0; i < size; i++) { 
       for (int j = 0; j < size; j++) { 
          for (int k = 0; k < size; k++) { 
             C[i][j] += A[i][k] * B[k][j]; 
          } 
       } 
    }                                                                                                                                                                                     (16) 


�����	��, ���� ��	��� #�� ��������� � ����	���� ���������� (���. 1). 
 
)���  1 – 2�������� �����	����� �	�������� � ��� OpenMP (15) � �������� (14) 	���� �� ���� �	���	 

 

2���	����� ��	�  1000 2000 4000 10000 
,	��� ���������� "	����� (15), � 2,3 21,46 274 6947 
,	��� ���������� "	����� (16), � 8,1 84 1091 1744 
��#""� ���� ����	���� �	� 4-� ��	� 3,52 3,91 3,98 3.98 

 
)��� ��	���, ����	���� ���������� ���	�����, � ����	�� ����� �������� 4 ���� �������������-

��� �	� ���, ���	�������� ����� � 4-���	��� �	� ����	� �	�������� �������� ������� 4. 0����������� 
OpenMP ��������� � 	����� 	���	������ ��	��������� ��	�  �������� ����������� ���	���������� ��-
��	���� � ������������� ������	�� (0.5%). ����� �� �����, ��� �	� �	����� (� ����� �	���� ���	������� 
��������	��� ����������) 	���	������ ��	�  «������� 	�����» �� �	����� ����� �������� ����� 
14%, ��� �������� ������ ���� �� ����������� ����������� #���� ���	�� ��� �	�������� 	���� �� 
����� ������� ���	�����, ���� ������������� �	� ����� ����� �������������� �	���	. 

 
 ���������� � ����� ����������������� ���������! ���������� SDCM. ' ���	��� ����������� 

	��. 1 ����� �	�� �� ������� ���������� SDCM. , ����� ����������� ��3�� 	�������, ����	�� ��-
��� �������� �	������	� ��������������� #����	����� %&), ����	������� ������ ���	���� ��	����-
����� � "��� ��� ��������� ���, ����	�� ������������� 	��������� ���� (���� � �	���	������� ��� 
������� ����). $� "��� �� ��������� �	�� ��� � ������!�� ��	���� �	���� 	��������� ��� ������� ����. 

	� ���������� ��	!������ 	��������,  ���� �	� ������������� ���������� ����	����� ���� � ���-
��� ����� ���!��� ������ ����������� ���� SDCM ��������� ������ ���� ������ �	��	���, ����-
	� �������	��� ����������, �������� � 	��. 1. 
	� �	���� ��������� ��� (��	���	, �����	�����) 
�	������ ��������� ���	���� ���������. )	����� ����� #�� ������ ��� Synchronization. $� �	������� ���-
��� ��� ��	��� ����������, ��������� � OpenMP. 
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2��. 1 – %������� 	�������	 ���������� SDCM. 

 
+������� � �������� � 	���	� ������� ���	�� � ���. 2. 
 

)���  2 – ����� �������� � 	���� �� ����������� � ���������� SDCM 
 

%�����  : �	���� �������  : LOC  : 
SLAE Solver : 	�!���� +4*( �������������� ������� ��������� ����� 5��� � �	����: 

6 ����	����, 
6 ����"� �	������ ��� ������� �� 	���� � �#! ������, 
6 �	������� ����"�� �� ������� �� 	���� � �#! ������, 
6 �	������� ����"�� �� � ������������� �����	��� 	�����	�� �	� ������-
� �� 	���� � �#! ������ 

155 

Curves 
Discretization : 

���	����� ��"�	� �� � �����	� � ���� ������� ����� ��������������� ����� 
(%&)) 

140 

Fields 
Discretization : 

���������� �	��� ����� +4*( 70 

Matrix 
Discretization : 

"�	��	����� ��	� � %&):  
6 ������������ ���	���, 
6 ����"� �	������ ��� ������� �� 	���� � �#! ������, 
6 �	������� ����"�� �� ������� �� 	���� � �#! ������, 
6 �	������� ����"�� �� � ������������� �����	��� 	�����	�� �	� ������-
� �� 	���� � �#! ������ 

120 

Field Solver : ���������� ���	��� ��	��������� � 	��������� ���� � ������ ����� 50 
Synchronization : �	� ������������ OpenMP �� ������������ 103 
Equation Parser : ����������� ����� �����	�� 260 
Serialization : ����-����� �� "�	��� JSON 350 

 
2��	��������� ��������� ��	� � � ���������� ���	��� ��	��������� 	��������� ���� 

����������������� �	� �����, � ������������� ������� ���������	� �� ����������� ��!� �����: 
 
#pragma omp parallel for shared(matrix) 
for(int i = 0; i < matrix_size; i++) 
{ 

for(int j = 0; j < matrix_size; j++) 
{ 
    matrix[i][j] = calculate_element(…); 
} 

 
} 
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2��	��������� �������� �	��� �	������	! ����  ���	
� "�����, ����	� ������������ ��� 	�!�-
��� ������� �������� �	������ %&) �� 	� �  ���� ���������� �	�������� ����"�� �� [4], ���������-
�� �������������� � ���	�������� �������������� �������������� �������. ����� ��� ����� ������-
��� ���: 

 

  for (int i = 0; i < block_number; i++) { 
    // middle blocks 
    //  full U and L part 
    for (int k = 0; k < i; k++) 
      for (int ii = lBorder(i), rbi = rBorder(i); ii < rbi; ii++) 
        for (int ik = lBorder(k), rbk = rBorder(k); ik < rbk; ik++) 
          for (int ij = lBorder(i); ij < rbi; ij++) 
            luMatrix[ii][ij] -= luMatrix[ii][ik] * luMatrix[ik][ij]; 
    // U and L part last block 
    for (int ii = lBorder(i), rbi = rBorder(i); ii < rbi; ii++) { 
      for (int ik = lBorder(i); ik < ii; ik++) { 
        for (int ij = ii; ij < rbi; ij++) 
          luMatrix[ii][ij] -= luMatrix[ii][ik] * luMatrix[ik][ij]; 
        for (int ij = ii + 1; ij < rbi; ij++) 
          luMatrix[ij][ii] -= luMatrix[ij][ik] * luMatrix[ik][ii]; 
      } 
      //  end of L part 
      for (int ij = ii + 1, rbi = rBorder(i); ij < rbi; ij++) 
        luMatrix[ij][ii] /= luMatrix[ii][ii]; 
    } 
 

    //U blocks 
   #pragma omp parallel for shared(luMatrix, i) 
    for (int j = i + 1; j < bn; j++) { 
      for (int k = 0; k < i; k++) 
      { 
        for (int ii = lBorder(i), rbi = rBorder(i); ii < rbi; ii++) 
          for (int ik = lBorder(k), rbk = rBorder(k); ik < rbk; ik++) 
            for (int ij = lBorder(j), rbj = rBorder(j); ij < rbj; ij++) 
              luMatrix[ii][ij] -= luMatrix[ii][ik] * luMatrix[ik][ij]; 
      } 
      // U part last block 
      for (int ii = lBorder(i), rbi = rBorder(i); ii < rbi; ii++) 
        for (int ik = lBorder(i); ik < ii; ik++) 
          for (int ij = lBorder(j), rbj = rBorder(j); ij < rbj; ij++) 
            luMatrix[ii][ij] -= luMatrix[ii][ik] * luMatrix[ik][ij]; 
    } 
 

    //L blocks 
   #pragma omp parallel for shared(luMatrix, i) 
    for (int j = i + 1; j < bn; j++) { 
      for (int k = 0; k < i; k++) 
        for (int ij = lBorder(j), rbj = rBorder(j); ij < rbj; ij++) 
          for (int ik = lBorder(k), rbk = rBorder(k); ik < rbk; ik++) 
            for (int ii = lBorder(i), rbi = rBorder(i); ii < rbi; ii++) 
              luMatrix[ij][ii] -= luMatrix[ij][ik] * luMatrix[ik][ii]; 
      // L part last block 
      for (int ii = lBorder(i), rbi = rBorder(i); ii < rbi; ii++) { 
        for (int ik = lBorder(i); ik < ii; ik++) 
          for (int ij = lBorder(j), rbj = rBorder(j); ij < rbj; ij++) 
            luMatrix[ij][ii] -= luMatrix[ij][ik] * luMatrix[ik][ii]; 
        for (int ij = lBorder(j), rbj = rBorder(j); ij < rbj; ij++) 
          luMatrix[ij][ii] /= luMatrix[ii][ii]; 
      } 
    } 
 

  } 
. 
�������, ��� ��3�� ����������� ����� ������� OpenMP ���� �������,  ���� �� ����	���� � ��� ������: 
 

for (int block = 0; block < block_number; i++)  
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{ 
    // middle block calculation 
     

    //U blocks 
   #pragma omp parallel for shared(matrix, i) 
    //top blocks calculation 
 

    //L blocks 
   #pragma omp parallel for shared(matrix, i) 
    //left blocks calculation 
} 
 

� ��������, �	� #��� �� ������ ��������� ���� ��������, ��� ������� ������� �	������ � �����-
��� ���������� ������ �� ���������� ������ ��	� � ������� �������� �	������. $�� ������ �������-
������� ������� 	����� � �����	��� �	�������� �	� ����� (� �	������ � ������ ������ ���� 
���������������� �	� �����). 

"��	��$� 1. 
	� 	�!���� #��� ������� ������������� ���� � ����� �	��������������� �� 	�!���� �-
������ �������������� 	������ � 	��	��������� �� ������� ����� � 	����� ���� ������ ( 2M ) 
�����!����. 

&������������, #� ���� �	��������������� ����� ��� �� ���� �	���	�� �	���	 �������� 2M , ��-
�� �� �	��������������� ������� 	������, �������� � �������� �������, �	�������������� �	���	-
 �������� M . 

 

  
� ' 

 

2��. 2 – 
	���	, �������� � ������	������ ��"	� �� ������� ����� �  #������� 7*2 [9]: 
� – �����	, ������	����� ����	����� �������; ' – �	���	 ���	��� ��	��������� ( , / 4k π α π= = ). 

 
"������������� #�����������, ���$��� �������, �����������$%�� �������� ��������. 8�����-

��� #����	������ �� �	��������������� ��������	���� ������	����� � ������������� 	���� ����"��-
 �� %&) �	��������� � ��������� ���"�	��: 

• �	� ����	: Intel core i5-4430, 
• �9(: 8GB, 
• �+: Windows 10, 
• ���������	: Mingw 4.9.4 . 

2�������� ������� ��� ��������������� � ����	����� "�	�� �����	��, �	��������!�� ����	����� 
�������  �����	������� ������� �	�������� #�	���,  ���� � �� �������� 	���������� (�� ���������� 
�� �����, ��� � ����� �����). 
	� ���������� #�	�� ��� ��� � ����������� ����	���� ����������. , �-
������� ������������� �����	�, ��������������� "�	�� 	������ �����, ������������ �����	�� �� ��� 
������� 	������	��. 
	���	 �	�������� � 	��. 1, 2.,  	�������� – � 	��. 3, 4. 

 
"���
� �� ��	�������� ������������. , ���. 3 �	�������� ������� ��	�� #����	������� �� �����-

����� ���������� ����� � ���	�� ��	��������� ��� ���������� �����	�� (�	�������� #�	���), ������� 
��������� ���� k π=  (�� ���� 	�������� ���	�� �	��������������� ���������� ������� �	���	�� �����-
�� �	� �� ����� ��� 4-�	���� ����������, ���� �� �� ��� ������ �� ������� �����). ,����, ��� � �������-
���� ���"���	 �� ��"	��	����� ������� (���������� ���� �����	��) � �����!����� ����� ����� (��� 
�	������ �	���	 ��������� ���������� ���� ����� ����	���� �� � ����� �����	�) ������!�� ����-
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��� 	�����, �������� � ������������� OpenMP, ��	���� � 3 	�, ��������� ����� 6%, �� �	� #��� ����-
���� #""���������� – ��#""� ���� ����	���� ���� ��	�� � 7,7 	�. )��� �������� �� �	����������� � 
����� �	���� �����������-�	������� ������ �	���������. 

 

 
2��. 3 – ,���������� ���������� ��������� ���, ��	�������� 	�������� ���� 

(����� ��!�� ��������, , / 4k π α π= = ). 
 

    
 

2��. 4 – &��	��� ��	��������� � ����� �	���� ����� ������ ( / 2, 0α π α= = ). 
 

)���  3 – ,	��� ���������� 3-� 	���� �� %&) ��� 2, 5 � 10 �����	�� � 	���� ������ ����� ����	���� �� � ��� 
2���	����� 
+4*( 

,	��� �	� �����-
��� 	���� �� 

,	���, ���� ����-
��, ������, ���-
��	��� 	�����	� 

,	���: + OpenMP ����� ����	���� 
���	� � ���	���� 
� ���� OpenMP 

2�100 0.095 0.022 0.022 4.3 2.1% 
2�200 0.735 0.156 0.160 4.6 2.5% 
5�100 0.647 0.108 0.114 5.7 4.9% 
2�500 11.958 1.892 1.667 6.2 2.3% 
5�200 6.888 0.625 0.652 10.6 4.4% 

10�100 6.008 0.405 0.429 14.0 6.1% 
2�1000 96.218 13.470 12.189 7.0 2.1% 
10�200 51.898 2.390 0.968 20.506 5.9% 
5�500 117.968 7.150 7.441 15.9 4.1% 

5�1000 1091.550  53.313 55.494 19.7 4.1% 
10�500 1006.100 31.950 33.861 29.7 6.0% 

10�1000 8688.100 246.805 261.723 33.2 6.0% 
 

0����������� OpenMP ������ ���������	��� ������������ �	������� ������� �����������, �-
��	������� �	��	����� ���������� ���������� �	� �� ������������ ��� ��������	���� ������	����� 
��"	� ������ �	� �����. 
���	� � #""���������� (����	� ��������� ��#""� ������ ����	����) � �	��-
��� ����� 5% � �	��������� #����	������ ��3�������� ���������� ��	��������� ������� �	� 	�!���� 
������� �������� �	������, ���� �� ���� �	� 	���� ��, ����������!�� �����	���������� ������� ���-
�	�����	������ ��� �	��	�������. 
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&���$�����. 
	�� �������� 	��������� �	���������� ����������� �������� ����������� ���	���� 
#""���������� ��������	���� ������	����� %&�, ����	�� ����������� ������ � �����	��� 	�����	� 
�	� ����	, ��������� �� �������� (� ��� ���������� �	� ���������� � ������������ ��� ������ ����-
"�� ��) ������ ����	���� �� � ���� �	�������� �������	������� �	����� OpenMP. * ������, � �	������-
��� ��������� #����	������ � ������� ��	��� ���������� 	���� �� %&) �� �������� ����	� �	�����-
����������� ����� ��� � 6% � �	������ �� ��������, ����	�� �	������	��� 	����� ������� ���� ���-
�	���� �� �	�������� �	� ����� [6,7]. 
	� #��� ������� 1 ������	������ � ��� ������, ��� � ���������� 
���� ������ +4*( �������� ���������� ���������� ���� ������������ ����	����� ����� �	� ���	����� 
���� ������ � �	����� �����	��. %���� ���� �������� � �	��� �������. 

"��	��$� 2. 
	� �	���� 	���� �������� ������� 	����� � ������������ OpenMP (�� �	����� ��-
��������) ����!� �	� ������ ����!��� ���� �����	�� (�. �. ������������ #�	���). 

)��� ����� 	����� ���	!���� ��������� � ����� 	��������� ��������� #����	������� �������� 
#""���������� �	�������� 	���� �� %&) � 
�, ��������� ��� #���  ���� ����������� 	�������� ��-
������ ���� 	���� �� ������� [7] ��� ����� � ����	�� �� � �����, ����	�� ������������� 	������ 
������� ���	������ �� ������� ������	���. 2��� �������� #����	������ ���� �	������� � �������� ��� 
����� E ����	�� �� ��� ������ 	��������� � �������� �����	�� [6]. , #��� ����� � %&) ������������ 
�	������ �����	����� �	������ � ��	�� ����!�� �������	�����, ��� �	� � ����	�� ��. ��#""� ���� 
����	���� ������� 40. &���� ��	��� ����� #����	������� ��������	���� ������	����� ������	������, 
�� �� ������, ����������, �� �	����, �� 10 �� 30 �	����� ����	���� ���� � 4 ���	��� �	� ����	� �	� 
������������ �� ����� 1000 ����� ����	���� ��. 
�������� �	���������� ������ ���� � 2D ��������� 
����� �	�������� ����	���� ��� ����� � �������� ����	�� ���� � 	�������� ���� ����� ����	���� ��� 
	�!���� ��� #��� ����	�� ��, �� � � #��� ����� ����� ����	���� ������	���� (�� 30 	�) ����	���� ��-
�������� ��� ������� ��"	��	����� ������, ����	�� �	��������� �	��������� ����	�� � ����� �	���� 
��������	���� ������	����� ��"	� ������ �	� �����. 


	������� 	��������� �������� ����	����� ������ ��	��� �	��	����� ���������� ��������	���� 
������	����� SDCM, ����	�, � ������� �� ������� �� �������� ���������� $&/% [10], ����� �	�����-
��� %&) � ��2 ��������� �� � ���� #�	����������� ��	������ ������� ��� ��"	� ��,  � ���� "�	��-
	����� ����	����� 	���	��� �������������� �������� ���	������� 
�. 
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�. �. ������ 

'()�*(& +, -*./0 (1 �"2) '",& ((3) �. '�( 0/�4/�  ' (/.(/1(3�  
"(2��/((�   4� (5(3�  �/��6�*" (/� . 5 '�7 2 

2����	������ ������ :�	��	 ���������� �������� ���� ��������� ��	��� �������� ������ � ������� ���������� � ������� 
��������� �	�� ��. 
	����������, ��� ���������� ������ ������ ���� ��������� �� ����	����� ���� ������ � � ��������� ���� 
�� �	�� . 0����� ���������� ��	����	� ���������� ��	���	 ������� �� �	���	 γ , �	���	 ��������� ������������� �����-
�������� ������. , #��� ���� 	���� ����� ��	����	 ��	����� �	���� ��	���	 �	� γ → ∞ . (���������, ��� �� ������� � ���-

������� ( )diag ×� �� �  – �������� �	����� �	���������� ���� #�������	�� ��	���	 �������, ���������� �������� ����� �������. 
)��� �	� �������������� �������� � "��� �� ����"�	����� ������, ��� � �� ��	���	 ������� ���� �������� ������ ������� 
� ���������� ( )diag ×� �� �  ��� ��������� ����!�� ������� �	���	 γ . 

-�$����� �����: ������ :�	��	, ��	��� �������� �������, ������������� ����	���� ��, ��������� ������ ��, �������� 
�	�� . 

*�	�� ��	�������� ����� 1. -������ ����	���� �� 	������� �������� �����������, ����������, 
�������������, �� ������ ������ ������� ����!�� ����	�� � ����	��	� (����	��� [1 – 13]). 

, ����� ��	�� 	��� �������� ����	���� �� ����������� �������, ��������� �� ���� ��	��� �����-
��� ������ � ������� ���������� � ������� ��������� �	�� �� � ����������� ������ ������� ���-
��, ������������ �� �� ����	����� ����� ������, �� � � ��������� ������ �� �	�� . +�����������-
�� ����������� ������, �������� � ����	��	� �� �	
��# -������ ���������� �������� ������� [14], 
����� ��������� ���: 

2��. 1 – +����� �������� ������: 
( , ), ( , )u x t v x t  – ��	�������� ���������� 
������ ������������ ��������� �����. 

2( , ), ( , ), , 0;u u x t v v x t x t= = ∈ Ω ⊂ ≥�

( )

( )

22

22

( ) ,

, 0;

( ) ,

tt t

tt t

u B u u Q u d u u v p

x t

v B v v Q v d v v u p

β γ

β γ

Ω

Ω

� � �
+ + ∆ + − ∇ Ω ∆ + − =� � �

� ��� � � ∈ Ω >�
� ��

+ + ∆ + − ∇ Ω ∆ + − =� �� � �
� � ��





  (1) 

0 0 1 1
0 0 0 0, , , ;t tt t t tu u v v u u v v= = = == = = =   (2) 

00, ;u u v v xν ν= ∂ = = ∂ = ∈ Γ  (3) 

( ) ( )1 1 11 0, 1 0, ;u u v v xµ µ∆ + − Σ = ∆ + − Σ = ∈ Γ   (4) 

( )

( )

2
2

1
2

2

1 ( ) ( ) ,

;

1 ( ) ( ) ,

n t n

n t n

u u d x g u u Q u d u

x

v v d x g v v Q v d v

µ σ β

µ σ β

Ω

Ω

� �
∂ ∆ + − Σ = + − − ∇ Ω ∂� �

� �
� � ∈ Γ
� �

∂ ∆ + − Σ = + − − ∇ Ω ∂� �
� �
� �





  (5) 

��� Ω  – ������ ������, ������� �������� � ��������� �����; �	��  ������ 0 1∂Ω = Γ Γ� ; 

0 1Γ Γ = ∅� ,  0Γ   – ��������� ���� �	�� �,  1Γ   – �� �������� ����;  "��� ��  ( , ), ( , )u x t v x t  �������� 

© /. А. '���, 2015

( ), lim
x

u x t
→∞

( ),v x t
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��������	
�� �����
�
� ������
� ��
������	
� �����
� ����; ��������� ( ) ( ) ( )B z d x b z= �  � ( ) ( )d x g z  ��-
������ �� ����
��� ���������� �� �
����

�� ����� ������
� � 
� �� ���
���; ��
��� 2( ) ( )p p x L= ∈ Ω  ���-
������ �������
�� 
�������, �������

�� � ������
�; ��������� ( )u vγ −  ��������� ���	 ������
 �������, 
������ ���������
� 0γ ≥  ���������
���
 �
��
���
���� ����; ���
��
�� ��������� iΣ  ��������
� ����
-
������: 

1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1
2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 1 2 1 22 , (( ) ( )),x x x x x x x x x x x xz n n z n z n z z n n z n n z zτΣ = − − Σ = ∂ − + −  

��� 1 2( , )n n n=  – ���
��
�� ������ �
��
�� 
������ � ���
��� ∂Ω , � τ  – ���
��
�� �������	
�� ������; 
��
���
�� , ,β µ σ  ���������	
��, � ��
���
�� Q  ���
����� ��������	
�� ��������

�� �
���
��. 
������������, ��� ��������� �
����

��� � �
��
��� ����������
� ������������ ��������� �������: 

���	�� 1. (��������� 
��� ��	����) 
1( ) ( ) ( ) : ( ) ( ); ( ) 0, ; ( ) ( ); (0) 0; '( ) 0, ;B z d x b z d x L d x x b z C b b z z∞= ∈ Ω > ∈ Ω ∈ = > ∀ ∈� � � � �  

( )1 1 1 1, 0 : '( ) 1 ( ) , 1;m M m b z M zb z z∃ > ≤ ≤ + ≥  

���	�� 2. (�������	� 
��� ��	����) 
1

1 1 2( ) ( ), ( ) 0, ; ( ) ( ); (0) 0; '( ) 0, ;d x L d x x g z C g g z m z∞∈ Γ > ∈ Γ ∈ = ≥ > ∀ ∈� �  

2 20 : '( ) (1 ( )), 1.M g z M zg z z∃ > ≤ + ≥  

 ����� (1) – (5) ��������� ��������� ��
��������� ������ ( , )tH Sγ  �  �!	"� ��	�������	� 

0
2 2 2

2[ ( )] [ ( )]H H LΓ= Ω × Ω  

� #	����	��"� 	�����	�	� :tS H Hγ → , ����������� �� ������� 

( ) ( )0 0 1 1, , , ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ,t t tS u v u v u x t v x t u x t v x tγ =  

��� ���� ��
���� 
0

2 1
2( , ), ( , ) ([0, ]; ( )) ([0, ];L ( ))u x t v x t C T H C TΓ∈ Ω Ω�  – ���
����

�� ���$	� ��%���� ������ (1) 

– (5) �� 
����	
�� ��

�� 0 0 1 1( , , , )u v u v . 

!� ��"��� 0γ ≥  ��
�������� ������� ( , )tH Sγ  �"������ �	������"� ��	$��&�"� �������	�	� γ
� . 

#�������� ��������� � 
����������� �
����"������ ( )M N γ
+ , �������� �� �
������� ������
��
�� ����� 

������� N γ . $���� ����, ��������� ����������� { }γ�  ����
���
� � �������
���� H  ���
����
� �� ��������� 
γ . !� ���������� ������� �� ���������� ����������� ��������� 
�����
���� 

sup ( ) ( ) / ,
t

u t v t C γ
∈

− ≤
�

                                                                          (6) 

�� 
��������� (0; )C ∈ ∞  � ( ( ), ( ), ( ), ( )) , 0t tu t v t u t v t γ γ⊂ >� . 

%�� �
�������� ������	
�� ������
�� ���������� γ�  ��� γ → ∞ . !�

�� ������
�� ���������� ��� ��-
���� �������	
�� ��������� – ������	 ���
��� �������	�� [15]. %����
��, ��� ����
�� �������� ������-
���� γ�  ��� γ → ∞  
�������� �
������� 

0
0( ) , 0,

N N N H

Nγ

γ≥ ≥

� �∞ = ≥� �
� �

� �� �  

��� [ ]H
�  ��
����� ������
�� �
������� �� 
���� �������
���� H . & ������ ����� 
���� ��"��� [16] ������
�, 

��� ����
�� ������ ���������� γ
�  ��� γ → ∞  ����� 
� �����
��� �������� �������
���� ������� H : 

{ }0
0 0 1 1 0 1 2

2( ) ( , , , ) : ( , ) ( ) ( ) .diagH z z z z z z H LΓ∞ ⊂ = ∈ Ω × Ω�                                        (8) 

'���
���
�� (8) ��
����� ��������������� ��
���
������ ��
����� ������� (1) – (5) ��� ,t γ→ ∞ → ∞ : 

( ) ( )2
20

lim lim ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.t tH Lt
u t v t u t v t

γ
γ γ γ γ

Γ Ω Ω→∞ →∞

� �− + − =	 

� �

 

 
���� ����	
. & 
������� ����	� �� �����"
� ������ ��������� �
������� ( )∞� , � �����, ��� �����-


����	
�� ����������
�� 
� ��
���� �
����

��� ����������
� ( )b z : 

( ) 1' 0, ,b z m z≥ > ∈�                                                                       (9) 

����
���� ��
���
������ ������� �� ��
��
��, 
� ��������
� "��	���, �
���
�� ��������� ���� 0 0γ γ≥ >  
��� t → ∞ . $���� ����, �� �������, ��� ��
���
����� ��
����� ������� ���������� � �����
�
����	
�� 
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�������	�: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )0

2
2

2 2
,t t

t tH L
u t v t u t v t Ce δ− −

Ω Ω
− + − ≤                                             (10) 

��� 0 00, 0t t γ γ≥ > ≥ >  �� 
�������� , 0C δ > . 
 
�������	������ ������. (��������� ��������� 
����	
�-������� ������, ����������� 
���
��
�� 

����"�
� ��
�� ������
� � ������
� �������

�� � ������
� ���"��
�� ���
����: 

22(z ) , , 0;tt tz B z Q z d z p x tβ
Ω

� �
+ + ∆ + − ∇ Ω ∆ = ∈ Ω >	 


	 

� �

                                     (11) 

0 1
0 0| , ;t t tz z z z= == =                                                                    (12) 

00, ;z z xν= ∂ = ∈ Γ                                                                            (13) 

( ) 1 1;1 0,z z xµ∆ + − Σ = ∈ Γ                                                                       (14) 

( ) 2
2 11 ( ) (z ) z, .n t nz z d x g z Q z d xµ σ β

Ω

� �
∂ ∆ + − Σ = + − − ∇ Ω ∂ ∈ Γ	 


	 

� �

                               (15) 

'������, ��� ��������� � ��
���
�� � ������ (11) – (15) �� ��, ��� � � ������ (1) – (5), � ����
����, �����
�
� 
���	�� 1 
� ��������� �
����

��� � �
��
��� ����������
�. 

 ����� (11) – (15) �������
� ��������� � �������
���� 
0

2
2( ) ( )H H LΓ= Ω × Ω� , �� ���	 ����� ���
����

�� 

���$	� (� ������ ��������
� 2 �� [16]) ����
�� 
0

2 1
2( , ) ([0, ]; ( )) ([0, ]; L ( ))z x t C T H C TΓ∈ Ω Ω�  �� ��"�� 
�-

���	
�� ��

�� 0 1( , z )z H∈ � . #
������
� ������ (1) – (5) ������ (11) – (15) ��������� � �������
���� H�  ��
�-

�������� �������, �"�������� �������
�� ���"��	
�� ����������� �� . 
)�������� �������� :tS diagH diagH→ ��������� �"�����: 

( ) ( ) ( )0 0 1 1 0 0 1 1, , , ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) , , , , ,t t tS z z z z z x t z x t z x t z x t z z z z diagH= ∀ ∈  

��� ( , )z x t  – ���"�� ����
�� ������ (11) – (15) �� 
����	
�� ��

�� 0 1( , z )z . )������, ��� ��������

�� ��-

��� �"����� �������� tS  ��������� � ����
���
��� 
� �������
���� diagH  ��������� tSγ  �� ��"��� 
�����-
�����	
��� �
���
� ��������� γ : 

( ) ( ) ( )0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1, , , , , , , , , , , 0, 0.t tS z z z z S z z z z z z z z diagH tγ γ= ∀ ∈ ≥ ≥  

(��������� ��
��������� ������� ( ), tdiagH S . )�����
�, ��� ��
�������� ������� �"������ �������-


�� ���"��	
�� �����������  

( ) ( ) ( ){ }0 0 1 1 0 1, , , : , .diag z z z z z z= × = ∈� � �� � � �                                                (16) 

#�������� �  ����� ����
�������� ���������� γ�  �� ��"��� 
����������	
��� γ , � ���

� ����� 
����� ����
���� 

, 0.diagHγ γ= ∀ ≥�� �                                                              (17) 

!���������	
�, ����� �
�����
�
���� �
������� diagHγ
�� ��
������	
� ��������� tSγ  �, ����������	-


� (������	�� 
� �
������� diagH  ��������� ���������), � ��������� tS , �����	�� �������� ������
� ��-
��������� ���������� �� ����
���

�� �
������, ����� 

( ){ } ( ){ }0 lim sup , , sup , , .H t H
t

dist S a a diagH dist a a diagHγ γ
→∞

= ∈ = ∈� �� � � �  

������
�� ����
���� � ���� �������
���� �
������ �  � diagHγ
��  ��
����� ������
�� 

diagHγ ⊂�� � . *� ����
���
� (17) �������, ��� �
�������  �  �
�����
�
� ��
������	
� ��������� tSγ . 

*����	�� ��� �
�����
�
���	 � ������ ��������
�, �������

�� ����, ������� ������
�� γ⊂� � . 
 
�������� ������	�	.  
������� 1. ����& "�	����" ���	�� 1 �� 	�����	�" ���������	 � ��%���	 
��� ��	���� !�
��� (1) – 

(5). �	�
� 

1. ������' ���
�� �������	�� ( )∞�  
���������	' ������" ( , )tH Sγ , �	�	(
���	' !�
���' (1) – (5), �	-

��
��� � �������	�	� �  
���������	' ������" ( , )tdiagH S , 	���
�����"� �		��	%����� (16); 
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2. )��� ����
� � ���	���� 1 "�	����	 ��������	 (9), �	 �������	� γ�  
���������	' ������" ( , )tH Sγ  
�	��
��� � �������	�	� �  
�� 
	����	��	 $	�&%�� !������' ��������� γ . 
 
������	����	�� 	�����
 1. !� ����, ���"� �������	 ������ ��������
�� �������, 
�� �����"���� ����-


����	 
�������� �������� ����
��� ������� ���������� ( )∞� . 

����� 1. ����& "�	����" ���	�� 1. �	�
� ��	(���	 ( )∞�  �	������	  ��	�������� H  � �����-

����	 	��	�����&�	 	�����	�� tSγ  
�� ��$	�	 ��	��������&�	�	 !������� ��������� γ , �	 ���& 

( ) ( ) , 0, 0.tS tγ γ∞ = ∞ ∀ ≥ ≥� �                                                               (18) 

��� ���������	���� ����" 1 �����	����� ��������� ��������
��. 

�	
������� 1. ����& "�	����" ���	�� 1. 
*����	���� ������	��� ( ( ), ( ), ( ), ( ))i i it itu t v t u t v t , [ ]0,t T∈  
���������	' ������" ( , )tH Sγ  
�� ���	�	-

�	�	 ��	��������&�	�	 !������� ��������� γ . ����& 0R >  ���	�, ��	  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2
2 20 0

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) , 0, , .i i it itH H L L
u t v t u t v t R t T i

Γ ΓΩ Ω Ω Ω+ + + ≤ ∈ ∀  

�	�
� 
�� ��!�	��� ( ) ( ) ( )i i iw t u t v t= −  "�	����	 ��������	 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 22

2 2 21
,

2 it i i i iL L L
w t a w t w t w t w tσ γ

Ω Γ Ω
� �+ + + ≤	 

� �

 

( ) ( )
[ ] ( ) [ ]1

,

,
, , sup ( ) , , , 0, , ,i H

s t

C R
C R t s w s t s t T i

t s
δ

τ

ε
ε ε τ + Ω

∈
≤ + + − < ∈ ∀

−
                               (19) 

�
�  

( )( ) ( )( )1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2
( , ) 1 2 1x x x x x x x x x x x xa y z y z y z y z y z dµ µ µ

Ω

= ∆ ∆ + − + + − Ω , 

�	������" 0, 0 1ε δ> < < , ( , ), ( , T, ) 0C R C Rε ε >  �� !����� 	� γ . 
 

�	
������� 2. +$	!����� ( )ijw t  ��!�	��& ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))ij i j i jw t u t u t v t v t= − + − . �	�
� 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

2 12

2 2 ,1
,

2 ijt ij ij ijL L

C R
w t a w t w t w t

t s

ε
σ ε

Ω Γ
� �+ + ≤ + +	 
 −� �

�
�  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ], , , , , 0, , , ,i j i j i i j jC R t s lot u u lot v v sot u v sot u v s t s t T i jε+ − − + − + − + − < ∈ ∀�                (20) 

�
� 

( )
[ ] ( ) ( )

[ ] ( ) ( )( )1 2
2, ,

sup ( ) , 0 1, sup ( ) ( ) ,tH H L
s t s t

lot z z sot z z zδ
τ τ

τ δ τ τ+ Ω Ω Ω
∈ ∈

= < < = +  

�	������" 0ε >� , ( , ), ( , , ) 0C R C R t sε ε− >� �  �� !����� 	� γ . 
 

+����� ���� (19), (20) � ���������� 
��� 
����
�� ���$���!���	��"� �������� � ������ � ������ ��-

��������� ������ �� ������ �������
� (��������, 
���., [17]). ' ���
��"���
��� �����
�
��� ���"�����-
���

�� 
�����
��� �� ���������
� "����
��
����
�� ��
��������� ������ ���
� ���
������� � ��"���� 
[12, 13, 18 – 24]. 

������	����	�� ����
 1. 

�������, ��� �
������� N
N H

γ

γ ≥

� �Ω = � �
� �
� �  �������
� �� ��"��� 0N N≥ . !��������	���� �������� ����-

��� �� ������
���. �����������, ��� ���������� ���� "����
��
� ������������	
���	 ����� 

{ } 1 2 3 4
1 , ( , , , )i i i i i ii

a a a a a a∞
= = , ��� 

( ), 10 ', ' 0, .H i jdist a a i jδ δ≥ > ≠  

%� ��� �"�
����, �� ����� ������	, ��� ��� ����� ������������	
���� ���
������� ����������� γ
�  �� 

������
�� �
���
�� ��������� γ , �� ���	 

: , ���� , , ���� .i
i i j ia i j iγ γ γ γ∈ ≠ ≠ → ∞ → ∞�  

(��������� ������������	
���	 ���
�� ���������� ( ( ), ( ), ( ), ( )),i i i i
t tu t v t u t v t tγ γ γ γ ∈�  �� ����������� iγ

�  

�����, ��� �� 
��������� 0T >� , ��"�� �������� �� �"��
��� 
���, ����� 
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( ) ( ) ( ) ( )( ), , , .i i i i
t t iu T v T u T v T aγ γ γ γ =� � � �  

�����
�� � ��������������� ������������	
���� ���������� 
�����
���� (19), (20). 

������� � 
�����
���� (20) 0,s =  ,t T= �  ( )2' /10ε δ=� , ��"��� T�  
�����	�� "��	���, ���"� 

( ) ( )2, / ' / 10C R Tε δ≤�� . 

,�
���� ( ), ( )i iu t v tγ γ  ����
���
� � �������
���� 
0

2 ( )HΓ Ω , � �� ��������
�� ( ), ( )i i
t tu t v tγ γ  – � �������
���� 

2 ( )L Ω , ���
����
� �� , 0t γ∈ ≥� . '���������	
�, ������������	
���� { } { }( ) , ( )i iu t v tγ γ  ������ �� 
���� 

�������
���� 1( , ; ( ))C H δτ τ +− Ω  ��� ��"�� 0 1δ< < . ������� ���
� ��"���	 ����� 
���� 1 0N > , ��� 

( ) ( ) ( )( ) ( )2, , ' / 10j ji iC R T lot u u lot v vγ γγ γε δ− + − ≤� �  ��� 1,i j N≥ . 

*����	���� (19), ���"� ���
��	 ���������  

( ) ( ) ( )2
20,

sup ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i
t tH LT

sot u v u v u vγ γ γ γ γ γ

τ
τ τ τ τ

Ω Ω� �∈� �

� �− = − + −	 

� ��

. 

����	 � (19) 2
0( ') /(60 ( , , )), 0,C R T s t T Tε δ ε= ⋅ = = +� �� , ��� 0T  
�����	�� "��	���, ��� 

( ) ( ) ( ) ( )2
02 , , , / ' / 30C R C R T T Tε ε δ⋅ ⋅ + =� �� . 

&�"���� 
���� 2N  �����, ���"� 

( ) ( ) ( )
( )1

0

2
0 2

0,
2 , , , , sup ' / 30 ��� .i i

Ht T T
C R T T C R T u v i Nδ

γ γε ε δ+ Ω� �∈ +� �

⋅ + ⋅ ⋅ − ≤ ≥
�

� � �  

)������, ��� ����� ��"�� �������
 ����� (6). ������� � �"��� ����� (19) � ��������� �� 00,t T T� �∈ +� �
� , ��� 

��

�� ��"��� ���������� ����� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

0
0,0

, '
, , sup .

10 , ,
i i i i

Ht T T

C R
sot u v C R T T u v

T T C R Tδ
γ γ γ γε δε ε

ε+ Ω� �∈ +� �

− ≤ + + + − ≤
+ ⋅�

�
� � �

              (21) 

*����	�� ������

�� 
�����
���� � (20), �������� � ���
�� 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

2 12

22 2 ', ,4ijt ij ij ijL L
w T a w T w T w T δσ

Ω Γ
+ + ≤� � � �  

��� ( ) ( )j ji i
ijw u u v v

γ γγ γ= − + − , { }0 1 2, max , ,i j N N N≥ =  ������ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

1 1 2 2 3 3 4 4 ' .2i j i j i j i j
H L

a a a a a a a a δ
Ω Ω

− + − + − + − ≤  

*� ����
���
� (21) ����� �������, ��� 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )2

2
0 0

' , 0, , .5
i i i i

t tH L
u t v t u t v t t T T i Nγ γ γ γ δ

Ω Ω
� �− + − ≤ ∈ + ≥� �
�  

)��
��	 ������
� ����� ������� ,i ja a  �� ��������
� "��	��� 
������ ,i j  ( 0,i j N≥ ): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2 2 2

2 2

1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 2,H i j i j i j i j i j i j i jH H L L H
dist a a a a a a a a a a a a a a

Ω Ω Ω Ω Ω
= − + − + − + − ≤ − + − +  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2

2 22

1 2 1 2 3 3 4 4 3 4 3 4 ',i i j j i j i j i i j jH H L LL
a a a a a a a a a a a a δ

Ω Ω Ω ΩΩ
+ − + − + − + − + + + + ≤  

��� ������������ �����
��� ����������
��. '���������	
�, �
������� NΩ  �������
� �� ��"��� 0N N≥ , 
� ����
�� ������ ���������� ( )∞�  ��������
 � H  ��� ��������
�� ����
���� �������
�� � H  �
������. 

������� �����	, ��� �
������� ( )∞�  �
�����
�
� ��
������	
� ��������� tSγ  �� ��"��� 
�������-
���	
��� �
���
� ��������� γ . ������	�� ( )∞�  ����� 
� �����
��� �������
���� H , ��� ��������� 

, 0tSγ γ ≥  ��������� � ���������� tS , 
�� ��������
� ����
����	, ��� �
������� ( )∞�  �
�����
�
� ��
���-
���	
� tS . 

������� �
�����, ��� ����� ����� ������
�� 
( ) ( ) , 0.tS t∞ ⊂ ∞ ∀ ≥� �                                                                     (22) 

�����������, (22) 
� �����
��� � ���������� ����� ����� ( )a ∈ ∞�  � 0 0t > , ��� 
0

( )tS a ∉ ∞� . -���� a  


� ����� ���
�������	 ���������� γ�  
� ��� ����� �
���
�� ��������� 0γ ≥ , ����������	
�, �
� ����� 

������	
�� ������ 
�������� ������������	
���� { } ,a aγ γ γ
γ →∞

∈� . -�� ��� ���������� γ�  �
�����
�
� ��-
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������	
� ���������������� ��������

��� ��������� tSγ , ����� 
0t

S aγ γ γ∈� . �� ������

��� ���� �
���-

���� NΩ  �������
� � H  ��� 
�������� 0N N≥ , ����������	
�, ������������	
���	 { }0t N H

S aγ γ γ

γ ≥

� �⊂ � �
� �
� �  ��-

������ �������� ���������������	
���	 

{ } ( )
0 0

' ' ' '

'
, ��� ' .t tN

S a S a aγ γ γ γ
γ

γ
≥

→ ∈ ∞ → ∞� �  

�������, ��� 
0t

a S a=� . (�������
�� �������� ������� �� ������
���. �����������, ��� 
0t

a S a≠� , �� ���	 

( )0
, 0.H tdist a S a θ= >�                                                                      (23) 

(��������� ������������	
���	 ���
�� ���������� ' ' ' ' '( ( ), ( ), ( ), ( )) , ,t tu t v t u t v t tγ γ γ γ γ⊂ ∈��  �����, ��� 
' ' ' ' '( ( ), ( ), ( ), ( ))t tu T v T u T v T aγ γ γ γ γ=  �� 
��������� 0T > , �
���
�� �������� "���� ��"��
� 
���,  � ����� ���-

������� ( ( ), ( ), ( ), ( )) , 0,t tz t z t z t z t diagH t⊂ ≥  ����� ��� ( ( ), ( ), ( ), ( )) .t tz T z T z T z T a=  !�

�� ���������� ����-

���
� � �������
���� H  ���
����
� �� t  � ' 0γ ≥ : 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 20 0

2 2 2 2' ' ' '( ) ( ) ( ) ( ) , , ' 0.t tH H L L
u t v t u t v t R tγ γ γ γ γ

Γ ΓΩ Ω Ω Ω
+ + + ≤ ∀ ∈ ≥�  

(������� ��� ��� ���������	���� ������� ��������
� ��	���" 3 � [16], �� ����� �������	 ��������� 
���
��  

( ) ( ) ( )( )1 , 0C R t s
w wE t E s e s t−≤ ≤ <                                                              (24) 

�� ��
����
��� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 1 2 1 2

22 2 2 2 ' '
1 2 1 1 2 2 1 2

1 '
, , ,

2 2w t tL L L L L
E t w w a w w a w w w w u vγ γγσ σΩ Ω Γ Γ Ω

== + + + + + + + −  

' '
1 2, .w u z w v zγ γ= − = −  

������� �����	 � (24) 0,s T t t T= = + , ��"��� T  
�����	�� "��	���, ���"� ��������� ( , ) /C R Tε  ��� 

1 00.1 exp( ( ) )C R tε θ= ⋅ −  � (19) 
� ������������ ε . !����, ����� (6), �� ����� ��"���	 'γ  ������, ��� �������-


�� ���
 
[ ]

( ) ( )
( )1

0

2' '

,
sup

HT t T
u v δ

γ γ

τ
τ τ + Ω∈ +

−  � (19) 
� ����������� ε . -���� �� (19) ��� �����

�� ��"��� �
���
�� 

T  � 'γ  �������� 

( ) ( )
( )

( )( )
2

2' '
1 0' 0.3 exp .

L
u T v T C R tγ γγ θ

Ω
− ≤ ⋅ −  

!����, ������	�� ����� a  – ������	
� ����� ������������	
���� { }'aγ  ��� 'γ → ∞ , �� ����� ��"���	 

'γ  
�����	�� "��	����, ��� ����� ������ ����� ��������� ( )wE T  "���� ��
	�� ε . -���� �� (24) ������� 

0( ) ,wE t T θ+ <  ��� ������������ (23). ������

�� ������������ ��
����� �������������	 ������
� (22). 

)"���
�� ������
�� ( ) ( ), 0tS t∞ ⊃ ∞ ∀ ≥� �  ����������� �
������
�. 
,���� 1 ������
� ���
���	�. !������ �����	 ������ ��������
�� ��	���" 1, � ���

�, ����
���� ����
-

���� ( )∞ =� � , ��� �
������� �  ��������
� ����
���
��� (16). 

&���
�� ������ ���������� ( )∞�  – ����
���

�� �
������� � �������
���� diagH  �� 
���� �������
��-

�� H , ����������	
�, ����������� � ���������� �  ��� t → ∞ . $���� ����, �
������� ( )∞�  �
�����
�
� 

��
������	
� ��������� tS , � �� ����� �������	 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0 lim sup , , sup , , .H t H
t

dist S a a dist a a
→∞

= ∈ ∞ = ∈ ∞� � � �  

������	�� �"� �
������� ( )∞�  � �  �������
� � H , ������
�� ����
���
�� ��
����� ������
�� ( )∞ ⊂� � . 

)"���
�� ������
�� ����� �����
�
� (�������� (17)), ����������	
�, �
������� ( )∞�  � � ���������. 
�������� � ���������	���� ������� ��������
� ��	���" 1. )
� ������� �� �����. 
 

����� 2. ����& "�	����" ���	�� 1 � ��������	 (9). �	�
� ������	��� 
���������	' ������" 

( , )tH Sγ , ���	
�-�� �! 	���������	�	  H  ��	(���� � , ��	
���� ���	����	 � 
���	����  �!		�	 ��	-

�������� diagH , � �����	, ��-������ ����� �	�	(����&�"� ����� 0 0 00, 0, ( ) 0t tγ δ> > = >� , ��	 
�� 

��$	' ������	��� 0 0 1 1( , , , ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))t t tS u v u v u t v t u t v tγ =  � �����&�"�� 
���"�� 0 0 1 1( , , , )u v u v  �! �  "�	�-

���	 ��������	 (10) ��� 0 0,t t γ γ≥ ≥ . 
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������	����	�� ����
 2. (��������� ��
���� ( , ) ( , ) ( , )w x t u x t v x t= − , ��� ( ), ( )u t v t  – ���"�� ����
�� 
������ (1) – (5). )�����
�, ��
��� ( , )w x t  ����� ���"�� ����
��� ��������� 
����	
�-������� ������: 

( ) ( )( ) 2 2 22 2 0, , 0,tt t tw B u B v w Q u d w u v d d v w x tβ β γ
Ω Ω Ω

� � � �
+ − + ∆ + − ∇ Ω ∆ + ∇ − ∇ Ω Ω∆ + = ∈ Ω >	 
 	 


	 
 	 

� � � �

      (25) 

0 0 0 1 1 1
0 0| , | ,t t tw w u v w w u v= == = − = = −  00, ,w w xν= ∂ = ∈ Γ  1 1(1 ) 0, ,w w xµ∆ + − Σ = ∈ Γ  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2
2 11 , .t tw w d x g u g v w Q u d w u v d v xν ν νµ σ β β

Ω

� �
∂ ∆ + − Σ = − + − − ∇ Ω ∂ − ∇ − ∇ Ω∂ ∈ Γ	 


	 

� �

   

!� ��
����
��� ( )V t , ������������ ����
���
���: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 1 2 2 2

2 2 2 2 21 1
, 2 , 0,

2 2t tL L L L L
V t w a w w w w Q u w w wdσ γ β η ηΩ Γ Ω Ω Ω

Ω

= + + + + − ∇ ∇ + Ω >  

������� 
�����
���� 

( ) ( ) 0 00, 0, ��� , .
d

V t V t t t
dt

δ δ γ γ+ ≤ > ≥ ≥                                                  (26) 

)������ �
�����, ��� � ���� �
���������

��� 
�����
����: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 1 2

2 2 2
1 , ,L L Lw C a w w w C wε σ εΩ Γ Ω∇ ≤ + +  

��
����
�� ( )V t  ������������ ��������� ���
���: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 2 1 2

2 2 2 2 2 21
, 2 , 2 .

4 t tL L L L L Lw a w w w w V t w a w w w wσ γ σ γΩ Γ Ω Ω Γ Ω+ + + ≤ ≤ + + +  

��������
� ��
��� ����
�
�� (25) 
� tw  � w  � �
������� ������

�� ����
���� �� Ω , �������� 

( ) ( ) ( ) ( )( ( )( ) ( )2 1 2 2 22

2 2 2 2 21 1
, 2

2 2t L L L LL

d
w a w w w w Q u w

dt
σ γ βΓ Ω Ω ΩΩ

�⋅ + + + + − ∇ ∇ ≤

�

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1 22

1

2 2 2
1 1 ,t t t t t t tL LL

w w C w B u B v w d d x g u g v w dη ηΓ ΩΩ
Ω Γ

≤ + + ∇ − − Ω − − Γ ��  

� 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 22

2 2 2, 2t t L LL

d
w wd w a w w w w

dt
σ γΓ ΩΩ

Ω

Ω ≤ − + + +  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1

1

2
1 t t t t t t H

C B u B v w d d x g u g v w d C w θ+ Ω
Ω Γ

� �
	 
+ − Ω + − Γ +
	 

� �
  �  

��� 
�������� : 0 1θ θ< < . & ���� ������� ����" 2, ����� ���
��	 
���� 2 ( )L Ω  � 2 1( )L Γ  ��
���� w , ��-
���	��, ��������� �
����

��� � ���
��
��� ����������
�: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 1

1

2 2, .t t t t t t t tL Lw C B u B v w d w d x g u g v w dΩ Γ
Ω Γ

≤ ⋅ − Ω ≤ − Γ   

�����
 �
���������

�� 
�����
����, ����� �������	 ���
�� �� 1 ( )H θ+ Ω  – 
���� w : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
2 1 2

2 2 2
2 2, .H L Lw a w w w C wθ η σ η+ Ω Γ Ω≤ + + ⋅  

������

�� 
�����
���� ���� 
�� ������
���	 �������	 ��������� ����
���
��: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1

2
2 1 2 ,

L

d
V t V t C C a w w w

dt
δ η δ η η ηη σ Γ+ ≤ − − − + + −�� �  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
1

2
1 1 2 1 21 2 1 , , ,t t t t t t L

C C B u B v w d d x g u g v w d C wη η η δ γ η η η Ω
Ω Γ

� �
	 
− − − − Ω + − Γ − − − +
	 

� �
  �  

������ ��� 1 2, , , 0δ η η η >  ��������
� ����� � γ  ��������
� "��	���, ������� (26). 
�����
 ����� .�	��	��� � (26), �������� (10). 
 

,���� 2 ������
�, � �� ����� ���������	 � �������
�� ���������	���� ��	���" 1. 
*� ��������
� ����" 2 �������, ��� ��������� γ

�  ����� 
� �����
��� �������� �������
���� ��� �����-
���
� "��	��� �
���
�� ��������� γ : 

0, 0,diagHγ γ γ⊂ ≥ >�  
��� � ���� (17) ��
����� ������� ����
���� ���� �
������: 

0, .γ γ γ= ≥� �  
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�
���
. (��������
� ������� ����

�� ������
 .������ � 
���
��
�� �
����

�� � ���
��
�� ����-
������
���. *��������
� ����������	 ��������� ���"��	
��� ���������� γ

�  ������� �� ��������� γ , ���-
������
��	
��� �
��
���
���� ������������� ������
. )����
� ��������� ����
��� ������� ���������� ( )∞�  
��� γ → ∞ . +���
����
� ���
�� ��������������� (��� t → ∞ ) ��
���
������ ������� �� ��
��
�� �
���-

�� ��������� ���� γ  ��� �����
����	
�� ������� 
� ��
���� ������ (1) – (4). 
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��� 519.64, 539.3 

�. �. ��������� 

��������	 
����� ����������� ����� �� 
���������� ����� 
������������ 
������� 

�����	
����	 ��
��� ��� ������
�� ������� ��
������� ��� ���������� ����������� ����� �� �����
����� ������  ����
������ ��������. 
!"
"���	 ���������� ���������	 �����"
 ������#��� ��
����� ���	, � ��
��� ���
���	 
� ����’	����	 ������ ����"�	���� ��������-
��� ����	��. $������� ������� �	 ���"
������ ��������� �����
���	 ���
�� ���������� ���
��"�. %����
��� ��������� ����"���� �� 
����� � �������� ��
 
���������, ���������� � ����������� �����������. 

������� ���� : 
�&��� �	, ���������, &"�� �	 '����, ���������� ����	��	, ���
 ���������� ���
��"�. 

��!"#. %������� ��� ���� �� 
��������� ����"���� ������"  ����
������ �������� " ��"����" ����-

���#� ��� ������
�� � ���� ����������� ����� � ��"������. ( [1] ���	
	� ������������ ������ �����	
���-
�	 
�&��� �	 ����� ��"�" ��  ����
������ ���
����
���	� " ����������. ( [2, 3]  �� ���
 ����������� 
�	 
����’	����	 ������� ��
��� ��� ������
�� ��"���� ����� �  ����
������ ����������. ( [4, 5] �� 
�������� 
���	
� R − � ����! � �	"���
����  ��
 # �’$ ��
����
�� 
����
�"���	 ��
��� 
�&��� �� ��
������ � ����-
������ ����� �� 
�������� ����������. %����
���� ��
��� ��� ������
�� ������� ����� �� ��"�����  ����
��-
���� ���
����
���	� ��������	 � [6]. � ����
�"  ����
��� 
��������� ����������� �������" �&������ ���-
 �� ���
 ����������� ����	��. ( [7, 8]  �� ���
�� �����	�"� 
�&��� �	 ��"���� ����� �� �����
����� ���-
��� ���"����� � ������� �������� ��
����
��. � 
���� ����� ���
 ����������� ����	�� ��)������	 �� 
������ 
�������� ��
��� 
�	 �����
����� ������ �������� 
��������� ����������� �������". 

 

��! $��%  & ' ��. �����	���� � �����������" ���������" ����
���#� 2d − �����
���" "�
��� ��� 1Ox  

�����"  ����
������ ��������, ��������� �������� 	��� " ���#��� 1 2Ox x  �������� �����"��� ���"���� 
(mod 2 )jL L d=  ��%  &�% �	�. ( 	���� �����)����� �����" �"
��� �����	
�� ��
���" � ������������� ��-

����������" ����� ���)�����	-����" ( P − �����) 

ρ
µλωγτ γ 2

,,,0 1
1

11
)0(

2
)0(

1
21

+==== − c
c

eUU xi                                                            (1) 

��� ��������" ����� ( SV − �����) 

.,,0, 2
2

2
)0(

22
)0(

1
22

ρ
µωγτ γ ==== − c

c
UeU xi                                                                 (2) 

*" 1c  � 2c  – )��
���� ��
������� � ���������� �����; ω  – ����� ��������; λ  � µ  – ���&� ���� +���; ν  – 

���&� ��� %"������; ρ  – #������� ����
���#�, ��������� ��
 ���" t ���������	 ��������� i te ω−  ( 2 1i = − ). 
( ���"���� ������
�� ��
����� ����� � �������  ����
��� "�������	 ��
��� ��
����� � ��������� 

�����. ,"����� �����"
� ��������� ����� ������#��� � ����"���� ��
��� " ����	
� 
( ) ( ),2,1,,, )0()1(0)1( =+=+= nmkUUU mnmnmnkkk τττ                                                          (3) 


� (0)
kU , (0)

mnτ  � )1(
kU , )1(

mnτ  – �����"
� ���������� ������ ������#���, ������ ����"���� ��
������ � ��
����� 
�����, ��
����
��. 

� ����
�" ����������� ��������� �������� ��"����� ��� �����"
� ������#��� kU  � ����"���� mnτ  ��-

������	�� ������
��)���	� ( mnδ  – ���	� '�	������, , , 1, 2m n k = ): 

1,1 2,2 , ,0, ( ( )),mk k mn mn m n n mL U U U U Uτ λδ µ= = + + +  
2

12 21
1 2

( ) ,L L
x x

λ µ ∂= = +
∂ ∂

                              (4) 

.)2(,)2( 2
2
2

2

2
1

2

22
2

2
2

2

2
1

2

11 ρωµµλρωµλµ +
∂
∂+

∂
∂+=+

∂
∂++

∂
∂=

xx
L

xx
L  

'������� "���� �� ���"�� L  ��������� �"
��� ��
���� " ����	
� 
( ) ( ) ,0,0 2121 =−=+

LL
iSSiSS                                                                   (5) 


� 1S  � 2S  – �����"
� ����� ������� � ���������� �������� ������ ����"����	 �� ���"�� L , 	�� " 
�����-
��� �� � 0 0 0i Lζ ξ η= + ∈  ���������	 ����� ��������� ������ �����"
 ����"���� �� 
�������� &���"�: 

( ) ( ) ( )0 0
1 2 11 22 22 11 122 2 ;i ii S iS e i eϕ ϕτ τ τ τ τ −+ = + + − −  

( ) ( ) ( )0 0
1 2 11 22 22 11 122 2 .i ii S iS e i eϕ ϕτ τ τ τ τ−− − = + + − +                                                (6) 
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*" 0ϕ  – �" ��� ����� 1Ox  � 
������ 
� L  " �� � 0 Lζ ∈ . 
-��, ��
��� ���	��� � ����’	����� ����	��	 �"�" (4) ��� ��������� "��� �������������	 �� ������������-

� (��
��� ����� (1)
kU  ������� �"� ����������) � ��������� "��� �� ���"��  ����
������ ��������� L  (5). /� 

����� � ��������� ��� �"
�  ������ �����
�� ����"����	 11 22sτ τ τ= + . 
 
�(!�' )�&�’*& $$* & ' ��. 0����"
� ������#��� )1(

kU  ��
����� ���	 �"
��� )"��� " ����" ����	
�, 
#�� ���� ��������� ��
������	�� ����	��	� �"�" (4) � ��������"���� ��������	  �	 �%�	�������� �� 
����������	���. ,��
"��� [7], �����
��� (��
�"���"����	 �� 1, 2n = ) 

�=
L

n
k

nk dsspPMVMU ,)(),()( )()1(  �=
L

n
n

mkmk dsspPM ,)(),()()1( στ  2,1, =mk ,                            (7) 


� ( )np s  – ����
��� &"�� ��; ( )k
nV  – ��������� ������� (����, #� ���
����	�� ����� �����"
� ������#��� 

� �� � M  ��� 
�� �����
����� ������ ����������� ���, ������
����� � ����� 2j jjd i Lζ ξ η= + + ∈  

( 0, 1, 2, ...)j = ± ±  � ����������� ��
��� ��� 1Ox  ( 1k = ) ��� ��
��� ��� 2Ox  ( 2k = ). 

0����"
� ������#��� ( )k
nV  � ��
����
��� �������� ������ ����"���� ( )k

mnσ  ����������� �� ������
��-
)��� ( ),( 21 xxδ  – � ����� )�����) 

),()(,)1( )(
,

)(
,

)(
2,2

)(
1,1

)()( k
mn

k
nm

kk
mn

k
mnnk

knk
n VVVVGLV +++=−= + µλδσ                                    (8) 

2 2
1 2 1 2

1
( )( ) , ( 2 , ), ,

( 2 )j

G F F c x jd x cγ γ δ ξ η
µ λ µ

∞

=−∞
∆ + ∆ + = = − − + − =

+�  

( )
1 2 2 2| | | |

1
2 2

1 2 002 1

cos ( )
, ,

12 ( )

x x
j

jj

xc e e
G M P

d

β η β η α ξ
β β δγ γ

− − − −∞

=

−� �
= −� �� � +− � �

�  

2 2 2 2, , ; , .j m j m j m m m j j m
j

i
d

πα β α γ α γ β γ α α γ= = − > = − − <  

%�� ��������" " ������ ������ 
�	 mβ  ���� ��
���� ����� ��� ��������� �������, #� ��
����
�� "���� ��-
�����������	 �� �������������. 

0����� ������� 
�	 �������� ���� � '���� ( )k
nV  �����"�, #� &"�� �� ( )n

nV  ���� ������&����" ������-
����, 	�� 
�	 ���"
��� �&�������� ���������� �������" ��
��	���� � 	����" ����	
�. ��	  ���� &"�
�����-
����� ����’	��� G  (8) ��
�����	 " ����	
� )( 00 GGGG −+= , 
� 0G  – �����
����� &"�
���������� ����’	��� 

*�����	��!�	�	 ������� 2
0G F∆ = , #� ��
����
�� ������� ��
��� ( 0ω = ). 

1���)����	 ������� ������� "���� �� ���"�� ��������� (5). 1�
������	��� ��, �����
��� 
� ������ 
���� ������ ������������ ������ 
� �	�	 �	
  (����� ��
 ������� ������� ���	������, ��� 	�#� 1 2z x ix= + , 
� 1 2z x ix= − ): 

( ) ( )0 1 1 0 2 2 0 0
1

( ) ( ) ( , ( ) ( , ( ),
2

L

n n n nf s f s E s s f s E s s ds N s− + + =�                                         (9) 

1 1 2 2 1 2, ,f p ip f p ip= + = −  ( )
( ) 0

1
, , 1, 2;

8 1

m

mn mn mn
j

i
E L M m n

d v

∞

=

� �−
= + =� �

� �− � �
�  

( ) ( )
0 00 0

11 22 11
1

, ;
2 2 2

i iL ctg e ctg e L L
d d

ϕ ϕπ ζ ζ π ζ ζ
χ −
� �− −
� �= − =
� �
� �

 

( )
( )

00 0
21 0 12 21

02
sin , ,

2 2
sin

2

iL ictg e L L
d id

d

ϕπ ζ ζ η ηπϕ
π ζ ζ

− −
= + =

−
 i Lζ ξ η= + ∈ ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 0 1 2 0
1 2

sin 1 cos ;nj j
nn n n j j nM t r d d h i d d k

α α
α ξ ξ α ξ ξ

β β
� �

= + + − − − + − −� �
� �

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 0 1 2 0
1 2

sin 1 cos ,mj j
mn n m j j mM t r a a h i b b q

α α
α ξ ξ α ξ ξ

β β
� �

= + − − − − − − +� �
� �

 m n≠ ; 

( ) ( ) ( ) 1 0
0 0 0

1

sin 1 cos ,nj
n j jt h i e β η ηα

α ξ ξ α ξ ξ
β

− −� �
= − − − − −� �
� �

 02
1

ir e ϕ= , 2 1r r= ; 
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( ) ( )( ) 0
0 0 0 0 02

1 0 2 1
0

,
1

j j
i

h i h i i

j

e
k h i e e e k k

ϕ
α ζ ζ α ζ ζ ϕχ

δ

−
− − −= + =

+
; 

( ) ( ) 0
0 0 02

1 0 0
0

1 ,
1

j
i

h i i
j

j

e
q h ie e

ϕ
α ζ ζ ϕα η η

δ

−
− −= − + −

+
 2 1,q q=  0 0( )h sign η η= − ; 

0
2 2

2 2
2 1

4
,nn n

na e β η ηβ γ
γ γ

− −+
=

−
 0

2 2

2 2
2 1

4
,nn n

nb e β η ηα γ
γ γ

− −+
=

−
 0

2

2 2
2 1

nn
nd e β η ηγ

γ γ
− −=

−
; 

1 0 11 1
0 0[( 1) (1 )cos sin ]

0,5
i n

nN e iγ ηµγ τ ν ϕ ν ϕ
ν

− += − − +
−

  " ����
�" P − �����; 

002 )(
22

ϕηγτµγ
n

eeiN i
n

−−=   " ����
�" SV − �����. 
*" 	
�� 11E  � 22E  – ����"�	���, � 	
�� 12E  � 21E  – ����������. 
 
�(&"�+! !, �,�(�+$,- '����'.($+. %�� ��������� ������� �� ���������"����	 ���	
 ���������� ��
��-

� � [9]. ( 	���� ������
" �����	
����	 ����
���#�, #� ����� �����
���" �����"  ����
������ �������� 
���������� ����������� �������"  

sin , cos , 0 2a bξ β η β β π= = − ≤ ≤ .                                                       (10) 
/� ���"�� L  ��������� �����
����� ���������	 ������������ ������� �����"
 ����"���� | | /s s Pσ τ= , 


� P  – ����������� �������	 ����"����	 � ��
����� �����, #� 
������� 1 1( 2 )γ τ λ µ+  " ����
�" ���������-
����	 P − ����� (1) � 2 2γ τ µ  – " ����
�" �������������	 SV − ����� (2). 

/� ���. 1 � ���. 2 ��������� �����
�� ����"����	 sσ  �� ���"�� ��������� ��������� " ����
�" P − ����� 
(�) � SV − ����� (*). ����� 1, 2 � 3 �����
��� 
�	 10,3; 1,0dν γ= =  � ��
����
��� �������	� 

/ 0,3; 0,5; i 0,7a d =  ��� / 0,5b a =  �� ���. 1 � �������	� / 0,5; 2,0; i 5,0b a =  ��� / 0,5a d =  �� ���. 2. 
 

  
+ * 

 

���. 1 – �����
�� ����"���� �� ���"�� ��������� ��������� 
�	 ������ ������� /a d  " ����
�": � – P − �����;  
* – SV − �����. 

 

  
� * 

 

���. 2 – �����
�� ����"���� �� ���"�� ��������� ��������� 
�	 ������ ������� /b a  " ����
�": � – P − �����; 
* – SV − �����. 
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0����� �������� ���"����� ���
���, #� �����
��� ���"���� ����"���� " P −  � SV − ����
��� ����-

 ����� ��
����	���	 �
�� ��
 �
����. *��, ��� / 1b a <  ������" ���� �������"����	 90β = �  ����"����	 sσ  
��� ������"� ��� �������������� P − ����� � ��������� �����"� " ����
�" SV − �����. 1� �������	� ����-
���� /b a  ( / 1b a > ) ������� �����
��" sσ  "����
�����	, ������" �������� ���� ������"�" � �����"�" 

�����)"���	. � SV − ����
�" ����"����	 sσ  " ������� ( 180β = � ) � ������� ( 0β = � ) ����� 
�������� �"-
��. 

 

  
���. 3 – 1�������� ������������ ����"���� ��
 1dγ  

" ����
�" P − �����. 
���. 4 – 1�������� ������������ ����"���� ��
 /a d  

" ����
�" P − �����. 
 

/� ���. 3 � 4 �����
��� ��������� ������������ ���"���� ����"���� ��
 ��������� 1dγ  � /a d  ��
����
-
�� ��� ��������� �� ��������� P − �����. ����� 1, 2 � 3 ��
����
��� �������	� 0, 2; 0,3v =  � 0,4  ��� 

/ 0,5a d = ; / 0,5b a =  �� ���. 3 � �������	� / 0,5; 1,0b a =  � 2,0  ��� 10,3; 1,0v dγ= =  �� ���. 4. ����� �������	 

����"����	 sσ  �� ���. 3 ������������	 ������" �� ������ �	�	� �	"���� [6], #� ��
����
��� �������	� 

1 , 1, 2, ...d k kγ π= = . 0����� ������, ���������� �� ���. 4, ���
���, #� �� ����)���	� �������" /b a  �����-
������ �������	 ����"����	 �� ���"�� ��������� ��������� (10) �����)"���	; ��������  � ��
�"�� ��� ��
-

������ �������� �
�� ��
 �
���. 

(�
�����, #� ���� ������������� ����"����	 " ����
�" �����
����� ������ ��"����� �������� � 
������������� � �����
����� � [7]. ���� ���, �
���������	 ��������� ������
 
� �
������� ��������� 
( / 0a d → ) � ���"���� ������������� � ����
����� � [3]. 2
�������� ���&���� ����"���� ���
��� ��� 
���-
������� ���"
������� �������". 

 
�,�$��%,. � 
���� ��� ������������� ��
��
 
� ����’	����	 ��
�� 
�&��� �� ��"���� ����������� 

����� �� �����
����� ������  ����
������ �������� � "����� ������� 
�&���� ��. !"
"���	 ���������� ��-
�������	 �����"
 ������#��� ��
����� ���	, 	�� ��������� ��
������	�� ����	��	� �"�" � "����� ��-
�����������	 �� �������������. ������� ��
��� ���
��� 
� ������ ����"�	���� ����������� ����	��, 	�� ���-
���"���	 �������� ���
�� ���������� ���
��"�. %����
	��	 ��������� ����"���� �� ���"��� ��������� 
�������� � ��������� ��
 ����������, ����������� � 
��������� �����������. 
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��� 621.923 

�. �. �������, �. �. ������, �. �. ���� ���� 

������������	 ������ ��
������ 
����� 
�� / ��������� 

%��
������ ����� ����������� ��)���� �� ����
������ ������"�6 ������	 � ��"���6 ������������	 ���� � ����������6� ���� 
������6������ 
���� ��� )��&������ � "���� ����������	 )��&������6� ��"��� �
����������� �������, ������� ����6� "������ 
���
������ �������6� ����"��. %�������, �� � ������� ������� �������� ������"�� ������	 ������6��� "����������	, �������-
����� ��������	�� � ����
�������" ��������, � ��"���� ������������	 ���� � ����������6� ���� ������6������ 
���� ��� )��&�-
����� �������� �������� ��������. 

����(�0( ���� : )��&������, ������� ��� ���, ������"�� ������	, �
����������� �������, ����	. 

��('($,(. 8 ��&������ 	��	��	 �������� 7&&�����6� ���
�� &���)��� �������� 
����� ��)��, 
�����������#�� �6����� ������� � ������ ������6����6� �����������. -
����, � ��	�� � �������� ��-
��������	�6� ��� �����6� ����
��� "���� ���"#�� ����� � ����������� ����	 ��	��� ��"�� � ������6-
����6� ��������� �������� "��������� ������� ����	������� ��� ���� )��&�����	, �� �����
� � ��	�-
����� �� ������6����6� ���������	� �������6� ������"��6� 
�&���� (��������, �������#��, �����- 
� ������ �����, � �� 
����). 9� ������ ������� �������� � �����
� � ����	� � ����� ������������6� 

�����. $��6 ���6��� ���"#"� ���������� )��&��������� ��"�� � �������� ��	������ ������"��6� 

�&����, ������	� �����������6� ���
6 ������ ��"��, �������������� ���
6, ����6���6� � ����������-
����6� ��"��, � �� 
����. (���� � ��, 7� �� ������	� � ������ ���� ��)�� �������" ������� �������� � 
��	�� � �6����� ��������	�������� ��� ���� )��&�����	. %�7��" ��"����� �����
���� ������������ 
������� "������ "����)���	 ������"�6 ������	 ��� )��&������ �� ������ ���6� ����������� ��
��
��. 

 
�$ �,& #���('$,- ,���('�� $,1. (������� ����&����� ��� ���� )��&�����	 ����	#��6 ��������-

����6� ����6 %�	����	�	 ����	� ..�., 56����7�� �.8., 1�"���	� +.�., '	����� 2.�., � 
	*��� &.�., 5��-
�	� +.�., 2�%�!�	� �.+., 9���	��	�	 �.8., 2����
7 +.+., 2����� 2.2., .���� ).(., #����	�	� &.�., ��	� 
+.�. � 
�"��� "���6�. *��, � ������ [1 – 3] ��)���� ��
��� ����
�����	 ������"�6 ������	 ��� )��&������ 
�����"��	 �� ��)���� 
�&&���� �������� "�������	 ���������
����. -
����, � ���" �������� ��� ��)�-
��	 �� "��������� ������	 ��"���� ������������	 ���� � ����������6� ���� ������6������ 
���� ��� 
)��&������ – � �����
���6� ��)���	� ��� �������� ����������� ��������. 9� ����������� ���������� 
������������� �6���� ��������6� "������ �������� � ���"� "���������	 ��"���6 ������������	 ���� 
� ����������6� ���� ������6������ 
���� ��� )��&������ � ������������ ������"�6 ������	. 

 

��! $��%  & ' �,. ( ����� [4] ���
������ ����� ������ ������"�6 ������	 ��� )��&������, ��-

������ ������ �������6� ����"�� ���
������ ������ ���������� ����� �
��*��������� ����/��!, ���-
��������6� ������
��"�	��� ����������� 
������	 )��&��������� ��"�� (���. 1). 8 ��&������6� ��"� � ��-
�"���� ������#���	 �� �������� 
��V  �������� ����	 �������"� � �� �� �
������������ �����	, �6-
�6��	 ��� ������. %��������	, �� �����"�#���	 � ��� ���� )��&�����	 ���� ����������	��	 ��)� �
��� 
��	����������� �
������������ �����	. %�� 7�� ����������� �����	 
�����, ������ ��"���� )��&�����	, 
��  ������������	, � ���  ��� ��� ������� �����	  �������
� � ���"����  ����	  )��&��������� ��"�� �  
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�������� �����	
���� �����
�. ������
�, ��� ��������

� �������� ������ ����������� ����
�� ��� ���-
����
��, ��� ����� �������� � �
�������
��� ���	����
� ������
�	 � ���������
����
�	 ��

�	. � ����� � 
���� ���
� ���
��� ��������
���� �����
����	 ���	���� � ������� ����������� ����
�� ��� �������
��, 
� 
���������	 ��������
�� ���� ��������	 �����
��, �������� �����
� ����������
 �
������� �������, � 
�������� �������
��. � �� ���	 [5, 6] ��������
� ���	��� � �
������������ ������� ����������� ����
�� 
��� �������
�� � ������ ��������
�� ���� ��������	 �����
�� ���������
�� ���!��. "�� � ����
��� ����-
��

�� ����
��, � 
�������� �� ��� ��������
� ������ �����

�!� ������� ����������� ����
�� ��� �������-

�� � ������ ��������
�� ���� ��������	 �����
�� ���������
�� ���!��. 

 
�����������	�
 �����. � ��
��� ������� ������
� �
����������� ����������� ��� ��������
�� !�� �-


� ���
��
���
�� ����� � �����	
���
�� ���� � �� ��������� ������ ��� �������
��, �� ���� !�� �
� ���-

��
���
�� ����� � ��������������� ���� ��������� ������
� (���. 1) [5]: 

2 2 /( )l cλ τ ρ= ⋅ ⋅ ⋅ ,                                                                             (1) 
!�� λ  − ���������
� �����������
���� ��������� � �� ��������� ������, ��/� #⋅ ; c  − �����
�� �������-
�����, $�/(�! #)⋅ ; ρ  − ����
���� ��������� � �� ��������� ������, 3�!/� ; τ  – ����� ��
����� ���������
�-

!� ���!� � ���� ��������� �����
��, � ; ��V , 
��V  – �������� ���!� � ������, �/� ; t  – !�� �
� �������
��, � . 

%�!���
� ����������� (1), �������� 2l  ������������ ��
�� ������
-

�� ������
�� τ . "�� �
�  �����, ���  ����� 2l , �� ���� ���  ����� ��-
��� ��������� � ���� ��������� ������
�, ���  ����� 2l  � ���  ����� 
������
� 
�!��������. $�

�� ����
����
���� ����������� ��� �������� 
�������!� ������ q  
� 
�������
� ������� �����	
���� ���� �����-
���!� �����
�. &��� �� ������������� �����
�� �������!� ������ q  

����� ���� ��������!� �����
� � ���������

�� �������� ���V , ����-

�������� �������� ��������
�� �����
� ���������
�� ���!��, �� ��-
��
����
���� ���������
�� ��������� 2l  �  ����������� ����
�� ����-

����. $�� ��� ���� �
����� 
�������
�� ���
����
�� �����
�� �� ���-
����� ���V  �������!� �����
��� ����� ���� ��������!� �����
� ���
� 

������������� � ������������� ��!�� ���V dτ⋅ , !�� dτ  –  ����
��
� ��-

��� �����, �. '�!�� �� ����� dτ  !�� �
� ���
��
���
�� ����� � �����	
���
�� ���� � �� ��������� ������ 
����������� ���: 

02
2

l d
c

λ τ
ρ

⋅= ⋅
⋅

.                                                                          (2) 

� ����� � ��������
��� ����� ���� ��������!� �����
� ���
�� ���V dτ⋅  !�� �
� ���
��
���
�� ����� � 

�����	
���
�� ���� � �� ��������� ������ ���
������ 
� ������
� ���V dτ⋅  � ���
�� ���
��  

12
2

���l d V d
c

λ τ τ
ρ

⋅= ⋅ − ⋅
⋅

.                                                                  (3) 

(������� ��, ��� �������� 2l , ��	��� �� ����������� (1), ������������ ���� ��
�� ������

�� τ , ����-
������� (3) ���
� ����������� � ����: 

12 1
2

l
c

λ τ
ρ

⋅= ⋅
⋅

,                                                                          (4) 

!�� 1τ  – ����� 
�!���� ���� ��������!� �����
� ��� �!� ��������
�� 
� ������
� ���V dτ⋅ , �. 

%���
���� ����������� (3) � (4), ��������: 

( )
2

2
1

2
1

2 ���

�
d V d d

�

ρ λτ τ τ τ α
λ ρ
� �⋅ ⋅= ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ −� �� �⋅ ⋅� �

,                                                  (5) 

!�� 
02/ 1���V d lα τ= ⋅ < . 

#�� ���
�, 1 dτ τ< , �� ���� ���������� ��������
�� ����� ���� ��������!� �����
� ���
�� ���V dτ⋅  ����� 


�!���� �����
� ���
�������, ��� � ������������ � ����������� (4) �������� � ���
���
� ��������� 
12l : 

( ) ( )
1 02 1 2

2
1 1l l

c
λ τ α α
ρ

⋅= ⋅ ⋅ − = ⋅ −
⋅

.                                                          (6) 

12

3

��V

���V

���V

t1l

2l

 
)��. 1 – )�����
�� �	��� ���������� 
�������!� �������� ��� ������� 
�������
��: 1 – ���!; 2 – ������; 

3 – ���� ��������� ������
�. 
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*�� ������ ��!� �������!� �����
��� 
� ������
� ���V dτ⋅  �������� 
22l , �
���!��
� 

12l , ����������� 

���: 

( )
22 1

2
���l d V d

c
λ τ τ τ
ρ

⋅= ⋅ + − ⋅
⋅

.                                                            (7) 

% ���!�� �����
�: 

22 2
2

l
c

λ τ
ρ

⋅= ⋅
⋅

,                                                                            (8) 

!�� 2τ  – ����� 
�!���� ���� ��������!� �����
� ��� �!� ��������
�� 
� ������
� 2 ���V dτ⋅ ⋅ , �. 

%���
���� ����������� (7) � (8), ��������: 

( )
22

1
2 1

2
1

2 ���

�
d V d d

� d
τρ λτ τ τ τ τ α

λ ρ τ
� �� �⋅ ⋅= ⋅ ⋅ + − ⋅ = ⋅ + −� �� �� � � �⋅ ⋅� � � �

.                                      (9) 

% ������ ����������� (5) �����: 

( )
2

2
2 1 1dτ τ α α� �= ⋅ + − −	 
� �

.                                                             (10) 

������
�, ��� 2 1τ τ> . '�!�� 

( ) ( )
2 0

2 2
2 2

2
1 1 1 1l d l

c
λ τ α α α α
ρ

⋅ � � � �= ⋅ ⋅ + − − = ⋅ + − −	 
 	 
⋅ � � � �
.                                       (11) 

*�� ������� ��!� �������!� �����
��� 
� ������
� ���V dτ⋅  �������� 
32l , �
���!��
� 

22l , ����������� 

���: 

( )
32 2

2
���l d V d

c
λ τ τ τ
ρ

⋅= ⋅ + − ⋅
⋅

; 32
2

3
τ

ρ
λ ⋅

⋅
⋅=

c
l ,                                                  (12) 

!�� 3τ  – ����� 
�!���� ���� ��������!� �����
� ��� �!� ��������
�� 
� ������
� 3 ���V dτ⋅ ⋅ , �. 

%���
���� ����������� (12), ��������: 

( )
22

2
3 2

2
1

2 ���

�
d V d d

� d
τρ λτ τ τ τ τ α

λ ρ τ
� �� �⋅ ⋅= ⋅ ⋅ + − ⋅ = ⋅ + −� �� �� � � �⋅ ⋅� � � �

.                                        (13) 

% ������ ����������� (10) �����: 

( )
2

2
2

3 1 1 1dτ τ α α α
 �� �� �= ⋅ + + − − −� �	 
� �� �� �

.                                                      (14) 

#�� ���
�, 3 2 1τ τ τ> > . %����������

� �������� 
32l  ����������� ���: 

( )
3

2
2

2
2

1 1 1l d
c

λ τ α α α
ρ

 �⋅ � �� �= ⋅ ⋅ + + − − −� �	 
⋅ � �� �� �

.                                                 (15) 

%���
���� ����������� (15), (11) � (6), �����, ��� 
3 2 12 2 2l l l> > . %����������
�, � �������
��� ����� ��-

!��, ���
�	 ���V dτ⋅ , !�� �
� ���
��
���
�� ����� � �����	
���
�� ���� � �� ��������� ������ �����������-

��. *�� ���������� ��������� ��!� �������!� �����
��� 
� ������
� ���V dτ⋅  �������� 
42l  ����������� ��-

��
������: 

( )
42 3

2
���l d V d

c
λ τ τ τ
ρ

⋅= ⋅ + − ⋅
⋅

; 
42 4

2
l

c
λ τ
ρ

⋅= ⋅
⋅

,                                               (16) 

!�� 4τ  – ����� 
�!���� ���� ��������!� �����
� ��� �!� ��������
�� 
� ������
� 4 ���V dτ⋅ ⋅ , �. 

%���
���� ����������� (16), ��������: 

( )
22

3
4 3

2
1

2 ���

�
d V d d

� d
τρ λτ τ τ τ τ α

λ ρ τ
� �� �⋅ ⋅= ⋅ ⋅ + − ⋅ = ⋅ + −� �� �� � � �⋅ ⋅� � � �

.                                     (17) 

*��������� ����������� (14) � (16), �����: 

( )

2
2

2
2

4 1 1 1 1dτ τ α α α α
 �

� �� �� �	 
= ⋅ + + + − − − −� �	 
� �	 
� �� �
� �

.                                            (18) 
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+� ������������ (18), (14), (10) � (6) �������: 4 3 2 1τ τ τ τ> > > . *��������� ����������� (18) � (16), ��������: 

( )
3

2
2

2
2

2
1 1 1 1l d

c
λ τ α α α α
ρ

 �
� �⋅ � �� �	 
= ⋅ ⋅ + + + − − − −� �	 
⋅ � �	 
� �� �

� �

.                                      (19) 

,
���!��
� ���
� ���������� �
���
�� 
52 2, ...,

n
l l . ��
���, ��� ���
�, ����
 ����
�
�� 2l  � �������
��� 

����� ��!�� n  �����
�����, � �������� �!� ������� �
����������� ����������� ����
�. *������  ���� ���-
��� ���������� 2l  � ����������
��� �����

�!� ������� 
� ��
��� ����������� (9), ���������� �� � ����: 

2
11n n

d d
τ τ α

τ τ
−� �

= + −� �� �
� �

,                                                                   (20) 

!�� nτ , 1nτ −  – ����� 
�!���� ���� ��������!� �����
� ��� �!� ��������
�� �����������

� 
� ������
� 

���n V dτ⋅ ⋅  � ( 1) ���n V dτ− ⋅ ⋅ , �. 

-��������
�� ������
� α  ����� ����
����� � �������	 �� 0 ...1 . 
 

��������� ��������. $�� 0,2α =  ����������� (20) ���
����� ���: 
2

11 0, 2n n

d d
τ τ

τ τ
−� �

= + −� �� �
� �

.                                                                 (21) 

.�����
�� �
���
�� 1 / dτ τ  ������������ �� ����������� (5) � ���
� 0,64. '�!��, ��!���
� ����������� 
(21), ����� 2 / 1,1677dτ τ = . *��������� � ����������� (21) ��

�� �
���
��, ���������� 3 / 1,6187dτ τ = , � ��� 
�����. 

������
�, ��� �������� nτ  � �������
��� ����� ��!�� n  
�������
� �������������, �������������� ���-
 ������� � ��������

��� �
���
�. "�� � ���������� ��� �
���
��, ������� ��������������� �������� 

12 2n n ���l l V dτ
+

= + ⋅ ,                                                                   (22) 

������������ �!� � ����: 

( )1
2 2

n n ���d V d
c c

λ λτ τ τ τ
ρ ρ−

⋅ ⋅⋅ + − ⋅ = ⋅
⋅ ⋅

.                                                  (23) 

*���� ��
���
�� ����� ����� ����
�
�� (23) 
� �������

� ������
� ( )1n ndτ τ τ−+ − , ��������: 

( )
1

1
2

n n
���

n n

d c
V d

d

τ τ τ ρ τ
λτ τ τ

−

−

+ − ⋅= ⋅ ⋅
⋅+ +

.                                                      (24) 

% ������ ����
���
�� 1n n ndτ τ τ−− =  � 1n ndτ τ τ−+ ≈  ����������� (24) �������� ���: 

2
2n ��� n
c

d d V d
ρτ τ τ τ
λ

⋅− = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅

.                                                        (25) 

� ���������� ������
� ����
�
��: 

1 2
2

n

��� n

d
d

�
V

ττ
ρ τ
λ

=
� �⋅− ⋅ ⋅ ⋅� �� �⋅� �

.                                                              (26) 

$�� ����
����
�� ����������� nτ  �� τ  ����
��!������ ����� � ���� ����� ����
�
�� (26): 

1

1 2
2

n

��� n

d
d C

�
V

ττ
ρ τ
λ

= +
� �⋅− ⋅ ⋅ ⋅� �� �⋅� �

� � ,                                                       (27) 

!�� 1C  – ������

�� �
��!������
��, ������� ������������ �� 
�����
�!� ������� ( 0) 0nτ τ = = . 

+
��!��� � ������ ����� ����
�
�� ���� ������ ���/� ����
� ������

�� ny τ= . '�!�� 2
n yτ = ; 

2nd y dyτ = ⋅ ⋅ . � ��
���� ������

� ������
� 2
2���

c
V m

ρ
λ

⋅⋅ ⋅ =
⋅

, ����� 

1 1
2 2 2 1 1

ln
1 1

1 2
2

n
n n

��� n

y dy
d y dy m m

m m m mc m y yV m m

τ τ τ
ρ τ
λ

� �− − ⋅� �⋅ ⋅ � �� �� �= = − ⋅ = − ⋅ + ⋅ −� �	 
� � � � � � � �⋅ � �⋅ − −− ⋅ ⋅ ⋅ � � � �� �� � � � � �⋅� �

� � � .   (28) 
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*��������� ����������� (28) � ����
�
�� (27), ��������: 

1
2 1 1

lnn n �
m m m

τ τ τ� �� �= − ⋅ + ⋅ − +� �	 

� �� �

.                                                        (29) 

*�����

�� �
��!������
�� 1�  ������������ �� 
�����
�!� ������� ( 0) 0nτ τ = = : 

1 2

2 1
ln�

mm
= ⋅ .                                                                            (30) 

'�!�� ����
�
�� (29) ���
����� ���: 
2

21
1

n
m

m

n e
m

τ τ
τ

− ⋅ − ⋅� �
� �= ⋅ −
� �
� �

.                                                                  (31) 

*�� 0nτ =  ������
� 0τ = , �� ���� �����
����� 
�����
�� �������, ��� ��������������� � �������
���� 
������

�!� ����
��. (���
�
�� (31) ����
� ��������� ��
�������
� 
�������
�� ��
���� nτ . *������ ��� 
����
����
�� ����������� nτ  �� τ  
�� 	����� �������� �
���
�� nτ  � �� ����
�
�� (31) ���������� �
���
�� 
τ . 

#�� ������� �� ����
�
�� (31), ��
���� nτ  � �������
��� ������

�� ������
� τ  ������������� �� ���-
��
�
�����
��� ����
�, �������������� ��� ������� � ��������

�� ������

�� (���������
��) ������
�. 
$�� �� ��������
�� ����
�
�� (31) 
�� 	����� �����
��� ������ τ → ∞ . � ���������� ��������: 

2

2 0
n

m
m

e
τ τ− ⋅ − ⋅

→ .                                                                         (32) 
'�!��, ��	��� �� ����
�
�� (31), �����:  

2 2

1

2
n

���m c V

λτ
ρ

= =
⋅ ⋅ ⋅

;                                                                     (33) 

2
2 1

n n
���

l
c � V

λ λτ
ρ ρ

⋅= ⋅ = ⋅
⋅ ⋅

.                                                                  (34) 

0
�� ���������
�� �
���
�� nτ , ������������ ����������� (33), � ���
���� �!� �� 
���, �� ���� ����-
��

��� ����
�
� (31): 

( )
2

21 n

m
m

nm e e
τττ

− ⋅⋅− ⋅ ⋅ =                                                                  (35) 


�����
� ����
����� �
���
�� τ  � �����������

� ����������� nτ  �� τ . 
 
������	���� ��������� �����������. ,����� ������ ����������
��� 
�������
�� ���������
��, 

�����

�� � �
����������� ��������
��� ����������� ����
�� ��� �������
�� � ������ ��
��
�� !�� �
� 
���
��
���
�� ����� � �����	
���
�� ���� � �� ��������� ������ ��� �������
��. 1�� �������� 
���
� 
� ��
���

� ������� � �
����� �������� 
������

���� �������� �������
�� � �� ��� ��������
�	 ������� 
� �� ���� � ������ �!��
���
�� �� ����������� ����
��. 

 
������. � �� ��� ��������
� 
���� ������������� ����
�� ������ ��������
�� ����������� ����
�� � 

!�� �
� ���
��
���
�� ����� � �����	
���
�� ���� � �� ��������� ������ ��� �������
�� � ������ ������-
��
�� ���������
�� ���!�� ���� ��������	 �����
��, 
� ���� ������	 �����
� ����������
 �
������� ���-
����. � ���������� ����
����
�, ��� � ����
��� �����
� � �� ���� ����������� ����
�� 
�������
� ���������-
����, �������������� ��� ������� � ��������

��� �
���
�, � !�� �
� ���
��
���
�� ����� � �����	
���-

�� ���� � �� ��������� ������ ��� �������
��, � ������� �� ������
�	 ������������	 ����
��, ���
����� 
��
��
�� �
���
��. 1�� ��� ������ ������
� �	��� �������!� �������� ��� �������
�� � �����
�� ������-
�� �������
�� � ��������� 
���
� � ��
���

� ������� � �
����� �������� 
������

���� �������� �����-
��
�� � �� ��� ��������
�	 ������� � �� ���� � ������ �!��
���
�� �� ����������� ����
��. 
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($# 621.923 

�. �. �������, �.  .  ��!"� 

���� ! "#�$%# %��#&#�#� # ' #�%(%��!%�!  �%�#�(�%�!  ��  �)��* ��%+ 
%)��)%!$# %!�#��! + 

*��������
 ������ ����	�������� �����	
���� ��� � �����
�� � �� ���� 
� ��
��� ����������
�� ������ ������
����� � �����
�
 �
���� 
����
����
����� ����
�
�� ����	�������� �����	
���� ��� �������
�� ���������. (���
����
�, ��� ����	�������� �����	
���� ��
�-
�
��
� ������������ ������
�� ����������� ����
, ���������	 � ���������
�� ����	��������. � ��
���
� ������������ 	�
�
!���-

�� �� ����
�
� � �
����

�� �������
���. *�����
� ������
���� ���
���
�� ����	�������� �����	
���� ��� �������
�� ���!��, 
��� ������!� ���������
� �����
�������
� ��� �����
�� � �� ��������� ������. 

$,����� ����: � �����
�� � �� ����, �������
��, 	�
�
!���
��, ���������, ����	�������� �����	
����. 

��������. *�� ��!������
�� !����- � �
��������
���� �����������
� ������� ��� ���
�� � ���
���� � 
�������� � �� ��������	 �����	
����� ���������. � ��� �� ���� ��� ��
������ � � ������
� ����	�������� 
�����	
���� ( 0,05aR ≤  ���). ��
���, ��� ���������� ��������, �����
��� ��� ��� ���
�� 
� ��������	 ���-
���
�� � �� ���� � �
����

�!� �������
�� ����
�. � ����� � ���� �������
� ��� ���� ��������
�� 
���	 
 ���� ��������
�	 ��	
���!������	 ����
��, 
�������

�	 
� � ������
�� ����

�� ����	�������� � �� �-
�������	 �����	
����� ��������� � !����- � �
��������
���	, ��� ��� ��� �������
�� ����
����	 �������-
��
�� ����
����
����� ����
�
�� ����	�������� �����	
���� ��� � �����
�� � �� ����, ������ �������� 
�
����

�!� �������
��, 	�
�
!���
�� � � �� ���� ��������� ��� ��
�� � �������. 

 
����� �������� �����������. 2
�!������

��� ���������
���� [1 – 3] ����
����
�, ��� �� ����� 

������	 ����������� ����	�������� � �� ��������	 �����	
����� ��������� ���
� �����
�
��� ���	
	 
�	����	���� � 	&��&	��� �	&	
�-� �&����	�. ��
��� ��� ���� �
�������
� ������������� ������������ 
� �� ����, 
�������, �� ����
�
� � �
����

�� �������
���, ��� �
����� ��������
���� � �� ����. *�-
����� � 
�������� ����� ���������� ������������� ���������
�� ���������� ����	�������� �����	
���� ��� 
� �����
�� � �� ���� � ������� ������ ������
����� [4, 5] � ���� 
���
� � ��
���

�!� �� ��� ��������
�	 
������� � �� ����. � ����� � ���� �������
� �����
�
�� ��

�!� ������������!� ���	��� � ��������
� ��-
������
�	 ������� � �����
�� � �� ���� ��������� � ������ ������	 ��� ���
��, ����9�������	 � ����	���-
����� � �� ��������	 �����	
�����. 

 
��������	� ������. � �� ��� [6] ��������
� 
���� ������������� ����
�� ������ ��������
�� �������-

��� ����	�������� �����	
���� ��� � �����
�� � �� ����. ��
��� ��� ���� 
���������
� ���
� � ��
���
� 
������
���� ����	��� ��  �
��� .���
� � �����
�
�
�� ��
���� ��� �������
��	. *������ 
�� 	�����, ��-
�����	, ����
��� ��

�� ����
��, ��-�����	, �����
��� �!� ��� ������������!� �
����� ������� ���
���
��  

© 4. �. .������, ). 2. 2�
���, 2015
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����������	�
 ��������	�
 ��
 ����
���� ������� �����	�
� � �
���- 
 �������
�
�����. 
 
�����������	�
 �����. ��		����
� 	���� ��������
� ����������	�
 ��������	�
 �� ������
������ 

������ ��
 ��� ������� ����
���� 
�	��������� 	 ������	����� ��	�����
�� �����
� ����� ��� ����-
��� 	����
 
�	�������� (�
	. 1). ���������
�, ��� 
�	������� 	�������� ��
���
� �������
������� ���	��-
	�
 ������������� ������. ��� �������
� ��	����� ������ ��������	�  ����
����� 
�	�������� ����	�-
������ ���
�  �� 1n  !����������� 	����, �������� ��� ���	��	�
 ������������� ������, � ������ 
� ��-
����� �����
�	� �� ������ ����
����� �����. " 
�
�� !������������ 	��� ����� �
�
�� ������ ��	�
 ���-
�
����� 
�	�������� � , � ��� ��	��� ����� ��	��� ��	�����
� ����
����� ����� b . 

 

b

�

1                    2                   3                   4         ...      1n  
�
	. 1 – #���� ��	�������
� 1n  !����������� 	���� ����
���� �����. 

 
$���� ����	
��� ��� ������� ���%
�� �������� ����
����� �����, 	������
��������� �� ��������	�  

������������� ������, ��
���	� ���: 
( ) 2 /i y tg y Bε γ= ⋅ ⋅ ,                                                                              (1) 

��� 2γ  – ���� ��
 ����
�� ����	��������� �������� �����; �  – �����
����, ��	�
�������� �� ����
�� ���-
��, �. 

������
��� ��� ��������	���� %����
� ( )i� y  ��
��� �
�: 

( ) ( ) 2
1 1i i

tg y
� y y

B
γε ⋅ ⋅= − = − .                                                                   (2) 

&����
� ( )j� y , ������� ��
������ �������
� ������
� 1n  �����, ��	���������� � 1n  !����������� 	��-

�� ������ ��������	�
 
�	��������, 	����	�� ��	���� ���	 ���� ��!�����"� �����#�"� ������ [7], ����-
�
�	� �����	����: 

( ) ( ) ( )
11

1

1

2
1 1

nn
n

j i
i

tg y
� � � y x

B
γ

=

⋅ ⋅� �= = − = −� �
� �

∏ ,                                                     (3) 

��� ( ) 2 / 1i� y tg y Bε γ= = ⋅ ⋅ << . 

'���
���, ��� �� ���� �������
� ������
� 1n  ����� �� ���	��	�  ������������� ������ ������
� 

%����

 ( )j� y  ���� ���� ��� 	�, ���� ��� ��� 	���� ����������	�  ������������ ��������	�
. 

(������
� (3) ������	� $��	�	� �%��	��, ������� ��	�������	� � �
�� �������� 	����: 

( ) ( ) ( ) ( )
...x

nnn
x

nn
xnx n +⋅

⋅⋅
−⋅−⋅−⋅

⋅
−⋅+⋅−=− 3111211

1 321
21

21
1

11 1 .                                      (4) 

# ������ ����, ��� ���
�
�� 1x << , � 1n  – ����	
��� �� ���� ��� ���
�
��, ����
���, ������ 10 ... 20 , 
�� ����
���, � ��������

 (4) ���������� ������ 	��������. ( ����� ���� ����� �����
�
� 	� ����� �����-
�
 	��������
. ) !�� ��������, ��� ��������
� (4) 	 ��	�������� ��� �����
�
 �����	� � � ������ ��
�
��-
�

 ����� ����	���
�  ��������
�� !�	��������� %����

 1n x

�
−  � ���: 

( ) xnn
�...x

n
x

n
xnx 11 3

3
12

2
1

1 32121
11 −=+⋅

⋅⋅
−⋅

⋅
+⋅−≈− ,                                                  (5) 

� ������� ��� ������ (��
�� �
�) 	�������� ���
� ��, ��� 
 � ��������

 (4). #��������� ��, 	 ������ ����-
��������� ��
��
� � ��������

 (4) ���
�
�� ( ) 2 / 1i� y tg y Bε γ= = ⋅ ⋅ <<  ��������	���� %����
� ( )j� y  ��
-

�
���� ���������� �
�: 

( )
1

1

2 tg n
yn x B

j� � e e
γ⋅ ⋅

− ⋅−= = ,                                                                      (6) 

����������� ������ ��� ��������
� ��	����� ���������� ����������	�
 ��������	�
 ��
 ����
���� ���-
����. 

$��
� ������, ������ ��	������ ��������	�  �������� �� 
���� * ����� � !�	��������� %����

 
��
 ��	���� ����������	�
 ������������ ��������	�
, ��� ������
�� 	���	������ ����	�
�  ��	���� �� 



   
����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� ISSN 2222-0631 (print) 

104 ������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 

	�
���
� 
� �����	�
. 
*�����
�� �����
� , ��� ���
	
��	�  (6) 	�������
�� ��� 1n  !����������� 	���� ������ ��������	�
 

����
����� 
�	��������, � ������� 	�����
�	� �� ������ ����
����� �����. +	�
 � %���
�����

 ������-
����	�
 ��������	�
 ���	����� � 1/j n n=  ��� �� �� !����������� 	����, �� � ����� ���� �������
� �	�� !�
� 

!����������� 	���� �� ���	��	�  ������������� ������ 	�������� ��������	���� %����
� ( )� y  ����
�
-
��	�
 ��
���	� ���: 

( ) ( ) 1

1

2 tg nn yj n x B
j

j n

� � � y e e
γ⋅ ⋅− ⋅− ⋅ ⋅

=
= = =∏ ,                                                          (7) 

��� n  – 	�������� ���
��	��� ����
���� �����, ���	�����
� � %���
�����

 ����������	�
 ���������-
��� ��������	�
. 

'���	
��� ��� ������� ���%
�� ����
����� 
�	��������, ��������	� 
������
��� ��� %����
�� ( )� y , �����
�	� %�������: 

( )
2

1
tg n

y
B� e
γ

ε
⋅ ⋅− ⋅

= − .                                                   (8) 

,��%
� ��������	���� %����

 ( )yε  ������� �� �
	. 2. �� %
�
��	��� 

	��
 ( )yε  	������	����� 	����������� ��������� ����������	�
 ��������-
	�
 – ����	
��� ��� ������� ��
�� �
������%
�� ������������ ������-
��	�
, �	�
 ��		����
���  �����
���� y  � ����
���������� ���������

. 

��	��� �� %����

 ( )� y  
 ( )yε  ������	� ��������	����
 %����
��
 ��	��������
�, 
�������
�
	� � 

�������� 0 ...1 , �� �������
�  �������� ����������	�
 ��������	�
 maxR  (���	
��� ��� ��	��� �
��������-
��	��� �� ������������ ��������	�
) ����� ��� �� 	 �������� 	����� � �����	�
, ����
���, ��� 

0( ) 0,1� y �= = ; 0,05; 0,01 
 ��� �����. $���� ��
 �	���

  

( )max 0� y R �= =                                                                                    (9) 

	 ������ ���
	
��	�
 (7) 
 ������
�����
� ���
	
��	�
 (9) ��������: 

0
max

ln
2
� �

R
tg nγ

⋅
= −

⋅ ⋅
.                                                                                (10) 

(��
�
�� 0ln�  ���
����� �� (���. 1). ��!���� �������� ����������	�
 ��������	�
 maxR  ��
�
���� 

�����
��� ��� ������
�. -�� �
���, 	 ���� ���
�� %����

 0�  ���
�
�� 0ln�−  ����
�
����	�, ������ �� 	���  

����
��� �� �� 	������
� 	 ���� ���
�� %����

 0� . 
 

$��
�� 1 – ��	������ ������
� ���
�
�� 0ln�−  

0�  0,15 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,00001 0,000001 

01 �−  0,85 0,9 0,99 0,999 0,9999 0,99999 0,999999 

0ln�−  1,897 2,3 2,995 4,6 6,907 11,5 13,81 

 
��������� ��������. .	���� 
� ���
	
��	�
 (10), �	������ �	���
�� ���� ���
� ��������� ��������-

��	�
 ��������	�
 maxR  ������	� ����
���
� 	��������� ���
��	��� ����
���� ����� n , ���	�����
� � 
%���
�����

 ����������	�
 ������������ ��������	�
. ��
 ���������� ��
%����

 (�
	. 3, �) 
���� 

τ⋅⋅⋅= ��VBkn , 

��� k  – ��������	���� ����������
� �����, 2��./� ; B  – �
�
�� ��
%����
�, �; ��V  – �������
�� ��� 	��-

��	�  ������
� ��������	�
 �����, �/	; / 
��l Vτ =  – ����� �������� %
�	
��������� 	����
� ������������ 
��������	�
 �����
 	� ��
%���� ��� ������, 	; l  – ��
�� ���
 �������� ����� 	 ������������ ��������-
	� � �����
, �; 
��V  – 	����	�  ������
� �����
, �/	. $���� 

��


��

V
n k B l

V
= ⋅ ⋅ ⋅ .                                                                          (11) 

-�� �
���, ����
�
�  n  ����� ����� 	��	���
: ����
���
�� ���������� l , ��V  
 ���� ���
�� ������-

�
�� ��� 	����	�
 ������
� �����
 
��V . /�
� �0�	����	� !%%���
���	�  ��
�����
� �� �����
�� ��
 ���-
���
�� ���	���� 
 �������� ��������� ��
%����
� 	���� ���
����� ��
%����
�, ��������
������	� ���-
�
������
 ������
��
 ��
�� ���
 �������� ����� 	 ������������ ��������	� � �����
 l  
 ���� �
�
 
������
��
 	����	�
 ������
� �����
 0,5 ... 5
��V =  �/�
�, 	 ����
 ����
� ���� ���
� ����������	�
 ��-

0

1

�ε

 
�
	. 2 – ,��%
� ��������	���� 

%����

 ( )yε . 
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������	�
 ��
 ������������� ����
���

 ���
����
��� ��	�
 ������
. 
 

2

1

0

01

���V
��V

2

1

0

01

���V

��V

2
1

0

���V

��V

� 	 
  
 

�
	. 3 – #���� ��
%����
� �����	�
�: � – ��
 �������� ��� ��	�������

 �	�� ������
� ����� 
 �����
; 
$,  – ��
 �������
��������. 

 
( ������� �������� l  ����� ��
�� �������	�
 ������������� �����	�
�: l dπ= ⋅ , ��� d  – �
����� �-

������������ �����	�
�, �. /�� 
���� ��	�� ��
 ���
������

 �����	�
�. #��������� ��, � !��� 	����� ����-
���� n  ��
�
���� ��
�� ��� ������
�, � �������� ����������	�
 ��������	�
 maxR  – � 	������	��

 	 ���
-
	
��	� � (10) – ��
��� ��� ������
�, ��� ��������� �� !%%���
���	�  ��
�����
� ������ ���
������
� ��-
���	�
� �� 	������
� 	 ��������
� ��
%����
��. 

1�	���
���� ��
���
� 	���� ��
%����
� ���������� ��������	�
 ������ 	 �	 � ������
�, �������
��-
������ �	
 ������
� ������������ �����
 (�
	. 3, $). ��
 !��� ���� 	�������� ������
������ ��
���
� 
����  ������������� �����	�
�. $���� 

2 ��

��

��

V
n k B V k B

V
τ= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ,                                                                    (12) 

��� / 
��B Vτ = . 

��	��� �� 	�������
�� �	���
� l B< , �� 
	��� �����
� ������ 	���� ��
%����
� �� 	������
� 	 ���-
�
�
����� 	����� ����������� ��
%����
�, ���������� �� �
	. 3, �, ��������� ����
�
�  	�������� ���
��	�-
�� ����
���� ����� n , ���	�����
� � %���
�����

 ����������	�
 ������������ ��������	�
, 
, 	���-
���	������, ���� �
�  �������� ����������	�
 ��������	�
 maxR . -���� ����, ��
 ���������� ��
%����

 
�� ����
�
����� 	���� ���
�� �������
� ����
���� ����� � ������������ �����
�� ��������� 
 ����� 

������ 	� �� ���� �� ���
�� ��
%����
� t , ����� ��� �� ������������ 	���� ��
 ��
������, � !�� %���
��-
	�
 ��
���
� � ����
���
� 	��������� ���
��	��� ����
���� ����� n , ���	�����
� � %���
�����

 ����-
������	�
 ������������ ��������	�
, 
 	������	������ ���� ���
� ��������� ����������	�
 ��������	�
 

maxR . #��������� ��, ������������ ����� 	���� ����������� ��
%����
� ������� ����
��� �� �� �
�
 ���-

�����
��	�
�
 ��������	���
 	 ����
 ����
� ���� ���
� ��������� ����������	�
 ��������	�
 maxR  ��
 
������� �����	�
�.  

(����� %������� ����
���
� 	��������� ���
��	��� ����
���� ����� n , ���	�����
� � %���
�����

 
����������	�
 ������������ ��������	�
, ��� ������ 	���� 
��
%����
� ������	� ����� ����
���
� �
�
�� ��
%����
� �� 
	��� �	���	�����
� �������� ���� 	����� ���
%��

 ����� 	 �-
����������� ���������� ��������	� � �����
 (�
	. 3, ). ��
 
!��� ��
�� �
� !%%��� ������
 ��	�
����	� ��
 ��
%����

 
�������� ��������	� � �����, 
������ %���� �������	�
 
 
��	���
������ ��
�� ��� ������  �������� 	 ���������-
��� ���������� ��������	� � �����
.  

#������ �����
� , ��� ������ 	���� ����������� ��
%���-
�
� ������� 
	��� ������ &�� �� �.�. ��
 
		�������

 ���-
�����	��� ���� ���
� ����������	�
 ��������	�
 ��� ����
�-
��� ������
 �����	�
� � �
���- 
 �������
�
�����. ( ����� -
���� �����	  ��	���
�  �������� ����������	�  ��������	�
 
�� ������ 0,04Ra =  ���, ���� �� �������	  �����
�  ����
�
 
�������
 ����
���� ������
. ��� �	���	�����
� ���������-
��� 	���� ����������� ��
%����
� �����	�
� ������
�� ��	-
���
�  ��
����� ������	����� ��	�������
� ����
���� ����� 
�� ������ ��������	�
 �����. ( ����
���� 	����� � �����

 �-

0

��V

��V

��V

�

y

z

�
	. 4 – ��	�������
� ����� ��
  
��
%����

 �����	�
�  

� ���������� 	
	���� �����
���. 
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��� ���	������  �
�  ��
���� ��	������
� ����� (�� �	�  ���� ��� ���
��	��� �����), ��� ��
����� � ���-
�����
� ����� ��� �
	��-�����
� �� ������������ ��������	�
 
 �� ������
� ��
� 	� 	���	�������� 
���� ���
� ����������	�
. ( 	���
 	 !�
� 	������ �����		 ��
%����
� ���
����
� , ����
���, ������ 	 ��-
�������� �� ��� ������ ��������	�  	���� ����
���� �����, ��������
����
�	� %���
��	�
 ������	����� 
��	�����
�� �����. 

��
 �������	����� ��	�������

 ����
���� ����� �� ������ ��������	�
 ��
%���� ���� ����� %���-
�
� ( )� y  ��
	�����	� [6] %�������: 

( )
22

2
tg n y
B b� y e
γ⋅ ⋅− ⋅

⋅= ,                                                                          (13) 

��� b  – ���	
��� ��� ��	��� ��	�����
� ����
� ����� ��� ������� 	����
 �����, �. 
1��
	
��	�  (13) ���
����	� �� ������
���� ���
	
��	�
 (7) ����
����� / 2y b , ������� ����
� � ������-

���  	�����
. /��� ����
���  �	���� ��� �� ��
�
��. ��!���� ������
� %����

 ( )� y , ��		�
������ �� ��-
�
	
��	�
 (13) ��� ��������� ������
� y , ���� �	���� �� �
�. /�� 	������ 	 ���� ���
�� 	��������� ��-
�
��	��� ����
���� ����� n , ���	�����
� � %���
�����

 ����������	�
 ������������ ��������	�
, 
 
	������	������ 	 ����
���
�� ����������	�
 ��������	�
. 

��
 �	���

 y b=  ���
	
��	�
 (7) 
 (13) ��������	� 
 ��
�
���� �
�: 

( )
2 tg n

b
B� � e
γ⋅ ⋅− ⋅

= ;                                                                          (14) 

( )
2

2
tg n b
B� y e
γ⋅ ⋅− ⋅

= .                                                                         (15) 

���������� ���
	
��	�
 (14) 
 (15) ���
����	� ���� �� ����� �
�  ��	�������
 ����
�����
 ��������-
��� 	�����
, ��� 	������ 	 ����
���� ���
��	���� ����
���� �����, ���	�����
� � 	0��� ������� 
 %���
-
�����

 ����������	�
 ��������	�
. $��, � ������ 	�����, 	����	�� ���
	
��	�
 (14), %����
� ( )� � b=  ��
-
�
���� ��
��� �
� ������
�, � �� ������ 	�����, 	����	�� ���
	
��	�
 (15), ��
�� �
� ������
�. #������-
��� ��, �������	����� ��	�������
� ����
���� ����� �� ������ ��������	�
 ����� ��
���
� � ���� ���
� 
���
��	��� ����
���� �����, ���	�����
� � 	0��� ������� 
 %���
�����

 ����������	�
 ������������ 
��������	�
. '����� ������ �����������	�
 	�������
�� ��
 ��
������� ������

 ����������� ���
�
�� 
2 /tg n b Bγ⋅ ⋅ ⋅ . ( ���	��
��� ��	�
, ��� ��		��������� ���� 	������ ���� ���
��	��� ����
���� ����� n , 
���	�����
� � 	0��� ������� 
 %���
�����

 ����������	�
, ���� ����
����. ��!���� ���� 	���	������ 
���
��� 	� ������
� %����

 ( )� y  
 ��������� ����������	�
 ������������ ��������	�
 maxR . 

��		��������� � ����� ��
 	���� ��
%����
� �����	�
� � �����
, �� 	��
, 	�����	� � �	���	�����
� 
������
� ����� ������ ���� �����
������ �	�� – , ,x y z  (�
	. 4). ������ 	���� (�
	. 3, �) �	���	������	� ����� 
������
� ����� ������ �	
 Oz , ������ 	���� (�
	. 3, $) – ������ �	
 Ox , � ���� � 	���� (�
	. 3, ) – ������ �	
 
Oy . *� �	���� !�
� ���� ��
��
�
�� ��� 	��� ��
%����
� �����	�
� ����� �������
�  
 ����
� 	����, ��-
����
�	� 
� ����
����
 ���
���
��
. 

 
������	���� ��������� �����������. )����� 	�
���� ���	����
����
 ���������
� 
		�������
�, 

	�������� 	 ���������� !%%���
����� ��������
��	���� �����		� ��
%����
� �����	�
� ������, ��	�������-
��� �������
������� ���������
� ������
� ������������ �����
. /�� ������
� 	���	������ ����
�
�  
���
��	��� ����
���� �����, ���	�����
� � %���
�����

 ����������	�
 ��������	�
, 
 ��
� 	� ���� ��-
�
� ����������	�
. 

 
������. ( ����� ���
������ ��	��� ����������	�
 ��������	�
 ��
 ����
���� ������� �� �	���� ��-

�����
� ����

 ��������	���. �������� ������
��	�
� ����
� �����������	��� 
������
� ����������	�
 ��-
������	�
 ��
 ��
%����

 �����	�
� 
 �	���������, ��� ��	�
������ ������  ����������	�
 ������ ����-
������ ����������	� 	�������� ���
��	���� ����
���� �����, ���	�����
� � %���
�����

 ����������	�
. 
.	���� 
� !����, ��	������ ���
����	��� ���
������
� �� 	������
� 	 ��������
� ��
%����
��. �������� 
��������	�  	���	�������� ���� ���
� ����������	�
 ��������	�
 ��
 ��
%����

 ������, �	  �������� 
��	�������� �������
������� �	
 ������
� ������������ �����
. ��
 !��� ��
�� �
� !%%��� ������
 
��	�
����	� ��
 ��
%����

 �������� ��������	� � �����, 
������ %���� �������	�
 
 ��	���
������ 
��
�� ��� ������  �������� 	 ������������ ���������� ��������	� � �����
. 
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�. �. ������� 

���� ! �����"#$%&�'� ���"�(&)( *+#���,- +% �� ����).&�'� ���"$�$ 

'���������, ��� ��
�� �
� �
	� ����
������
� ��
�
 � ���������

 ����
��	���� 	�	����
� ��	����� ���� ����
���� � ��� �������-
��� «���� �������������	�
» 
�-�� ����������	�
 ���������� ����
�  ��� ����
��	��� 	�	����
�. ��� �����
� !��� �����
 ���������� 
�����  � �
�� n − ������� ���
�	-�������, 
������� ���������
� � ����
���
� ��������	�
 ������ 
 �������
� ������
� ����������. 
������������ �����  ���������
� ������������� 	�	����
� ���� 	��	�	������  ���� ���
� ��������	�
 ��
���
� ��
����� ����-
�
�. 

#/����� ����: ��	���� ����, �������  ����
��	���� 	�	����
�, �	�������� 	���	��� ��������, ���� �������������	�
, ������-
������ 	�	����
�, ���
�	-������. 

��������. '��� 
� ������� �������
�, ����0�������� � ���������������� ����	�����, ������	� ��	-
�����
� �����	��	�
 ��������� ������ 
 ��		��
���. '��
� 
� !��������, ����	���	������ ��
���
� �� ��-
���	��	�  ��
���
� ����
����� 	�	����, ������	� ��	���� ����. '���� !���� ���� �� ����� ��
���
� ����-
������ ��
���
� � ������� ��	���	��
�� – 	���� ������ 	 ��� 	��. 

#���	������� 
�%��	�������� 	
	���� ��������� �������� ��	 (#$-) �� ��������� ������
, ����� ��-
	���� ���� ������� ��
 ��
%
�
������, �	����� �������� ��
	������� ��	� ����� �
	����
������ 
���-
���
� ����������� �8 �����	�. 

�������
� �� �������� ������� 	����� ����
����� 	�	���� ����� ���	�����

 [1] 	 ������������
 ���-
	�����
��
 ������� ��	���, 	 ����
����
 �
���
 ����
��
���, ��
���� � ������	��� � ���������

 ����
��-
	���� 	�	����
� ��	. 

-������  	���	�����
�
 �
	����
�����
 (�	����������
) 	���	����
 ������� ��
���
� � ��
��-
��� ��������, ������� 	�	������� ����� 13% �� �	�� 	������ �	������� ������ �� ������� ��	. ��
 !��� ��-
������	� �������
� ��	�� ���
��	��� ���
� ��
�� 
�-�� ����
���
� �
	�� ������� 	 ������������
 �
���
 
��	, ����
��
��� 
 	����
. /�� ��
���
� � ����	�������� ��������� � ��
���

, 	����� 	��
� ��	�
 
 
�
��
���	�
 ���������. ) ����� ����� � �����
���� ��� �������� ��������, �����
�� ��� 
 %
���	���� ��-
	��	��. 

#�������
� ����	
�  ����������
�����	�  ��	, �����
�
 ������

, ����	����
� ��������������� 
����
��
�
, 
	��� �����  ��� 	��
� 
����
� �	�������� 	���	��� �������� 
� ����
��	���� 	�	����
�. ����-
����� ���
����
���
 ��	���� �����, ���
� ��� SKF (" ���
�), FAG (,�����
�), T3mken (#" )), �	������ 
	��
 ��	� ���
�
 	
	�����
. $���� ����
��� ��� ����� ��������	� �� ��������	�
 �������
 
 ������
 
������ 	 ����� � �	��������� 	���� [2 – 5]. ������� ����� �����	� 
 � ����� 	����� [6]. 

$��
� 	
	���� 
���� ��������	� , � ���
�
� �� �
	����
�����, 
������  ����	���	������ �
����	�
��-
	�
� ��������� ��	����� ���� �� 	��� ��������
� 	������	�����
� ����
��� �� �������
������ !��������, 
������
���  ����� ���� 
������
� � �	����	��� �����
, � ����� ���
����
�  ����
���� ������� 
�%����-
�

. 

© (. 2. �������, 2015
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������ ��	�
���� �		�
������. ����� ����� �� �	��

 
 �����
�	 �	���� �������� 
 
������
����-
�
� �	��
�	����� �������
� ���
����� ������� � ����������

 �������
, ��� � �������		 ��	�� �����	��� 

������
�
 ������ ����	� ������� �	��	��� �����	���	 ��
���
	 �� ��	�
�	�
� �����	�����
 ��	��
 
�	��
�	����� �������
� ���	���� [2 – 4]. 

��� ��	 �����
�	���	 ����	�
	 � ���		�	�

 �	��	�������� �����	���� �������� ����� ���	�	�� � ��-
����� [7 – 9]. !���������
	 ���������
� ���� ����
�� �� ��
��
�
�� ��� �����	� � 
� �������	�, ������ 
[10] ������	�� �������	��
������
 �������� ����� � �	������� �������". 

#	���� ����	�� �����	�
� �	
�������� ���� ������	�� ������ [11]. 
���		�	��, ��� � ����	 ��	�� ��
���		 ������ ��� ����	� ����	���  ����		 �������	�
	 	$	��� ��-

�
��
�� 
 ���		�	�
	 ����������� �	����� �����, � ������� ��� �����	� 	$	�� �� ��	�� �
�	�
� ��	��. 
����� �	���������	 ��
���
	 
���	����	�	� ������	�� ���		�	�
" 
 $�����
����	 ������ �����
�, ��� 
"��	�������	 �������
	", 
 ������	�
" ���	���
�	���� ��	�
 ���	��� � ���� �������

. 

 
��	������ ������. %���
� �	��� ����� 
������
� 
 ����� ����������

 ����
���� �����	���� �
��	� 

�������� ���� ��������	�, ��� ����	 �
��	�� �����"� 	�	 �	�	��
�������� ���	��
����, ���
� ��� ���-
�������  ����	�� �������	�
� 
 ����	�
���
� ����
�
� 	$	��� ���
��
��, �������
�����
	 	�� ���������-
�� �	����� ��
 �����	�

 	$	���. &������ ����	� ������ 
���	����
� ����	��� ������	�
	 ��	�
 ��	��-
������� �������
� ��������� ���� �� ������ ����	��� ���		�	�
� ����������� �	�����. 

 
���
�� ��
���������� 	�	������. '������� 	�����"�	� 
�������

 � ���
�
����
 �� ��	�	�
 ����	-

�� ����� ��	���� �	������� �������� ���
����� ������� (%'()-�, )*'#) ���"� ��	������ ��
 �
� ��	��-
�
. '
���� ��	����
����� ������ «*�	����-0» �	 ��	��	� ��������
 �������, �� �
����� ����
����� ������ 
«*�	����-1» ��	� ��	��	��� �������
�  �� ������� �� ��
����	� �����

, ��
 ��
�
�	���� �����	 «*�	����-
2» ������	� �� �	�	�	���� ��������� 
 ������ ���� ���������� ������. 

����� �	�	�
	 
������
�	���� ����
 (���	�	�
	 � 
�������� 
�
 �	
�������� �������
��) ��	�� 
������� � �
���� $
��
���� ��	���
 
�
 �������� 	$	���. 

!	�	�
	 ���� �����	�� �� �������� ����� ����	�	���� ������� ����	��� ����	��	� ����	� �	�����-
����
 �� �	�	���������� ���������	. +
����
� ������ ����
�
� �������� 	$	��� �	� ����������  �� ���-
�
� ������� ��	��������  ������. '��	��	�	���	 
 �����	���	 �����	�
	 �	
���������	� 
 
�$���
����-
�
	 ������
��"�	�� �	������� �������	� ��
���  �	����
��	 �	�� 
 ��	������
�  ���	��	 ����	���
� 

� ����
�
� �� ������
 
 ����� 
� ����� ����� ���	����	����� ����, � ����	 ��	��
 � �
�
���� �
��� ��	�-
�	� � �
�	�

. &�
 ���� ����� ����
�	� �� ��	� �
�  
���� ���������
���� ��	�	����. )���	 ����, �	�	-
�
	 ���� �����	��, �������	� ��	����
	 ������	�
" ������ �� �	��
�	���	 ������
���
	 
 �	����, ������ -
�� �	����, ������� �����
��� �� �	�	���	, ��
��
� � ����
�	� �� ��� �
� ��������, �	� ���, ������� ��-
�����	��� �� ��	�
��
�
�������� ����� ��������� 	��. 

&�
 ���		�	�

 �	��
�	����� �������
� ��������� ���� ��	��	��� ������� ��	�����  �����������
� 
(��� ��� ���
����  ��
��� �������� ����
���� ���� 
�
 ������ ��	���
).  

,����
�����
	 ����
���� �
������ ��
��
� � ���	��� ����	���
�� – �����
� 
������ �		� ��
 �� 
����� ������ � �	� ���. -����	 �
����� ��	���
 ������"� ��	���
 � �
�	�

 ��	���, � ����	 ���	�
�� -
��	, $
�������	 
 
�
�	��	 ���	�
 �	�	����������� ����������. 

�������� 
������
�	��
� ��
������ �	��
�	����� �������
� ��������� ���� ����	��� 	�� �	��	������. 
.���	��
� ��	�	���� �����	��� ���	���
�	����� ��	��	�	�
� 
������
�	���� ��	�
 ����	��� ���-

�	�� �	
��� � ��		�	  !��, ��
����	��� �����	�
	�: 

( )1 ,
1 1

n F T TdT P N D f i i !i
n nd c p c pi i i ii i

απ
τ

⋅ ⋅ −�⋅ ⋅ ⋅ ⋅ == −
⋅ ⋅� �= =

                                                   (1) 

�	 P  – �������� �� �����, /; N  − ������� ����	�
�, 1c− ; D  − 
��	�� ���
��
��, �; f  − ��
�		���� ��-
�$$
�
	�� ��	�
�, ������� ��
����	� ��������	 ��	�
	 ���	�
� 
 ���� �	�
	 �����
� ���	������	� ��-
�
��
���, ������
��	�
	 �����
 
 ��	�
	 ���
��� � �	���������; ic  – �	� ��� �	���	�����  ��	�	���� ����� 

 ���	���� ����, (�/��0); ip  – ����� ��	�	���� ����� 
 ���	���� ����, ��; τ  – ��	�� ������ ���
��
��, �; 

iα  – ���$$
�
	�� �	����	�	��
, 2.�/� )⋅ ; iF  – �����  ���	������
 �����, 2� ; , "T T  – �����	����	��� 
�	��	������ ���	������
 ������� ����� 
 ������"�	�� ������, ). 

,���	�
	 ����	���� �	������������
� 
 �	����	�	��
, ������	 ���
����� � ������"�	� �������� ���	, 

�		� ��� ��	 ����	�
	 ��
 �	�	�

 �����
�	��
� ���� 
������
�
 ���� �� ��� ��	��. 

(�� �	�	�
� ����
 ��	��
 �	��
�	����� �������
� ��	��	��� ���		�
�  � �	���" ��	�	  
������
�	-
��
	 ��
����
 (��
����
 �����������
�), ������	 ������	�
��"� �	��
�	���	 �������
	 ����. 

&�
 ���� ������� ��	�"�
	 �����
�	�
� �� ����� 
���� ��	��� ��
������ (�������
��	��� �����	�-
���): 

# ,���� �����  �	 ��
����
, �����
�	� �� ������� ���	� ���  �����	�� ���
����� 
�$�����
�, ����-
������ �� ���		�	�
� �	��
�	����� �������
� ��������� ����; 
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# ,���"�
�  �	 ��
����
, ������	 ����
�$�����
���	 
 �	 
�	"� ���������� ���	�
�	� ��� �������; 
# 1�
�����  �	��
�	��
	 ����������
 ��	��� ��������. 
*	��	������ ��������� ���� ����	��� ������� �����	����, ������� ������	�
��	� �	��
�	���	 �������
	 

���
��
���. )�� ����
��, �����	���� ����	� ���� ��
	�	� ����	� � �	
���������
 ���
��
���. �����, 
�������" ��
�
��� �����	���� �	��	������ ����� �	 ������	� �� ���	� ���  �����-�
�� 	$	��. /���
�	�, 

������ �����
, ������� ����	� ����	 �	�
�

 ����� �� ��	�� ��
������
 ���
��
��, ������	� ��	�������-
�
���	 �����	�
	 �	��	������. &�
 ���� 
��
���� ������ ����	�	��� �����
��	��� �	�	� ���
�
����	 ��-
����	�
� ������� 
, ����	 ���		�	����� ����	�� ������, �	��	�������� �	�
� ���� ��
��
� � ����� (�
�. 1). 
*���	 
��	��
���� ����	� ���� ���	� ����"�� �� ��
 �	���������� ��
�� ��� 
 ��	��� ������� � ��-
�
��
�	, ��� ����	 �	 ����	��� ������� 	$	����. 

/	���������	 ����	�
	 �� �����	���" �	��	������ ��������� ���� �������"� �����
� ����������

 – 
�	������	�����  �������
 ������, � ����	 ���
�	���� 
 ������	�����  ��
��� �������� ���
, ���� �� ����� 
	�����"� ��	�
�	���	 ��	��	 �������
. 

*��
� �������, � ������� ������� �
��	�� �����������
� �	 �������� ��������� ��	�
�  �������
	 
���	���. (�� ���
� �����
� � �	��
�	���� 
������
�	 ��	������	�� �����
	 !	�� ��	�$�
�����	��� (���� 
������ �� �����������
�). /������ ���� �	���		�	�����
 ��	�����	�� �� �
�. 2. 

 

  
1 – �	
�������� �����; 2 – ����� ����	 �	�
�

; 

3 – 
�������� �����. 
+����
� �����		�	�
� ��������
 �	��������
 �����	���: 

1 – 
�������� ����; 2 – �	
�������� ����. 2 – ���� 
��������� 
�������
�; 22 – ���� �	���		�	�����
; 222 – ���� �	
��������� 

�������
�. 
!
�. 1 – 3��$
� �	��	������ ����� � ���
�
����
 �� 		 

�	��
�	����� �������
�. 
!
�.2 – 3��$
�	���� 
��"�����
� ���� �	���		�	�����
 ��
 

��	��
 �	��
�	����� �������
�. 
 

(����	 �������
	 ����
��	� ��
 ��	�"�
� �����
�� [12]: 
��
 �� �≤  1� D∈ ; ��
 b� �≥  2� D∈ ; ��
 � b� � �≤ ≤  3� D∈ ,                                  (2) 

�	 ,a bx x  – ����
���	 ����	�
� �	��
�	����� 
��������� 
 �	
��������� �������
� �����	����	���; 1D  – 
-
����� 
��������� �������
� �����; 2D  – 
����� �	
��������� �������
� �����; 3D  – �	���		�	���	 ������-
�
	 �����. 

&����� �� ����	�	���	 ������ ���
����� � �	��� ���	 �	��	������� ����	�
� �����
� �����	���� 
��������� ����, 
� ����� �������
����� . &������ ��	
 ��������������� �������
� ����� ��	�
�  �$���-
����	� $��	�	��	�	��	� �	��	����, �������	�
	 �������� ��	�	� �� ����� ������ �	�	�� � �	��������������	 
�������
	.  

.�	�	�
	 ��
�
�	����� ���������������� �������
� ����� �	� ����������  ���
��	��
 ���	�� ���	�-
��� ���� � �������	�
� ������. % ����	 �����	���

 ���������
� , � �	 ��
�
�
�����  ����	�	���� ��	�. 

�����, ��	�	� ����� ���		�
� , �� ���
� �
��� ���� �� ������	�� ����	�� �	�	��������� 
���� �����  
����" ����	���. ,���� ��� ����� ��
���� ���������
�, ��� ��
���� �	��	������ iT∆  �������� ����� ����-
�
$
�
�����  �	
�������	 �������	 ���� ��� ��
��
�
�� �� ������ �
��� (�
�. 3): 

– ����%�	�	 – �� ��
� ���� ������	�	� ������	����, �
�	���� ���� �	��	������ � ���
�	�
� ��		� -
���� ����	�
�; 

– &���	�����	�	 – ���
���
� ���	�
�	� ��� ���� �	��	������, ��� ��	��	� ����
���� ��������
 ��	��. 
'����	����	���, ��������
���  ����� "������	������" �
�� � ���	� �����	 �	 
�		� ������.  

*��
� �������, ��	��	��� ���		�
�  ��
 ����� �	��
�	���� �������

 �����, �� �	���� 		 ���������-
�
� �		� � ������, �� 	��  ���� ����� 	�	 �	 ���������, �� �	��������  	�� ����
����	�
� �������. 

(�� $
����

 ������ �	��
�	����� �������
� ��	����	��� ��	��
 �����
	 �$�
	���!�	� �	��	���� � ��	-
	�	  !��. 
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&	�	�� �	��
�	����� ���	��� � ����	 �������
	 ��
���� �������  �$�
	���!	�, � ���� �������
	 – ��	-
�������� �������
	�.  

&� ��	�������� �������
	 ��	� ���
���  ����	 ��������������	 �������
	 ���	���, ���� ���� �� 
�
� 
� �����	����, ������	�
��"�
� 	�� ����������  ��������  ������	 $����

, ��
��
��	��� � ����
�-
���� ����	�
", ���		�	����� ������
���-�	��
�	���� ����	����
	�, ��
 ������� �	 ���	� ���  ������
-
������ ����������������  ���	��� ��
 �� �	��	� 
��	�	�

 ������ �����	���.  

4���� ���		�
�  ��	�������	 �������
	, �	����
�� ��	��  ������	� 
��	�	�
� 
������
�	��
� ����-
�	����, ����
�	�, ���
� ��� �	��	������ 
 �	�� 		 �����. 5	�  �	��������  �� �	��	�� ����	�
� �����	�-
��� ����� ���  ��� �	, �	� �	��������  
� �����	�
�, �� 	��  ����� �������� �� �	�	��
� ����	�
� ��-
���	����. ��������
	 
���
�
 
��	�	�
� �������
��	��� �����	���� �	 ����	��� ��
������ ������ ������-
�
�. (�� $
����

 ��	��������� �������
� ����� �������� �� ��	�"�		 �����
	: 

( ) ( )P H P '> ,                                                                               (2) 
�	 ( )P H  – �	��������  �	
��������� �������
�; ( )P '  – �	��������  ������ ���� (
���������) �������
� 
�����. 

*� 	��  �	��������  ����, ��� �������� ��	� �	
�����	�, ����� ���  ���	 �	��������
 	�� 
���������
. 
(�� ���		�	�
� ��	��������� �������
� ��������� ���� ��	����	��� ��	�  � �
	 n-�	����� ��
���-

�	����� �	��
�	����� �������
� ���	���, ������� 
�		� �������	�
	 � ��	�
�	�
" �	��������
 ������, 
 
����	�
" ����	�
� �������
��	��� �����	����. (�
�. 4). (�� ���		 ������� ���		�	�
� ��	��������� ��-
�����
�, ��� �	������� �	�
�
��, �	���	� �� 
���� �����  
����������� �$�!���� $���	!������, �� 	��  �	, 
��� ��������"� 
��	�	�
� �����	���� �� ��	�	�
. . ������� �����	 ��	�  ��	��������� �������
� 
�		� 
�
 ��	��	����� ��
��-�	�����, �	 ����
��	 ���	��	� ����	�
	 ��	�	�
 τ , ��
���	 – 
������
�	��
� ����-
�	�� –�	��	������ T , ����
���	 – �	��������  ����, ��� ����� ����
��� � �	
�������� �������

 ( )P H . 5� 
������ ����
��� ��
�
��	��� ����	�
	 �����	���, ��
 ������� ( ) ( )P ' P H= , �� �
�. 3 ��� ����� 0x . 

 

 

�
��
��

�
��
��

 
1 –����� �
�	����� �
��; 2 – ����� ������	������ �
��. 

!
�. 3 – *
�� ����
��� ��	"�
��� ����. 
!
�. 4 – !�
��-�	���� �	��
�	����� �������
� 

��������� ����. 
 
�
�	�
���� �����
���� �		�
������. &	���	��
���� ���	� ������	�
� ������ 
���	����
� 

����� ����  ������	�
	 ��������
�	���� ��	�
 �� �������� �����, ������
��� � ��	�������� �������

. 
6�� ������
� ��
�
���  �	�	�
� � �	�
�	 �
�	�
� ��	��, � ������	 �������� ����
��� ����� � �	
�������� 
������. 

 
�����. /� �����	 ����		���� 
���	����
� � �����	 ���
 �����	�� ��	�"�
	 �	��� ����. &�������, 

��� �	 ��	 �������	 ����, 
�	"�
	 �����	���" �	��	������, ����"��� �	
��������
. /�
��� �
� �
�� ���-
�
����	�
� ��
��
 � ���		�	�

 �	��
�	����� �������
� ��������� ���� ����
��	� � ��� ������	��� !	�� ��-
	�$�
�����	��� 
�-�� �	����������
 ��������� ��	�
�  	�� �	��
�	���	 �������
	. (�� ���		�	�
� �	��
-
�	����� �������
� ����� � ���	 �	���		�	�����
 ��	���	�� ��	�  � �
	 n-�	����� ��
��-�	�����, 
�	"-
�	�� �������	�
	 � ��	�
�	�
" �	��������
 ������ 
 ����	�
" ����	�
� �����	����. 

*��
� �������, ������������� ��	�  ���		�	�
� ��	��������� �������
� ��	� �������������  ��	� -
�	�
" �	��������
 ��
������� ��
���
� �	�	�
� � �	�
�	 �
�	�
� ��	��. 4��, �	����	���, ����
�	� �� 
�����	�
	 �	���������
 �
�	�
� ��	��� 
 ��  ����
� ����  �	�	��������� ����	���. 
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5������������ ���� �	�	�	���� ��	�  ��	������ ��	���� �7��, �������� �� �� ������������ ��	�����	��7 ����	��7��� ��7<����78 � $���-
�7�� ���7�, �� ������	���� ��7�""� �� � ���7 ��7�� �7�7����� ������. &�������7 ����7�
��7 ���	�����7 �� ����7����
��� �� ����7 ��-
�
��	�  �����	��7� ��7<����78 7 ������	��7� ����	��7���, �� �7���7�"�  ������ ��	���� ���� ����. (�� 	�7� ��� �����7� �����	��7� 
���
���7 �
�	� �7 �	��7���78 ��	�7. !	��� ���
 ��	�����	�7 � $���7 ���	�����	� ����7����
��� �7 ���� 7 ���<����7� � ���$7�����7����� 
�������7 �� �����	��7� ��7<����78. &�������, �� ���� ��	�  ��
��< ��	������ ��	���� �7��, �� �7��
� �� �7 �
���� �	�������8 ��	�	�78. 
#�	�  ���	 ���
 ����������� � �����7 	�������8 �� ���
����� ��7��� ���
��� �����
��7� �
����	��� ��7<����78 � �	�����$���	�
� �
�-
�	���. 

-�3��4 	���: ����	��7��, ��7<����7�, 	������� ��	� , ����7����
���
, ���<����78 � ���$7�����7����� �������7. 

�	��� 4 ��	������ �����4. %���7� ���
��� �����������
� �����
��7�, �� ���������"� �� � ��!����1	$-
����� ���$�������� �������%��� �������� (�2/'), < ����
�
� 	����� ���	�������� ����������� ���	��	�	��� 
���
� �
��	� [1]. (�� � ��� �
���
�����"� �� ����	��� �	
��� ��	������ ��	���� �7��, ��7 ��������""�  �	�-
�
� ��’���� �7� ����	��7���� ��7<����78 7 �	��
���" 7�$�����7<" ��� ��	������ ��	���� �7�� �� ����7 ���
�-
�	�  1[ , ]n nt t− , �� ����
�  � �
��7� �
�7�"���7� ������8 ��
����7 � �
���7 ��!��		$
���� [2]: 

1

* ,
n

n

t

ni i
t

dtθ ω
−

= �   1, 2, 3i = ,                                                                       (1) 

	 iω , 1, 2, 3i = – ���	��78 �	����� �����"���8 ������8 ��
����7 ��’<��� ω�  �� ��7 ��’�����8 �
��	�
 ����
���. 
1 �
���� ������������ ����7�
��
� (����$�$���) 	������
� ��	�	� ���	��	��<� �� ����
� ��’���� �7� 

����7����
�����
 (1) 7 ����	��7���� ��7<����78 ��	�7, �� � � ��� �
���� �	��� ���
 ��	�"����� �	 �7����   
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������� ��	 
�������� ������������, �� �� ��� ����� � ����	�� 
��������� ����	���� �	
���� [3]. � ������ 
������
��� �������� ��	��� �� �������� �����
�� �������������� ����	�� ��
��� ����’����� � ��������-
��� �������� ���������� 	�����
��� � ��������
��� ������� ��������� ����	��� ��� (��	�� �	����	�	 ���� [4] 
�� ��������	  !������  [5]). ������� ������� ��� ��’����, �� ������, �� ��	����	�� ����	�� ��������, �� ��� �-
����� ���� ����������� �������� ��	��� � ��������� ��	�
�� ��
������� ������ ��������� ��� �������-
����� ������ �������������� ����������.  

!��������� ��	�� ��������� ����	��� ��� ����� �����
������ ��������� � ��� ���	��������� ������-
����� ���������� 0 1 2 3( ) ( , , , )Tt λ λ λ λΛ = . " �� �������
��� ��������� ����� ���������� ����������� ( ) 1tΛ = , 
���� ���������� ���	���������� � ����	� ������������ ������������
��� ������� (��������� � �������) ��	-
����	��� �����. #������� ������� �������  ��	����� ����������� ����, ���� ��	����	�� ���������� ���������� 

( )tΛ , ����	����� � ���������� ��������
���� �������� [2]: 

1 1 0 0 1 3 2 2 32( )ω λ λ λ λ λ λ λ λ= − + −� � � � ; 2 2 0 0 2 1 3 3 12( )ω λ λ λ λ λ λ λ λ= − + −� � � � ; 

3 3 0 0 3 2 1 1 22( )ω λ λ λ λ λ λ λ λ= − + −� � � � .                                                            (2) 
$� ��	������� ���������	���� (1) �������������� ������: 

*
1( ) ( )ni i n i nt tθ θ θ −= − , 1, 2, 3i = ,                                                             (3) 

	� 
0

( ) ( )
nt

i n it t dtθ ω= � , 
1

1
0

( ) ( )
nt

i n it t dtθ ω
−

− = � , 1, 2, 3i =  – ���������� ������� !	"���	�	 !		�	�� 
0

( ) ( )
t

t t dtθ ω= �
� �

, 

��
����� � ������� 
��� nt  � 1nt −  ��	����	��.  
% 	���� ������ ������������ ���� ���������� ��	�� ��������� ����	��� ���, �������� �� ����������� 

������������
��� ��������
��� ��	��, ��� ���	������� � [6]. 
 
�����������	 
������
�
��� 
��������
������ ���
��������� ������ ����
���	 
������� 
���. ��-

���� 
�� ������. % ������ [6] ������������� ���	�������� ��������
��� 
������ �������� ��	�� ��������� 
����	��� ��� � ����	� ������������ ������� � ��������� �����, &� ������ ���������� � 
���: 

0 1 2 1 2( ) cos( ) cos( ) sin( ) sin( )t k t k t k t k tλ ξ= ⋅ − ⋅ ; 1 1 3( ) sin( ) cos( )t k t k tλ η= ⋅ ⋅ ; 

2 1 3( ) sin( ) sin( )t k t k tλ η= ⋅ ⋅ ; 3 1 2 1 2( ) cos( ) sin( ) sin( ) cos( )t k t k t k t k tλ ξ= ⋅ + ⋅ ,                              (4)  

	� �� ��������� η  � ξ ����	������ ����'����: 2 2 1ξ η+ = . 
(�����
��� �� ���	�������� (4), ���� ��� ���������� ����������� ���������� ����������� ��	�� � 	��� 

��������� ����	��: 
�) 0 ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( ) sin ( ) sin ( )t t t t t tλ ψ φ ϑ ψ φ= ⋅ − ⋅ ⋅ ; 1( ) sin ( ) cos ( ) sin ( )j t t t tλ ϑ ψ φ= ⋅ ⋅ ; 

2 ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )j t t t tλ ϑ ψ φ= ⋅ ⋅ ; 3( ) sin ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( ) sin ( )j t t t t t tλ ψ φ ϑ ψ φ= ⋅ + ⋅ ;                              (5) 

�) )(sin)(sin)(sin)(cos)(cos)(0 tttttt φψϑφψλ ⋅⋅−⋅= ; )(sin)(cos)(cos)(1 ttttj φψϑλ ⋅⋅= ; 

)(sin)(sin)(cos)(2 ttttj φψϑλ ⋅⋅= ; )(sin)(cos)(sin)(cos)(sin)(3 ttttttj φψϑφψλ ⋅+⋅= ,                              (6) 

	� ��	���� 1, 2, 3j j j  ��������� ��������� 
������ ����������� 0( ) ( , )Tt λ λΛ =
�

 ��������� �	�� � ��'���� ��-

���������� 
��� (1, 2, 3) . 
)�'�� � ���	������� (5) � (6) �� ����� ��'����� �������������� ��	����� 1, 2, 3j j j  ����	'�� �� 6 ������ 

��	��� ���������, ��� � ��	����	����� 	� ���� ������������ ��'�� ��	���� �� 	�� ����� �	�������� ��	���. 
#�� � ����� �	�������� ��	��� ��������� ��	�� � �������������� ��	����� 1, 2, 3j j j , &� ����� ����� ��-

������ �������� ��	����� �������� ������������ (1, 2, 3) , 	���� ����� – ��, &� ����� ������� �������� ��������. 
*���� 
���� ��'�� � ���	������� (5) � (6) 	�� �� 	�� ����� �	�������� ��	���.  

+�������� ����	�� ��������
��� ��	�� (5), ��� ��	���� 1, 2, 3j j j  ��������� ��������� 
������ ������-

����� ��������� ������� ������������ (1, 2, 3) . *�	� ���������� ����������� ���������� ��	�� ��������� ��-
��	: 

0 ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( ) sin ( ) sin ( )t t t t t tλ ψ φ ϑ ψ φ= ⋅ − ⋅ ⋅ ; 1( ) sin ( ) cos ( ) sin ( )t t t tλ ϑ ψ φ= ⋅ ⋅ ; 

2 ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )t t t tλ ϑ ψ φ= ⋅ ⋅ ; 3 ( ) sin ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( ) sin ( )t t t t t tλ ψ φ ϑ ψ φ= ⋅ + ⋅ .                     (7) 
$� ����� ���	�������� ����������� ���������� � ��	����	����� 	� ����� (2) ���������, &� �������� ���-

���� ��������� �������  ��	����� �� ��’����� ��� ��������� ����	�: 

1
1 1

( ) ( )sin(2 ( ) ( )) ( )sin(2 ( ) ( )) ( )sin 2 ( )
2 2

t t t t t t t t tω ϑ φ ϑ ϑ φ ϑ ψ ϑ= + + − + −� � �  

1 1
( )sin(2 ( ) 2 ( )) ( ) sin(2 ( ) 2 ( )) 2 ( )sin ( )

2 2
t t t t t t t tψ ϑ φ ψ ϑ φ φ ϑ− + − − + �� � ; 
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2 ( ) ( ) ( ) cos 2 ( ) ( ) cos( ( ) 2 ( )) ( ) cos( ( ) 2 ( ))t t t t t t t t t tω ϑ ϑ φ ψ ϑ φ ψ ϑ φ= − + + − − +� � � � ; 

3
1 1

( ) ( ) cos(2 ( ) ( )) ( ) cos(2 ( ) ( )) ( )cos 2 ( )
2 2

t t t t t t t t tω ϑ φ ϑ ϑ φ ϑ ψ φ= − − + + + +� � �  

1 1
( ) ( )cos 2 ( ) ( ) cos(2 ( ) 2 ( )) 2 ( ) cos ( ) ( )cos(2 ( ) 2 ( ))

2 2
t t t t t t t t t t tψ ψ ϑ ψ ϑ φ φ ϑ ψ ϑ φ+ + − + + − −�� � � � .                 (8) 

#���������, &� ���'����� ����� ( )tϑ , ( )tψ , ( )tφ  ��	 
��� ������, �����: 

1( )t k tϑ = , 2( )t k tψ = , 3( )t k tφ = .                                                            (9) 
$� ����� ����	�� ��#	�����	��	  �	
��� ���������� ����������� ���������� (7) ��������� ����	�: 

0 2 3 1 2 3( ) cos( ) cos( ) cos( ) sin( ) sin( )t k t k t k t k t k tλ = ⋅ − ⋅ ⋅ ; 1 1 2 3( ) sin( ) cos( ) sin( )t k t k t k tλ = ⋅ ⋅ ; 

2 1 2 3( ) sin( ) sin( ) sin( )t k t k t k tλ = ⋅ ⋅ ; 3 2 3 1 2 3( ) sin( ) cos( ) cos( )cos( ) sin( )t k t k t k t k t k tλ = ⋅ + ⋅ ,                  (10) 
� �������� ������� �������  ��	����� ���	�� � (8) ��	������ ��������: 

1 1 3 1 1 3 1 2 1 2 1 3 2 1 3 3 1
1 1 1 1

( ) sin(2 ) sin(2 ) sin 2 sin(2 2 ) sin(2 2 ) 2 sin
2 2 2 2

t k k k t k k k t k k t k k k t k k k t k k tω = + + − + − + − − + ; 

tkkktkkktkkkt )2cos()2cos(2cos)( 3123123112 +−−++−=ω ; 

3 1 3 1 1 3 1 2 3 2 2 1
1 1

( ) cos(2 ) cos(2 ) cos 2 cos 2
2 2

t k k k t k k k t k k t k k k tω = − − + + + + + −  

2 1 3 2 1 3 3 1
1 1

cos(2 2 ) cos(2 2 ) 2 cos
2 2

k k k t k k k t k k t− + − − + .                                          (11) 

$� ��������� ��������� ������� ��������� �������� ( )tθ  ������������� ������ 	� ( )i tω , 1, 2, 3i =  �� 

�������� [ ]0, t , � ��������� 
��� ��	��� ����: 

−−−
−

−−+
+

−= )1)2(cos(
)2(2

)1)2(cos(
)2(2

)( 13
13

1
13

13

1
1 tkk

kk
k

tkk
kk

k
tθ  

32 2 2
1 1 3 1 1 3

1 1 3 1 1 3

2
(cos 2 1) (cos(2 2 ) 1) (cos 1) (cos(2 2 ) 1)

2 2(2 2 ) 2(2 2 )
kk k k

k t k k t k t k k t
k k k k k k

− − + + − − − + − −
+ −

; 

1 2 2
2 1 3 1 3 1 3

3 1 3 1 3
( ) sin 2 sin( 2 ) sin( 2 )

2 2 2
k k k

t k t k t k k t k k t
k k k k k

θ = − + + − − +
− +

; 

1 1 2 2
3 1 3 3 1 2 3 1

1 3 3 1 3 1
( ) sin( 2 ) sin(2 ) sin 2 sin 2

2( 2 ) 2(2 ) 2 2
k k k k

t k k t k k t k t k t k t
k k k k k k

θ = − − + + + + + −
− +

 

32 2
1 3 1 3 1

1 3 1 3 1

2
sin(2 2 ) sin(2 2 ) sin

2(2 2 ) 2(2 2 )
kk k

k k t k k t k t
k k k k k

− + − − +
+ −

.                             (12) 

%�	�������� ���������	���� (1) � �������� ��	�� ��	��������� � ������
���� ����	�  �� ������� (3) � 
������������� ����� (12). 

$�� ��������� 	����� ����	�� ��������
���� ���	�������� ��	������ ����������� � ����	� (6), � ��-
��, ��� ��	���� 1, 2, 3j j j  ��������� ���� ��������� 
������ ��������� ������� ������������ (1, 2, 3) . ,� ��� 
���� ���������� ���������� ��	�� ��	������ ������ ������������ � ����	�: 

0 ( ) cos ( ) cos ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )t t t t t tλ ψ φ ϑ ψ φ= ⋅ − ⋅ ⋅ ; 1( ) cos ( ) cos ( ) sin ( )t t t tλ ϑ ψ φ= ⋅ ⋅ ; 

2 ( ) cos ( ) sin ( ) sin ( )t t t tλ ϑ ψ φ= ⋅ ⋅ ; 3 ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( )t t t t t tλ ψ φ ϑ ψ φ= ⋅ + ⋅ .                    (13) 

*����� ����������� ���������� ��	����	���� �������� ������ 	� �������� ������� ( )tω�  �� ��’����� ���: 

−+++−−= )(2sin)())()(2cos()(
2
1

))(2)(cos()(
2
1

)(1 ttttttttt ϑψϑφϑφϑϑω ���  

)(cos)(2))(2)(2sin()(
2
1

))(2)(2sin()(
2
1

tttttttt ϑφφϑψφϑψ ��� +−−+− ; 

))()(2sin()())(2)(sin()()(2cos)()()(2 tttttttttt ϑφψφϑψφϑϑω −+++−= ���� ; 

3
1 1

( ) ( )sin(2 ( ) ( )) ( ) sin(2 ( ) ( )) ( ) cos 2 ( ) ( ) ( ) cos 2 ( )
2 2

t t t t t t t t t t t tω ϑ φ ϑ ϑ φ ϑ ψ φ ψ ψ ϑ= + + − + + − +� � � � �  

1 1
( )cos(2 ( ) 2 ( )) 2 ( )sin ( ) ( ) cos(2 ( ) 2 ( ))

2 2
t t t t t t t tψ ϑ φ φ ϑ ψ ϑ φ+ + + + −�� � .                               (14) 

% �����&����, &� ���� ( )tϑ , ( )tψ , ( )tφ  ���������� � 
���� ������ � ��	����	����� 	� (9),  � ����� (14) 
���������, &�: 

1 1 1 3 1 3 1 2 1 2 1 3 2 1 3 3 1
1 1 1 1

( ) cos( 2 ) cos(2 ) sin 2 sin(2 2 ) sin(2 2 ) 2 cos
2 2 2 2

t k k k t k k k t k k t k k k t k k k t k k tω = − − + + + − + − − + ; 
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tkkktkkktkkkt )2sin()2sin(2cos)( 1323123112 −+++−=ω ; 

+−+−++= tkktkktkkktkkkt 12321311313 2cos2cos)2sin(
2
1

)2sin(
2
1

)(ω  

tkkktkktkkkk )22cos(
2
1

sin2)22cos(
2
1

312133122 −+++++ .                                    (15) 

)��������� ����������, &� ��	����	�� ������ ����������� ����, ��	������ ������������: 
)sin()sin()sin()cos()cos()( 321320 tktktktktkt ⋅⋅−⋅=λ ; )sin()cos()cos()( 3211 tktktkt ⋅⋅=λ ; 

2 1 2 3( ) cos( ) sin( ) sin( )t k t k t k tλ = ⋅ ⋅  )sin()cos()sin()cos()sin()( 321323 tktktktktkt ⋅+⋅=λ .                   (16) 

)��������� ( )i tθ  ( 1, 2, 3)i =  ������� ��������� �������� ( )tθ  ����	����� ���� ������������ ������� 	� 

( )i tω  �� �������� [ ]0, t  � ����	�: 

1 1 2 2
1 1 3 1 3 1 1 3

1 3 1 3 1 1 3
( ) sin( 2 ) sin( 2 ) (cos 2 1) (cos(2 2 ) 1)

2( 2 ) 2( 2 ) 2 2(2 2 )
k k k k

t k k t k k t k t k k t
k k k k k k k

θ = − − + + − − + + − +
− + +

 

3 2
1 1 3

1 1 3

2
sin (cos(2 2 ) 1)

2(2 2 )
k k

k t k k t
k k k

+ + − −
−

; 

1 2 2
2 1 3 1 3 3 1

3 1 3 3 1
( ) sin 2 (cos( 2 ) 1) (cos(2 ) 1)

2 2 2
k k k

t k t k t k k t k k t
k k k k k

θ = − − + − − − −
+ −

; 

1 1 2 2
3 1 3 3 1 2 3 1

1 3 3 1 3 1
( ) (cos( 2 ) 1) (cos(2 ) 1) sin 2 sin 2

2( 2 ) 2(2 ) 2 2
k k k k

t k k t k k t k t k t k t
k k k k k k

θ = − + − − − − + + − +
+ −

 

32 2
1 3 1 3 1

1 3 1 3 1

2
sin(2 2 ) sin(2 2 ) (cos 1)

2(2 2 ) 2(2 2 )
kk k

k k t k k t k t
k k k k k

+ + + − − −
+ −

.                        (17) 

)��������	����� (1), ���� ��	����	���� ���������� ����������� ���������� (16), ��'��� ���� �������� �� 
������ ����� (17) � ������
���� ����	�  �� ������� (3).  

(��������� ����� (17), (3) � (16), �� � ����� (12), (3) � (10), �������� ��	���� 	���� 	!	��� ����	��� 
�	
��# ��������� ����	��� ���. -�&� ���'��� 
���� ��	��� � ��� ������� ���
���� ���������� 1k , 2k , 3k  � 

���� ��
����� t∆ , ��������� ��������� ������� ��	��. *��, �������	, ��������� 1k , 2k , 3k  ��'��� ���� 

��	�����, ����	�
� � ���
��� ������������ ��	�� ������� �������  ��	����� ( )tω� 	� ��’����, &� �����-
	������, ��� ��������, �� �������� ��	����	��� ������������ �������� ���� ��’����. 

,����'���, &� ������� 	� �������������� �������� ��	�� ��������� � ��	� �� ����	��� ��� ����' 
�������� � ���	�������� 	� ��������� ������� ��	����� �������  ��	����� (8) � (14), �� �� ��	�� ��'�� 
��������������� � � ����	�� ��������� ���������� ��� ��������� ��’���� � ����	� �������� iω , 1, 2, 3i =  ���-

���� ��������� �������  ��	����� ω�  ����	��� ��� �� ��’����� ���, &� ���������� � ��������
�� � ������� 
�-
�� nt , 1, 2, 3, ...n = . 

 
�������� ���������	 ������������ ������. #���	���� ������� ��	�� ���	�� ����� (12), (3), (10) 	� 

	������� ���
��� ���������� 1k , 2k , 3k  � ����� ��
����� 0,1t∆ =  �. 

$� ������ ���������� 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,005k =  ��������� ��������� ��	�� �� �������� 
��� 

2000 � � ����	� ���'������ ���������	���� *
niθ  ��	 
��� �� ���������� 0( )iλ λ  ( 1, 2, 3i = ) � ���������������� 

�������� ���	������� ��	����	�� �� ���. 1 �� ���. 2. 
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+��. 1 – ,��'����� ���������	���� ��	 
��� 	� ��	�� (12), (3), (10) ��� 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,005k = : 
� – �� ��� �� ���; $ – �� 	����� ���. 
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+��. 1 – ,��'����� ���������	���� ��	 
��� 	� ��	�� (12), (3), (10) ��� 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,005k = : 
� – �� ��� �� ���; $ – �� 	����� ���;  – �� ������ ���. 

 

+�������� ��������� �������� ��	�� (12), (3), (10) 	� ���
��� ���������� 1 0,03k = − , 2 0,045k = , 

3 0,024k = −  �� �������� 
��� 2000 � ���	������� �� ���. 3 � ���. 4. 
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+��. 2 – *��������� � ���������������� �������� 	� ��	�� (12), (3), (10) ��� 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,005k = : 
� – ���������� 1 0( )λ λ ; $ – ���������� 2 0( )λ λ ;  – ���������� 3 0( )λ λ . 
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+��. 3 – ,��'����� ���������	���� ��	 
��� 	� ��	�� (12), (3), (10) ��� 1 0,03k = − , 2 0,045k = , 3 0,024k = − : 
� – �� ��� �� ���; $ – �� 	����� ���;  – �� ������ ���. 
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+��. 4 – *��������� � ���������������� �������� 	� ��	�� (12), (3), (10) ��� 1 0,03k = − , 2 0,045k = , 3 0,024k = − : 
� – ���������� 1 0( )λ λ ; $ – ���������� 2 0( )λ λ ;  – ���������� 3 0( )λ λ . 

 
#���	���� ������� ��	�� (17), (3), (16) 	� 	������� ���
��� ���������� 1k , 2k , 3k  � ����� ��
����� 

0,1t∆ =  �. $� ������ ���������� 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,005k =  ��������� ��������� ��	�� �� �������� 


��� 2000 � � ����	� ���'������ ���������	���� *
niθ  ��	 
��� �� ���������� 0( )iλ λ  � ���������������� ������-

�� ���	������� �� ���. 5 �� ���. 6. 
 

-0,006

-0,004

-0,002

0

0,002

0,004

0,006

0,008

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

t, c

te
ta

1,
 �
�
�

 

-0,006

-0,004

-0,002

0

0,002

0,004

0,006

0,008

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

t, c

te
ta

2,
 �
�
�

 
� $ 

-0,006

-0,004

-0,002

0

0,002

0,004

0,006

0,008

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

t, c

te
ta

3,
 �
�
�

 
 

 

+��. 5 – ,��'����� ���������	���� ��	 
��� 	� ��	�� (17), (3), (16) ��� 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,005k =  
� – �� ��� �� ���; $ – �� 	����� ���;  – �� ������ ���. 
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+��. 6 – *��������� � ���������������� �������� 	� ��	�� (17), (3), (16) ��� 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,005k = : 
� – ���������� 1 0( )λ λ ; $ – ���������� 2 0( )λ λ ;  – ���������� 3 0( )λ λ . 

 
+�������� ��������� �������� ��	�� (17), (3), (16) 	� ������ ���������� 015,01 =k , 025,02 =k , 

03,03 =k  �� �������� 
��� 2000 � ���	������� �� ���. 7 � ���. 8. 
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+��. 7 – ,��'����� ���������	���� ��	 
��� 	� ��	�� (17), (3), (16) ��� 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,03k = : 
� – �� ��� �� ���; $ – �� 	����� ���;  – �� ������ ���. 

 
% ������ [7] ����	��� ��	�� ��������� �������� � �������� �������  ��	����� ( ) ( sin sin ;t tω µ ϑ ν=�

 

sin cos ; cos )Ttµ ϑ ν ν µ ϑ+ . *��������� 0( )iλ λ  � ���������������� �������� 	� ���� ��	�� ���	������� �� 
���. 9. 
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+��. 8 – *��������� � ���������������� �������� 	� ��	�� (17), (3), (16) ��� 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,03k = : 
� – ���������� 1 0( )λ λ ; $ – ���������� 2 0( )λ λ ;  – ���������� 3 0( )λ λ . 
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+��. 9 – *��������� � ���������������� �������� 	� ��������� ��������: 
� – ���������� 1 0( )λ λ ; $ – ���������� 2 0( )λ λ ;  – ���������� 3 0( )λ λ . 

 
.�	�� ����	����� �� �������� 
��� [0, 2000]t ∈ � ��� ���
����� ���������� 0,02ν = , 0,015µ = , 

0,45ϑ = . #��������� ���������� ��������� �������������� ����������� ��	�� ��������� � ����������� ���-
������ ��	�� ��������� �������� 	������ ������� ��������, &� ������������� ��	�� ������ ��������� 
���� ����	��� ���, ��� ������� ��	���������� ��	 ��������� ��������. 

 
��������. #��	������� ���� ���������� �����
������� ���������� ��	�� ��������� ����	��� ���, ��-

������ �� ���	�������� ����������� ���������� ������������
���� ��������� �����, &� ������ ���������� � 

���. % ��������� ������ ����	������ ���������� 0( )iλ λ  � ���������������� �������� ��������, &� ��� ���'-
���� ������ ���������� ���� ��	�� ��'�� �������� 	��������  ������ ����� ����� ��’���� �� ����	��� ���, &� 
��	���������� ��	 ����
���� ����	�� ��������� ��������. �������� ������� ��	�� ��'�� ������������� 	� 
���������� ������� ��������� �����
���� ������������ ���������� �� ����� ������������ �������������� 
����������� ������ ����������. 

 
 ����� ��
���
���: 1. %�����	�� &. #������� � ���������� /0!( �� ,���	� � %������ � ��������� (����-#������������ ����������� 
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�. �. ������������ 

!"#$%�&�'()#* �+,#$,�, &%"+*- �+"%!&��'##. *##"�'$*/#,0 1%0'&+"##,0 
�+" &"+"�,0  , &%1  �+,�"2*� 

+�������� ��������� �� ������� �������� ������ ������������ ������������ ����������� ����������� ������ �����	��. )�������� ���-

�� �������� ������������ ����������� ������ �����	�� �� ����� ��������� ����. 6������� ���� �������� �� ������ ������ ����
�� ���-
����� � ����������� �������� �����	��. ,������������ ������� ����� ������ ������������, ��� � ������ ��������’���� 	���� ��'������ ��-
������� ������� �����	�� ������������ ����. (������ �����	�� ������
��� 	� ������������ ��’������ �� �����	������, � ���� 
��� � 
������������ ������ �����������. %��� �������
���� ������ � ��������� ��’���� �� ������&���� ��’����� �� �������. 6���� ���
���� 
������ ������� �� ���, ����������, �����������, �����
���� �����
��� � 	�����
��� �������������, ��������� ��������� ���� �� �����-
���
���� �������
���� ������ ����������� ������� � ��������� 	���	��� ������� ������. 

!�3���� �����: ���������� �����	�, ������ ������������, ������ ����, ����������, �����������, �������, 	�������, ���������. 

��
��. #��������� ������� �����	�� � ������� ������������� ��������
���� ���	����� � ���������� 
��������
���� �����������. +������� ����������� ������ �����	�� ����������� ��	�������� ������ �� �������-
�����. 

#������ � ��������� ����	� ������ � ��������� ����������� ��������
���� ���	�����. 1� ������� 
���’����� �� ��'����� ��������� � ������
���� ���	������ �������� �� �����	������. 

 
'����� ��
���� ������4���. % [1] ����	��� ���
�� �������� �������� ����������� ������ �����	��. % [2] 

���
�� ����� ���	���� 	���	'���� ���������� ����������� ������ �� �������� �� �������� �����. +������-
�� ������������ �������� �������� ����������� ������ �����	��. �	��� �� ���������� ��������� � �������� 
��������� ������������� �� ������ ����������� ������ �����	�� [3, 4]. % ������� ���������� [5, 6] ����	��� 
�������	���� �� �������� ������� �� ��� ����������� ������ �� ���������� �� ����������. %�	���
��� ��	���-

���� ���	����� ������� ����������� ����������. 

% ����������� 	'����� � ����'� Internet �� ������� �������� ������ ������������ ����������� ������ 
�����	��. *��� �������� � 	����� �������� � ����������. 

$� ������ ���� ���� � 
����� �������� ������� ��	�������� �������� ������������� ��������� ������ 
������������ ������������ ����������� ������ �����	��. 

 

  
 

+��. 1 – ,����������� ������������ ����������� ����������� ������ �����	�� � ������������ ������. 
 

���
������  ������.  $�   �������  ������	'����  ����������� ������ �����	�� ������	�� ��������� ���- 

6���������� ������ ������������ ���������� ������������ ����������� ������ �����	�� 

+����� � ����'���� ��’����, ������� ��� 
��������� ���������� ��	���� ��� 

 �������� ����	���&� 

$����������, ������, ������� ������ ��� 
��������� �����������, ������, 

���������, � ���� 
��� ��� ��������� 
���������� ����	���&� 

#�����&���� ��’����� � �������� 
�� ������������ ������ 

������� ������ ��� ���������, 
 	����������, ������ ����������	�� ��  

���������	�� 

#�����&���� ��’����� � 
&�����, ������, ���������, ������ 

+����� � �������� � ������� ����	������, 
��	 ����� � ��
����, ���������, 

  ������ 

#�����&���� �������� �����	�� 
���� 
�������� ����� � ��	�� �� ��������� 

(���������������) ������� 
� ����'����� ��’��� 

%����������� ���������� (���������) 
������, ��� ��	��������� � ��������� ��  

������������ ��������� 

.�	�
�� ������������ ������������ �����-
	�� 	� ������ � ����	��� '����� ��������� 

: ��	�� ������&���� ��’�����  ���� 
���������� ������� 

#�����&���� ��’����� ��  
����������� ������� �� �������� 

#�����&���� ��’����� �� �������, ������, 
����������� ������, ������,  ����� 
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��� �� ����	
�����. ���� ��
�� ���������� ���
����� ������	� 	�����
������ ��������� 
����� ����	
�-
���� ����������� ���
������ ����
������ ���
�� ��������. ����� ���������� ���
���� ������	 	��-
������ 
 ��������� �������� �������� 
����� ����	
�����, ��������� �������� �
��� 
����� ����	
����� 

 ���������� �� �� �������� � ��	
���� ���
��������� ����������� 	�����
������ ���������. 

 
������� ��	
� ����� 
�������	���. ������������ ���
������� ����
������� ���
���� �������� 

����
��� ������	
���� ������	� �  ���� �!�������
�, "� ���������
� ��

#��� ���
 �	����� ���
����-

�� ��������, "� �	���# ���
��� �������� [2]. 

��������� ���
���� ����
���� ���
�� �������� �# �����, "� ����
� ������
� ���� ������� �� 
����� 
 �’#���� � 
��	�, �	� ���
!���� � ����
��� ��������� ����� � ������"��
��� ��� �� ����
� � ��-
���� �� ���
��� 	������� � ��
����� ��
���	
������ ���	��. 

��������� ����
����� ���
��� �������� ��
������
��� � 
������ ������ ��������, ��	��� �������-

���, ����������� ����
�, ��
���������� ����

�, ������������ �!���, 
������� 
 ��!��. 

���������� ���
����� ����
����� ���
��� �������� ������! ���	
���� ��� ����!���� �	�
�������� �-
�� (���. 1). 

 
$��. 2 – %������ �
�� 
����� ����	
����� 

����������� ���
������ ����
������ ���
�� 
�������� 
 �� ��#���� ��’���	. 

&� 
	�� ��� �������
��� ����
 � ��������� 
��’#��, 
	�� �	 
�����������, #����
�, ���������, 
	���	
��� 
�"�. '��	
����� # ��
������� ����
���� 
����������� � ������ ����
������ ���
�� �������� 
��� ��������� ��	��, ����������� ����
, ����
 � 
�	����� �	��� ����� �����. ��	��� �� ����
��� �-
�������,  �����
��������� �� ���	��
��������� ����-

	�. (���
��� ����������� ���	
���� ��� �������-
�� ����� � ���

#����"�, ��� ��������� 
 ���
�-
���� ���

� 
 ����
�. &�� �	������� �����������-

�, � 
��� ����� 
�	������ �
������. 

%	���� ��
������� ����
������ ���
�� �����-
��� ���#�
���� � ����
� � ����������� �����!��� 
�����. 

� ���� ����������� 	�����
������ ��������� 

����� ����	
����� ����
������ ���
�� �������� 
�	���# ��� ����������� �
��� ��� ������	� 	�������� 
���
��� 
 ����������� 
�������� ���� �� ������� 
��������� ���	�� (���. 2). 

$�� ������ �	���� 	����� �� �
��� 
����� ����	-

�����. 

 

������ ��	
. ) ����� �������
��� ������	 
	�������� 
 ����������� 
�������� ����. 

$�����	� 	�������� ����
� ����
������ ���
��� 
�������� ���#
��� � �
������� ���������� ����� (��-
���������) ��������. ����������� 
�� ���������� 
����� 	�����
����� ������� �� �������� ����������� 
����
������ ���
�� ��������. 

(��!�� ��������# ��	����
��� 
��������� 
�������� � �� ���� ���������������, �’#����� !���-
���. *��� �������
��� � �� ���� 	�����	
��� � -

����������� ��������������� �� ������������ ���
�-
��� ���	��
�� � 	�������. &�� ����������� ����-
������ 
�����
� 	�����	
�� ���	��
�� ������� ���"�-
�� ��������� �������� ��	��������"���. 

&�� �� ������ �� �������� ������� ��!��� ����-

������ ���
�� �������� ���� # � ��
������� ����-
��-����������� ���������� �������� �� �������� 
� ������ !�� ���� ��������� ���� (����	�’���). 
%�������� ����� ����
������ ���
�� �������� � ��- 

���� ���������� ��������� ���� # ����������� ���!������ ����
����� ���
��� ��������. 
���
�� ������ ���� # � ��	����
��� ������������ ���
���� ����������� !������� 
 ���!����-

��� ���
��, �	� ��’#����
� 
������������ ���
����� ������� � ������ ������ � ��’�

� �����. 
�������� ����� � ����
����� ���
��� ��������, �	� ���������
���, ������
� �� ����
�� ���	�������� 

��������
� ���
���, ������� ���� ������� � 	����
����� ����
���, ��������� ���- ���
�� ��	
����-

�	� ���
�� 
 ��!� ����
��. 

$�����	 	��������, ����
� 
���
��� ����������� 

�������� ����(� ��	
) 

+��
�� ������� ��!��� 
����������� ����
�� 

����
������ ���
�� �������� 
(�� ��	
) 

�����
����� ����, 
�
������� ������ � � 

������	 	���
��	
���� � 
��!����(��� ��	
) 

&�������-�	��������
��� 
�������	 
 ����������� 

���
��� !����� 
�	�
�����(�V ��	
) 

(���	
�� �������	� 
����
���, ��������� 
�

����� ��	
����
�	 

���
��(V ��	
) 

$�����	 ����������� 
������
��� ��� ����
������ 
���
��� ��������(V� ��	
) 

����������� ���������� 
��������� ��	
����
�	 

����
������ ���
�� 
��������(VI� ��	
) 

,
��
���� ���������� 
����
������ ���
��, 
������	 ���������� 

� ���
��� ��
���	
����� � 
���	 	������� (VII� ��	
) 

(���	
�����, �� �
������� 
� ������� ��������� ���	�� 
����������� ����
������ 
���
�� ��������(�� ��	
) 
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������ ��	
 ����� 
�������	���. (������
��� ���
�� ������� ��!��� (���. 2). +��
�� ������� ��!��� 
���������� 	���	��
� ����
�� ���
�� �������
��� ���������� 
�������� ����. +��
�� ������� ��!��� �������-
#
��� � ������ ����������� � ���
��
������� ������ ���� ���������, ���������� ��� ������"���� ���� � 
�� 	���	�� ��	������ �� ��� � ����
���. 

����������� �����	� 100 ������ ����, �	� ���������
��� ����
������ ���������� ������
�� 
 ��	-

���� ���� �	����� �������� � ���
��� [7]. +���� ������ ���� ����� 	��	��, �	� �������� ����
����� ��-
������ ������	� � ��	����
���, 
 ����������� �����, �	� ��
� �������� ���
����
�. &� �������� ������ 
���� �������
��� ���� ��������� ����������-������	
�� �� �������� 
�� (���. 3). 

 

  
� ! 

 

$��. 3 – %�� �� �������� ������ ���� ����
������ ���
�� ��������: � – �������- �	���� �� �������- �	� ���; 
! – ����
 ������ � ��!���� ����
������ ���
��� 10 ��������. 

 
)����� ���� (���. 3, �) �# !��
� !
�  ������� �� ���
����� ������� 1 6...L L  
 
�� ����"��� ����� 

!
�  , ,U V W , ����� �	�� , ,U V W  # �������� �� ������"��
��� � �����	� 1 1 1 3 3 3, , , ... , ,x y z x y z . +��
�� 
�# ��	������ �� � uvw , �	�� ������"�#
��� � ����
���. (�������� ��	����� � �� �� ��	
�����#
��� 
!��
��������� ��	
���� x − 	������
 � 	�������
��: 

( ) [ ], , , -, ., T
ix x y z ϕ= .                                                                         (1) 

&� ���
�� �������� �# 15 �
������ �������
�. &�� ����������� ������"���� ��	����� � �� �� ��-
�

��� !��
� �
������ �������
�, ����	�� L − 	������
 � �� ���� ������ !
� : 

( ) [ ]1 6... T
iL L L= , 

��� ��������� ����� , ,U V W . (�� ����� ������#
��� �������- �	���� �� ����"����� ������. 

� ���� ������������ 	�����
������ ��������� �������� ���
��� �������� ������ ����� WVU ,, 
 
�’#����� !
�  �� ��	������ �� ��� , ,u v w  �������
��� � �� ���� !������ �� � �� ���� ������-
����������� �� ���
����-����������� ������
��. 

%������ ����� ����� ��������� ��������
���� �������� ��!������ �� ��#���������� ������"������ 
������� ������ 
 ������� ����
�� ��
�������� ��������. /	 ���	�� ������� ����
 ������ � ��!���� 
���
���, "� �# 10 ��������, �	� �
�����
� ����
����� ���
��� (���. 3, !). %������ ��� � ������ � ��!���� # 
�������- �	���� �� ��	������ �� ��� 1. (�� ����� ������ ����� ������� " � � ��
� ��� ���
	��� �
���-
�� �������
�,  ����� #, D, E, F ��
� ������ ��#�����’���� ���
	��� �
����� �������
�. 

 
������ ��	
 ����� 
�������	���. (������
��� 
����
����� ���� ������ � ��!���� (���. 2). +��
����-

�� ������ ��!���� ����
������ ���
��� �������� �����#
��� � ��
�� �� � �
�������. )������� ��������-
#
��� ������
���
� ����������� ���
���, �� �����������
� ���
������ ���� � 
 ��������
� ����������� 
���������� �

����� � ��������� ��	
����
�	. &�� �
������� ������ � ��!���� �������
��� 
����
����� 
���� ��������, "� ��������# �������� ��!����. 

�����
����� ���� �������#
��� ��� ���� ���� ��������� ���
��� ��������,  ��� ����������
� – ��� 	�-
������ (����	��) ���� ��������� ������
�� ���
���. &�� ���� ���� 	������
 �#�� ������� �������
� 
x − 	������
 ��� L − 	������
 � �� ����: 

6

1

0 i
i j

jj

x
x L

L
δ

=

∂
=

∂� , 1, 2, ..., 6i =  �� ( ) ( )( )0 0i ij jx m L= ,                                         (2) 
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�� ( )ijm  – �
���� ��#����’��	� 	������
 �������� (������� $�	!�). 

�������
� (2) ���������
� ����’��	� ������ ���� 	����
�	�, 	��� � ������ L − 	������
 �����-
�
��� ����� x − 	������
 ��	����� � �� ��. �����
� ��� 	����
�	� �
������ ����
������ ���
��� ���-
����� ���� # � ���������� L − 	������
 �� ����� ����� x − 	������
 � ���� �������
��: 

6

1

0 0
j

j i
ii

L
L x

x=

∂
=

∂� , 1, 2, ..., 6j = , �� ( ) ( )( )0 0i ji iL n x= .                                        (3) 

�����
����� ���� ������ � ��!���� ��� ����	�� ����� 	������
 ��������� ���
������ ��
���� 
�� 
�����
������ �����������. &�� �������	�  ����
��� � 	����
�	� ����
������ ���
�� ����������� 
�
��
����� ��
 � ������ ����
������ �
����, ���������� � ������ ���	
� �	���-%���	 [7]. *����-
����� ��� � ��
��� ��#
��� ��� ����	���� �������� ����
������ ���
��� �� �����!�� ����
���#� �����-
�� ��������� ���������!��� ����
��� ���
���. ��
������� ��
���� ,��
�-1��� ����� ����"�# ����’���	 
������ ���� 	����
�	� ����
������ ���������, �� ��
����# ��������� �
�������� ��������� ��� ����’��	� 
������ ���� 	����
�	�. 

2
������� ������ � ��!����, ��������, �������#
��� �������	�� ������
���
� ���
���. %�� �� ���-
��� �
�
� ������
���
� ����
������ ���
��� �������� # ������
� � ���� �� ������ � ����
��� ��������� 
(��� �������) ��������. (������� ����	����� ��� ������� �������� # ����������� ������ ��!����, ����-
�

�� ����
	��
� ���
��� �� ������
� ���
�� � ������ � ������� �’#������ ���
���. 3����
����� ��� ����-
�� ��������� ����	�
� ��� �����������
� ��’��	� ��� 	����
������ ����
��� ������
��, �	� �
�����
� 
������ (!������) �’#�����. ,������- �	���� ��� ������������  ����
������ ���������!����� �# ��
	� 
�������� ��� ������ ��������� (���. 4, �). 

 

  
� ! 

 

$��. 4 – (��������� ���� ������� ��!���: � – �������� (��� ������) ��������� ����
������ ���
��� �������� 
��� 
�������- �	���� ��� �� � ������������� �������� ��!����; ! – ��������� ������ ��!���� �������- �	���� 

���������� �	
����. 
 

�� ��� ���� ����� ������#, "� ������� � ����� ��������� # ��������
���. )���	��, ��� ������	�� 
����� 	�
 ϕ  ��	������ �� � ��� ��#�  ���
������ ��� ���� �����

��� � ������ �� ��!��� �����	�. 

� ��!� � ��	�, ������	� ����� ������� ����#� �� !
�  (����	�� 1L ) �� �������
� �� ������"���� ��	�����-
 � �� ��. 

/	 ������, 	����
���� ��� ������ ��������� ��	
������
��� �����������
� ��
����� �������� 
/i jx L∂ ∂ . &�� ��������� ��� ������� �������� ���
��� �������� � ������ �������� ����
��� 
	�� ��	����-

����� ��
����
� ��
��� ,��
�-1��� [7]. 
)������ �������� ���	����� ��� ������� �������� � ����
������ ���
��� �������� # ��
������� �-

�������� ��	
���� ������� ��!��� ���
���. &�� ������ ������ � ��!���� ��� ����
� ��������
�� ����
� 
 ����
������ ���� ����
������ ���
�� ��������. &�� 
����
���� � �� ������� ����� �������� ����
�� 
����������� ���
��� � ������ ��������� �����&�	' ��	�����', �	� ���������
� 
�
�����, 	���, �	
���� 
 
��!�� ��������� ����
������ � 
� ����	�. (������ � ����
������ ���
��� ���
!����
��� �� ����� 
� 
� ����	��. %	���� �������� ���������  ����
��� ���������
� ��!������ ����
������ ���
��� ���-
�����; ����	��, �������- �	���� ��� ����������� ���������!�����  ����
������ ����
��� ��������# �	-

���� (���. 4, !). 

4�� ������� �# �������� ������ UVW  
 ������ ��
����� uvw . 5 ��
� !
�  ������� ������� 

1 6...L L  �’#����
� �������� ������ 
 ������ ��
�����. 
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&�� ��������� ���������  ����
��� �������� �
���� /	��� (2). &�� ��� � ������� ������
��� ���-
"���� 
 ������
� ��
����� � ������ �����	� � ��������� ���������� ����� L − 	������
. ��	��� ��� 
������� �	
������� � ���� (���. 4, !) ������� �
����: 

( )

2 3 3 2 3 2 3 3 2 3

2 / 3 2 / 3 2 / 3 2 / 3

2 / 3 3 / 2 3 / 2 3 / 2 3 / 2 2 / 3

6 6 0 0 6 6

6 / 2 6 / 2 3 / 2 3 / 2 6 / 2 6 / 2

10 2 3 2 2 2 3 10

ijm

� �− − − −
� �
� �∞ − ∞ −
� �
� �= � �− −� �
� �− − − −
� �
� �− −� �

,                                              (4) 

) ������ ���
������ � ������ � ��!���� ��������#
��� 	���
��	
���� ��!���� ����
������ ���
��� 
��������. $��������� # 
�����
����� ���������� ���
��� (	���’�
���� �	�
�����). 

 
��������� ��	
 ����� 
�������	���. (������
��� �������	 ������ � � 	���
��	
���� � ��!���� !��-

��� �	�
����� (���. 2). ,	�
����� �������#
��� !����� �������� 
����� 
������ ������ ���
���, �	 ���-
��#
��� �� 
������ ������
��. )��� ������
�� �	���# !����� 1, 	���!
���� ����� � ���� 2, 3 
 	������� ��-

�� 4, �� �	�� ���
��
��� ����� �	�
��� ���	�� ����
������ ���
�� (���. 5). 

������
����� ������ ����
� ��� ����������� 	���
��	
����� ���� ����
������ ���
�� ��������, ����-
�� 
 �
������� �� �������� ����
���. 

 

 

2 

1 
4 

  
� ! 

 

$��. 5 – ������
����� ������: � – ��	����� � �� ��; ! – 
�����
����� 	���’�
���� �	�
����� ����
������ ���
��� 
��������. 

 
&�� �����"���� ���	
�����
� �����	� ������ � � �	�
�� � ���	 	���
��	
���� � ��!���� �������
��� 

�	��������
���� ����������� ���
��� ((������ �����)����). ���������� ���������� ��
���	 �	�
�-
���� ����
������ ���
�� � ������� �������� �������. &�� ��� � ���������� � �� �
������ ���� ������
��, 
���	�� 
 �������, "� ��������
� �	��
� �	�
��� ����	 ����
������ ���
���, ����
��� ��� ��������� �� 
 ����
���, �

�	� 
 	����
�	�. ����� �	�
����� ��������� � ������-���������� �������� � ��
� ���-
�����
� �������
� ������� �	�
� �����	� 200 	���� ����� ��������
��� ����
������ ���
�� ��������. ,-
	�
����� ����
������ ���
�� �# ��������
� �	��������
���� � ������  ����
������, 	����
����� 
 ��-
����� ����
��� ���
��, �������� �������� ����������
�� ��	
����
�	, ��������� � ����� ��� ����� 	�-
���
����� 
 ��������� ��� ������� �������� � ���
��� ��������, �	� ����	
��
���. * ������

� �	�
�-
���� �
�����
��� �	���� 	���
��	
���� ����
�� 
 �

���� ��	
����
�	� ����
������ ���
�� ��������. 
&�� ��� � �	�
��� ����	 ���"�#
��� ���������� 	��
������-������������ ��
���� (���. 6). 

$�������	 �

����� ��	
����
�	 ����
������ ���
�� �������� �������#
��� ���������� ��
���� 
!����� ��������� ��������-���������� � �
�� ���
���. * �	����� ����	� ��� �������	�  ����
��� � 
	����
�	� ����
������ ���
�� �������� ��
������
��� ���
���� ��
���. (�� �������	� ��	������#
��� 
��	����
��� ����"���� �������	���� ���� ����
������ ���
�� �������� � �� ���� �	������
��� ����	�� 
���������, �	� # ����	����� ����
������ ���
�� � ���	� ��	
���� ��� �� ���"���. 

)���	��, ��� ���
��� �������� �	
������� � 
��� (���. 4, !) �	������
��� ����	�� ������� U , 0w , 

v , 0u  # ����	��#� ����
����� � ������� � ���"��� XOZ . &�� ����	� � �������� �����#
��� �������	�-
� ���� (���. 7, �) � �	���
��� �������� �

�	�. 
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$��. 6 – ,	�
�� ���	� ����
������ ���
�� ��������, ���"��� 	��
������-������������ ��
����: 
� – �������-
�����; ! – �������- �	����. 

 

 
� ! 

 

$��. 7 – $�������	 �

����� ��	
����
�	: � – �������	�� ���� �������- �	���� � �� ���� �� � ����	�� ����	��� 
� ���"��� XOZ ; � – ������

� �������	� ������"��� ���!�� �������� ��� ���	���������� ���
����� � 
���� v. 

 
� ����’����� ������� �

�	� ��� ������ ����	� � �������� ������
��� ������� � !
� � � �������
� 

��� ������ ���
����: 

( )1
1 1 1
3 3 6 6 2

U v u u vT F F F G G= − − + + − , ( )2
1 1

6 2 2
v u u vT F F G G= + − + , ( ) ( )

6

1

3

2
3 vuuv GGFFT +−+−= , 

4
1

2 2
v vT F G= + , 5

3

2 2
vT G= − .                                                        (5) 

(�	
���� ������� ����� �

�	� # ��������� ������ � ��������� �������� ��� ��� ���	�������� � 
���
����� � �� � ���!���. 4��	�������� ���
����� �����# ������������ ������"���� ���!�� ���-
����� � �������
� ��� 	�
 vε  ��� ���	�������� � ���
����� (���. 7, !). 

%������ �

���� ��	
����
�	� # ������� ��� ����������� ������ � � 	���
��	
���� � ��!���� 
����
������ ���
��� ��������. 

 
� ����� ��	
. $�������#
��� ��������� ������
� �� ����
������ ���
��� �������� (���. 2). 
%������� ��������� 
����� ����	
����� # �
������� ���	
����� ������
��� ��� ����
������ ���
�� 

��������. $�������� ������
� �� �	���# 	�����	
�� ������������� ��������
�� � ����, !�����, �	� 
����
� ��� �’#����� �������� � ����
����� ��������, ��	�����, �������� 
 ��������� ����
��� � �� ���
��� 
	�������. %�������� �	������� ������
��� ��� ����
������ ���
��� �������� # !������ �����. ��������-
��� ��� 	���
��	��� ��������� !������, � 
��� ����� ���	��
	
�� ���������� ����

���� 
  �����

���� 
!�����. $��������� ��� ��� ������� 
�������� ��!��� ��� !������ �����"���� 
�����
� 
 ���������� ��
-
���
�. $��������� ��� ��� ������� �� �������� ��������� !������ ������� � 
��
�. (�������� 
����
���� 
 
�	��������
���� �����������  ������������� �������� � !����� ������� � 
��
�. *�
������� ��������  �-
������������ ����
��� ��� 
���� ���	� � ��������" � !�����. *������� 
�#	
���� ���� ��
���	 ������ 
� �����, �������� !���	��
�� 
 ���� �

���� � 
��	�. &��������� ���������
� ������
�������, �	������-
���
� ����
����� 
���� 
 
���� � 	��
����� ����
�� 	��
������ � ��’#�� ������. ��	���, �������� ����
-
�� 
���� � ����� ��� ������
� ����
����� ���
����
�� (�����	� ���
���� � 	���	) ������� ��������� !�-
�����, �� �
������� �� ��
�������� 	���’�
����-��
� ������ ��
���� 
������ �� �!�����������. *�
���-
����, "� ������
� ���������
�� ��	��������� ������� ��������� �����# � ��	
����
�	� 
���� ������. �-
���������� �� 
����
����� ���� 
��������� 	������#�
��  ��������� � �����. 
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$��������� � ���������� ��������
�� 	���
��	��� � ��
��� !������ �� ����� ��
��� �������. ) ������ 
����’��	� ������� � ��
���  ���������	� �������� ���������
� ������� �������� � � ��
��� ��������� !�-
����. �����
���� ������

� ���
�������� ����������� �	��������
������ �������������. *������� ����� 
����	��� � ��
�� � ���� � �������� !���	��
�� � ����� ��
��� ������, "� ���#
��� � ��������� !������. 

%����� ����
������ ���
��� �������� �	���
� 	�����	
�� �������������. /	 ������, ���� ������-
�
��� � ��	����
���� ��������� ���� ���
������� ���,  �� 
����� �� �������� ��	��������"��� (���. 8). 

1�����	
�� ������� ��
� ��������  �����

���� �� ����

���� ����� 1 � 2 �� � ����� ����#� ���-
����� 3 
 ������� 4. 5 
�	� ��������� 5 � 6 ��
� ����
���� 7 ��� ��������� ��������� !
�	. (������ ��-
	��������"��� ��
� �������� 8 
 ��������� ���� ������� 9. +��
�� 	������� �	���# �����������	� 
10 
 11, �	� ���������
� �	 !���	�, 
	 � 
���� ������"���� ������. * ��� ����������
� ������ ���"�#
��� 
���������� ������� 12. 

(���
����� ���
��� �������� 	�����	
��
���  ����- �� �������������� ���������� � ����. * �	��
� 
��������� ���� ��	����
�� ��������������, !�� ��� ��������� ��� (�������’���) 
 ��������� ���������-
����, �	�����	
���� �������� �����
��� � ���� 
 ����������� ����
����� (���. 8, ). 

 

 
                      � !                       

 

$��. 8 – 1�����	
�� ���������� ������������� ����
������ ���
�� � �������� ��	��������"��� 
 ���������� ������: 
� – �������� ������ �� ���
	����� ���!����; ! – ������ � 
����-��������� 
 ���������� �������; 

 – ��������� ���������� ������. 
 
(����� �# ������� 1 �� ������� 2, � �	� ����"��� ����
���	� 3, 4; ������ ����
�� �������#
��� ����� 

�
��� 5. +������ �
��	#
��� �������� 6. ) ����
���	� ��
������� ����� 7, 8 !������. (����� � ������ ��-
��
�� � ��������� ������� ��������#
��� �����������	�� 9. 

&�� ������ ����
��� �������� ���������� ������ ������� 
���� ����
�� � ���
����� ��
��� ��������. 
*������ ���������
� ��������� �������� �������������� ����
��� ��� ��	��
����� 
 ��	��
����� ��-
���� 
���� ����
�� � ������������. 

(����� ��������� �������� ��������� ����
��� ���  ��	��
���� � ������ 1Ht  
 ���	��
���� � ����-
�� 2Ht  �������� � ��������: 

( )1 2 16 6
0,2588 7 2 /( 1)

H
m

V
t

k f gk k RT
= −

⋅ −
, 

( )

( 1) / ( 1) /
3

2

2 1 6 1 6

2 1 7

k k k k
K

H
m

V
t

gk k f RT

− −� 	− − −

 �� =

−
,                   (6) 

�� V  – ��’#� �������; k  – ��	���	 ���
�; R  –  ��� �
�; mt  – 
�����
�� ����
��; g  – ����	������ 

������ � ������; µ  – 	������#�
 ��
�
� �����������; f  – ���	
��� ���" ����
��� �����������; 1σ =  

1
/ mp p= , 

2 2
/ mp pσ = , �������� �� 
�������� � ������� 
��	�� � ��������� ������� � ���
	� 
 � 	���� 

�������. 
8��� ���� �������
� ������� ��� ������� ��
�	��� ����
�� �� ��������� �������. 9� ��
�	��� ����-


�� ��� ��	��
������ ������ 
���� 1ct  
 �� ��
�	��� ����
�� ��� ���	��
���� � ������ 2ct  �������� �-
������
���: 
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( )
( )

( 1) / 2 ( 1) / 2
5 4

1 ( 1) / 2

2 6 6

0,2588 2 1 7 6

k k k k

c k k
a M

V
t

gk k f RT

− −

−

−
=

⋅ −
, 

( )
6 1

( 1) / ( 1) / ( 1) /

2 2( 1) / ( 1) /
( 1) / 2

66

1 6 36 20,875 1 1 6
3ln

2 6 6
7 6

1

K
k k k k k k

c k k k k
k k

a m

V
t

gk
k f RT

k

− − −

− −
−

� 	� �− ⋅ + + −
 �� �= ⋅ +

 �� �

� �⋅ 
 �� −

,                  (7) 

�� �������� ������� 
��	��: /a a mP Pσ = , 4 4/aP Pσ = , 5 5/aP Pσ = , 1 0,528Kσ = , 4p , 5p  – ������� 
��	 � � ��-
������� ������� � ���
	� � � 	���� �������. 

$������	� � �������� (6) � (7) ��� ��
����� �������� 
��	� # ������� ��������� ������� �������-
�� � ������ (���. 9). 

�	�� ����� 
��	� �# ��� ���������� �����	� " � �, �	� ���������
� ������� ��������� ������� � �����-
�� ��
�	��� ����
�� �� ��������� �������. &�� �����	� ���	������� ����"����� �������
��� ��������-
���� ��������� ����������� ��	� ��� � � 
 ���!� � �����	�. (�� ����� ����� 
��	� � �����	� " � � 
������
��� �������
���: 

( ) 1 2/ /1 2

1 2 1 2
1 A At T t TA A

A m
A A A A

T T
p t p e e

T T T T
− −� �

= − +� �− −� �
, ( ) ( )/1 Bt T

B mp t p e−= − , 

�� mp  – �	������� ������� 
��	� � ��������� �������; 1AT , 2AT , BT  – 	���
�
�, �	� ������
� �� ��� 
��	
����
�	. 
 

������ ��	
. *�����
��� � 	��� ��
��� �������� ��	
����
�	� ����
������ ���
�� (���. 2). 
$��������� ���
��� �������� ������� ���������
� ��������� ��	���	� ��������� �	��
� [8]. %��������-


� ����
������ ���
�� # �	���� ����
����� ���� �� ������
��. (�������� 
����
���� ����������� ����
������ 
���
�� ��������. &�� ��� � ���������� �������� ������ ����
������ ���
�� �������� � �� ���� ������������ 
�� �� ������-������������ ��’��	�� (���. 10). 

 

  
$��. 9 – �	�� ����� 
��	� � ��������� ������� ��� 
������������ �	������� 
 ��	������� �����������	. 

$��. 10 – &������ ������ ����
������ 
������-����������� ���
��� ��������. 

 
+	����� �������� ��������� ������ � ��� 	����� ������������ ���. )���	��, ���
�� �������, �	 

�����# 	������� ��� m , "� �����"�� � ���!��� u : 
3 3

4
2 2

cos , sin ,u i i x u i i z
i i

mx R R Q mz R Qα α
= =

�� = − + = +�
��

� ��� ��                                               (8) 

�� ux�� , uz��  – ����	������ ������"���� ��� � �����	� x  i z ; iR  – �������� ������� � �������; iα  – 	�
� 

���
!����� ��� xQ , zQ  – �����!�� �������� ���
����� � ���, ���
!���� � 
���� u . 
(���� ����
���	� ������ ������ ���
�� ������� (8) �������
��� �� ����
���� � �� ���� � � ��� ����-

��
��� ��������� �� :���� ����������� ������"���: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

zz x zx z x zz v
u

xx zz zx xx zz zx

K a Q s a Q s b a X s
X s

a a a a a a

−� 	� = +
− −

,                                                     (9) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

xx z zx x x zx v
u

xx zz zx xx zz zx

K a Q s a Q s b a X s
Z s

a a a a a a

−� 	� = −
− −

, 

�� 
2 2 89 89

2;
72 72xxa T s T s= + + , 43 43

2;
72 72zxa Ts= + , 2; 1xb Ts= + , 2 2 59 59

2;
36 36zza T s Ts= + + , 

s  – ����� :���; K , T , ξ  – 	���
�
�, �	� ����
� ��� ����
��� ���
���; ( )vX s  – ��������� �� :��-
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�� ������"���� ��!�� ���, "� ������
��� � 
���� v . 
8��� ���� �������
� ������� ��� ��!�� �� ���
��� ��������. 
* ������

� �������� ����
���� �������
� ������"��� �� ��� ������ ������, ��	���: 

( ) ( )1 1
xuQx xuQz

u zuQx zuxv xvzu x zuQz zuxv xvzu z
xvxu xvxu

W W
Z W W W Q W W W Q

W W

� 	 � 	
= − + − +
 � 
 �+ +
 � 
 ��  � 

 

( ) ( ) ,
1 1

xupx xupz
zuxv xvpx xvzu x zuxv xvpz xvzu z

xvxu xvxu

W W
W W W P W W W P

W W

� 	 � 	
+ − + −
 � 
 �+ +
 � 
 ��  � 

                             (10) 

�� ���������� ���	��� �������� ����� ����
�� ���
��� ��������. 
(� ����
����� �������
�� ���� (9, 10) ������� ��
�
�� ��	
����
�	� ���
��� ��� ������ ����� 

(���. 11). 
&�� �	��������
���� � ���
��������� ������

�� �������	�� ��
�
��� ��	
����
�	 ��������� �� �	-

��������
���� ������. &�� ��� � ��	����
� ��
���	 � �� ���� ������-����������� ���
��� ��������, �	 
���
������  ��������� ������� ��#� ������� ��
�
� (���. 12). 

 

  
$��. 11 – 8����
����-��
�
�� 
 ���-��
�
�� ��	
����
�	� 
������"���� ���!��� u  � �����	� ���� x  ��� ��������� � 

�����	� ���� x  (������� 	���) 
 ��� ��������� � �����	� 
���� z  (���	
��� 	���). 

$��. 12 – 2�
���	 1 ��� ��������� ��������� 
��	
����
�	 ����
������ ���
��� �������� �� 
����
��#� 2 ��� ������������ � ���
�����. 

 
��
������ ���������� ����
��� � ��������, �	�� �������# ���	��
�� ������
� ��
�
� ���
����� 

� ������� �� 10 3�. (���
��� ��
��������� � ����������� �������, �	�� ����� ������ 
� � �’#������� �� 
����������� 
��	�� ��������. (�� ����� � ������� �����  �������� ���
����� ������ ��
�
�. 8����-

�� ���
����� ������ !����� �� ������� ����
	��
� 
� �. &�� ������� ��������� ������"��� ���-
!�� �������� ��
������ ��
���� ��
���. &�� ��� � � ����� �������� ��
���������� 	�������� ����� 
(���. 12). (�� 	�������� �������� ����� ���"������ � ����
���. <� ��������� ��	������� � ����� ��� � 
��
�
�� 25 	���� � ��	����. *�������� ��������� ����� �������� ��������� ������ (�����	�) ��������-
���� ��� ��	������� ���� ���� ����� ���. �	�� ����� ��
������� �	 �	�� ������"���� ������ ��������, 

	 � �	������� ����
��� ������"����. 

(� ������

� ���������� ����������� ��
��� 	��������� �� 
����� �����	�� �	����� ��������� 
�������� � ���". &�� �����!���� ��������� ��	
����
�	 ����
������ ���
�� �������� ��	��������� ��
�-
������ ������� � 	
����� ���������� ����
����. $��������� 	
���� �������� 	������ �� ����� ��
��� 
������� 
 ���������� �� ��	
����
�	�. &�� ����
��� ��
� �������� ��������� �� ����� ��
��� �������, 
� �	� ����"��� � ��
�� �����. &��������� ������ ������� 
���� ����� ��
��� ������ � ��������� ������� 
��� ������"����� 	����� �������. ��
������� ��������� �������# ����� �����!�
� �������� ��	
���-
�
�	� ����
������ ���
�� ��������. 

 
������� ��	
. (������
��� �
��
���� ���������� ����
������ ���
�� �������� 
 ���������
��� 

��������� � ���
�� ��
���	
����� � ���	 	������� (���. 2). 
�������#
��� �
��
���� ���������� ����
����� � ���� ��	����� � �� �� �� ��	����
���� �
��-


����� ������ ����
����� � ���� [7]. ,����� ������# ����� � ��� 
������� ������� �	����� ������
�� ���
��� 
[10]. 

&�� 	���	��� ��������� ��	����� � �� �� ��
�����#
��� ��
���	
������ ���	 ���
��� 	�������, "� 
������#  ������� �����
��� ��’���	 �� ������ ��	
�� ����
����� � ��������� ��	����� � �� �� 
(���. 13, �). 

&� 
	�� � ���
��� ��������� ��	�� ��� �	������� ��������, 	���	��� ��������� �� �������� ������-

��. &�� ����������� ����	�� 
�����
� ���
�� �������� ��	����
�� �������� ��	��������"���. ���������-
�� ���������� � ���
� ��	��������"��� ��	����� � �� �� ���
��� �������� � �� ���� ����
������ (��)� 
*����+) (���. 13, !). (�� ����� # ��������
� 	��������
� �������� �����	� ��	����� � �� ��. 
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� ! 

$��. 13 – ,��������� ���� ��	����� � �� ��: � – ���	-���� ��������� � ���
�� ����
� ��
���	
����� � ���	; 
! – 
�#	
���� ���� ��	����� � �� �� ���
��� ��������. 

 

  
� ! 

$��. 14 – (��	�� ��
������� 
�����: � – ����
���� ���
�� ��������, �	 ��������# ��
���	� �
�� � ���� ��	������ 
��������; ! – ��������� ��������� ����
���� ���
�� �������� �������� � ���� �� 
���� !�� ����� 

��������� ���� (�������’����). 
 

���’���� ��	
 ����� 
�������	���. 4� ��
���� �
�, "� �	���# ���� ����� � ������� ����	
����� � 
������� ����������� ���
�� (���. 2). 

$��������� ��������� 
����� ����	
����� ����
������ ���
�� �������� �������� !����� ������	� � ��-
 �
������� ���� ��������� 
 ��������-����������� ���	�� ���
�� ��������, ��	����
��� � 
������ ������ 
��������. $��������� ���
��� �������� ������"���� �
�� ����

 � ���������� 	����
������ �
��	
�-
��� (���. 14, �). 

*���

 �# !���������� ����� 1, ��
�������� � ������� ��
����� 2, �	 ������"�#
��� !
� �� 
������� ������� 3. 

+
�� 4 �# ���
��� �������� 5. +��
�� �������� �
�� ��������# ���
	��� ������"���� �
�� � ������� 
22,5± � . &�� �����"���� 
�����
� ������������� �
�� ��������� ����
���� ���
�� ��������, �	 �	���# 

�������������� ���	��
��� ��� �  �� 
���� �� �������� ��	��������"���. =���! ���������� # ��	����
�-
�� ��������� ���������� � !��
�	������
�� � ������ ��	��������"��� ��� �����"���� 
�����
� �������-
������ �
�� [7]. 

&�� ������� �������� �������� 
����� ����	
����� ���������� � �� �
������ �������� ����
����� ��-
�
��� �������� �������� � ����. +��
�� �# ������ ��������� ��
����� 7 (���. 14, !). (�
���� ��
���-
��� � ���
������ !
��� 7 �� 	������� ������, �����"����� � 	����� !
� �. (�
���� ������"�#
�-
�� � ������ �� 
���� !�� ���� ��������� ���� (�������’����) 8. (���
��� ��	����
�� ��� ���������� ��-



 
ISSN 2222-0631 (print) ����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� 

������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 129 

���	� � �
���	. *�� �������� ���	
����� ��� ��	����� ������� ���������� �������� ��
��. 
*�
������� 
������ ���� ���������
� �� �
������� �	����� ��
��� � ������ ���
��. %������� �� � ���-

������ ��
��� ������� ����
������ ���
�� ��������, �� ����� 
 ����������� � ��
�� ��������� �� �� -
����
��� ��	
����
�	. 

(�������� ����������� �� �
������� ���
�� �������� 
 �������� �� �	����
����� ��	
����
�	�. * 
������

� ��������� ������� ���
������� ���	
�����
� �������� �������� ����������� 
����� ����	
����� 
����
������ ���
��� ��������. 

 
��������. %�>���
���� ������� �
�� 
����� ����	
����� ����������� ���
������ ����
������ ���-


�� ��������, �	� �	����
� ����������� 
�������� ����, ���
�� ������� ��!���, �������	�  ����
���, �
-

�	� 
 	����
�	� ���
��� � ������	� � ��� ������ 	���
��	
���� � ��!���� ���
���, �������	� ���
��� !��-
��� �	�
����� � �
������� 	���
��	��� � ������ ��������� �

����� � ��������� ��	
����
�	 ���
��� 
��������. 

&���������� ������ � � 	���
��	
���� � ��!���� �������� ������
� � �	�
��� ���	� ����
������ 
���
�� ���������� �� ������-���������� ��������, �	� ��������
� �������
� �����	� 200 ����
�� ����-

������ ���
�� ��������. =������ ����
�� ��	�������
��� ����
����� ���
��� ���������� ��������� �-
 
� ����	�, ��	��� 
�
����� 
 �	
����. 

&�� 
����
���� � ����������� �

�	�, 	����
�	� � �����	� ����������� ���
������ ����
������ ��-
�
�� �������� ��	������#
��� ��	����

� �	������
��� ����	�� �������, "� # ����	��#� ����
������ ���-

��� � ���"���, �����	� �� ���"��� ����
��� ����
������ ���
��� ��������. %������ ��� ����� ���
���� 
�������
� ������������
��� � ����
����� ���
��� �� ����������� 	���	��#� ������

�� �������	��. 

(���	
����� ����������� ���
������ ����
������ ���
�� �������� �������� ������
� � ������ ����-
�������� ������
��� ���, "� �	���# 	�����	
�� ������� �������� ������"���,  �� 
���� �� �������� 
��	��������"���, �������� !����� ������ �����, ��	���  �����

���� 
 ����

����, � !����� � ����� ��-

��� �������. &�������� # ��	����
��� ������-����������� ���!������� ����
������ ���
�� �������� � 
�	��
� ����
������ �������� ��	��������"���. 

(������� ������� ������� ����������� ��������� ���	�� ���
������ ��>���
�����
� �������� ����-
���� ������������ 
����� ����	
����� ����������� ���
������ ����
������ ���
�� ��������. $�	������-
��� ���
����� �
��
���� ���������� ���
��� �������� 
 ��������� � ���
�� 	������� ����
������ 
����� ��	����� � �� ��. 
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�. �. ������ 

�������� ���	
��� ������	�	 ���
	����� �	������	� ��
��� ��	�	� 
��	��� �����	�� 

� ����	
	� ��
�	�	 ������� ���	��	���� 	 �
���
����� ��
����� ����� ��
��
�� �����	 
��		 ������
	 ��� ������� 
�� 
��	������ ����
�	����� ���� �� ���� �����	���� ���������. �����
���� ���� ������ �	��� ��	����
�� ����
	 ��
��
� �� 
����
��� ���	�����
�		 ������ 
��� �  
�����	. !� �����
�� ��	���� 	�������� ��	��	� ����� ����� ����	��� ���	����-
�		 ��  	�	�� 	���� ����
	 ��
��
�. 

�������� �����: ��
��
��� ������ ����� 
��		 ������
	, �����	��� ���������, �
���
����� ��
�����, �
���
��� ��� ��-
����"��	� 	 �����#��	�, �	�� ��	����
�� ����
	 ��
��
�,  
���, ����� ����
	, R − �����		. 

������ �. �� ��	� ����� ��
��
�� �����	 
��		 ������
	 �����
�� ��
������ �������. $��-
����	� ������ ����� ��������
�� ����	����	 �	����	 	 �	����
	����	�	 ����	����	 ����	��	. � 
������� �� ��	� ���
 ���	���
 �����	��
� �	��� ��	����
��� ����
�� ��
��
� ������
�	����� 
�-
�� � ����	�	 
����	, �������%"	�	 ��
	���� �	�� 	 �����		 ������ [1 – 4]. � ���
� [4] �����#�� �	�
�-
��
	�	������ �	���	� �"�� ��
�	�	 ���	��	��� 	 �
���
���� ��
����	 ����	� ��
��
��� ����� 

��		 ������
	. &���� �	�� ��	����
�� ����
	 ��
��
� 
��	��� 
��� � ������, � ��  
�����	 ��-

��
��� ����
� ������������� ��	������. '����� ������#��	� ���
 � ���� ����� ����
��� �� ��-

���#������	. 

!��
�"�� ���
� ����"��� �������, ���� ����
	 ��
��
� ��  
�����	 ������� ��	����
��, � ����	 � 
��� ��
������� ���
� 	��#���� ����� ��
�	�	 ������
�� �
��
�
��%"	�	 ����	����	 ����	��	 	 
�
���
����	. ��� 	��%�
���		 �����#���� ����� �����
���� �����
��� ������ 	 ��	������ ���
��� 
������
�
� �	������� 	��������	�. 

 
	!"�# $��%����&� '���� . ������
�	���
�� ������ 
��, � ����	���� ����	� �
�� ���	
 ����
� 

*
st∂Ω , ��� ����
� ��
��
�  
���� 	 ������ 
��� (��� ���
� 
���	�) ������� ��	����
��. ����
�	, ��� ������ 

�������� σ∂Ω  	 ������"��	� u∂Ω , �����	��� �����
������ � [4]. '������ 
��#�, �
 ����
� σ∂Ω  ���-
��� 
 �������	. 

(���	���� ����	� �� ����
�� *
st∂Ω  �����	��%
�� � �	�� �����%"	� ��������
�: *

0( )T
stn u h≥� �

, 
*

( *)( ) ( ) 0T �
st stn A∂Ω σ ≤� �

, *
( *)( ) ( ) 0� �

st stA∂Ωτ σ =� �

. )����: ,u σ −� �

 ���
�� ������"��	� 	 �����#��	�; ( *)stA∂Ω −  ��
-

�	�� ��������%"	� ��	����; *
stn
�

 	 *
stτ −�  ���
�� ��������%"	� ��	���� �
� ��� ��� �����	 	 ����-


����� � �������
	 
��� �� *
� ����
��, �
���, � ������� ��, ����
 ���	��
��� 	 �� ����
�� σ∂Ω ; 

0h −  �������� ���	�	�� ���������	�  
����. 
��� �	��� ��	����
�� ����
	 ��
��
�, � ������ ������	���� �� ����!�, ��� �����	�	� ������	�	-

��%
�� ���
�� �����#��	� 	 ������"��	�, � ���
� [4] ���	 �����#��� ��	
��		 � �	�� �
��	� ������
�. 
&���� 	� �������	� ��� ��
������	� ����
�	
����� ����
	 ��
��
� �����#�. '*
�� �� ��	� ����-
�	 �	��� *
� ����
	 ��"��
����
�� � ��"�% 	
����	��� �������. � �����
�� ����� ��	��	#��	� 
����
� *

st∂Ω  �����
�� ��	���	
���� � �	�� ���� ����
�� k∂Ω , ��� ������%
�� ����	� 

( )*
0

�

stn u h=� �

, 

	 ����
�� o∂Ω , ��� ������%
�� ����	�  

( ) ( )( )*
* 0

��

st stn A∂Ω σ =� �

. 

��������� ����	� �������%
 ����
�	
�����% ����
� ��
��
�, ���	 ������%
�� ����	� � �	�� �
�-
�	� ��������
�: ��� ��"���	 ��
��
� 

( ) ( )( )*
* 0
��

st stn A∂Ω σ <� �

, 

� ��� ����
	 
���� 

( )*
0 ( , )

�

stn u h x y>� �

. 

&��������	� �����#���-�����	������ ��
��	� ������
�	����� 
���, ���	
�� � ������ �	��� ���-
��� 
��	 �����	���� ��������� [4,5]: 

© +. ,. -���	�, 2015
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,

2
u

� �� � �

R s s sI u Au D d u N d u u A d
σΩ ∂Ω ∂Ω

� �σ = σ − σ σ Ω − ∂Ω − − σ ∂Ω −� �� �
�� � �

�

� � � � � � � � � �

 

( ) ( ) ( )( )* *
0 * ,

k

�� �

sstt sstt stn u h n A d∂Ω
∂Ω

� 	− − σ ∂Ω
 �
� �
� � � �

 

��� ������
�	����� ������, ���� ����
	 ��
��
� ��  
�����	 ������� ��	����
��, �����
	�	���� 
����	���� ����	� 	 �
���
��� [4]. 

+��	 ����
	 �����%"	� �������	�: 

( )* � k
sstt nn u u≡� �

, ( )* � k
sstt u uττ ≡� �

, ( ) ( )( )*
*

�� k
sstt nstn A∂Ω σ ≡ σ� �

 �� k∂Ω ; ( ) ( )( )*
*

�� o
st nstn A∂Ω σ ≡ σ� �

 �� o∂Ω ; 

( ) ( )( )* *
*

�� st
sstt stA τ∂Ωτ σ ≡ σ� �

 �� k∂Ω  	 �� o∂Ω ; ( ) ( )( )��

nn A σ
σ ∂Ω σ σ ≡ σ� �

, ( ) ( )( )�� A σ
σ τ∂Ω στ σ ≡ σ� �

 �� σ∂Ω , 


 ����	���� ����	� ����
 	��
� �	�: 

0
k

n nu u h= = , * 0st
τ τσ = σ =  �� k∂Ω ; 0o

n nσ = σ = , * 0st
τ τσ = σ =  �� o∂Ω ; { },s xs ysu u u u= =� �

 �� u∂Ω ; 

0, 0n n
σ σ

τ τσ = σ = σ = σ =  �� σ∂Ω ; 
)��	 �� �
���
��� ��� ������"��	�: 

( )0 11
kk u

x xs k k u k
u k k u

u u l h m uτ
ω ω

= + + + Ψ ω ω
ω + ω ω + ω

; ( )0 21 .kk u
y ys k k u k

u k k u
u u m h l uτ

ω ω
= + − + Ψ ω ω

ω + ω ω + ω
 

+��	 ��
 ����
�� u∂Ω , 
 

0 11
k

x k k ku l h m uτ= + + Ψ ω ; 0 21 .k
y k k ku m h l uτ= − + Ψ ω                                             (1) 

)���� 0kω = , 0uω =  – �����	������� � ����� ������ �������	� ����
�� k∂Ω , u∂Ω ; kuτ , 11ψ , 21ψ  

– ������������� ������
� �
���
��; ,k kl m  – ������
� *
stn
�

. 
.
���
��� ��� �����#��	�, � ������ ��
������� �����	, ���	 ��
 ����
�� 
����, 	��%
 �	� 

( ) ( ) ( )
22 2

31 ;kk
x k n k k k

k k
m l m σ

σ σ σ
σ σ

ω ω� �� �σ = Φ + σ + Φ + ψ ω ω� �� �ω + ω ω + ω� �
 

( ) ( ) ( )2 22
41 ;kk

y k n k k k
k k

l m l σ
σ σ σ

σ σ

ω ω� �� �σ = Φ + σ + Φ + ψ ω ω� �� �ω + ω ω + ω� �
 

[ ] 61 ,kk
xy k k n k k k k

k k
l m l m l m σ
σ σ σ σ

σ σ

ω ω
� �σ = − Φ + σ − Φ + ψ ω ω� �ω + ω ω + ω

                                 (2) 

� ��	 	� ���	�		:  

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

31 ;kk o o k
x k n k k o o k o

k o k o o k
m l m mσ σ

σ σ σ
σ σ σ

ω ω ω ω ω ω� �� �σ = Φ + σ + Φ + Φ + ψ ω ω ω� �� �ω + ω ω ω + ω ω ω + ω ω� �
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

41 ;kk o o k
y k n k k o o k o

k o k o o k
l m l lσ σ
σ σ σ

σ σ σ

ω ω ω ω ω ω� �� �σ = Φ + σ + Φ + Φ + ψ ω ω ω� �� �ω + ω ω ω + ω ω ω + ω ω� �
 

[ ] 51 .kk o o
xy k k n k k k o o o k o

k o k o
l m l m l m l mσ
σ σ σ σ

σ σ

ω ω ω ω
� �σ = − Φ + σ − Φ − Φ + ψ ω ω ω� �ω + ω ω ω + ω ω

               (3) 

)���� 0 0ω = , 0σω =  – �����	������� � ����� ������ �������	� ����
�� o∂Ω , σ∂Ω ; σΦ , k
nσ , 

kΦ , oΦ , 31ψ , 41ψ , 51ψ  – ������������� ������
� �
���
��; ,l mσ σ , ,o ol m  – ������
� ���
�� nσ
�

 	 

on
�

 �
��
�
����. 
 
���%����&� '����  ��# ���%��(� ��)��#. �����
�	� ������  �����	���		 �����������  
���� ��� 


���	� � �����	� �����	� ����
	�� ��	�� 2a  (�	�. 1) � ��
����� ���	��
��	 ���� �� ����� �
��: 
1 – �
��� �����	����� (����������� ����
	��); 
2 – ����
	�� �� ����� �
���� 	���
 ������� �����, ���	��� �
��� ����� ���	�� ���
� ���-

�
	�� 2b ; 
3 – ����� 	��%
 ���� *��	���, ������ ���
	������ ����	 �
�� ����� ���	�� ���
� ����
	��, 

� ��	��
����� ����	 ����� (1)
0a ; 

4 – *

 ���	��
 �����	��� ���	��
� 3, � ������ ��	��
����� ����	 *��	���  ����� (2)
0a . 

 



   
����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� ISSN 2222-0631 (print) 

132 ������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 

x 

y 

�	�. 1 – �����
��� �����. ���	��
� ����� �
�� ����
	��	: 
                    – 1;                   – 2;                  – 3;                       – 4. 
                        

 

'���������
��, �
 � ���	�	��
	 
 ���� ����� �
��, ����
�	 ��
��
�  
���� � ����
	�� �-
��
 ��
� �� �����  	�	��  
����, �
 	 ��	��	
 � ������ �	��� ��	����
�� ����
	 ��
��
� � �����-
#���� ��
�����. 

�����
	�	���� ��	���	
���� � ����� ������ ����	���� ����	� 	 �
���
���. (���	�� 
��� ����#	
 

�	 ����
�� k∂Ω , o∂Ω , σ∂Ω . /���� �
��� σ∂Ω  ������ 
 �������	. (���	���� ����	� �����	 	��%
 
�	�: 

0yu h= � , 0xyσ =  �� k∂Ω ; 0yσ = , 0xyσ =  �� o∂Ω ; 0nσ = , 0nτ =  �� σ∂Ω . 

+��	 ����������
��, �
 
���� ��
, 
 ��
� ����
� ��
��
� k∂Ω  �����  	�	�� �����	�, 
 	������-
�� �
���
��� (1) 	 (2), � �
��� ��	��
 

0kl = , 1km = ± , 11 1
k

k km uτ + Ψ ω ≡ Φ , 21 2Ψ ≡ Φ , 0km h ≡  0 0(5 ) /10 ((5 ) ) /10y h y h≡ − ⋅ − + ⋅ , 

3 ,σΦ ≡ Φ  31 4k k
k

σ
σ σ

σ

ω
Φ + ψ ω ω ≡ Φ ω

ω + ω
, 41

k
n k

k

σ
σ

σ

ω
σ + ψ ω ω ≡

ω + ω
 5 σ≡ Φ ω , 61 6ψ ≡ Φ . 

� ������
�
� �	 ��	��
 �	�: 

1xu = Φ , 0 0 2(5 ) /10 ((5 ) ) /10y ku y h y h "= − ⋅ − + ⋅ + ω , ( )2
3 4

k
x

k
mσ σ

σ

ω
σ = Φ + Φ ω

ω + ω
, 

( )2
3 5

k
y

k
lσ σ

σ

ω
σ = Φ + Φ ω

ω + ω
, 3 6 .k

xy
k

l mσ σ σ
σ

ω
σ = − Φ + Φ ω

ω + ω
 

� ������, ���� ��
� 
���, �
���
��� ��� ������"��	� ����
�� 
� #�, � ��� �����#��	� � �
���
���� (2) 
����
�	 o∂Ω  	 σ∂Ω  �0��	���� � ����
� *

σ∂Ω  – �������#�����  
�����	 ����
� ����	�� 
���. 1
 ��	�-

�	
 � ������ � �	� σω  �� *
σω  (�����	������ � ����� ������ �������	� ����
�� *

σ∂Ω ). -��	� �����, 
�
���
��� ��� �����#��	� ����
 �����%"	�	: 

( )2 *
3 4*

;k
x

k

m∗
σ σ

σ

ω
σ = Φ + Φ ω

ω + ω
  ( )2* *

3 5*
k

y
k

lσ σ
σ

ω
σ = Φ + Φ ω

ω + ω
;  *

3 6*
k

xy k
k

l mσ σ σ
σ

ω
σ = − Φ + Φ ω ω

ω + ω
. 

������ ����� ����
	: 
2 2

1 1 0
2

b y
f

b

� �−Ω = = ≥� �
� �

, 
2 2

2 2 0
2

a x
f

a

� �−Ω = = ≥� �
� �

, 

( )

( ) ( )

2 2

2 2
0 0

8 8 22 22 2

2 2 4 4
0 0 0 0

1

0

4 4
1

x a y
a b

f

x a x ay y
a b a b

� �
� 	−� �

 �+ −� �
 �

� �� Ω = = ≥� �
� 	� �− −

 �+ − + +� �

 �� �� � �

, 

( )

( ) ( )

2 2

2 2
0 0

9 22 22 2

2 2 4 4
0 0 0 0

1

9 0

4 4
1

x a y
a b

f

x a x ay y
a b a b

� �
� 	+� �

 �+ −� �
 �

� �� Ω = = ≥� �
� 	� �+ +

 �+ − + +� �

 �� �� � �

, 

2 2 2 2

5 5 6 60 ; 0
2 2

x l l x
f f

l l

� � � �− −Ω = = ≥ Ω = = ≥� � � �
� � � �

, 

��� 0a  	 0b  – ����	 *��	��� ���� ��� Ox  	 Oy  �
��
�
����; 2 l ( )l a≤  –  	�	�� ��
��
�� ���. 

)�
�� � ��"�% R −	#�!���  [6, 1] ���	 �� ����"	� � �
���
��� �����		 *, ,kσ σω ω ω : 1k fω =  ( 	�	-
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�� ��
��
�� ��� �����  	�	�� ������� �����	� 2 2l a= ), 

1 0 5k f fω = ∨  ( 	�	�� ��
��
�� ��� ���� �  	�	�� ������� �����	� 2 2l a< ), 

8 0 9f fσω = ∧ , 	 *
1 0 6 0 8 0 9( ) ( )f f f fσω = ∨ ∧ ∧  (��� ���	��
� 2 – 4), 

2fσω =  	 *
1 0 6 0 2( )f f fσω = ∨ ∧  ��� ���	��
� 1, 8 0 9 0 1( )f f fω = ∧ ∧ . 

 
��')�*%�%� � ������+  ��������� ,. '�	����� �	�	����	� 	 ����
�	����	� ������
��, 	��������-

��� � ����2
�: 6 22 10 �(/��E = ⋅ , 6 20.77 10 �(/��G = ⋅ , 0.3,ν = µ =  20 ��a = , 5 ��b = , 3
0 8 10 ��h −= ⋅ , 

0 5 ��a =  – ��� ���	��
� 2; (1)
0 0 3.4 ��a a= =  – ��� ���	��
� 3; (2)

0 0 1.7 ��a a= =  – ��� ���	��
� 4; 0b b=  – ���  
���	��
� 2 – 4. 

)����� 	��������	� ��
��� � ��������		  	�	�� ��
��
�� ��� � �����#����� ���	��
��. �� �-
�	� ��"��
������ �� ���� ������
���� ����	
�� �	��� [4, 2, 5], ��	 �������		 �!���!�� 
	��	�!-
�	��� 	 �	��	��� [7]. ������� 	� ������
�
� ��	���
�� � �	�� �	���
�		 ��� ��� 	�	�� �����	� ���-
�
	��. �����
� ������	, �
  	�	�� ��
��
�� ��� ��
�����
: 20 ��l =  (���	��
 1), 16.09 ��l =  (���	��
 

2), 18.1 ��l =  (���	��
 3), 19.67 ��l =  (���	��
 4). -��	� �����, �������, �
 ��� ���	��
� 1  	�	�� ��-

��
�� ��� �����  	�	�� �����	� ����
	�� (����� ��
 
����), � ��� �
������ ���	��
� �� ���	�	
 
 
���$��% !�&�, � 	����, ��� ��� � 0a , 
�� ���� �  	�	�� ��
��
�� ���. �����������	� ��
��
��� ��-

���#��	� (�	�. 2) ��	����� �� ����
�� �����	�  	�	�� 15 �� �  ��� 1 �� . 

����

�����

����

�����

� � � � � � 	 
 � � �� �� �� �� �� ��

4 210 �(� / ��y
−σ ⋅  

 
�	�. 2 – !����#��	� � ��
��
�� �����		 �� ����
�� 0 – 15 ��. 

 
�����������	� ��
��
��� �����#��	� (� 
� �	��� � ���
�� 	� 
��
�
�	�) �� ����
�� �����	� 
 15 � 

20 �� , �  ��� 0.1 ��  ��	����� �� �	�. 3, � ������"��	� – �� �	�. 4. 
 

4 210 �(� / ��y
−σ ⋅  

����

����

����

����

�

�� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ����

 
�	�. 3 – !����#��	� �� ����
�� �����	� 15 – 20 ��. 

 



   
����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� ISSN 2222-0631 (print) 

134 ������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 

310 ��yu ⋅  

���	

���


����

��

����

����

����

�� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ����

 
�	�. 4 – '�����"��	� �� ����
�� �����	� 15 – 20 ��. 

������. '���	�� ������� �� ����	
	� 
��
�	�� �� ��	� ����� ��
��
�� �����	 

��		 ������
	 �� ���� �����	���� ����-
�����. �����
���� ���� ������ �	��� ��	�-
���
�� ��
��
�� ��� � ����
	 ���	����-
�
�	� ������ 
��� �  
�����	. ������
��� 
�
���
���, 
�� �����
���%"	� ����	���� 
����	��, �
��
�
��%"	� ����	�	�� �����	. 
�� ��� �	������� ������, ������
�
� �
�� 
��
����	�	 ������#��	�  ���	�		 �� 
-
���� ��  
�����	, � ���	�	��
	 
 ����
-
�		 ����� �
�� 
���. '�����, �
  	�	��  

��
��
�� ��� ���	�	
 
 ���� 	 ����	�� �����. 
 

$ ��& � %�-�%)-�: 1. ���� �.'., (����	# �.(. $�
� R − �����	� � ������� 
��		 ������
	 	 ����
	���
	. – �	��: !���. �����, 
1990. – 216 �. 2. ��!��� ).*. �� ��	� ���
���	� ��
��
��� ����� 
��		 ������
	 ���	��	��-�
���
����� ��
�� ��� ��� ��-
�� �����	���� ��������� // �	���	�� 	 �����
� �� 	�. – 3�����: 3('�. – 2000. – ���. 57. – .. 16 – 23. 3. ��!��� ).*. ��
��
��� 
������ ��� ����� 
��� � ���
���	�	 #��
�	�	 ����	���	��	 // ���
�	� !-� «3'4». – 3�����: !-� «3'4», 2001. – 5 6 – .. 251 
– 255.4. ��!��� ).*. ���	��	��-�
���
����� ��
� �� ��	� ����� ��
��
�� �����	 
��		 ������
	 // �6��	� !��6������ 
��-
�6��� ��6����	
�
� «3'7». – 3���6�: !-� «3'7», 2014. – 5 18. – .. 167 – 178. 5. ���� �.'., ��!��� ).*. ���	��	��-�
���
����� ��-

� ��� �� ��	� ����� 
��		 ������
	 �� ���� �����	���� ��������� // �6��	� 7�#�����8 ������68 ����8�	. – �	8�, 2001. – 5 3. – .. 
17 – 20. 6. ���� �.'. -��	� R − �����	� 	 ���
��� �� ��	�#��	�. – �	��: !���. �����, 1982. – 552 �. 7. ��!��� ).*. 4��������	� 
*����
	���
	 ���	��	��-�
���
���� ��
�� ��� �����	���� ��������� � ��� ����� ������� 
��		 ������
	 // ���
�	� 3������-
�� �������
����� ��	
���	����� ��	����	
�
�. – 3�����: 3('�, 1999. – ���. 29. – .. 34 – 42. 
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�. �. � ����, �. �. �������, �. �. ������� 

������������� �	
��. /����	��0�	�	�����	� ����	��� 
�� 
���
������ ��	�	�	��	�����10 ���	�10 ���� 

�����
��� �� ��	� ��� 	� ��������� �����, ��������� � �
	�	���	�� 
���, � 	���� ��������	� ���������
��� ���-
��� ������, �����%"	��� ��	 	� ���	�	���		. ������� ��
���
	����� �	���	� �������, ��	����"	� � *����
�����	����� 
��
����� ��������	� ���������
��� ������ ������, �����%"	��� ��	 ���	�	���		 
���, � ����% ������	� ������		 �����-
� ��������	�. � ����� ���
	 	��������	� �����
������ ��
���
	����	� ����	 
��	� �����	������� *�����
� *����
�����	��-
��� ��
����	, ��� ����, ��
����� 	 ��������
	���� 
��������	�. � 	��������		 �	���� ����� *����
�����	����� ��
����	 
��� ��	�� ����, �
��� �����
�� 	����	
����� ���
�% �	�
��� ��������	� *���	����� ��������
�% ��	 �
	�	���		 
���. 
'����#��� ��
�	�� �����
� ��#��� *����
�����	����	� ����. 

�������� �����: �
	�	���	�, 
���, *���	������ ��������
�, ��
���
	����� ����	����	�, ���������� ���������
��� 
�����. 

������ �. &������	 ��	��	���	 �������
����� ��	
	�	 � ����� ���"��	� � 
����	 (�
. 5 [1]) 
�����
�� ��	�	
�
��� ��"	
� ���#�%"�� ����� 	 ������ ������� 
 ����
	��� ������
�	� 
���, 
��������	� *����� 	��������	� ��
��	����-�������� 	 *�����
	����	� �������, ����� ������-
�� ��������	� *���	����	�, *���	����	� 	 ��	������ 	�
����� �"��
�� 
��	
���� �������	� 	 
	��������	� 
���. 

© ,. �. 9 ���, 4. 4. '�
���, �. �. ������, 2015
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���������	
 ������ ����  ��������	�	 	��������� ��� �	����� �	��� ��	� 
������	� �������� 
	����	���� �	���	�	 �	������� ���� 	��	�	�, �	�	��� ���	��� � �������� ����	�	����	� ������� �� 
	��������� ���	���� ����� (�� ). !��	����� ���� 	��	�	� �� �	��	���  ������"	��	������ 
����� 
� ��	����� ������ ��	���� #�	�	�����	� ���	����	��. $�� � �����" ���	��� ����	 ��
����� ���-

����� 
��	��, ���� �	�	��� ���	��� �	��	� ����	���� 
������	� 	��	�	� �� ��	���� �������� 	���-
������� ���%��"�. ��	"��� ���%��" 	��	�	� 	�������� ���������	� ��	��	����  �����	������ ��-
�����, �	�	����
�� �	 ��	
	���� ��	��	����� ������	� ��	���", � � 	�������� �������, ����������	 
��������� ��.  ���� #� ������� �	��	���� ������"� ����
� ��������� #�	�	�����	� ���	����	���� 
( &'() �� �����" 	��	�	�. ���
 � �	
�	����	� ����	� ����
� �������� #����	����	�	������� ����-
�	��� (')&). ��� ������������� ��� ��������� 
�	�	�	
�	������� ���	��� �
���� (*+ ),  �	������ �	�-
����� ��	����	�, �	�	��� 
	��� ���� ���������� �� �	�������� ��	"���� ���%��". 

, ����	���� ���	�� �����������	 
���
������	� 	����� ')& ��� ��������� *+ , ���������� ������ 
�	
������ #�����������  ����	�	������ ��	�	� ��� �����" 	��	�	�. 

 
������ ����	��
	��� ���������. -��	��
 ������	��� �	
����� ')& ��� �����" 	��	�	�, � 	��	-

�� %���"	��	���� �	�	��� �	�	��� ��	�	� �
�����	� ���%��" 	��	�	�, 	������� � ���	��� [2 – 5]. 
*���
������	� 
	����	���� ��	"���	� � 	�������� ��������� �	
������ �����������	 � ���	��� [6 – 12]. 
.	
����� �������� ����	�	������� (��	���������) �����  &'( �� �����" 	��	�	�, 	������� � ��-
�	��� [3, 5]. ,����
 �������� �	, ��	 ������  &'( �	���	��� �� 	��	�� ���"�� 
�	�	��	����	� ���	
�	�-
"  ����
�	�	 �	��	��, ���   &'( ��� �����	�������, ��	�������� 
�	�	%����� ��������� �������-
�� [13]. �������� �	��	� ��	���	��� ����� ��� �	���	���  &'( � ��	"���� #��������" #����������� 
�����	�	� ('&) � �	������
 ��������
 ����������	 ��	���� ($, ) [14, 15]. 

 
���� � ������ ����������. ����� �����	���� �������� 
���
������	� 	����� %���"	������� 

#��
���	� ��	��	� #����	����	�	�����	� �����	�� ��� ��������� 
�	�	�	
�	������� ���	��� �
����, 	�-
��������� �� ���%��" 	��	�	�.  

� !���	� �����	���� �������� 
�	�	�	
�	������� ���	��� �
��, 	���������� �� ���%��" 	�-
�	�	�. 

�"�
���	� �����	���� �������� 
���
������� ����
	��, 	�������� ��	"��� %���"	��	��-
�� �	
������ #����	����	�	�����	� �����	�� ��� �����" 	��	�	�. 

$�� �	������ "�� �����	���� ��� �	��������  ������ �������� #�
���: 
– ���	����	 	����� %���"	������� #��
���	� ��	��	� ')& ��������� *+ ; 
– ���	����	 
���
������� 	����� 	�������� %���"	������� #��
���	� ')&, � �����	�� ���	��, 

���������  �����������	�	 ����		�
�����. 
 
�
������������ �������� ������ ���	���������������� 
������� ��� 	��������� ��������-

��������� ������� ����. ����
������ ����	�	������ ��	"��� 	�������� �������	��	�	 ���� � �����	�-
�� �����" ������� ���	���  	������ 	��	�	�, ��	��	�
	 ��	������� 	����� �� %���"	������� #��-

����. 

*���
�������� 
	���� ')& ��� ��������� 
�	�	�	
�	������� ���	��� �
���� �������� ����
� ����-
����, 	�������� ��	"���� � %���"	������� #��
����� ')&, � ����� ���� 
���� #�
 #��
����
. 
&�������, 	�������� ����
���� 	�������� %���"	������� #��
���	�, 	�/�������� � ����
� ������-
��, ��������� 
���
������
 
	����
 #�� %���"	������� #��
���	�. , �������� ��	���� ����
��-
�	�  �	������ ���	 �����	 ���������: 

• ������ ���	��������" � ����		�
������, 	"�����
�� ��� ����	��� ��
������� �	�	�	� � $���-
�	��� (
�
������), 5����∆ =  .; 

• ��
�������� 	��������� ����� 298�%�∆ =  .; 
• �	#���	����� �	#%%"��� �	����	�	 ������� (.�$) ��������� 60&η =  %; 

• �	#���	����� .�$ ���	�� 75�η =  %; 
• �	#���	����� .�$ �	
�����	�� 75'η =  %; 
• ������ ����������� �	���� � #��
����� ��	�� ���	��
��������	�	 ��������� ���� ���
����� 

����	� ����; 
• ����		�
��	
 %���"	������� #��
���	� ���
�  �	���������� ����	��	�	�	� � 	��������� ���-

�	� �����������
. 
�� ������� ����
���	� 
�	�	%����� 
�	�	�	
�	������� �	�	�	� ��	�������� �	
����� �	���	���

 

������	� �	#%%"���	� ����	%������ ��	���� ���	�� ���, ���������� �� ("������ �	��	���� �����-
)	 ���	��. $�� �	��	����	�	 ������� ����
���	� ��	�� ���	��
��������	�	 ��������� ��� ������	���� 
�-
��
������� 
	��� �������� %���"	������� #��
���	�: ����	��������; ������������� ����		�
����; 
���	�. $�� �	�
	��	�� ������" ��	���� ���
 ������� ���	
	��������� #��
���� – ���������� �	�	��  
�
������. 
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������������� ������ 	����� ����. ������ ���	�� ��� ����� ����	�	����� �	 ������� � ����-
���� ��	���� � 	��������� �	�����	� 
	��	�� ���	�� ���	��  ��
�������� �� ���	�� � ���	��. 

*	��	��� ���	�� 	����������� � ���������	 �		��	����: 
( )! /P T PN H Q η= ⋅ ,                                                                            (1) 

��� 1 2HH P P= −  – ���	�, �	������
�� ���	�	
, ��; 1P , 2P  – ������� �� ��	��  �� ���	�� ���	��, ��; TQ  – 

	�/�
��� ����	� ����������
	�	 ���	�	
 ����	�	�����, 3
 /� ; Pη  – ����������� �	#%%"��� �	����	�	 
������� ���	��. 

$�� ���	��, ���	������	 �� �	��	����� 	�	�	���, ���	���� ������������ 
	��� ��������� � ��� �	�-
�	
�: 

2 3 ....H H H T H T H TH A B Q C Q D Q= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + , 
��� HA , HB , HC , HD  – �	#%%"���� �	��	
�, ������������� ���	���� ������������ ����	� 
	��� 
���	��. 

-���	���	 �������������� ������������ .�$ ���	��: 
2 3 ....P H H T H T H Ta b Q c Q d Qη = + ⋅ + ⋅ + ⋅ + , 

��� Ha , Hb , Hc , Hd  – �	#%%"���� �	��	
�, ������������� .�$ ����	� 
	��� ���	��. 
$�� ������� ��
�������� ����	�	����� �� ���	�� � ���	�� ��	�������� �		��	���� 

( ) ( )( )2 2 1 1, ,P T T TN M i ) � i ) �= ⋅ − ,                                                               (2) 

��� Ti  – *�����$�� ����	�	����� �� �������� ������ )   ��
�������� � ; T T TM Q ρ= ⋅  – ����	� ������-
����
	�	 ���	�	
 ����	�	�����; Tρ  – ��	��	��� ����	�	�����. 

 
������������� ������ 	����� �������	�. $�� ������� ��������� ��	�������� ������������ 
	����, 

� �	�	�	� � �������� ��	���� ������ ��	�������� �������  ��
�������� �	�	�� �� ��	�� � ��������, ���-
���� �� ���	�� � ���������, ����	� ���	���	 ����  ����������� �	#%%"��� �	����	�	 ������� �����-
����. 

'������� ������	�	 ��	"���� �������� 	����������� � ���	�� ����������	�	 �������� �	�	��: 
( )2_ 2 1,T +& Ti i ) S= ,                                                                           (3) 

��� 1S  – �������� #������� �	�	�� �� ��	�� � ��������, 	��������
�� �	 �������
 ��	���
 ��
�������� 1�   
������� 1) . 

)	��� 
	��	���, �	�����
�� � �
�����	� 
����
�"� �� ����������	
 ��	"���� �������� �	�������� 

( )( )_ 2_ 1 1,+& &,� T +& T TN i i ) T M= − ⋅ .                                                         (4) 

$������������ �	������ 
	��	���, ��
��
�� � ���� ���������, 	����������� ��������	
 

$)_ _),-. &,� +& &,�N N η= ⋅ .                                                                  (5) 

'������� �� ���	�� � ��������� � ������	
 ��	"���� (� ����	
 �	����) 	����������� %	�
��	� 
( ) ( )4 4 3 3 _, , /T T ),-. &,� �i ) T i ) T N �= − .                                                        (6) 

$����� �		��	���� �	��	���� ��������� ��
�������� ���� �� ���	�� � ���������. 
 
������������� ������ 	����� 	��
��	�������� ��������������. *���
�������� 
	���� ������� 

�����������	�	 ����		�
����� � ���	��� 	���
 ������ �����	������ �������	���� ��� ���
	�	, ���  	�-
����	�	 �	�	�� � ���	
, ����%���	
  ���		�����	
 �	��	��. ������ ������� ����� �	������� �	��� ��	-
���� ����� 	��	������	�	 %��	�	�	 �	��	��� ����	�	������. �	#�	
� ��� ������� �����������	�	 ����	-
	�
����� �� ������� ��
 �	������� ��	��	���� ��	 ���	��	� ���������� �	 �	�	�� �� ��� ���": � 
����	� ���" ���
	� �	�	� ����	�	����� ��	��������� �	 ��
�������� �������� (��
�������� � ���-
�	���), �	 ��	�	� ���" ����	�	����� 
����� ��	� %��	�	� �	��	���  �������������. -���	���	 ��� 	����-
�	�	 �	�	�� ��	��	�� 	�������� ���		�����	� %��� �	 ��
�������� �	������", ����
 ����	�	����� 
�	�����������  ��	�	����� 	���������� � ��� ���	��. $	�	��������� ��	��	�� ������� �	 ��	�����
 

�	�	�	
�	������� ����. , �����	��, ��
�������� ������� (� �	������") 	��	�	
�	�����	�	 ���	���	 
���� �� �	��	���	
 ������ �������� �����	� �	��	���	�, �	��� ��� ��� 
�	�	�	
�	�����	� �
�� � �	�� 
������� � �	������" ��	��	�� �
����� ��
�������� ��	"����. )��
 	����	
, �� ������� ������-
�����	�	 ����		�
����� � %��	��
 �����	��
 ����	�	������ 	����������
 �������� ���	����� �	�	-
���� ���-�	��, 	��������
	� ��
�������	�  �������
 ����	�	 � ����	�	������ �� ��	�� � ����		�
��-
��, � ����� ����	�	
 ����	�	������. $�� ����	� � ������ ����������� ����
� ��������. $�� ����	� ���-
": 

( ) ( )( )1 � � _ � _ISP � PP � INQ M i T i T= ⋅ − ,                                                             (7) 



 
ISSN 2222-0631 (print) ����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� 

������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 137 

( ) ( )( )1 _ _ISP � � O PP � O EXQ M i T i T= ⋅ − ,                                                             (8) 

1 1 1 1ISP ISP ISP ISPQ k F T= ⋅ ⋅ ∆ ,                                                                     (9) 
��� � _ PPT , _O PPT  – ��
�������� �		����������	 ���
	�	  	�����	�	 �	�	�	� ����	�	������ � ���-�	���; 

� _ INT  – ��
�������� ���
	�	 �	�	�� �� ��	�� � ������������� ����		�
����; _O EXT  – ��
�������� 	����-

�	�	 �	�	�� �� ���	�� � �����������	�	 ����		�
�����; �M , �M  – ����	� ���
	�	  	�����	�	 �	�	�� ��-
��	�	������; F  – ��	���� ����		�
���	� �	�����	��; k  – ������ �	#%%"��� ����	������� ����		�-

�����, ���
����� � ����������� ��	���	�; �i  – �������� #������� ����	�	����� ���
	�	 �	�	�� 
�� ������	� ��
�������� � ; �i  – �������� #������� ����	�	����� 	�����	�	 �	�	�� �� ������	� ��
����-

���� � ; T∆  – ������� ������� ��
��������	�	 ���	�� ����		�
�����. 0����� ISP1 	�	������� ���"� ���-
�����, � �	�	�	� 	������������� �	�	���� ����	�	����� �	 ��
�������� ��������. 

�	��	���� � ����	
 ������� �� �������� ��	
�������� ����
���� ����		�
����	�, �	 ��	���� F  
��	������� � ��	"���� ����"� �������
 �������
 �	#%%"���� k . 1��� ������� – �	����� �	��	����	� 
(� ���
��
	� � ��������	� �	�� �����) ������� ��	��� F . 

)�
�������� ���
	�	 �	�	�� ����	�	����� � ���-�	��� 	����������� ��� ��
�������� �������� �� 
������	
 ������ ���
	�	 �	�	�� �P  (��� 
�	�	�	
�	�����	�	 �	�	�� – ��
�������� ������ ��	"���� ���-
����): 

( )_ _ �� )) T SATT T P= .                                                                     (10) 

 		����������	 ��
�������� 	�����	�	 �	�	�� � ���-�	���  
_ _� )) � )) MINT T T= + ∆ .                                                                  (11) 

$�� ���	����� ������ �������	 ������� ��
��������	�	 ���	�� ����		�
����� ��	�������� ���-
������ �		��	���� 

( ) ( )
( ) ( )( )
�_ _ _ �_IN

1

� _ _ _ �_IN/

)) � )) � EX
ISP

)) � )) � EX

T T T T
T

n T T T T

− − −
∆ =

− −�

.                                              (12) 

 ���
� �������� ��� ��	�	� ���" 
��� ����	����� ��: 
( ) ( )( )PP��EX��ISP TiTiMQ __�2 −⋅= ,                                                       (13) 

( ) ( )( )2 � _ _ISP � � IN � � PPQ M i T i T= ⋅ − ,                                                      (14) 

2 2 2 2ISP ISP ISP ISPQ k F T= ⋅ ⋅ ∆ .                                                               (15) 
0����� ISP2 	�	������� ���"� �����������	�	 ����		�
�����, � �	�	�	� 	������������� �������  

�������� ���
	�	 �	�	�� ����	�	�����. 
$�� ���	����� ������ �������	 ������� ��
��������	�	 ���	�� ����		�
����� ��	�������� ���-

������ �		��	����: 

( ) ( )
( ) ( )( )

_ _ � _ _
2

_ _ � _ _/

O IN � EX )) � ))
ISP

O IN � EX )) � ))

T T T T
T

n T T T T

− − −
∆ =

− −�

.                                             (16) 

�	�������� ���� �����	���� ����� �	������� �	���	��� ��
������ �		��	����, � ����� 
���	
	��������
 �������
 �	 
	����	���� ����	
���		�
���  ����������	�	 �	��	������ ������ � 
������ 	��	%���	�	 �	�	��. , ���������
 ���������� �	���	��� 
���
������	� 
	��� ������� ����		�-

�����-	�������� (�������� �	�����	�	 	��������); �	
�����	��, �������	��, ����%��"	��	� �	�	��� 
 ���������� ')&. 

 
 �����. )��
 	����	
, � ����	� ���	�� �������� �������� ���������� �����	����. 
������ ������	������ #����	����	�	������� �����	��� ��� ��������� 
�	�	�	
�	������� ���	��� 

�
����, 	���������� � ��	"���� ���%��" 	��	�	�, �	�	��� �������� ��	��������
 ����	�	�����
 
����	
 ����
� ��������� #�	�	�����	� ���	����	���� �� � �����". - 
���	, 	����� ����	�	-
������ ��	"���� ��������� 
�	�	�	
�	������� ���	��� �
����  	�������� �������	��	�	 ����. 

������	���� 
���
������� 
	��� %���"	������� #��
���	� 	�����	� #����	����	�	�����	� 
�����	�� ��� ��������� 
�	�	�	
�	������� ���	��� �
����, 	���������� � ��	"���� ���%��" 	��	�	�. 
, ����	� ���� �����	���� �������� 
���
������� 
	��� ���	��, ���������  �����������	�	 ����	-
	�
�����. 

, �	�������� ������ �����	���� ����� �������� 
���
������� 
	��� ����� #��
���	� 
�	
������: ����	�	�	  ���	���
����	�	 ������� �������� �	�����	�	 	��������, �	
�����	��, ������-
�	��, ����%��"	��	� �	�	���, ����������, �
������. )�
 �� ����� �������� 	��	���� �	��������� 



   
����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� ISSN 2222-0631 (print) 

138 ������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 


���
������	� 
	��� %���"	��	���� �	
������ � "��	
: �	����	��� ����� 
	����	����  	��	���� 
�	������, ����
� 	��	���� ��������, ��
������ �		��	����, ���	
	��������� �������,  ��
 ��-
������ 
��	� ������� ����
���	� �	
������. �����	���� 
��	��� ������� ��	���� #����	����	�	������ 
���
. 

  ��	���	����
 ���������	� ��	�������� ������	�  �� 	��	�� �����	������ ���
 ��	�	� ��������� 
���� �����	���� �������� ������� �	������ �	����	�	 ����  "����		�����	��� ������" �����	����	-
�	 ����	�	�����	�	 ��	"���� �����" 	��	�	�. 
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�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 3 – 7. !�"�����.: 17 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

$�%��%������� �&����� %������ '��� �������#���( ������� ���"���#���( ��%�&�� �� ���&��%��)����� ���	����&������ �	���& %����)-
���� ���&�& ��%�&�� 3 	�, '� �&��*�+�� %� ������� ��, �������� %�����������. -%����� �%��'��� ���&	�&�� �������� ���	���%���������. 
$�%��%������� �������� ����.���� #����� ���"���#���( ��%�&�� �� ���&��%��)���� ���	����&������ �	���&, �	�) �����#����� �� ���� 
MATLAB. 
� MATLAB-������ %��������� ��,������+ �����#���( #�%��%��������� ��������& '��� ���"���#���( #������� ����� ��%�&�� �� 
���&��%��)���� ���	����&������ �	���& � %�������� �������� �����������. $�%��%������� ��%����	 ����	�������� ������� �������� ���-
	���%��������� #���#���+ %����)���� ���&�& ��%�&�� 3 	� #� ���&��	 ��	��������� .������-��%&�+��� ���&�+������ %�����������+��� 
��������� � �	���� �	������� /��+���, '� ��#����* #���.��� ���& ���&	�������� ��������� /��+��� ������( %��������( � #���.��� �������)�� 
�	������ �	 & �������) ��%�&#� ��	 � ��%�&#� ,����+��( ����,�. 

*����
� ���
�: 	����	��� ����,�, ������ %���������, �	����� /��+������, ���&������� ��%�&��. 

��� 621.735.3 
*���’���� ��	��
���� ���	��  �����
�� �������� +������ / ,. '. (��	����� // �����	 
�� «��». �����: ����������� 

����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 8 – 11. !�"�����.: 7 ��#�. – ISSN 2222-0631. 
������,��� �%��� ���������� �"���	&, ���%����&�� � .���	���� ��/���&����� �� %�	�#��	 #&����� ����	�. �������� ����������� 

%�����& ����	� #������	� �� %���	�� "�)	�� # �%����� ��+�� /�	�����. $� ��%������ ��"��& %��	������ 	��%'������� %������: ��#������ 
	��/���*��� �������(, %��������� ����������& #��������+ 	��/���*���� �������( �� %��������� �������& �����+ �� ���	�������+; ��#������ �%-
�����+�� #������� /�	����� & ���&���+��� ���������. ��#������ ��������+ #�� ������������� ��/���&����� %�� ������. -������� �������)-
�� �������� �����������, �	� ��#����* �����&���� %�	�#��	� #&����� ����	� & ���&���+��� ��������. 

*����
� ���
�: ����	�, �����������, #&����� �"���	&, ���%����&��, ��/�������. 

��� 389.14+658.16(075.8) 
���������!��  ����� �� ��	��� ����������"��� 	����  � 	�������� +��-�� ��	���. -������ 2 / .. /. '��+��", %. '. &��-

���, '. '. '��+��", /. &. *��	������ // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� 
«��», 2015. –  41 (1150). – �. 11 –16. !�"�����.: 14 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

������,��� ���"������� "���-��#%����& �� �"0�&��&����� )��� #�����&����� ��� �%��	������( #�	��& ��#%����& ��%������� ����� & 
%��������� # ��.��� ������ #�	���� ��#%����& �#����� �� %��	����� ��	��������� ��	��� ��#%����& ��� ��%��	& ������������ ����	�����-
��	 ��� 	������ %��.�%��	��. �������#����� �%������#����& ��&	���-�������& � �������	��& �������&�&, ������ �����������( ��������	�, 
�����( )����������), �����+��. � ����) ������� ������,���� %����� �%������ ������� 	����� ������ �	 �����������( "�#� "���-��#%����&, 
���"������� #�����&����� &#����+������ "���-��#%����& �� �"’*	�& ������,����, � ��	�, %�������#����� %���������+ ������+���� #�	��& 
��#%����& #� ����	��� 	��/���*���� ��������( �� �	����&, %����	���� � �������+��� �������� ��%�������� ��#%������. 

*����
� ���
�: %���"	� �����������, ��%������) ��#%����, ������+��) ��#%����, "���-��#%����, ��#%����� ������, �%��	�������. 

��� 389.14+658.16(075.8) 
���������!��  ����� �� ��	��� ����������"��� 	����  � 	�������� +��-�� ��	���. -������ 3 / .. /. '��+��", %. '. &�-

����, '. '. '��+��", /. &. *��	������ // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� 
«��», 2015. –  41 (1150). – �. 16 – 21. !�"�����.: 9 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

� ����), #����.��+��) ������� ������,���� �������� ��#������� � %������������� %�������� "���-��#%����& ��� ��� 	������ %��.�%-
��	��, � ���� ������� #"�,����+ �������)���� %�����& ��#������� ��� %���������, ������� %����	��� � �������+�� ������� ��#%����&, #"�� %�-
���	���� �������� %��.��� � ��&���� %����	& %������������� ���%�������� ������������ � ���/�	���. 
������� ���� ��������&��+ �����+-
����+ #�����&����� ������������� �%����& "���-��#%����& �� ����������� /�#����� �������, '� �����+ ������)��) �%��� �� ��������� ��-
��	�������	� �"’*	�& ������,����. -������� ����������� � �����������) �%���� %������� ��� #�����&����� "���-��#%����&, ��� ����.���� 
#����� �%��	������( ��%������� ����� "&�+-�	��� ����#��&. 

*����
� ���
�: %���"	� �����������, ��%������) ��#%����, ������+��) ��#%����, "���-��#%����, ��#%����� ������, �%��	�������. 

��� 539.3 
������� ����� �������� �. &. ������
� 
 ���������  �	���� ����!�������� 	������� ���)��� �����
 ��������!�� / 

/. '. '������ // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – 
�. 22 – 29. !�"�����.: 14 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

-%����� ���&����#&���) �������� �	�����	� 1. �. �������� �� )��� #�����&����� ��� ��#�'�#���� ��	���	���� #���� ������	� ��/�-
�������� �������� ����, '� ����	���+ %�� ������,���� ��������+��� ������+, �� �	�� ��,&�+ "&�� #������ #����� ��������������� ��/���&-
����� %�&,��� ��������� 	�����&	��(. � ��,�� ���&����#&����� ��������& ��	����� �	�������������� �%��	������� ��	���	���( #����� � 
/&�	������&, '� #����,&*. 2�#����&�� %��	��� ��#�’�#	& �������( ��	���	���( #����� # ��	���������� ���&����#&����� ��������&. -��"-
���& &���& %�������� %������ ��"��& %�������� ���&����#���(. 

*����
� ���
�: ��	���	��� #�����, ������������� �������,����, ��������+�� �������� ���+�����, #����,&���+��) /&�	������, ���&-
����#&���) �������� 1. �. ��������, %������� ���&����#���(. 

��� 681.5:621.914:514.85 
�� ��+�� �����������  �+ ����� 	�� �
������ �!�� ��������
���� ��������
 �  -�* / �. �. 0��+��, %. �. 0����, �. �. &�-

����
 // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 30 – 
36. !�"�����.: 4 ��#��. – ISSN 2222-0631. 


� %������� �����( 	��%’�������� #��& ��� ��������#���( �� %���	������ %������&����� %������� # �������� %��������� 	��&������ 
��#��"���� %�������, '� ����������� �����&* 	��&���) 	��, ������) ��� ��	��������� �� /��#��&���+���& �"��"������& 	��%��	��. 2�#-
����&�� ���"������� ��������� 	��& 	��&���( %������� ��� ��������� �� ��������� /��#��&����� ������) # %����+.�� �����#�� ��������� 
������������ ������) %�����& ��#���� ��� 	����&����� ���*	����( �&�& �����&����& � ��%���	& �������( 	��������� ��� #�%�"������ ��"�-
,����� #��#& ��������& � %������ �"��"	�. 

*����
� ���
�: ��������#���� %������&�����, 	��%’������) #��, /��#��&�����, �������� ��"���, 	��&��� %�������, 	���� ���+*/&, 
������ ������, 	���� �� ��	������+ %�	�����. 
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�������� / C. '. 2�����"����
 // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 
2015. –  41 (1150). – �. 36 – 43. !�"�����.: 14 ��#�. – ISSN 2222-0631. 



   
����������� �	
�������  ������� �� ����	�	���� ISSN 2222-0631 (print) 

142 ������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 


����� ����� ����&������ ��������+��� ������+ #����� ��/��	��( ��-����� �� �����������) 	��+����) ������, #�%������) �����	���-
	��, ��&���.�� %������� �	��� �����+�� %�������, � �����+�� %������� #����.�� %������� ��* %����,�� '�����. ���	����& ����������& 
�����+ %�"&������ ������� ���	������ ���"�������) �� %�������� �����+��) �	�%������� �� (( ������. �"&������ %�%������	 %������ 
��#������, %��� & "��,��) #��� �� �������� �%�����������. 

*����
� ���
�: ����� ���	������ ���"�������), ����&�����) ��������, ������. 

��� 517.98 
��� �	�� ������� ������
���� / 0. '. *���+�"�� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� ���������-

��. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 43 – 52. !�"�����.: 8 ��#�. – ISSN 2222-0631. 
2�"��& %��������� �������� �%�������, �	�) * ����)��� 	��"�����*� �����+���� �%������� ������&����� �� �%��,����� �� �+���. 

��� �+��� �������%��,����� �%������� %�"&������ ��	��+��) �&#��, �"������� ����	���������& /&�	��� �+��� �&#�� �� ������� (( ������-
�����. -������� %����&%&, �	& %����,&* �%������, '� �����*�+��, %�� �+��& ����	�* #����� ��.� ��� �������� ��&���� %����	&. 

*����
� ���
�: �%������ ������&�����, �&#��, ����	���������� /&�	���, %����&%� �%�������. 

��� 517.95+518.517 
'����������� R-1���!�� �  �
	���� ��1����!�� ��� +�	�
�"��� ��������!��� 	�� ���� �!�� 3D 	���� / ,. .. 3��
���
� // ��-

���	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 52 – 58. !�"���-
��.: 6 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

�������� ����� ��/������( %�� ��	��������� ��,�������) 3D  ��&	& & ��������� "&�����+��� �"’*	���. � ������ �����, ��	������-
�&��� ������ �����( R − /&�	��), %�"&�&��� ����������& � 	��%’�����& ������ 	����,���� "&���	& # ����� �����#���( )��� 3D  ��&	&. 
�������� %����%�� %�"&���� ������+ 	�����&	������ ��������� "&���	&. $��)����� %����%�� %�"&���� ������+ 	�����&	������ ��������� 
"&���	&. $����& &���& %�������� %�"&���� ��&���.��� 	�����&	��) "&���	&. ��� #�&������ ��"��& �����#����� 	��+	� ��������� %�"&���� 
���& "&���	&. 

*����
� ���
�: R − /&�	��(, ��#&���#���� 3D  �"'*	���, "&�����+�� 	�����&	��(, 3D  ��&	, 	�����&	����� ��������. 

��� 629.429.3:621.313 
/����� �!�� ��������
 ��������� 	
����� ������ �� �
� ������������  ���+�
 / (. 0. 3�+���"���, (. 4. 5��!��, 2. %. 6�����, 

&. 3. 0�7+�
� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). 
– �. 58 – 66. !�"�����.: 23 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

$�%��%������� �%��'��& ����������& �����+ ����)���� ����&�� ��� ��#������� ���	�����������( ����. �/���&�+����� #����& &��-
���( �%����#���( ������������ %��������� ����)���� ����&��. $�%��%������� & �	���� ���+���( /&�	��( ��	�������� #���,����+, %��%����)�& 
��#���� ������(, '� ��,� %���������� ����)��) ����&� �� ������(, �	� %����"�� ��� �&�& ������#�& �����& 	&#���. � �	���� �����& �%����#�-
��( �� %�%�����+��& ���%� %�.&	& �"���� 	��"�������) �����, '� �	����* � ��"� ���������) ��������. 
� #����.��+���& ���%� �%����#�-
��)��( %�����&�� &�������� �%���&�& #��)���*�+�� ������� 
������-����. 2�#��"���� �������� ����.���� #����� �%����#���(, �� )��� ��-
���#���� � %�	��� MATLAB. $�%��%������� ��%����	 &���	�������� ���	������������� %������� �����& 	&#��� #� ���&��	 ��#��"	� 	��-
"�������� %�������, & �	�� �&�����) 	&� �����& "&�� �������� ����	��� ���	���%������� # ����)��� ����&���, � ����	��� ��.��� ������-
#����, �	� �,� ����������� �� �&�����& �	����. 

*����
� ���
�: ����)��) ����&�, &����� �%����#����, ��������� ���������, 	&� �����&, �	����� ���������. 

��� 539.3 
�����  �	��� 	�� ����!�������� ����
��" ������ ��"�� ����� / 5. .. &�����
 // �����	 
�� «��». �����: ����������� ��-

��������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 67 – 71. !�"�����.: 9 ��#�. – ISSN 2222-0631. 
������,&��+�� ������������� 	�������� ������� ��+�� ���&� ��	��	��� �%����� #������,����� �������,����. 2&�� ���&� �%��&��+-

�� ������������� ������������� ����+����� ����������. ��#������+�� #���,����� 	����	���� ���, '� ����	���+ ��, ���&����, �# #����-
�&������ �����& ���&����#���( 1. �. �������� � 	������&���� /���&�. 
������� %��	��� �����+���� ��#���&�	&, � �	��& �������� #���,-
����� 	����	���� ��� � %�����'��+ 	�,��( # ���&�. 

*����
� ���
�: ������� ���&�, ������������� �������,����, ����+��� ��������, ����� ���&����#���(, ��������+�� �������� ���+���-
��. 

��� 621.452.3:536.24 
%	���1���!�� ��������� ���
 �����+���� ���+���  � � ��"������ 
����+�
��" / 5. '. &��!���, ,./. 8����, .. (. � -

���, �. �. *�����, �. '. *���� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 
2015. –  41 (1150). – �. 72 – 76. !�"�����.: 4 ��#��. – ISSN 2222-0631. 

����.��� #����� '��� ��#������� ��������� &��� 	����	������� ��%���"���& ��� 	��%&�& �&�"��� #� ��#&�+������ ��%��"&���+ 
������)���� ����&��.������&�� %����'���� �������� ��#���&�	�� ��������� &��� 3-�� ���& #� %������ ��%����� %���	�� %�� �	������& 
����	���� ����( ���	���.�+��� ��������'�. ��� �+��� ������� %�%���	& �� ��#���&�	����� #������� 	��/���*���� ��%���������, '� ������&* 
��%���"��� ��������� ������ ����# ��%��%���������+ ��������&. ��	����� %��������� ������������ %��� ���%����&� 	��%&�& �&�"��� # ����-
�� ��%��"&���+. 

*����
� ���
�: �&�"���, 	����	���, ��%��%���������+, �"������ #�����, 	��/���*�� ��%���������. 
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&�����, (. '. �������� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. – 
 41 (1150). – �. 76 –85. !�"�����.: 10 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

�� ���"�����& ������,���� �����, �������������� �� ��.�� %���"��� %������(� ���&* %����"� � ��#���&�	�� %��������� ��/��	��( 
���	������������ ����+ �� ��������� �	����� ��� "����+�� ��������� /���� �� ����+���� �����. ��������� * ��� 	��%’�������� ������-
�����. ���%�	������� � ��	�) ���&���( �����+ �"��������+�� ������ ���	������ ���"�������), #�	����, ����� ���	������ ���&��� (���). 
� ������ ��#��"���� ����� ������#���( 	��%'�������� ����������� %� ��� # ��	���������� ���"�������) ������	�&�� %�������+��� 	��-
%'������ � ���� ��#&�+���� %������	� �/�	�������� �+��� �����&. 

*����
� ���
�: ���	����������� �����, ��/��	���, ����+��� �����, 	��%’������ �����+, ��-, ������	�&��, ��)����, ��	����� �����-
���, OpenMP, .���	���+ �"������+. 
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/. /. :�+��� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – 
�. 85 – 92. !�"�����.: 24 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

�����*�+�� �����+ !������ ������)��� 	������+ ���� ����	���� %�&,�� #�’�#���� %������ �# ����	��� #�����&��� �� ����	��� ���+-
��� ��������. ��%&�	�*��, '� ������)�� ����%���)�� ���� ����+ & ��&���.��) ������� %������ � �� ���+��) ������� (� ������+. �����*�+�� 
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#���,����+ ���&	�&�� ���"��+���� ����	���� ������� ��� %�������� γ , %��%����)���� �� ������������� �#�*����( %������. � ��) ������� ��-

"��� �%����� ���&	�&�& �����+�( ������� ����	���� %�� γ → ∞ . �����������, '� ���� #"���*�+�� �# ���,���� ( )diag ×� �� �  – ���������� 
%������ ��"&�	& ���� �	#��%����� ����	���� �������, '� �%��&* 	�������� ����*( %�������. ��	�, #� �����	���� &��� �� /&�	��( ���%/&-
����� ��������, '� � ��� ����	��� ������� ���� #�’�#���� %������ #"���*�+�� �# ���,���� ( )diag ×� �� �  ��� �������+� ����	�� #�����+ %�-
������� γ . 

*����
� ���
�: �����+ !������, %�&,�� #�’�#��� %�������, ����%������� ��������#����, ������)�� ����%����, ���+�� �������. 
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«��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 93 – 97. !�"�����.: 9 ��#�. – 
ISSN 2222-0631. 

2�#�����*�+�� #����� %�� �#�*����� %���	�( %����,�+�( �"� %�%������( ����������( ����� �� %���������) ������� ������������ %�-
��,���. !&�&��+�� ��������+�� #�"��,���� ��%���&� %�����'��+ ���"����� %���, � #����� #�����+�� �� ��#�’�#���� ������� ����&������ 
��������+��� ������+. 3����+�� �����#���� %�"&������� ���������� %�������+�� ������� ���������� 	������&�. �������� #���,����� ��-
%�&,��+ �� ������� %���,��� ��� ����������, ���������� �� ������������ ����	�������	. 

*����
� ���
�: ��/��	���, %���,����, /&�	��� 4����, ��������+�� ��������, ����� ���������� 	������&�. 
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�����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 97 – 102. !�"�����.: 6 ��#�. – ISSN 
2222-0631. 

$�%��%������� ���� ���������� ��.���� # ��#������� ���%����&�� ��#���� ) ���"��� %����	����� ��%�� � %���������) .�� �"��"-
������( ������ %�� .��/&����� # &���&������ %�����#���� .��/&���+��� 	�&��� ����"������� ����,���, ��"���� �	�� &����� %�����) 
%��%&�	, '� #����*�+��. �	�#���, '� �# ����� �"��"	� ���%����&�� ��#���� "�#&%���� #"��+.&*�+��, ����%������� ��"��,�����+ �� %��-
���� #�������, � ���"��� %����	����� ��%�� � %���������) .�� �"��"������( ������ %�� .��/&����� %��)��* 	������ #�������. 

*����
� ���
�: .��/&�����, ��%����) %�����, ���%����&�� ��#����, ����"������) ����,��+, ���. 
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�����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 102 – 107. !�"�����.: 7 ��#�. – 
ISSN 2222-0631. 

��	����� ��#���&��	 .����	���� %������� %�� �"��#����) �"��"�� �� ������ ��	��������� �����( )����������) � %�������� �����# #�-
	�����������) #���� .����	���� %������� %�� .��/&����� �����&. �����������, '� .����	���+ %������� ����#����� ��#����*�+�� �&������ 
	��+	���� #����, '� "��&�+ &����+ & /���&����� .����	���� %�������. -"0�&������� %������� ������&����� %�������� �# ��&���.��� .��/&-
������. �	�#��� ��,������+ #���.���� .����	���� %������� %�� .��/&����� 	�&���, ���+ �	��� ��#��.����� %��%����	&����� ��� �"��-
����� �"��"������( ������. 

*����
� ���
�: �"��#���� �"��"	�, .��/&�����, ������&�����, �����, .����	���+ %�������. 
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 // �����	 
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������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 107 – 111. !�"�����.: 12 ��#�. – ISSN 2222-0631. 
��#������, '� ��)"��+.�) ��#�	 ����	����� %����	� & ��#������� ���������� ����& "&	������ �&#�� ����	�* � ��	 #����) "#��� ����-

#���������" ����# ����,������+ ����#����� ������� )��� ��������) ����. ��� ��.���� �+��� #������� #�%��%������� �����+ & ������� 
n − ������� ����&��-��	����, '� ��* ��%����	 �� #"��+.���� )���������� ������� ) %����.���� #�����+ %���������. 2�#��"���� �����+ ��-
#������� %�����	�#���� ����& "&�� �%����� #���.���� )���������� %��)����� %����	���� ��.��+. 

*����
� ���
�: "&	����) �&#��, 	������+ ���������� ����&, �"&������) #���" 	�������, #��� ����#���������, %������������) ����, 
����&�-��	���. 
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������� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 
111 – 119. !�"�����.: 6 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

$�%��%������� ���� ��%������� �����+ �"������� �������� ����, �������� �� ��+�����������& %������������ 	���������� ���*�����( � 
/&�	���� 	&���, '� ������������ #������+�� & ���� #����� ����)���� #�	��&. �"&������ ���������� #���,����� ��� 	��#�	�������� �� ��	�� 
�"������+ %��������� ���*�����( � 	��%������� 	����������, '� ���%�������+ ��	��& �"�����+���& �&�&. ��� ��	��+	�� ��"���� %��������� 
�������� �����+�� �����#���( ������. 2�#&�+���� %����������� & /���� #���,�����) 	��#�	�������� ��� ���& � ���*	����) & 	��/��&����)���& 
%������� ��� %��������� ���*�����(. �	�#���, '� ���� �����+ �%��&* �"������� �������� ����, '� ��#���+�� ��� ��%��	& ���&�����( %������(. 
�����+ ��,� "&�� #���������� � �	���� ��������( ��� ��������� �����	 %���"�	 ���������� ��#������� ���*�����( � "�#%���/������� ���-
�����. 
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�: 	���������, ���*������, �������� �����+, 	��#�	���������, ���*	����( & 	��/��&����)���& %�������. 
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�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 119 – 129. 
!�"�����.: 10 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

2�#��"���� 	����%��� �� ������� %�����%� �����( %���	�&����� ��������)��� ����������� %���������� ������ %�������. �����%��� 
�	����* ��#��"	& ��������)��� %���������� ������ %������� �� ����) ���������) "�#�. 5�������� "�#� �������� �� ������ �����#& ��"���� 
%������� & %���������� �������� %�������. $�%��%������� ������� ���%� �����( %���	�&�����, �	� & ���*�& �#�*��#�’�#	& ����+ ��,������+ 
��#��"��� ������& %������� %����������� ��%&. ������� %������� %��#������ ��� ����%&������� �"’*	���� ��.���"&�&�����, � ���& ���-
�� � �	�������+���  &����� �	�%�&�����(. ���� #�"�#%��&��+ ��"��& � #��	����� �"’*��� �� %�����'���� �"’*	��� %� ����	��. 5��%� �	��-
����+ �����# ������� ��.��+, ��#���&��	, ��	��&�����, ��#������� ��������� � ���������� ����	�������	, ��������� ���������( "�#� �� 
�������������� #�"�#%������ ��"��� ����������( ������� � �%��"���� ��������� #��#	�� ������. 
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�: %��������� %������, ������ %���	�&�����, �����# ����, ��#���&��	, ��	��&�����, �����	�, ������	�, �%��"����. 
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� ��#����	 ������	� ��%������ �������)�& �� ���&	�&��& %�������	� %���	�( 	����	���( #����� �����( %�&,����� ��� ���������� ��� 
���+��( �����������( /���� �� ������ /&�	������� 2�)������. 2�#����&�� ���& #����& %�.&	& ��������( �"����� 	����	�& �� �����	�� �#�*-
����( %�&,���� ���� #� .���%���. 
� 	��	������& %��	���� ������,��� �%��� "�	���� ���#�� ��#��( 	��/��&����( �� .����& .&	���( �"����� 
	����	�&. 
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�: 	����	��� #����� %���	�( �����( %�&,�����, /&�	������ 2�)������, ���&	�&��� %�������	�, ���&	�&�� ��� %�����'��-
�� �� ��%�&��, %�.&	 ��������( �"����� 	����	�&, .���%, �%���� �"�����, R − �%�����(. 
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�� «��», 2015. – 
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2�#����&�� ��.���� ������ # %��"������ %����+, %��'�#���� # &����#���*� ��������, � ���� %���� "�����	��%�������� ��#���� �&��-
.�), '� &�������+�� %�� (� ��#�/�	���(. ��	����� �����������) �%�� %�������, �	� ���"&����+�� � �������������������& �"�������� ��� 
%����& "�����	��%�������� ��#���� �&��.�), '� &�������+�� %�� ��#�/�	���( ��������, # ����� ��������� %���&	��( ���+����� %��#�����-
��. � ����) ������� ������,���� �������� ����������� ������ ��	�� /&�	������+��� ��������� �������������������� �"��������, �	 �����, 
�������� � ��	&%��������) ��%���"�����	. � ������,���� �%����� �����+ �������������������� �"�������� �	 *������ ������, �	� * ��	�-
������ �������� ������� &%�������� �	��������� "�#%�	�� %�� &����#���( ��������. $�%��%������� ������	& ��#���&�	& �	������ ������-
������������� ����. 
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�: &����#����, ������� ,���*����+�����, �	�������� "�#%�	�, ���	����, ����������� �����������, ���/�#�� "�����	��-
%������� ��������'�. 
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��� 621.331;621.311.4 
��
<9�� �����
� �����)��� � �� �������
��� �� ����������� =�������	
�)���� �����
� )� �<� 	���� #�-

����< � �����"� $�& ��������<� ���+�� �
���� / '. '. (�)�� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ���-
���� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 3 – 7. !�"�����.: 17 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

�����,��6 ���������6� %�����6 %� �������#���� ������6 ���"���#���� ��%��,���� �� ��	�%������	�� 7��	���%����,���� ��-
����� %���������� ��	� ��%��,���� 3 	�, 	����6) ���,���� �� &����	� ��,�& �����6�� %�����������. ����������� &%��'����� ���&	�&-
�� �������� 7��	������",����. �����,�� �������� ��.���� #����� ���"���#���� ��%��,���� �� ��	�%������	� 7��	���%����,���� ��-
�����, 	����6) �����#���� �� �#6	� MATLAB. 
� MATLAB-������ %�������� ��#��,����+ �����#���� %�����,������ ��������� %� ���-
"���#���� #�������� &����� ��%��,���� �� ��	�%������	� 7��	���%����,���� ������� � %�������6 %��&����6� ����������6. �����,�-
�� ��%�������� �����.����������� ������6 �������� 7��	������",���� ,���#�6� ����� %���������� ��	� ��%��,���� 3 	� #� ���� ��%��+-
#������ .������-��%&�+��� ���&���&��6� %���"��#������+�6� ��������� � 	������� �	������� /��+���, ��� %�#������ &���+.��+ ����& 
���&	�������� �6������� /��+��� ������) %��������� � &���+.��+ ����������	�� ���������'��, 	�	 � �6������ ��%��,����, ��	 � ��-
%��,���� %����'�) ����. 

*���
< ���
�: 	����	���� ���+, ������� %���������, �	������ /��+������, ���&��������� ��%��,����. 

��� 621.735.3 
*���"����� ��	����
��� ���	��  �����
�� �������� +������ / ,. '. (��	����� // �����	 
�� «��». �����: ��������-

��� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 8 – 11. !�"�����.: 7 ��#�. – ISSN 2222-0631. 
8���������� ������� ���������+���� �",����, ���%����&�6 � �	������ ��/����������� �� %�	�#����+ ���6 ����	�. �������� ��-

����������� %������� ����	� #������	� �� %���	�� "�)	�� � �������� ���� /�	�����. � %���'+� ��"��� %��	����6� 	��%+�����6� %��-
����� �%�������6 	�7//������6 ���������, %�������� �����������	�� #��������+ 	�7//�������� ��������� � %�������� %��&������ ��-
���+ �� ���	�������+; �%�������6 �%�����+�6� #������� /�	����� � ���&���+�6� ���������. -%�������� ������� #�� ������������� ��-
/����������� %�� ����	�. ��&���� ������������� &�������� �������������, 	������ %�#������ %��&���+ %�	�#����� ���6 ����	� � ���&-
���+�6� ��������. 

*���
< ���
�: ����	�, �������������, ���� �",����, ���%����&��, ��/�������. 

��� 389.14+658.16(075.8) 
����������!��  ����� �����	���� =����������"�<� 	���<� � �����"� +��-�����	����. -���" 2 / .. �. '��+��", 

�. '. &�����, '. '. '��+��", �. :. *��	������ // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ��-
�	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 11 –16. !�"�����.: 14 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

8���������6 ���"������� "���-���%��������� � �"�������� ��� %��������� ��� �%%��	������� #�	��� ���%��������� 7�%������	�� 
����6� � ��������� � ��&���� ������ #�	���� ���%��������� ���"'� � %��	�����	�� ��%��+#������ ��	��� ���%��������� ��� ��&��� ���-
��������	�� ����	�������	 ��� 	������ %��.�%��	��. �������#������� �%������#��������� ��&���-��������	�� � �%�������� �������&-
��, �����6 �����������	�) ��������	�, ������ �����������), �������6�. � �����) ����� ������������ ��&'�������� �%������ ������6 
	���6� ������ 	�	 �����������	�) "�#6 "���-���%���������. �%���6� %�	�#��6 %����&'����� %��������� "���-���%��������� ��� �%-
%��	������� 7�%������	��� #�	��� ���%��������� ��"6� ����6� �#������) �� %������ �����������	�� ����	�������	 ��� 	������ %��-
.�%��	��. ��&����6� ����������� � �����������	�) �%%���� ��� %��������� "���-���%��������� %������6 ��� ��.���� #���� �%%��	-
������� 7�%������	�� ����6� ��"�) %�����6. 

*���
< ���
�: %����.����� �#�������, 7�%������	�� ���%���������, ������+��� ���%���������, "���-���%���������, ���%����-
����� ������, �%%��	�������. 

��� 389.14+658.16(075.8) 
����������!��  ����� �����	���� =����������"�<� 	���<� � �����"� +��-�����	����. -���" 3 / .. �. '��+��", 

�. '. &�����, '. '. '��+��", �. :. *��	������ // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ��-
�	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 16 – 21. !�"�����.: 9 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

8���������6 ���"������� "���-���%��������� � �"�������� ��� %��������� ��� �%%��	������� #�	��� ���%��������� 7�%������	�� 
����6� � ��������� � ��&���� ������ #�	���� ���%��������� ���"'� � %��	�����	�� ��%��+#������ ��	��� ���%��������� ��� ��&��� ���-
��������	�� ����	�������	 ��� 	������ %��.�%��	��. �������#������� �%������#��������� ��&���-��������	�� � �%�������� �������&-
��, �����6 �����������	�) ��������	�, ������ �����������), �������6�. � �����), #����.��'�) ����� ������������ %�������� �%������-
��� � %���������������6 %�������6 "���-���%��������� ��� �"9�	�� ������������. �%���6� %�	�#��6 %����&'����� %��������� "���-
���%��������� ��� �%%��	������� 7�%������	��� #�	��� ���%��������� ��"6� ����6� �#������) �� %������ �����������	�� ����	����-
���	 ��� 	������ %��.�%��	��. ��&����6� ����������� � �����������	�) �%%���� %������6 ��� %��������� "���-���%���������, ��� 
��.���� #���� �%%��	������� 7�%������	�� ����6� ��"�) %�����6. 

*���
< ���
�: %����.����� �#�������, 7�%������	�� ���%���������, ������+��� ���%���������, "���-���%���������, ���%����-
����� ������, �%%��	�������. 
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��� 539.3 
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 ��������<�  �	���� ����!�������� 	������� ������� =�����
 �����-

���!�� / �. '. '������ // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. – 
 41 (1150). – �. 22 – 29. !�"�����.: 14 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

-%���� ���&����#��&�'�) �������� �	�����	� 1. 
. �������� � ��� %��������� ��� ��.���� ��	����	��6� #���� ������	� ��/��-
���&����� �������� ����, ��#��	��'�� %�� ������������ ��������+�6� &�������), 	 	����6� ���&� "6�+ ������6 #����� ��������������� 
��/����������� &%�&��� 7�������� 	�����&	���. � ���	�� ���&����#��&�'��� ��������� ����������� 	������������ �%%��	������� ��-
	����	���) #����� � ����,����'��� /&�	�������. -%���� %����� ��.���� �������) ��	����	���) #����� � ��%��+#������� ���&����#�-
�&�'��� ���������. -��"�� �������� &������ ��%���& �6"��� %�������� ���&����#����. 

*���
< ���
�: ��	����	���� #�����, �������������� ����&,����, ��������+�6� &�������� ���+�����, ����,����'�) /&�	-
������, ���&����#��&�'�) �������� 1. 
. ��������, %������� ���&����#����. 

��� 681.5:621.914:514.85 
�� ��+���� ������������ �+������ 	�� �
������ �!�� �����������
���� ��������
 � -�# / �. �. 0��+��, �. �. 0����, 

�. �. &�����
 // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). 
– �. 30 – 36. !�"�����.: 4 ��#��. – ISSN 2222-0631. 

2�#��"����� %��������, 	������ �����������	� �������&�� &%������'�) 	��, �����6) ��� ��%��+#������ �� /��#���6) �"��"��6-
���'�) 	��%��	�, �� ��������� ������ 	��%+�������� #����� ��� ��������#���� � &�	������ %��������������� &����)���� � 3�. 2��-
�������6 ���"������� ��#����� 	��� &%������'�) %�������6 ��� ��������� � ��������� /��#�������� ������), � %�����&�'�� �����#�� 
��#����6� �����������	�� ������) %������� ��#	� ��� 	����	�����	� ����	����� ���,���� �����&����� � ��%�������� �6�����) 	�����-
���6 ��� %��������'���� ��,������+���� ���#� ��������� � %������� �"��"��	�. 

*���
< ���
�: ��������#���� %���������������, 	��%+������� #�����, /��#��������, �������� ��"��6, &%������'�� %������-
��, 	���� ���+�/�, ������ ������, ���� � ��	���+ %�	����). 

��� 517.968.519.6 
&����������� ��	�" 	�1���!�� �&-
���< ��  ��������� 	�=�������� !����	������� ����� ���"!
��� ����� � 

���	��"�<�� ����� / .. '. 2�����"����
 // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 

�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 36 – 43. !�"�����.: 14 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

��� �6��� ����&����6� ��������+�6� &�������) #����� ��/��	��� ��-����6 �� �����������	�) 	��+����) �������, #�%�������) 
��7��	���	��, ��&������� %���������+ 	�����) �����+�� %������'��, � �����+�� %������'�� ���.��� %���������+ ����� %�����+�6� '�-
��. ���	������ �����������	�� �����+ %�������� ������� ���	����6� ���"�������) � %������� �������6) 7	�%������� �� �� ������. �-
������6 %�%������	 %������ ���������, %��� � "��,��) #��� � ��������6 ��%�����������. 

*���
< ���
�: ����� ���	����6� ���"�������), ����&����6) ��������, �������. 

��� 517.98 
/+ �	��� ������� ��������
���� / �. '. *���+���� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����-

������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 43 – 52. !�"�����.: 8 ��#�. – ISSN 2222-0631. 
8#&��� �%������, 	����6) �������� ����)��) 	��"������) �����+���� �%������� �������������� � ��� ��%��,������. �	�#���, ��� 

����6) �%������ ���������, � ��)��� ��%��,���6) 	 ���& �%������. ��� ������&����� ��������%��,������ �%������� %������� ��	��+-
�6) &#��, �6������� ����	����������	�� /&�	��� 7���� &#��. ��&���� %��&��&%%�, 	����&� %���,���� �#&����6) �%������, %�� 7��� ��#-
��	��� #����� ��.� ��� &�������� ������� %����	�. -������, ��� �#&����6) � ��"��� �%������ �� ������ �������� �����%�����6�, � ����	-
����������	�� /&�	��� &#��, ����������&�'��� ������& �%������&, ����� ��� ���"�������), 	����6� �#&���6 � ��"���. �����,��6 ��-
%�������� ���+��).�� �����������). 

*���
< ���
�: �%������ ��������������, &#��, ����	����������	�� /&�	���, %��&��&%%� �%�������. 

��� 517.95+518.517 
�����" �
��� R-1���!�� 
  �	���� ��1����!�� � �������"�<� ��������!��� 	�� ���� �!�� 3D ����� / ,. .. 3��
���-


� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 52 – 58. 
!�"�����.: 6 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

������� �"#�� ��/������� �" ��%��+#������ ��#��,�����) 3D  %����� � ��#����� ��������+�6� �"9�	���. � ����+� �����, ��%��+-
#&� �����6 ������ R − /&�	��), %������� �����������	&� � 	��%+�����&� ������ 	�����,���� ���� � ���+� �����#���� ��� 3D  %�����. 
�������� %�7��%��� %��������� &�������) 	�����&	����6�  7�������� ����. $�������+��� �������� &������ %��������� ��&������� 
	�����&	��) ����. ��� &��"���� �6"��� �����#����� ���	��+	� ��������� %��������� 	�6.� ����. 

*���
< ���
�: R − /&�	���, ��#&���#���� 3D  �"9�	���, ��������+�6� 	�����&	���, 3D  %����+, 	�����&	����6� 7������6. 

��� 629.429.3:621.313 
/����� �!�� ��������
 �������� 	
������ ������� �� �
� ����������<� ��	��
 / (. 0. 3�+������, (. 4. ���!��, 2. �. 

6�����, &. 3. 0�+�
� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. – 
 41 (1150). – �. 58 – 66. !�"�����.: 23 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

�����,��� &%��'����� �����������	�� �����+ ����)���� ��������� ��� �%��������� 7��	�����������) ���6. �/���&�������� #�-
���� &������) �%����#���� �����������	�� %��������� ����)���� ���������. �����,��� � 	������� ������) /&�	��� ��%��+#����+ #���-
������+, %��%��������+�&� ��#����� 7������, %���"��#&���) ����)�6� ���������� � 7������, ���"������) ��� %�����'���� ������#�� 
��	���� 	&#���. � 	������� ������ �%����#���� �� %����������+��� 7��%� %���	� �6"��� 	��"���������6) �����, �	�����'�) � ��"� ��-
�������	�) ��������. 
� #����.��'�� 7��%� �%����#�������) %�����&�6, &�������� �%���&�� ��&'���������� ������� 
������-����. 
2�#��"���� �������� ��.���� #����� �%����#���� � ��� �����#���� � %�	��� MATLAB. �����,��� ��%�������� �����.����������� 7��	-
������������	�� %������� ��	���� 	&#��� #� ���� ��#��"��	� 	��"���������6� %�������, � 	����6� �&�����6) &��� ��	���� "&��� ��#��� 
�������� 7��	���%������� � ����)�6� 7��	�������������, � �������� ��&���� ������#����, 	����6� &,� &���������6 �� %����,��� ��-
�����. 

*���
< ���
�: ����)�6) ��������+, &������� �%����#����, ���������	�� ��������6, &��� ��	����, �	����6� ��������6. 

��� 539.3 
������  �	��� 	�� ����!������<� ���+���� �����< ��� ����� / �. .. &�����
 // �����	 
�� «��». �����: ����������� 

����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 67 – 71. !�"�����.: 9 ��#�. – ISSN 2222-0631. 
8�����&���� ������������6� 	���"���� ������6 ���� ���&�, �6#����6� ��#��)������ ��������������) ����&#	�. ���,���� ���&� 

�%��6������ ��������6�� ����������6�� ������6�� &����������. -%���������� #���������� 	����	��6� ���, ��#��	��'�� ��,�& 
���&����, � %���������� ������ ���&����#���� 1. 
. �������� � 	������&��6� /���&�. ������� %����� ���������� �������, � 	������ 
%��&���6 #���������� 	����	��6� ��� � %�����'���) 	�,��) �# ���&�. 

*���
< ���
�: ������� ���&�, �������������� ����&#	�, �������� &��������, ����� ���&����#����, ��������+��� &�������� ���+-
�����. 
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��� 621.452.3:536.24 
�	���1���!�� �������<� ����
�� �����+��� ���+��< �� � ��"����� ���<����� / �. '. &��!���, ,. �. 8��<�, .. (. 

� ���, �. �. *�����, �. '. *���� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 
2015. –  41 (1150). – �. 72 – 76. !�"�����.: 4 ��#��. – ISSN 2222-0631. 

2�.��� #����� %� �%��������� �������6� &�����) 	����	������� ��%���"���� ��� 	��%&�� �&�"��6 �� ������ ��#&�+����� ��%6��-
��) ������������ ���������. �������&�� %��6.���� �������� �������� �������6� &�����) 3-�� ���� %� &���+���& ��%�����& %���	& %�� 
���,��� ����	���� ������� �	�&,��'�) ����6. ��� 7���� ������� %�%���	� 	 ���������& #������� 	�7//�������� ��%��������, &���6-
���'�� ��%���"��� ��&��� ������ %���������� ��%��%���������� ���������. �6%������ ��������� ���������������� %��� ���%����&� 
	��%&�� �&�"��6 � 7	�%���������+�6�� ����6��. 

*���
< ���
�: �&�"���, 	����	���, ��%��%���������+, �"������ #�����, 	�7//������ ��%��������. 

��� 519.64:004.032.24 
/����� �!�� � ������ �!�� ����"������� ��	����
���� 	�1���!����<� ���!���
 ���	�� 	������<� ���+������ / 

'. /. &�����, (. '. �������� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 
2015. –  41 (1150). – �. 76 –85. !�"�����.: 10 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

�� ������������ ������������ ������, �������������� � ��&��� %���"�6� &����)��� �&'����&�� %����"����+ � �������� %������-
��� ��/��	��� 7��	����������6� ���� �� ����������	�� 7	����� ��� ������ ��������� /���6 � ������6� �����. ����� 	��%+�������� 
������������� 	�������. ���%�	����6�� � ��	�) ���&���� ���������� �6��������+�6� �����6 ���	����6� ���"�������), � ���������, 
����� ���	����6� ��	�� (���). � ����+� ��#��"���� ����� ������#���� 	��%+�������� ������������� %� ��� � %��+#������� ���"����-
���) ������	�&�6 %�������+�6� 	��%+������ � ���6 ��#&�+���6 %�����	� 7//�	�������� 7���� ������. 

*���
< ���
�: 7��	������������ �����, ��/��	���, �������� �����, �����������	�� �����+, ��-, ������	�&�� 	��%+�����, ��)-
����, ��	����6� �������6, OpenMP, �	�����+ �6�������). 

��� 517.955.8 
.������� �!�� ���+���� 	
�� �
� ���<� ������� (���� � ������<� 
�������� � �������<� 	��1���
����. -���" 

2 / �. �. :�+��� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). 
– �. 85 – 92. !�"�����.: 24 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

2�������������� �����+ !������ ������)�6� 	���"���) ��&� �����	��6� &%�&�� ���#���6� %������ � �������� #�'�������) � ���-
����� ���"����) �������). ���%���������, ��� ������)�6� �����%������6� ���6 ��)���&�� �� ��&������) ����� %������ � �� ���"����) 
����� �� ������. 8#&���� #���������+ ���&	�&�6 ���"��+���� �����	���� ������6 �� %�������� γ , %��%��������+���� ������������� 
�#������)����� %������. � 7��) ����� ��"��6 �%����� ���&	�&�� �������� %������ �����	���� %�� γ → ∞ . �����������, ��� �� ���%����� � 

���,������ ( )diag ×� �� �  – ��������+� %������ %���#������� ��&� 7	#��%����� �����	���� ������6, �%��6���'�) 	���"���� ����) %��-
����6. ��	,� %�� ��%�������+�6� &������� �� /&�	��� ���%/�������� ��	�#���, ��� � ��� �����	��� ������6 ��&� ���#���6� %������ 
���%����� � ���,������ ( )diag ×� �� �  ��� ���������� "��+.�� #������) %�������� γ . 

*���
< ���
�: �����+ !������, &%�&�� ���#���6� %������6, ����%�������	�� ��������#����, ������)��� �����%����, ���"����� 
�������. 

��� 519.64, 539.3 
2�1���!�� ������� ������������ 
��� �� ����	������ ����� ������� / �. &. :� ����� // �����	 
�� «��». �����: 

����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 93 – 97. !�"�����.: 9 ��#�. – ISSN 2222-
0631. 

2�������������� #����� � �#������)����� %���	�) %�����+��) ��� %�%������) ����������	�) ����6 �� %���������	�) ������� ��-
���������	�� %������). �������� ��������+�6� %������������ ��%���&� %�����'���) ����,������ %���, � #����� �������� 	 ��.���� 
������6 ����&����6� ��������+�6� &�������). 3�������� �����#���� %��������6� ���������� %��������� ������� ���������	�� 	�����-
�&�. �������6 #���������� ��%��,���) �� ������� %������) �� ���������	��, ���������	�� � �����������	�� ����	�������	. 

*���
< ���
�: ��/��	���, %�����+, /&�	��� 4����, ��������+��� &��������, ����� ���������	�� 	������&�. 

��� 621.923 
&����������� ��	�" ����
��� ���!��� ��� 9��1�
���� / �. '. :�
���
, /. .. *���
, �. '. 0�9���
 // �����	 
�� 

«��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 97 – 102. !�"�����.: 6 ��#�. 
– ISSN 2222-0631. 

�����,��� ����� ����������	�� ��.���� %� �%��������� ���%����&�6 ��#���� � ��&"��6 %����	������� ��%�� � %����������6) 
���) �"��"��6�����) ������ %�� .��/������ � &����� %�����#���� .��/����+�6� 	�&��� ����"������	�� ����,��), ��"���� 	����6� &�-
����� %���������� �������6) %��%&�	. �	�#���, ��� � �������� ������� �"��"��	� ���%����&�� ��#���� ��%���6��� &������������, 
����%�������	� %��"��,���+ 	 �%����������& #�������, � ��&"��� %����	������� ��%�� � %����������6) ���) �"��"��6�����) ������ 
%�� .��/������ %�������� 	������� #�������. 

*���
< ���
�: .��/������, ��%����) %������, ���%����&�� ��#����, ����"������	�) ����,��+, �����. 

��� 621.923 
����������� ���	��� 9����
������ ��
������� ��� �+�� �
��� �+��+��� ��
����� / �. '. :�
���
, �. &. &���
 // 

�����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 102 – 107. 
!�"�����.: 7 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

���#����� ������ .������������ %���������� %�� �"��#����) �"��"��	� �� ������ ��%��+#������ ������ �����������) � �6%����� 
�����# #�	�����������) �#������� .������������ %���������� %�� .��/������ ���������. �����������, ��� .�����������+ %���������� 
����#����� �%���������� �&�����6� 	���������� #����, &�����&�'�� � /����������� .������������. -"�������6 %����&'����� �����-
������� %� ��������� � ��&������� .��/�������. �	�#��� ��#��,����+ &���+.���� .������������ %���������� %�� .��/������ 	�&-
���, ��+ 	������� ���%���,��� %��%����	&����� ��� ���'���� �"��"��6�����) ������. 

*���
< ���
�: �"��#����� �"��"��	�, .��/������, ������������, ���������, .�����������+ %����������. 

��� 629.4.027.11: 681.518.5 
&�	�" ��	���� ���� ��������� +����
<� � ��
 ��	
�)���� �����
� / '. &. �����
 // �����	 
�� «��». �����: ����������� 

����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 107 – 111. !�"�����.: 12 ��#�. – ISSN 2222-0631. 
-%��������, ��� ���"��+.�) ���	 ��#��	������� �.�"	� � �%��������� ��������	��� ��������� "&	������ &#�� ��#��	��� � ��	 ��-

#6�����) «#��� ���%������������» �#-#� ����#��,����� ����#����� ������+ ��� ��������	�� ���������. ��� ��.���� 7��) #����� %�����-
,��� �����+ � ���� n − ������� ����&�-��	����, ����'��� ��%�������� 	 &��������� ����������� ��	�#� � &�&�.���� #������) %������-
���. 2�#��"������� �����+ �%��������� %�����	�#���� ��������� "&��� �%���"�������+ &���+.���� ����������� %������� �.�"���6� ��-
.���). 

*���
< ���
�: "&	���6) &#��, 	������+ ��������	��� ���������, ���������� �������� 	�������, #��� ���%������������, %�����-
	�#��� ���������, ����&�-��	���. 
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��� 629.7.05 
/+�+��� ������������ ���������������� �
���������� ��	�� 
������ �
�	��� ���. ��
<� ��� ��	�� / ,. �. 

������� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 
111 – 119. !�"�����.: 6 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

�����,��� ����� ��%���6���� �����+ ���'���� �������� ����, ���������� �� �"�"'����� %������������ �����+���� 	���������� 
���������� � /&�	���� &����, ������������ ����)�� �#�����'���� �� �������. �������6 ����������	�� #���������� ��� 	��#�	�����-
��� �� ��	�� �6�������) %��������� ���������� � 	��%������� 	����������, ����������&�'�� ��	�� ���'����+�6� ���,�����. ��� ��-
�	��+	�� ��"���� %��������� %��&���6 �����#���� ������. 2�#&�+���6 %����������6 � /���� #����������) 	��#�	�������� �� ������� � 
����	����) � 	��/��&��������� %����������� ��� %��������� ����������. �	�#���, ��� ����� �����+ �%��6���� ���'���� �������� ����, 
�������� �� ��&��� ���&�����) %��������. �����+ ��,�� "6�+ ��%��+#����� � 	������� 7�������) ��� %��&����� �����	 %����.�����) ��-
�������� �%��������� ���������� � "��%���/������6� ��������. 

*���
< ���
�: 	���������, ����������, 7�������� �����+, 	��#�	��������6, ����	����� � 	��/��&��������� %�����������. 

��� 621.9.06 
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.���������� // �����	 
�� «��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – 
�. 119 – 129. !�"�����.: 10 ��#�. – ISSN 2222-0631. 

2�#��"����� 	����%��� � ������6� %�����%6 ������ %���	��������� �����������6� ���������6� %�������������6� ������ %����-
���. �����%��� �	������ ��#��"��	& �����������6� %�������������6� ������ %������� �� ����) 7��������) "�#�. :��������� "�#� ��#-
���� �� ������ �����#� ��"���� %�������� � %�������������6� �������� %�������. �����,��6 ������6� 7��%6 ������ %���	���������, 
	����6� � ����) �#�������#� %�#������ ��#��"����+ ������& %������� %���������������� ��%�. ������6 %������� %�����#�����6 ��� ��-
��%&��������� �"9�	���� ��.�����������, � ��� ����� � 7	�������+�6� &������� 7	�%�&������. -�� �"��%������� ��"��& � #��	�&�6� 
�"9���� � %�����'���� �"9�	��� %� ����	��. :��%6 �	������ �����# �����6� ��.���), ������, ��	����������, �%��������� ��������	�� � 
���������	�� ����	�������	, ��#����� 7��������) "�#6 � ������������	��� �"��%������ ��"��6 ����������) ������6 � �%��"���� �%6�-
�6� �"��#��� ������. 

*���
< ���
�: %�������������6� %�����6, ������ %���	���������, �����# ����, ������, ��	����������, �����	�, ������	�, �%��-
"����. 

��� 539.3 
�� 
��� ���	��� ��������� ����	�
���� ����������  �	��� ������� ����� ��������� / �. ,. ������ // �����	 
�� 

«��». �����: ����������� ����������� � ������� �� �����������. – ���	��: 
�� «��», 2015. –  41 (1150). – �. 130 – 134. !�"�����.: 7 ��-
#�. – ISSN 2222-0631. 

� ��#����� ������	� ��%������ ������������ � ���&	�&���� %�������	� %���	�) 	����	���) #����� ������ &%�&����� ��� �������-
�6� ��� %���#���+��) �����������	�) /���6 �� ������ /&�	������� 2�)������. 2���������� ����� #����� %���	� ���#������) �"����� 
	����	�� �� &����	�� �#������)����� &%�&���� ���� �� .���%���. 
� 	��	������ %������ ����������� ������� "�	��6� ���#�� ��#�����) 
	��/��&����� �� .����& ��	���) �"����� 	����	��. 

*���
< ���
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ABSTRAKTS 

UDC 621.331;621.311.4 
Increasing voltage quality and its regulation by PWM modulated converters on the pantograph of a train of the Ukrainian railways / 

V.V. Bozhko // Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU 
«KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 3 – 7. Bibliog.: 17 titles. – ISSN 2222-0631. 

Modern approaches to modernization of the pantograph tension stabilization system for a 3 kW direct current electric train which moves in an 
area between traction substations were proposed. A simplified structure of traction power supply was presented. An algorithm for solving the problem 
of voltage stabilization on the pantograph of an electric train was developed and implemented in MATLAB. The MATLAB model was used to test the 
algorithm proposed for stabilization of the set level of voltage on the pantograph of an electric train. The oscillograms obtained are given. A direction 
for perfecting the system of traction power supply of 3kW direct current railways using pulse-width modulated converters as active filters, which al-
lowed to decrease the mass of inductance of the output filter of traction substation and decrease harmonic components of both output and supply net-
work voltages, was proposed. 

Key words: contact network, traction substation, active filtering, voltage regulation. 

UDC 621.735.3 
Computer simulation of workpiece yielding by flat dies / J. V. Bondarenko // Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: 

Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 8 – 11. Bibliog.: 7 titles. – ISSN 2222-
0631. 

Experimental studies of metal shaping in all their variety do not provide stress and strain fields, indexes compression, temperature and strain 
rate explicitly. Therefore, a paper on computer simulation of mold depression is of current interest. In the paper the influence of the relative reduction, 
temperature and speed factors on the deformation rate is investigated. The mold depression by flat dies under the influence of these three factors is 
simulated. Using a set of computer applications the regression coefficients are determined, the statistical significance of the regression coefficients is 
tested, the adequacy of the model is verified, and the optimal values of the factors in natural units are calculated. The zones of mold intense deforma-
tion are indicated. A regression modeling equation, which allows to obtain the depression force values in natural units, is derived. 

Keywords: strength, workpiece yielding, simulation of compression, temperature, deformation. 
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UDC 389.14+658.16(075.8) 
Approximation of experimental data distribution law using the beta distribution. Part 2 / S. O. Vambol’, I. V. Mischenko, V. V. Vam-

bol’, A. N. Kondratenko // Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – 
Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 11 –16. Bibliog.: 14 titles. – ISSN 2222-0631. 

Features of the beta distribution are investigated.  The distribution application for approximating the law of distribution of the empirical data in 
comparison with other types of distribution laws in general and the practical use of such a distribution in the case of geometric characteristics of rolling 
bodies of bearings are grounded. Specialized scientific technical and reference literature, methods of mathematical statistics, probability theory, and 
numerical methods are analyzed. In this part of the study the Pearson curves are considered as a mathematical base of the beta distribution. The advan-
tages of using the beta distribution to approximate the empirical law of distribution of measurement data of any kind are shown for the first time on the 
example of the geometric characteristics of the rolling bodies of bearings. The obtained methodology and mathematical apparatus for application of the 
beta distribution can be used for approximating empirical data of any kind. 

Key words: errors of measuring, empirical distribution, normal distribution, beta distribution, Pearson distributions, approximation. 

UDC 389.14+658.16(075.8) 
Approximation of experimental data distribution law using the beta distribution. Part 3 / S. O. Vambol’, I. V. Mischenko, V. V. Vam-

bol’, A. N. Kondratenko // Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – 
Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 16 – 21. Bibliog.: 9 titles. – ISSN 2222-0631. 

Features of the beta distribution are investigated.  The distribution application for approximating the law of distribution of the empirical data in 
comparison with other types of distribution laws in general and the practical use of such a distribution in the case of geometric characteristics of rolling 
bodies of bearings are grounded. Specialized scientific technical and reference literature, methods of mathematical statistics, probability theory, and 
numerical methods are analyzed. In this final part of the study we define and illustrate the parameters of the beta distribution for the object of study. 
The advantages of using the beta distribution to approximate the empirical law of distribution of measurement data of any kind are shown for the first 
time on the example of the geometric characteristics of the rolling bodies of bearings. The obtained methodology and mathematical apparatus for ap-
plication of the beta distribution can be used for approximating empirical data of any kind. 

Key words: errors of measuring, empirical distribution, normal distribution, beta distribution, Pearson distributions, approximation. 

UDC 539.3 
Tikhonov’s Regularization Algorithm for Ill-Posed Problems of Elastic Structural Element Nonstationary Dynamics / A. V. Voropay // 

Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. – 
 41 (1150). – pp. 22 – 29. Bibliog.: 14 titles. – ISSN 2222-0631.  

Tikhonov’s regularization algorithm and its application to solving the ill-posed problems in deformable solid mechanics are considered. Some 
problems of nonstationary deforming of elastic structural elements can be reduced to the Volterra integral equations. Ill-posed problems arise in the 
study of the Volterra integral equations. Finite-dimensional approximation of the ill-posed problem and the smoothing functional is carried out within 
the bounds of the regularization algorithm. The inverse identification problem for the unknown disturbing force applied to a rectangular plate is given 
as an example of an ill-posed problem. The solution of this ill-posed problem is obtained using Tikhonov’s regularization algorithm. Special attention 
is paid to choosing the regularization parameter. Functional diagrams for the regularization parameter are shown. The significant influence of the pri-
ory information on the solution of the ill-posed problems is noted in conclusion. 

Key words: ill-posed problem, nonstationary loading, Volterra integral equations, smoothing functional, Tikhonov’s regularization algorithm, 
regularization parameter. 

UDC 681.5:621.914:514.85 
Development of software for automating the programming of CNC devices / E. A. Glibko, I. P. Buckwheat, A. P. Minakov // Bulletin of 

National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). 
– pp. 30 – 36. Bibliog.: 4 titles. – ISSN 2222-0631. 

A program that automatically generates a control code ready to use by a machining complex is developed. It is based on the theory of computer 
vision to automate and speed up programming of devices with numerical control. The features of generating the control program code for roughing and 
finishing milling of the parts are studied. The created geometric models of the cutting process are then analyzed to precise the tool path in the direction 
of the altitude coordinate to prevent the unwanted cutting of the material during processing. Running the program takes much less time compared to 
the time which needs a programmer to create a code using the equivalent software such as Pro/Engineer or ArtCam. In this case, the machining accu-
racy is reduced, due to the quality of the image on the bump map. Increasing the resolution of the map slows down the program significantly. But the 
treatment quality is sufficient to use the developed applications for processing surfaces non-critical in the industrial sense. The results (control pro-
gram) were tested in practice and are planned for implementing in the technological process of machining furniture products. 

Key words: software automating, computer vision, milling, processing algorithm, control program, bump map, part model, the color and 
brightness of the pixels. 

UDC 517.968.519.6 
Mathematical model of TM-wave diffraction by ideally conducting circular cylindrical antenna with longitudinal slots filled by dielec-

tric / S. V. Dukhopelnykov // Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – 
Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 36 – 43. Bibliog.: 14 titles. – ISSN 2222-0631. 

In the article mathematical models of diffraction of TM-waves by straight circular cylindrical antennas with a finite number of longitudinal slots 
or by circular cylindrical antennas with longitudinal slots and nested circular perfectly conducting cylinder are developed.  

The problems of diffraction of TM-waves by slot antennas are reduced to singular boundary integral equations. Singular integral equations are 
derived for the problems of diffraction by a cylindrical ring waveguide filled with dielectric, with perfectly conducting inner surface, and perfectly 
conducting outer surface having longitudinal slots. 

A discrete mathematical model is obtained by the method of discrete singularities and � numerical experiment is carried out on its basis. In 
terms of the developed mathematical models computer algorithms are built on the basis of which numerical analysis is carried out for a wide range of 
parameters of the structure. 

The developed mathematical models allow to optimize technical characteristics of antennas and waveguides, filters and linear accelerators 
which is necessary for projecting and building modern radioelectronic devices. 

Key words: method of discrete singularities, singular and hypersingular integral equations, slot antennas. 

UDC 517.98 
On an Operator of Integration / G. V. Korobska  // Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in 

engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 43 – 52. Bibliog.: 8 titles. – ISSN 2222-0631. 
In this paper we study an operator, which is a linear combination of the model operator of integration and its adjoint. We prove that the operator 

is bounded and construct its adjoint. For the considered operator, which is not self-adjoint, a local node is determined and the node characteristic func-
tion is calculated. A semigroup generated by the operator is defined, which leads to a Cauchy problem for a second order differential equation. We 
note that the operator considered is not always dissipative and the operator node characteristic function possesses several features studied in the paper. 
The directions of further investigation are proposed. 

Key words: integration operator, node, characteristic function, semigroup of operator. 
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UDC 517.95+518.517 
The use of R-functions to define information about the building structures for the realization 3D printing / U. S. Litvinova // Bulletin of 

National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). 
– pp. 52 – 58. Bibliog.: 6 titles. – ISSN 2222-0631. 

The article provides an overview of information on using 3D  printing capabilities for constructing projects. Applying methods of the theory of 
R − functions the author developed mathematical and computer models of a cottage for subsequent 3D  printing. A step-by-step derivation of the 

equations of the structural elements of the cottage is carried out. Considerable attention is paid to the construction of the internal structures of the cot-
tage. For convenience, several cottage roof options are implemented. 

Keywords: R − function, visualization of 3D  objects, constructions, 3D  printing, design elements. 

UDC 629.429.3:621.313 
Optimization of parameters of the linear tilting motor of a vehicles / B. G. Liubarskyi, B. Kh. Yeritsyan, D. I. Iakunin, M. L. Glebova // 

Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. – 
 41 (1150). – pp. 58 – 66. Bibliog.: 23 titles. – ISSN 2222-0631. 

A simplified mathematical model of a linear motor for determining the electromagnetic force is presented.  The problem of conventional opti-
mization of geometrical parameters of a linear motor is formulated. It is proposed to use the dependence proportional to the difference of the energies 
transformed by the linear motor and required to move the tilting mechanism of the body as an objective function. The combined optimization method 
used at the preliminary search stage comprises a genetic algorithm. At the final stage of the optimization procedure the optimum is precised by the 
Nelder-Mead method. An algorithm for solving the optimization problem is developed and implemented in MATLAB. It is proposed to improve elec-
tromechanical tilting drives by developing a combined drive in which the total tilting angle will be created in part by an electric linear motors and in 
part by other mechanisms already installed on the rolling stock. 

Keywords: linear motor, the conventional optimization, genetic algorithms, the angle of inclination, active material. 

UDC 539.3 
Direct problem of non-stationary vibrations of a system of three strings / E. S. Malakhov // Bulletin of National Technical University 

«KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 67 – 71. Bibliog.: 9 
titles. – ISSN 2222-0631. 

Non-stationary vibrations of a three-string system are studied. The system vibrations are caused by an external concentrated load applied at a 
certain point of one of the strings. The displacements of the points of the strings are described by a one-dimensional wave equation. The reactions of 
the strings are simulated by additional concentrated loads applied at the contact points. The Laplace integral transform is used for solving the differen-
tial equations. The problem is reduced to a system of two Volterra integral equations. The system of integral equations is solved using quadrature for-
mulas and Tikhonov's regularization method. A computational example is given. The dependences of contact forces on time and displacements of each 
of the strings are obtained. The graphs of changes of contact forces and displacements in time are shown. 

Key words: system of strings, transient loading, the wave equation, regularization method, Volterra integral equation. 

UDC 621.452.3:536.24 
Determining convective boundary conditions for a turbine using experimental data / E. V. Martsenyuk, Yu. A. Zelenyj, S. B. Reznik, 

R. R. Klimik, T. V. Kulik // Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – 
Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 72 – 76. Bibliog.: 4 titles. – ISSN 2222-0631. 

Convective boundary conditions for a turbine casing are determined on the basis of an aircraft engine testing. Improved accuracy in determina-
tion of the convective boundary conditions from the heat flux under complex nature of environment flow is achieved. The improvement occurred due 
to introduction of corrective coefficients for the heat transfer coefficients. The correction takes into account the conductive heat transfer inside the part. 
The identified temperature field of the turbine casing was compared with an experimentally measured one. 

Key words: turbine, convection, thermal conductivity, inverse problem, heat transfer coefficient. 

UDC 519.64:004.032.24 
Organization and optimization of computer simulation of diffraction processes by discrete singularities method / V. O Mishchenko, B. 

V. Patochkin // Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU 
«KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 76 –85. Bibliog.: 10 titles. – ISSN 2222-0631. 

In the comprehensive study of antennas and repeaters there is a need in the calculation of the parameters of diffraction of electromagnetic waves 
on metal screens for many forms and values of wave numbers. The time of computer modeling is critical. Using computational methods of discrete 
singularities, in particular the discrete currents method (DCM), becomes promising in this situation. Current reserves of improving them by using se-
quential algorithms are exhausted. These algorithms need to be parallelized to exploit the architectural features of modern PCs. The authors have de-
veloped a library of software components, which takes into account the important architectural features of modern PCs and allows to increase the 
speed of computation in several or even dozens of times. The paper shows the architecture of modeling systems for the calculations by the modified 
DCM, the method of preparation of primary information, the method of testing the speed efficiency and the results of such testing. 

Key words: electromagnetic wave, diffraction, wave number, computer model, discrete singularities method, architecture, tiling, vector regis-
ters, OpenMP, computing speed. 

UDC 517.955.8 
On synchronization of oscillations of two coupled Berger plates with nonlinear interior and boundary damping. Part 2 / E. A. Naboka // 

Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. – 
 41 (1150). – pp. 85 – 92. Bibliog.: 24 titles. – ISSN 2222-0631. 

A system of Berger PDE's describing nonlinear oscillations of two identical elastically coupled plates with partially clamped and partially free 
boundary and nonlinear dissipation acting inside plate domain as well as on the free part of the boundary is considered. We are interested in the de-
pendence of the structure of the system global attractor on the value of the parameter γ  describing the intensity of plate coupling. In this part of our 

research we describe the structure of the upper limit of the attractor for γ → ∞ . We prove that it coincides with the set ( )diag ×� �� � , which is the di-
agonal of the product of two samples of the attractor for a single plate equation. Moreover, under additional assumptions on the damping functions the 
attractor for the system of two coupled plates coincides with the set ( )diag ×� �� �  for γ  sufficiently large. 

Keywords: coupled Berger plates, asymptotic synchronization, nonlinear dissipation, free boundary. 

UDC 519.64, 539.3 
Diffraction of plane harmonic waves on periodic system of cylindrical cavities / O. M. Nazarenko // Bulletin of National Technical Univer-

sity «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 93 – 97. Bibliog.: 9 
titles. – ISSN 2222-0631. 

A problem of interaction of a flat longitudinal or transverse harmonic wave with a system of cylindrical cavities is studied. Integral 
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representations for the displacement amplitudes of the reflected field are constructed. The problem is reduced to solving a system of singular integral 
equations. Numerical implementation of the developed algorithms is carried out by a mechanical quadrature method. The dependences of the stresses 
on the boundary of the cavities on the dynamic, mechanical and geometric characteristics are given. 

Keywords: diffraction, cavity, Green's function, integral equation, method of mechanical quadrature. 

UDC 621.923 
Mathematical model of thermal process in grinding / F. V. N�vik�v, /. S. Kln�v, I. V. Grshik�v // Bulletin of National Technical Uni-

versity «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 97 – 102. Bib-
liog.: 6 titles. – ISSN 2222-0631. 

A new theoretical solution to determine the temperature of cutting and the depth of penetration of heat into the surface of the workpiece during 
grinding considering cutting adiabatic rods, the set of which represents conventionally the removable stock, with a grinding wheel is proposed. It is 
shown that with the passage of the handling time the cutting temperature increases continuously approaching asymptotically a certain value and the 
depth of penetration of heat into the surface of the workpiece at grinding takes a finite value depending on the thermal properties of the process, in 
contrast to the known theoretical solutions. Let the heat source move with constant speed along an adiabatic rod. This brings the design scheme of 
heating during grinding to the real conditions of a grinding process and allows to approach scientifically the analysis of the thermal stress of the grind-
ing process and to choose the optimal treatment conditions, taking into account the restrictions on the temperature of cutting. 

Key words: grinding, thermal process, the temperature of cutting, adiabatic rod, time. 

UDC 621.923 
Analytical determination of surface roughness in the abrasive machining of holes / F. V. N�vik�v, R. M. Min�hv // Bulletin of National 

Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 
102 – 107. Bibliog.: 7 titles. – ISSN 2222-0631. 

The roughness of the surface during abrasive processing is calculated using probability theory. The patterns of changes in the surface roughness 
when grinding a hole are analyzed analytically. It is proved that the surface roughness is determined completely and unambiguously by the total 
amount of abrasive grains participating in the formation of the surface roughness of the treated surface. The advantages of honing compared to internal 
grinding are justified. The possibility of substantial reduction of surface roughness by using a grinding circle with the axis perpendicular to the axis of 
rotation of the workpiece is shown. The greatest effect is achieved when processing by the end face of a grinding wheel having circular shape and pro-
viding maximum contact area with the inner surfaces of the machined parts. To realize the proposed scheme of the internal grinding of an opening the 
abrasive grains must be located approximately at the same height on the working surface of the wheel. Otherwise, cutting will involve only the most 
protruding grains which will lead to the formation of individual scratches on the treated surface and will not let to reduce substantially the surface 
roughness. 

Key words: abrasive machining, grinding, honing, hole, surface roughness. 

UDC 629.4.027.11: 681.518.5 
Model of the pre-failure  condition of axle boxes of rolling stock / V. M. Petukhov // Bulletin of National Technical University «KhPI» Se-

ries: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 107 – 111. Bibliog.: 12 titles. – 
ISSN 2222-0631. 

The conducted research shows that integrated control systems are used for axle equipment of modern rolling stock. Such systems increase the 
adequacy of technical condition estimation and are capable of detecting faults early and predicting remaining life.  It is also shown that not all the axle 
equipment having high temperature is faulty. The greatest risk of error in determining the axle equipment technical condition appears in the so-called 
"ambiguity area" because it is impossible to estimate its technical condition exactly. To estimate the axle equipment technical condition in the ambigu-
ity area, a model in the form of an n − dimensional radius vector having a trend to increase the probability of failure and to worsen parameter values is 
proposed. The model developed for determining the pre-failure condition will contribute to decreasing the probability of making wrong decisions as to 
the train operation mode. It will influence the train operation safety and stability of transportation process. 

Key words: axle box unit, control of technical condition, a built-in control, ambiguity area, pre-failure condition, radius vector. 

UDC 629.7.05 
Generalization of a three-frequency trigonometrical quaternion model of a rigid body rotation. First type of model / Yu. �. Plaksiy // 

Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. – 
 41 (1150). – pp. 111 – 119. Bibliog.: 6 titles. – ISSN 2222-0631. 

A new continuous rigid body rotation model based on a general concept of the model quaternion of orientation as functions of the angles simul-
taneously linearly changing in time is proposed. Analytical dependences for the quasicoordinates on a step of calculations of the parameters of orienta-
tion and for the components of the quaternion corresponding to such rotations are constructed. Realizations of the model for several sets of the parame-
ters are obtained. The results are presented in the form of the dependences of the quasicoordinates on time and trajectories in the configuration space 
for the orientation parameters. It is shown that the new model describes the rotation of a rigid body other than the case of regular precession. The 
model can be used as a reference model for estimating errors of orientation algorithms in  strapdown  inertial navigation systems. 

Key words: quaternion, orientation, reference model, quasicoordinates, trajectories in configuration space. 

UDC 621.9.06 
Conceptual principles of design theory innovative spatial mechatronic drive systems / S. V. Strutinsky // Bulletin of National Technical 

University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 119 – 129. 
Bibliog.: 10 titles. – ISSN 2222-0631. 

The concept and basic principles of the theory of designing innovative mechatronic spatial drive systems were developed. The concept includes 
the development of innovative spatial drive systems built on a new element base. The element base was developed by analyzing the processes in spa-
tial drive systems. The basic stages of the design theory, which in their correlations make it possible to develop a spatial drive system, were proposed. 
The drive systems are designed to manipulate objects in machine building, including operating in extreme working conditions. They can work in con-
fined spaces, and move objects on the vertical walls. The stages include circuit design synthesis, calculation, modeling, determining static and dynamic 
characteristics, creation of the component base and algorithmic support of the mechatronic system operation, and system prototypes testing. 

Keywords: spatial drives, design theory, circuit synthesis, calculation, modeling, statics, dynamics, approbation. 

UDC 539.3 
On the development of numerical study of a problem of plane elasticity / Ye. Yu. Tarsis // Bulletin of National Technical University 

«KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU «KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 130 – 134. Bibliog.: 7 
titles. – ISSN 2222-0631. 

In the paper a method for solving planar contact elasticity problems using Reissner functional is developed. The method is adapted for solving a 
new problem of determining unknown contact areas on the sites of interaction of an elastic body and dies. The unknown contact areas were previously 
determined for the coupling cases only, whereas the contact areas under the dies were assumed to remain unchanged. The problem is supplemented by 
appropriate boundary conditions and structures. To illustrate the method applications a specific problem is considered. It is shown that the areas of the 
contact of the body with the dies differ depending on the geometrical characteristics of the body side faces. Outside these areas the body separates 
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from the dies. 
Key words: contact problem of plane elasticity, Reissner functional, structural setting, structures for replacements and stresses, determining of 

an unknown contact area, die, bearing areas, R − operations. 

UDC 628.477 : 519.876.5 
Mathematical model of energy-technological plant for the separation of multicomponent gas mixtures / Yu. V. Shakhov, I. I. Petukhov, 

V. V. Vambol // Bulletin of National Technical University «KhPI» Series: Mathematical modeling in engineering and technologies. – Kharkiv: NTU 
«KhPI», 2015. –  41 (1150). – pp. 134 – 139. Bibliog.: 18 titles. – ISSN 2222-0631. 

The general subject of our current research is the problem of accumulation and utilization of municipal hazardous solid waste of industrial and 
anthropogenic origin. In particular, in the present paper we solve one of the problematic issues related to utilization of waste, namely the separation of 
multicomponent gas mixtures produced during their gasification. The processes taking place in the energy-technological plant for separation of mul-
ticomponent gas mixtures produced during gasification of waste products in order to obtain useful products is described mathematically. In this part of 
the study we present mathematical models of complex assemblies such as a pump, an expander, and a recuperative heat exchanger. The study de-
scribes a model of the plant as a whole and as an executive part of an ecological safety management system of the waste utilization process. A method 
for computing complex energy technological schemes is proposed. 

Key words: utilization, biowaste products, ecological safety, dioxins, mathematical modeling, dispersion multiphase structure. 
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