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ПАМЯТИ АНАТОЛИЯ ИВАНОВИЧА ПАВЛОВА 
 

23 декабря 2012 года не стало профессора, доктора технических наук 
Анатолия Ивановича Павлова – известного ученого в области теории зубча-
тых зацеплений. 

Анатолий Иванович много лет плодотворно преподавал в Национальном 
техническом университете "Харьковский политехнический институт" и Харь-
ковском Национальном автомобильно-дорожном университете. При этом 
всеобщее уважение и признание в широких кругах научной общественности 
ему принесли два направления его деятельности. 

Анатолий Иванович был бессменным членом организационного комите-
та международной научно-технической конференции "Проблемы качества и 
долговечности зубчатых передач, редукторов, их деталей и узлов", которая в 
этом году будет уже 44-й. Как неоднократно отмечали участники конферен-
ции, аналогов ей на просторах бывшего СССР просто не существует, и в том, 
что конференция не прекратила существование даже в 90-е годы и период 
экономического кризиса – большая заслуга лично Анатолия Ивановича. По-
следние десять лет он был ученым секретарем конференции и завоевал на 
этом посту большое уважение ученых и специалистов промышленности в об-
ласти зубчатых передач и редукторостроения. 

Многие годы Анатолий Иванович посвятил разработке теории синтеза 
зацеплений с выпукло-вогнутым контактом зубьев. Эта проблема была им 
успешно решена, в результате чего было создано новое зацепление, называе-
мое эволютным. Оно обладает повышенной нагрузочной способностью и мо-
жет существенно снизить материалоемкость (и, следовательно, себестои-
мость) зубчатых приводов – редукторов общего назначения, трансмиссий 
транспортных средств и т.д. Разработанные им теория и новые конструкции 
зубчатых зацеплений нашли отражение в монографии, научных статьях и па-
тентах. А в 2009 году Анатолий Иванович успешно защитил докторскую дис-
сертацию на тему "Синтез высоконагруженных передач на основе линейча-
тых зубчатых зацеплений с выпукло-вогнутым контактом рабочих поверхно-
стей", в которой обобщил свои многолетние исследования. К сожалению, из-
за плачевного состояния украинской промышленности, тяжелой болезни и 
безвременной кончины Анатолий Иванович не успел внедрить эволютное за-
цепление в производство. Возможно, сложись его жизнь по-другому – через 
несколько лет мы говорили бы не о теоретических, а о практических пробле-
мах его применения. 

Память об Анатолии Ивановиче навсегда останется в сердцах его едино-
мышленников, коллег и учеников, которые продолжают развивать заложен-
ные им идеи по созданию и совершенствованию перспективных зубчатых за-
цеплений. 

 

Редакционная коллегия серии 
"Проблемы механического привода" 
Вестника НТУ "ХПИ" 
 

Программно-организационный комитет 
международной научно-технической 
конференции ЗП-2013 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОФИЛЯ ЗУБА ЗВЕЗДОЧКИ ЦЕПНОЙ 
ПЕРЕДАЧИ НА ОСНОВЕ ПОСТРОЕНИЯ БОБИЛЬЕ 

 
Рабочий профиль зубьев звездочек для приводных втулочно-роликовых цепей обычно описы-
вается дугами окружностей. Такой профиль не соответствует требованиям теории зацеплений, 
что приводит к неравномерной передаче нагрузки и быстрому износу зубьев. В статье рассмот-
рен способ нахождения рабочего профиля зубьев звездочки цепной передачи на основе постро-
ения Бобилье.  

Ключевые слова: цепная передача, звездочка, зуб, износ. 

 
Введение. Актуальность задачи. Как известно [1], основной причиной 

выхода из строя цепных втулочно-роликовых передач является абразивный 
износ шарниров цепи. Однако во многих случаях на первый план выходит 
проблема ускоренного абразивного износа рабочих профилей зубьев звездо-
чек. Это характерно, например, для цепных передач сельскохозяйственного и 
горного машиностроения, работающих в условиях повышенной запыленно-
сти [2], передач со втулочными цепями без роликов, часто применяемых в ав-
томобилестроении. Также проблема абразивного износа актуальна для звез-
дочек ведущих колес гусеничной техники [3]. Поэтому разработка новых 
профилей зубьев звездочек цепных передач и ведущих колес, обеспечиваю-
щих уменьшение проскальзывания ролика (или цевки для гусеничного дви-
жителя) и, соответственно снижение интенсивности износа, является акту-
альной научно-практической задачей современного машиностроения. 

 

Постановка задачи. Рабочий профиль зуба звездочки втулочно-ролико-
вой цепи в настоящее время стандартизован по ГОСТ 591-69 [4]. По этому 
стандарту он описывается дугами окружностей, которые образуют выпуклый 
профиль на головке зуба и вогнутый во впадине. Такой профиль не отвечает 
требованиям теории зацеплений, поэтому при работе происходит неравно-
мерная передача нагрузки и быстрый износ зубьев. 

Цепные втулочно-роликовые передачи (также как и цевочные) относятся к 
передачам зацеплением, особенностью которых является известная заранее 
форма контактирующей поверхности (круглая) элементов зацепления, принад-
лежащих одному из тел передачи. Для цевочной передачи это цевочное колесо, 
а для цепной – это цепь. Еще одной особенностью цепной передачи помимо фаз 
входа и выхода зуба из зацепления является наличие фазы выстоя. Для осуществ-
ления правильного зацепления в передаче должно выполняться не только основ-
ное уравнение зацепления [5], но и соблюдаться условие плавного пересопряже-
ния зубьев, которое обеспечивается единством мгновенного центра скоростей 
шатуна заменяющего четырехзвенного механизма [6, 7] и общей центроидой. 

 

Цель исследований – построение профиля боковой поверхности зуба 
звездочки цепной передачи, обладающей лучшими рабочими характеристи-

© С.В. Андрієнко, А.І. Павлов, О.В. Устиненко, 2013 
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ками по сравнению со стандартным, в частности, меньшим износом. Для ре-
шения поставленной задачи воспользуемся последними достижениями в об-
ласти теории зацеплений, в частности, методом синтеза эволютного зацепле-
ния на основе построения Бобилье [8, 9]. 

 

Содержание исследований. Как известно [5, 6], построение Бобилье за-
ключается в замене зубчатого зацепления эквивалентным четырехзвенным 
шарнирно-рычажным механизмом, исследование которого существенно 
упрощает задачу синтеза зубчатого зацепления.  

На рисунке 1 показано построение Бобилье для зацепления в цепной 
втулочно-роликовой или цевочной передаче. Расстояние KC между точкой 

контакта K и центром кривизны 
боковой поверхности С состоит из 
суммы полюсного расстояния KW 
и отрезка СW,  

 

KC=KW+CW. 
 

Эти величины определяются 
по зависимостям (подробнее см. 
[7-10]): 
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где х, у – координаты текущей 
точки контакта профиля зуба и ро-
лика; r – радиус делительной 
окружности звездочки,  – теку-
щий угол зацепления,  – угол 
трения в полюсе зацепления: 
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Здесь k=hsinα – так называемый коэффициент разновидности [8], где h – рас-
стояние между полюсом зацепления W и центром вращения шатуна D заме-
няющего механизма. 

Тогда для отрезка СW можно записать,  
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где f – коэффициент трения скольжения в зацеплении.  
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Рисунок 1 – Построение Бобилье для 

зацепления зуба звездочки с роликом цепи 
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После подстановки всех записанных выше выражений и элементарных 
преобразований получаем дифференциальное уравнение 2-го порядка 
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Для удобства решения с помощью программных средств запишем урав-
нение (5) в форме Коши, 
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В работе [10] предложено приближенное решение уравнения (6) в виде 
полинома с помощью программного комплекса Vissim. В качестве начальных 
условий использовано прохождение кривой, описывающей профиль зуба 
звездочки, в начальный момент зацепления через полюс зацепления. Значе-
ния коэффициента разновидности k выбрано из рекомендаций [7].  

За базовые параметры при синтезе и исследовании профиля зуба звез-
дочки были приняты: число зубьев звездочки z=20, коэффициент трения 
скольжения f=0,2; коэффициент разновидности k=–5. Положительное значе-
ние коэффициента разновидности соответствует двояковыпуклому контакту, 
который приводит к большим значениям контактных напряжений [7]. Ап-
проксимация профиля в виде полинома 7-й степени, полученная с помощью 
программного комплекса Vissim, имеет вид  

 

.7
7

5
5

3
3

2
21 xaxaxaxaxay                                    (7) 

 

Для случая выпукло-вогнутого контакта коэффициенты полинома (7) равны: 
 

;190591,01 a ;624821,02 a ;0755168,03 a ;1561,05 a .0924764,07 a  
 

Наибольшие значения в полученной методом аппроксимации формуле 
имеют коэффициенты при первой и пятой степенях аргумента. Изменения ба-
зовых параметров незначительно влияют на вид графика функции и, соответ-
ственно, на ее коэффициенты. Увеличение значений коэффициента разновид-
ности и числа зубьев звездочки ведет к выпрямлению кривой профиля. К та-
кому же эффекту приводит и уменьшение коэффициента трения скольжения.  

Также было получено численное решение дифференциального уравне-
ния (6) методом Рунге-Кутта при помощи системы MathCAD [11]. Для 
нахождения решения использовалась встроенная функция Rkadapt, основан-
ная на методе Рунге-Кутта четвертого порядка с адаптивной подстройкой ша-
га интегрирования по требуемой точности решения. На рисунке 2 показаны 
полученные в результате такого решения рабочие профили зубьев.  

Синтезированный профиль зуба звездочки позволяет иметь в зацеплении 
выпукло-вогнутый контакт, что снижает контактные напряжения. Возрастает 
коэффициент перекрытия передачи, что приводит к снижению нагрузки на 
зуб. Также уменьшается удельное скольжение в зацеплении, что позволяет 
снизить износ и увеличить срок службы передачи. 
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Рисунок 2 –Синтезированные профили зуба звездочки: 
а – с двояковыпуклым контактом зуба и цепи; б – с выпукло-вогнутым контактом 

 

Выводы. Предложенный метод построения профиля зуба звездочки цепной 
передачи позволяет получить зацепление с более высокими качественными харак-
теристиками, обеспечивающими повышение износостойкости и надежности его 
работы. В дальнейшем планируется провести подробные исследования влияния 
начальных параметров при синтезе профиля звездочки на ее износостойкость. 
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УДК 621.85 
Моделирование профиля зуба звездочки цепной передачи на основе построения Бобилье / 

С.В. Андриенко, А.И. Павлов, А.В. Устиненко // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Проблеми механіч-
ного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.5-8. – Бібліогр.: 11 назв. 

Робочий профіль зубців зірочок для приводних втулочно-роликових ланцюгів звичайно опису-
ється дужками кіл. Такий профіль не відповідає вимогам теорії зачеплень, що приводить до нерівномі-
рної передачі навантаження та швидкому зносу зубців. В статті розглянутий спосіб знаходження робо-
чого профілю зубців зірочки ланцюгової передачі на основі побудови Бобіл'є.  

Ключові слова: ланцюгова передача, зірочка, зубець, знос. 
 

The sprocket working profile for tools of sprocket for reducing sleeve-roller sprocket as a rule is 
described by arches of circles. Such s profile does not meet the requirements the theory of gearings, that 
results in non-uniform transfer of load and fast teeth deterioration. In paper the way of a finding of tooth 
working profile for chain drive is considered on the basis of Bobillier construction. 

Keywords: chain drive, sprocket, tooth, wear. 
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ПОКАЗАТЕЛИ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ПЕРЕДАЧ К ИЗМЕНЕНИЮ МЕЖОСЕВОГО РАССТОЯНИЯ 

 
Предложена система качественных показателей для количественной оценки чувствительности 
цилиндрических передач к изменению межосевого расстояния aw. Эти показатели характеризу-
ют, как при известных профилях зубьев изменение aw влияет на: передаточное отношение, боко-
вой зазор и положение контактной точки. Приведены формулы для вычисления всех предложен-
ных показателей, а также диаграммы – примеры их использования для конкретных передач. 

Ключевые слова: цилиндрическая передача, погрешности зацепления, качественные показатели. 
 

1. Постановка проблемы и актуальность задачи.  
1.1. Проблема. Пару лет назад один из авторов этой статьи был свидете-

лем разговора двух высококлассных специалистов по зубчатым передачам. 
Первому из них – работнику промышленности – нужно было модифицировать 
эвольвентные профили так, чтобы снизились контактные напряжения в 
начальной стадии пересопряжения зубьев. Второй собеседник – преподава-
тель вуза – предлагал с помощью разработанных им методик и компьютерных 
программ создать новую передачу с меньшими контактными напряжениями и 
удельным скольжением, нежели в эвольвентных зацеплениях. Производствен-
ник отказался от такого предложения, сказав: "В наших передачах при про-
греве увеличивается межосевое расстояние, и нужно, чтобы при этом профили 
зубьев оставались сопряженными. Теоретически нечувствительны к измене-
нию межосевого расстояния только эвольвентные профили и ничего, кроме 
них, в этих точных высоконагруженных передачах применять нельзя". Из это-
го разговора можно сделать такие выводы. 1) В некоторых видах цилиндриче-
ских передач важным фактором их работоспособности является малая чув-
ствительность профилей зубьев к изменению межосевого расстояния. 2) В 
теории зацеплений используют много разных качественных показателей рабо-
ты передач, но среди них отсутствуют общепризнанные числовые критерии 
для оценки влияния на условия работы зацеплений погрешностей взаимного 
положения зубчатых колес, вообще, и погрешностей межосевого расстояния, в 
частности. 3) Создание системы показателей для количественной оценки вли-
яния погрешностей взаимного положения зубчатых колес на условия их за-
цепления, является актуальной задачей. 4) Разработку такой системы целесо-
образно начать с показателей чувствительности цилиндрических передач (как 
самых распространенных) к изменению межосевого расстояния (как одному 
из важных параметров взаимного положения).  

1.2. Качественные показатели зацеплений. Все показатели делятся на ло-
кальные и на глобальные. Локальные показатели характеризуют свойство в одной 
точке на поверхности зуба (радиус кривизны шестерни, приведенный радиус кри-
визны в контакте, угол давления и т.п.) или внутри зуба (напряжения, деформации 
и т.п.). Глобальные показатели отражают свойства передачи или зубчатого колеса 

© Д.А. Бабічев, Д.Т. Бабічев, М.Г. Сторчак, О.Ю. Тайсін, 2013 
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в целом (коэффициент перекрытия, максимальные напряжения внутри зуба, тол-
щина зуба на поверхности вершин и т.п.). Практически все глобальные показате-
ли получают обработкой локальных показателей по поверхности зацепления, или 
по поверхности и по внутреннему объему зубьев. Работы, где широко представ-
лены и использованы качественные показатели зацеплений: [1-8]. Систематиза-
ции качественных показателей сделаны: для пространственных зацеплений в [9-
11], для плоских – в [12, 13]. В последние годы заметны тенденции введения и ис-
пользования новых видов качественных показателей [13, 14], а также применение 
все более сложных с вычислительной точки зрения показателей: толщина масля-
ной пленки, критерии холодного и горячего заедания, площадь и форма пятна 
контакта, напряженно-деформированное состояние зубьев и другие. 

1.3. Возможные пути решения проблемы качественных показателей 
влияния погрешностей взаимного положения зубчатых звеньев. Оценивать 
влияние погрешностей положения звеньев на работу передач можно, исполь-
зуя одним из двух подходов: Подход 1. Провести компьютерное моделирова-
ние работы передачи при измененных параметрах взаимного положения. До-
стоинства способа: простота и универсальность подхода – можно для всех 
видов передач задавать все возможные виды отклонений взаимного положе-
ния звеньев и вычислять изменения любых качественных показателей. Недо-
статки: требуется мощный пакет программ для надежного решения обратной 
задачи [1] теории зацеплений в анализируемом виде передачи; большой объ-
ем вычислений; сложности в анализе результатов. Подход 2. Ввести систему 
качественных показателей влияния погрешностей взаимного положения зуб-
чатых колес на работу передачи: вначале локальных показателей, а на их ос-
нове и глобальных. Получить необходимые расчетные уравнения (кстати, до-
статочно простые) и реализовать их в качестве надстройки той программы, 
которая используется при проектировании данного вида передач. Заметим, 
что и при использовании первого подхода придется вводить и использовать 
критерии влияния погрешностей положения на качество передачи.  

1.4. Предложенное решение. В настоящей статье использован второй подход 
применительно к цилиндрическим передачам: а) предложена система качествен-
ных показателей для количественной оценки чувствительности передач к измене-
нию межосевого расстояния; б) построены математические модели для предло-
женных показателей; в) проведено исследование чувствительности конкретных 
цилиндрических передач с помощью программы, в которой реализованы разрабо-
танные математические модели. Предлагая систему качественных показателей: 

Во-первых, ввели три основных геометро-кинематических локальных по-
казателя чувствительности цилиндрических передач к изменению межосевого 
расстояния. Это следующие коэффициенты: 
 изменения передаточного отношения, %/мм:   

 

wi aiik  /%100/ 121212 ;                                      (1а) 
 

 увеличения бокового зазора:                                     
               wak  / ;                                               (1б) 

 

 перемещения точки контакта по профилю зуба:        
 

           wS aSk  / .                                               (1в) 
 

Здесь (см. рисунок 1) i12 – приращение передаточного отношения i12 в дан-
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ном положении зубчатых колес, вызванное смещением полюса зацепления W 
из-за увеличения межосевого расстояния aw на aw; δ – зазор между профи-
лями (с одной стороны зуба), обусловленный тем же увеличения межосевого 
расстояния aw на aw; S – перемещение точки контакта по профилю зуба, 
обусловленное увеличением aw на aw (S>0 при перемещении точки контак-
та в сторону головки зуба; для шестерни и колеса перемещения S1 и S2 раз-
ные; коэффициентов kS два: kS1 и kS2). 

 

 
Рисунок 1 – Фазы изменения межосевого расстояния: 

a – исходное плотное зацепление; b – зубчатые колеса отодвинуты без их поворота; 
c) сделан поворот колеса до касания зубьев 

 

Во-вторых, ввели три вспомогательных геометрических и силовых ло-
кальных качественных показателя. Это еще три коэффициента: 
 отставания колеса по начальной окружности:              

 

*cos/   kk Sw ;                                            (2а) 

 изменения угла зацепления:                                 
   /180/* wak ;                                       (2б) 

 увеличения радиальной силы:                   
                 %100/  wrFr aFk .                                        (2в) 

 

В-третьих, в качестве главных глобальных показателей чувствительности 
цилиндрических передач к изменению межосевого расстояния предлагаем ис-
пользовать: минимальные, максимальные и средние значения шести предложен-
ных локальных показателей (прежде всего – трех основных геометро-кинемати-
ческих). В качестве дополнительного глобального показателя предлагаем взять 
коэффициент изменения торцового коэффициента перекрытия (1/мм):     

 

wa ak   / .                                              (2г) 

2. Расчетная схема, исходные данные и требуемые результаты. На 
рисунке 2 приведена схема цилиндрической зубчатой передачи (см. точку K 
контакта профилей шестерни и колеса с радиусами кривизны ρ1 и ρ2 соответ-
ственно) и заменяющий механизм с низшими парами (см. шарнирный четы-
рехзвенник O1N1N2O2, в котором вращательные кинематические пары N1 и N2 
расположены в центрах кривизны двух сопряженных профилей зубьев). 
Напомним, что в заменяющем механизме в заданном положении угловые 
скорости и угловые ускорения ведущего и ведомого звеньев 1 и 2 те же, что и 
в исходной зубчатой передаче [15]. Отметим также, что сопряженные профи-
ли в цилиндрических передачах обеспечивают постоянство передаточного 
числа, т.е. при ω1=const, будет и ω2=const. Но для этого радиусы кривизны ρ1 
и ρ2 профилей должны удовлетворять известному уравнению Эйлера-Савари 
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[1]:  
 

         














 sin

1111

2121 LLrr ww 
.                               (3) 

 

где rw1, rw2 – радиусы начальных окружностей; L – расстояние точки контакта 
K от полюса зацепления W; α – угол зацепления (см. рисунки 1,а и 2).  

Любой паре сопряженных профилей в каждый момент их касания соответ-
ствует один заменяющий механизм – существует метод построения такого меха-
низма, предложенный Бобилье [1]. Заметим, что на рисунках 2 и 3 изображены в 
масштабе: профили зубьев, их радиусы кривизны и заменяющий механизм для 
конкретной синтезированной передачи, показанной на рисунке 5 в конце этой ста-
тьи. 

 

     
Рисунок 3 – Расчётная схема  
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Т.к. заменяющий механизм с точки зрения кинематики и геометрии есть 
аналог зубчатой передачи (до вторых производных включительно), то одинакова 
и чувствительность этих двух механизмов к изменению межосевого расстояния 
aw. Что позволяет, анализируя поведение рычажного механизма, получить рас-
четные уравнения для вычисления всех показателей чувствительности цилин-
дрических передач к изменению aw. На рисунке 3 дана расчетная схема, предна-
значенная для этой цели. На ней показан заменяющий механизм в двух положе-
ниях: в исходном положении – при расчетном межосевом расстоянии aw (см. 
схему O1N1N2O2 и рисунок 1,а), и при увеличении aw на aw (см. схему O1N1N3O2, 
построенную при тех же длинах шатуна 3 и ведомого звена 2). Точка N4 – поло-
жение центра кривизны профиля колеса, когда колесо отодвинули от шестерни 
на величину aw (см. рисунок 1,b), но еще не довернули на угол φ2, чтобы зубья 
шестерни и колеса соприкоснулись. На рисунках 3 и 1,c изображено, как при из-
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менении aw смещается полюс зацепления – переходит из точки W в W2: увеличи-
вая начальный радиус rw1 на rw1, увеличивая угол зацепления α на α и создавая 
боковой зазор δ на одной стороне зуба (малые перемещения показаны в круп-
ном масштабе в левой части рисунка 3). Углы φ2* и α*, присутствующие в тре-
угольнике N2N3N4, есть средние значения этих углов до и после изменения межо-
севого расстояния aw. Т.е. следует полагать: 2/22*2   и 2/*  . 

Исходные данные для расчета: 1) Параметры передачи: aw – межосевое рас-
стояние; i12 – передаточное отношение (i12=z2/z1=ω1/ω2>0). 2) Положение точки 
контакта: L – расстояние точки контакта K от полюса зацепления W (направле-
ние отсчета – в направлении окружной скорости); α – угол зацепления в этой 
точке контакта. 3) Радиусы кривизны профилей в точке контакта: ρ1 и ρ2 (радиус 
кривизны положителен для выпуклого профиля). 4) Вычислительный параметр 
aw – приращение межосевого расстояния aw, равное, например, полю допуска на aw.  

Иногда точка контакта K может быть задана на линии зацепления не по-
лярными координатами L и α, а декартовыми: x0K и y0K в системе X0WY0. 
Приведем формулы пересчета исходных данных x0K и y0K в L и α. 

 

 )Sign( 2
0

2
00 KKK yxxL  ;   )/arctg( 00 KK xy ,                     (4) 

 

где функция Sign(x0K)=+1 при x0K≥0 и Sign(x0K)=–1 при x0K<0. 
Требуемые результаты – формулы для вычисления всех показателей чувстви-

тельности передачи к изменению межосевого расстояния: ki12, kδ, kS1, kS2, kSW, kα, kFr. 
 

3. Расчетные уравнения. Приводим их без вывода и с минимумом пояснений. 
Радиусы начальных окружностей: 

 

          1/ 121  iar ww ;   1212 irr ww  .                                  (5) 
 

Координаты центров кривизны профилей (точек N1 и N2 в системе X0WY0): 
 

 cos)( 110 Lx N ;    sin)( 110 Ly N .                   (6a) 
 cos)( 220 Lx N ;    sin)( 220 Ly N .                  (6б) 

Длина звена 2:   
2

202
2

2022 )( NwN yrxNO  .                                   (7) 

Угол поворота звена 2: 
),arctan( 202022 NNw xyr  .                                     (8) 

 

Заметим, что функция arctan(x,y) находит полярный угол точки, отмеряемый 
от оси OX, по двум ее координатам x и y; угол лежит в интервале {–π<φ≤π}. 
 Начальные размеры треугольника N2N3N4:  

 

)cos(

cos

2

2




 wa

ñ ;   
)cos(

sin

2


 wa

.                                (9) 

 

Начальные приращения углов α и φ2: 
 

 )/( 21  сa ;   222 / NO .                             (10) 
 

 Углы в треугольнике N2N3N4:  
 

            2/*  ;    2/22*2  .                              (11) 
 

 Размеры треугольника N2N3N4: 
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)cos(

cos

*2*

*2
*




 wa

ñ ;   
)cos(

sin

*2*

*
*




 wa

.                          (12) 

 

 Приращения углов α и φ2:         
 

)/( 21**  сa ;   22**2 / NO .                            (13) 
 

 Приращение начального радиуса шестерни: 
 

*1*1 cos/)(  Lrw .                                    (14) 
 

 Приращение передаточного отношения: 
 

           111212 /)1( www rrii  .                                (15) 
 

 Приращение радиальной силы в процентах: 
 

   %1001/tg)tg( *  rF .                              (16) 
 

 Показатели чувствительности передачи к изменению межосевого расстояния: 
 коэффициент изменения передаточного отношения: 

 

wi aiik  /%100/ 121212 ;                                     (17) 
 

 коэффициент бокового зазора: 

wak  /* ;                                               (18) 
 

 коэффициенты перемещения точки контакта по профилям зубьев шестерни и колеса: 
 

                 wS ak  /1*1 ;   wS ak  /2*2 ;                      (19) 
 

 коэффициент доворота колеса по начальной окружности: 
 

*cos/   kk Sw ;                                             (20) 
 

 коэффициент изменения угла зацепления: 
 

                  /180/* wak ;                                        (21) 
 

 коэффициент увеличения радиальной силы: 
 

wrFr aFk  / .                                              (22) 
 

4. Пример исследования чувствительности передачи к изменению aw. 
Формулы (4-22) реализованы на компьютере. На рисунках 4-5 и в таблице 
приведены результаты исследования по созданной программе двух передач с 
профилями зубьев, синтезированными по методике, изложенной в [16]. На 

Рисунок 4 – Передача с σH=1000МПа=const при u=9, aw=500мм, b2=36мм, P=100кВт, 
n1=1111,1об/мин: R кривизны профилей; влияние aw на передаточное отношение i12 
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рисунке 4 даны параметры и вид передачи, названной равнопрочной, т.к. в 
ней профили найдены из условия постоянства контактных напряжений вдоль 
всей линии зацепления. В средней части рисунка 4 видно, что на ножке ше-
стерни профиль зуба близок к дуге окружности радиуса R1≈31мм (при 
начальном радиусе rw1=50мм!). При этом дуга заходит внутрь основной 
окружности эвольвентной шестерни с таким же rw1. Эта передача вполне ра-
ботоспособна: при угле зацепления в полюсе αw=25,57°, угол давления на ко-
лесо (без учета сил трения) плавно уменьшается от αMAX=44,3° до αMIN=8,8°. 
Справа на рисунке 4 показано влияния межосевого расстояния aw на переда-
точное отношение i12. Видно, что наибольшее отклонение i12, равное ≈–0,016 
(при i12=9), будет в начальный момент касания зубьев, если увеличим aw на 
1мм. Если же aw увеличим на 0,2мм, то отклонение i12 будет равно –
0,016×0,2=–0,0032.  

 

На рисунке 5 и в таблице приведены данные исследования модифициро-
ванной равнопрочной передачи, также с небольшими числами зубьев z1=10 и 
z2=15. В ней профили зубьев найдены из условия, что на основной части ли-

Рисунок 5 – Модифицированная передача с σH=1000/750МПа, aw=100мм, b2=23,44мм, 
P=100квт, n1=4000об/мин: R кривизны профилей; влияние aw на работу передачи 
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нии зацепления контактные напряжения по Герцу σH=1000Па. А в начальной 
и конечной фазах зацепления σH=750МПа (полагая контакт однопарным). На 
рисунке 5 показаны графики всех предложенных локальных качественных 
показателей. Слева под изображением картины зацепления приведены диа-
граммы изменения радиусов кривизны синтезированных профилей: с лога-
рифмической шкалой для показа больших значений радиусов кривизны на 
участках пересопряжения зубьев, и с линейной шкалой – для показа наиболее 
важного диапазона изменения радиусов кривизны. При этом на диаграмме с 
линейной шкалой приведены для сравнения и графики изменения радиусов 
кривизны в эвольвентной передаче с σH=1000Па в полюсе зацепления. В таб-
лице – все предложенные глобальные качественные показатели. 

 

 
 

Выводы. Предложена система качественных показателей для оценки чув-
ствительности цилиндрических передач к изменению межосевого расстояния aw; 
разработаны их математические модели; создана компьютерная программа; прове-
дено исследование нескольких передач, позволившее сделать следующие выво-
ды:  

1. При модификации любых профилей (в том числе, эвольвентных) на 
участках начала и окончания контакта зубьев, с целью снижения контактных 
напряжений σН за счет увеличения приведенного радиуса кривизны, всегда 

получаем существенное увеличение важного качественного показателя – ко-
эффициента изменения передаточного отношения ki12. 

2. Величину роста ki12 можно уменьшить за счет подбора величины и за-
кона изменения σН вдоль модифицируемых отрезков профилей зубьев. 

3. В принципе, можно синтезировать основные участки профилей зубьев 
по комплексному критерию качества F=F(ki12, σН) так, чтобы и σН стало при-
емлемым, и ki12 увеличивалось менее резко. 

4. Предложенная и рассмотренная система коэффициентов качества мо-
жет послужить основой более полной системы локальных и глобальных каче-
ственных показателей для оценки влияния погрешностей взаимного положе-
ния зубчатых звеньев на условия контакта зубьев и работу передач. 
 

Таблица – Глобальные показатели влияния отклонений межосевого расстояния 
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УДК 621.83 
Показатели чувствительности цилиндрических передач к изменению межосевого рассто-

яния / Д.А. Бабичев, Д.Т. Бабичев, М.Г. Сторчак, А.Ю. Тайсин // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Про-
блеми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.9-17. – Бібліогр.: 16 назв. 

Запропоновано систему якісних показника для кількісної оцінки чутливості циліндричних передач до 
зміни міжосьової відстані aw. Ці показники характеризують, як при відомих профілях зубців зміна aw впливає 
на: передавальне число, бічний зазор і положення контактної точки. Наведено формули для обчислення всіх 
запропонованих показників, а також діаграми – приклади їх використання для конкретних передач. 

Ключові слова: циліндрична передача, похибки зачеплення, якісні показники. 
 

Offer a system of quality indicators for quantity evaluation of sensitivity of cylindrical gearings 
from change center distance aw. Indicators are characterizing how changing of aw with known tooth pro-
file is affect to: transmission ratio, backlash and meshing point position. Approved formulas for calcula-
tion all presented indicators, also diagrams – as examples of using for concretely gears. 

Keywords: cylindrical gearing, gearing error, gearings qualitative indicators. 
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РЕДУКТОРЫ ГЛАВНОГО ПРИВОДА ПРОКАТНЫХ СТАНОВ 
 

Обобщен опыт Электростальского завода тяжелого машиностроения в области проектирования и про-
изводства специальных редукторов и шестеренных клетей главного привода прокатных станов раз-
личного назначения: сортовых и шаропрокатных, прошивных и редукционных, станов холодной про-
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катки труб и станов для производства арматурного проката. При их проектировании учитывается спе-
цифика работы стана и, прежде всего циклограмма нагрузок, зависящая как от номенклатуры прокаты-
ваемых изделий, так и переменности нагрузок внутри цикла прокатки одной заготовки. Геометриче-
ские параметры зубчатых передач оптимизируются по критерию контактной и изгибной равнопрочно-
сти, как между ступенями, так и внутри каждой из них. Предусмотрено и технологически обеспечено 
выполнение зубчатых передач с высокотвердыми, цементированными и шлифованными зубьями. 

Ключевые слова: редуктор, шестеренная клеть, прокатный стан, циклограмма нагрузок. 

Введение. За 70 лет своей истории Электростальский завод тяжелого 
машиностроения накопил богатый опыт проектирования, изготовления и 
комплектной поставки прокатных станов, как для нашей страны, так и для 
дальнего зарубежья. Комплекс машин и механизмов прокатного стана насы-
щен различными специальными редукторами, используемыми как в главных 
приводах, так и во вспомогательном оборудовании.  

Традиционная схема привода любого прокатного стана включает в себя 
главный редуктор, обеспечивающий необходимое передаточное число между 
электродвигателем и рабочей клетью, и шестеренную клеть, предназначенную 
для распределения передаваемого момента между валками рабочей клети [1-3]. 
Для соединения шестеренной и рабочей клетей используются универсальные или 
зубчатые шпиндели [4], обеспечивающие возможность работы привода при из-
менении расстояния между рабочими валками после каждой их переточки. 

Одним из направлений совершенствования рабочих линий стана являет-
ся совмещение главного редуктора с шестеренной клетью и другими меха-
низмами, что позволяет сократить производственные площади, снизить тру-
доемкость и себестоимость создаваемого объекта [5]. 

В данной статье рассматривается эволюция различных специальных ре-
дукторов прокатного оборудования. В основном, приведены сведения о раз-
работках, защищенных патентами Российской Федерации [6-9].  

 

Особенности проектирования редукторов привода прокатных ста-
нов. Редуктор общемашиностроительного применения проектируется, исходя 
из условия работы под постоянной нагрузкой в течение гарантийного срока. 
При проектировании специальных редукторов, предназначенных для привода 
конкретных машин, необходимо учитывать специфику работы этих машин и 
прежде всего циклограмму нагрузки привода.  

В Конструкторском отделе ЭЗТМ расчет зубчатых передач на прочность 
выполняется в программном пакете REDUK 4.3, который по просьбе и с уча-
стием ЭЗТМ был разработан в конце 90-х годов Отделом технологии зубча-
тых передач ЦНИИТМАШ на основании ГОСТ 21354-87.  

Важной особенностью этого пакета является выполнение прочностных 
расчетов зубчатых передач с учетом ожидаемой циклограммы нагружения. В ре-
зультате расчета определяются крутящие моменты на выходном валу редуктора, 
допускаемые контактной и изгибной выносливостью зубьев каждой из ступеней.  

При проектировании многоступенчатого редуктора его основные геометриче-
ские параметры: межосевые расстояния и передаточные числа ступеней, модули и 
ширины зубчатых колес, должны быть выбраны таким образом, чтобы обеспечить 
одинаковые запасы прочности по каждому из указанных критериев. При измене-
нии закладываемой в исходные данные циклограммы нагружения, величины 
каждого из указанных моментов существенно изменяются, причем изменяются 
не только их абсолютные значения, но и соотношение между ними. Геометриче-
ские пропорции редуктора, оптимальные для постоянной нагрузки, как правило, 
требуют существенного изменения для ступенчатой циклограммы нагружения. 
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Проектируя специальный редуктор главного привода конкретного про-
катного стана, конструктор может и должен знать и учитывать: 

- номенклатуру продукции, прокатываемой на этом стане, 
- ожидаемый процент загрузки стана выпуском каждого типоразмера,  
- режимы (момент и скорость) прокатки для каждого из типоразмеров, 
- соотношение времени рабочего и холостого ходов в цикле прокатки.  
На основании этих данных необходимо построить циклограмму нагру-

жения, для каждой из ступеней которой указываются 
- крутящие моменты на ведущем валу по отношению к наибольшему, 
- относительная продолжительность действия каждого из моментов, 
- частота вращения ведущего вала, об/мин.  
Например, на прошивном 

стане трубопрокатного агрегата 
"400" Северского трубного заво-
да планируется прошивать заго-
товки диаметров Ø400 и Ø290, 
данные по режимам прокатки 
которых приведены в таблице 1. 

Циклограмма нагруже-
ния составляется в относи-
тельных единицах, начиная 
со ступени с наибольшим 
крутящим моментом, и поз-
воляет учитывать до 10 сту-
пеней. В приведенном при-
мере она включает в себя 5 
ступеней и имеет вид, пока-
занный в таблице 2. 

В число исходных дан-
ных для расчета включается максимальный кратковременный крутящий мо-
мент, на основании которого выполняется проверка контактной и изгибной 
прочности зубьев при действии пиковых нагрузок, как случайных, так и повто-
ряющихся периодически, но в течение менее 5% времени работы, например, в 
момент захвата заготовки. Указывается также характер приложения нагрузки – 
односторонний или реверсивный, симметричный или несимметричный.  

В дополнение к результатам прочностного расчета зубчатых передач ис-
пользуемая программа выдает исходные данные для расчета валов и подшип-
ников: усилия в зацеплении и частоты вращения каждого из валов для первой 
ступени циклограммы. Рассчитываются также коэффициенты приведения 
циклограммы к наибольшему моменту при расчете валов Ev и подшипников 
Ep, для рассмотренного примера Ev=0,721 и Ep=0,624. 

 

Комбинированные редукторы главного привода сортопрокатных 
станов. Сортопрокатные станы предназначены для получения круглых и 
многогранных прутков, уголка, швеллера и других видов сортового проката. 
Для обеспечения всестороннего обжатия прокатываемого материала в таких 
станах рабочие клети с горизонтальным положением осей рабочих валков 
должны чередоваться с вертикальными клетями. Привод каждой горизон-
тальной клети стана выполняется через трехступенчатый цилиндрический ре-

Таблица 1 – Данные режима прокатки 
Диаметр заготовки, мм 

Параметр режима 
400 400 290 

Угол подачи валков, град 11 9 12 
Момент прокатки, кН∙м 1300 1100 850 
Момент холостого хода, кН∙м 65 65 65 
Частота вращения заготовки, об/мин 60 60 80 
Продолжительность цикла прокатки, с 65 65 40 
Время под нагрузкой (машинное), с 24 27 20 
Время холостого хода (пауз), с 41 38 20 
Процент загрузки стана, % 20 20 60 

Таблица 2 – Циклограмма нагружения 
Крутящие моменты на ведущем валу в относит. единицах: 

1,000 0,850 0,050 0,650 0,050 
Относительные продолжительности действия момента: 

0,074 0,083 0,243 0,243 0,300 
Частота вращения ведущего вала, об/мин: 

350,0 350,0 350,0 480,0 480,0 
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дуктор, совмещенный с шестеренной клетью. 
Привод вертикальных рабочих клетей осуществляется через комбиниро-

ванные коническо-цилиндрические редукторы [5]. Последней ступенью этих 
редукторов являются полые шестеренные валки, внутри которых размещены 
соединительные шпиндели. Передаточные числа редукторов уменьшаются от 
 

 
Рисунок 1 – Комбинированный редуктор главного привода сортопрокатного стана 

 

клети к клети, обеспечивая увеличение скорости прокатки с учетом коэффи-
циента вытяжки и катающего диаметра рабочих валков. Ведущие валы всех 
редукторов расположены на одном уровне, что позволяет разместить привод-
ные двигатели на одной общей площадке и упростить их обслуживание. 

Для перемещения вертикальной рабочей клети при настройке и перевал-
ке ее станина должна быть снабжена винтовыми подъемниками с приводом, 
который обычно выполняется в виде червячных редукторов. В одной из по-
следних конструкций в нижней части корпуса главного редуктора удалось 
найти зону, свободную от главных передач и разместить в ней один червяч-
ный редуктор механизма подъема [9]. Совмещение главного и вспомогатель-
ного приводов позволило снизить себестоимость изготовления, значительно 
упростить обслуживание всей установки и повысить надежность привода. 

Для привода горизонтальных бесстанинных рабочих клетей удалось реа-
лизовать очень компактное конструктивное решение, в котором шпиндели, 
приводящие в движение рабочие валки, пропущены сквозь полые шестеренные 
валки комбинированного редуктора, что позволяет максимально приблизить 
привод к рабочей клети и значительно сократить занимаемую площадь цеха [3].  

Комбинированные редукторы описанных конструкций были поставлены 
на таких сортопрокатных станах, как стан 350/250 металлургического завода 
"Электросталь", стан 450 для Хелуанского меткомбината в Египте, стана 650 
Исфаганского метзавода в Иране, и целом ряде других. 

 

Шестеренные клети для производства арматурного проката. Изго-
товление предварительно напряженного железобетона значительно упроща-
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ется, если арматурный профиль выполнен с винтовой канавкой [7].  
В процессе прокатки таких профилей вращение валков рабочей клети 

должно быть строго синхронизировано, что обеспечивается зацеплением двух 
цилиндрических зубчатых валков шестеренной клети. С другой стороны, в про-
цессе настройки клети рабочие валки необходимо плавно проворачивать один 
относительно другого, обеспечивая совпадение выполненных на них калибров.  

 
Рисунок 2 – Шестеренная клеть стана 350 

 

Для устранения этого противоречия в конструкции шестеренной клети 
предусмотрена возможность осевого смещения входного вала.  

На рисунке 2 показана конструкция такой шестеренной клети. Она содер-
жит одну входную вал-шестерню с двумя разнонаправленными косозубыми 
венцами и два выходных вала. Косозубый венец 1 входного вала введен в за-
цепление с венцом нижнего выходного вала 2 через паразитную шестерню 3, а 
второй полушеврон 4 сцеплен с зубчатым венцом среднего выходного вала 5.  

При настройке положения калибрующих валков рабочей клети входную 
вал-шестерню можно перемещать в осевом направлении с помощью специально-
го механизма, включающего пару "винт-гайка" и червячный редуктор. При таком 
перемещении один выходной вал проворачивается относительно другого вплоть 
до совмещения калибров рабочих валков, и в этом положении блок фиксируется.  

Предложенное техническое решение было реализовано при проектировании 
рабочей линии чистовой клети стана 350 Донецкого металлургического завода. 

 

Привод шаропрокатного стана. Шары производятся методом горячей 
винтовой прокатки между двумя калиброванными валками, которые скрещи-
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ваются под небольшим углом и вращаются в одном направлении. Сложность 
проектирования редуктора для этих станов состоит в необходимости передать 
большие крутящие моменты при малом расстоянии между выходными вала-
ми. Изменение традиционной схемы расположения редуктора по отношению 
к рабочей клети позволило в станах последней конструкции уменьшить массу 
редуктора при сохранении его несущей способности с 23 до 8 тонн [8].  

 
Рисунок 3 – Привод шаропрокатного стана 

 

Для регулировки взаимного положения винтовых калибров рабочих вал-
ков в редуктор встроен механизм их относительного разворота [5]. Этот ме-
ханизм выполнен в виде двухопорного вала, который проходит через полый 
выходной вал редуктора и соединен с ним зубчатой муфтой. Втулка муфты 
насажена на один из концов двухопорного вала посредством шлицев. На вто-
ром конце этого вала закреплена головка универсального шпинделя, связы-
вающего его с рабочим валком. Числа внутренних шлицев ZШ и наружных 
зубьев ZМ втулки некратны между собой. Это позволяет при настройке ка-
либров разворачивать рабочий валок относительно выходного вала редуктора 
с точностью до 2/(ZШZМ), рад. Тем самым обеспечивается необходимая точ-
ность и надежность установки винтовых калибров и, в конечном счете, по-
вышение точности прокатываемых шаров. 

Шаропрокатные станы с главным приводом через редукторы такой кон-
струкции были поставлены и успешно эксплуатируются на металлургических 
заводах в Гурьевске и Бекабаде, в Мексике и в Индии.  

 

Привод редукционно-растяжного стана. Одним из основных требова-
ний к конструкции этого привода является возможно более тесное располо-
жение трехвалковых рабочих клетей. Для достижения этой цели отдельные 
одно- или двухступенчатые передачи расположены в три ряда в едином кор-
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пусе главного редуктора. Они обеспечивают вращение 24-х выходных валов с 
нарастанием числа оборотов по заданному закону. Первый из таких редукто-
ров был подробно описан в статье [1]. Дальнейшее усовершенствование кон-
струкции этого редуктора позволило уменьшить его массу с 88 до 55 тонн.  

Последним из этой серии в 2006 году был спроектирован редуктор при-
вода 15-клетьевого стана Днепропетровского трубопрокатного завода. Его 
конструкция обеспечивает возможность установки с наклоном в 60 к гори-
зонту, что требуется из технологических соображений.  

 

Редуктор главного привода прошивного стана. Двухступенчатый 
шевронный редуктор ЦД-1600 предназначен для привода каждого из двух ра-
бочих валков прошивного стана. При массе 77 тонн это один из самых круп-
ных редукторов, изготовленных на ЭЗТМ. Но главное его достоинство состо-
ит не в габаритах, а в технической характеристике.  

При его проектировании на основе накопленного ранее опыта была вы-
полнена тщательная оптимизация параметров зацепления по контактной и из-
гибной равнопрочности каждой из ступеней с учетом технологических воз-
можностей закалочного и зуборезного оборудования завода [2]. Предложен и 
проверен ряд смелых конструкторских и технологических решений, таких как 
горячая посадка на ступицу окончательно нарезанных полушевронов с пред-
варительным расчетом деформации зубчатых венцов после напрессовки. Бла-
годаря этому впервые в нашей практике удалось спроектировать и изготовить 
редуктор с номинальным крутящим моментом на тихоходном валу 1000кН∙м.  

В составе трубопрокатного агрегата "400" два редуктора этого типа были 
поставлены на Северский трубный завод и успешно эксплуатируются на са-
мых тяжелых режимах прокатки. Регулярный мониторинг состояния редук-
торов показал, что после кратковременного приработочного износа активных 
поверхностей зубьев их состояние стабилизировалось, и после более чем 5 
лет передачи не требуют замены запасными частями.   

Более того, в настоящее время руководство завода приняло решение о 
модернизации прошивного стана с увеличением мощности электродвигателей 
с 4000 до 6000кВт. При этом перед ЭЗТМ была поставлена задача, сохранив 
корпуса имеющихся редукторов, встроить в них передачи, позволяющие уве-
личить крутящий момент на тихоходном валу до 1300кН∙м. Эта задача была 
решена путем замены материалов и повышения твердости зубчатых колес. В 
частности, твердость объемно закаленных быстроходных шевронных вал-
шестерен была повышена до 42…47HRC, что потребовало существенного со-
вершенствования технологии их термической и механической обработки. 

 

Редукторы главного привода станов ХПТ. Отличительной особенностью 
привода станов холодной прокатки труб является быстрое возвратно-
поступательное движение массивной клети, в результате которого в приводе воз-
никают динамические нагрузки, которые сопоставимы (даже с учетом частичного 
уравновешивания) с рабочей нагрузкой и могут даже значительно превышать ее.  

Примерное изменение крутящих моментов, приведенных к выходному ва-
лу редуктора, за один двойной ход рабочей клети представлено на рисунке 4.  

На этом графике: α – угол поворота кривошипа, Тq – момент от рабочей 
нагрузки с учетом сил трения, Тd – момент от сил инерции, Т – суммарный 
крутящий момент. Как видно из рисунка, момент Т не только существенно 
переменен по величине, но в конце рабочего и особенно холостого хода мо-
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жет даже менять знак, переводя электродвигатель в генераторный режим.  
С учетом этого обстоятельства в приводе таких станов традиционно использо-

вались тяжелые редукторы, зубчатые колеса которых брали бы на себя часть функ-
ций маховика. При таком подходе зубчатые передачи изготавливались с объемной 
закалкой шестерен до твердости 270…300НВ и колес до твердости 240…280НВ. 

Так, например, для привода стана ХПТР-350, наиболее крупного из изго- 
 

 

 
Рисунок 4 – График примерного изменения крутящих моментов в станах ХПТ 

 

товленных на ЭЗТМ, необходим крутящий момент на выходном валу редук-
тора Т=450кН∙м. Этот момент вполне может быть обеспечен двухступенча-
тым редуктором Ц2-1200 с термически улучшенными колесами.  

Однако сегодня тяжелые редукторы с такой термообработкой не котируются на 
мировом рынке. Поэтому, идя навстречу пожеланиям Заказчика, мы спроектировали 
и поставили в этот стан редуктор Ц2-715 существенно меньшей массы и габаритов с 
цементированными зубчатыми передачами, шлифованными по 6-й степени точно-
сти. Сопоставление некоторых показателей этих редукторов – см. таблицу 3. 

Стан ХПТР-350 был по-
ставлен в 2007 году для компа-
нии TISCO, Китай, и успешно 
запущен в работу. В настоящее 
время аналогичный стан изго-
тавливается ЭЗТМ для фирмы 
WILH.SHULZ GmbH, Германия. 

 

Выводы. Для того что-
бы специальные редукторы главного привода прокатных станов различного 
назначения соответствовали сегодняшнему мировому уровню, при их проек-
тировании необходимо: 

- учитывать специфику работы стана и, прежде всего циклограмму 
нагрузки, как в зависимости от ожидаемой номенклатуры прокатываемых из-

Таблица 3 – Сравнительная характеристика 
главного привода стана ХПТ 

Типоразмер 
Параметр 

Ц2-715 Ц2-1200 

Межосевое расстояние т/х ступени, мм 715 1200 
Наружный диаметр т/х колеса, мм 1180 1900 
Масса т/х колеса, кг 2000 7000 
Момент инерции т/х колеса, кг∙м2 350 2500 
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делий, так и внутри цикла прокатки одной заготовки; 
- предусмотреть и технологически обеспечить выполнение всех зубчатых 

передач с высокотвердыми, цементированными и шлифованными зубьями; 
- оптимизировать геометрические параметры зубчатых передач по кри-

терию контактной и изгибной равнопрочности, как между ступенями, так и 
внутри каждой из них. 
Список литературы: 1. Ковтушенко А.А., Копылов А.Ф., Лагутин С.А. Редукторы трубопрокатного обо-
рудования // Вестник машиностроения. – 1985. – №10. – С.43-47. 2.  Ковтушенко А.А., Лагутин С.А. Опыт 
оптимизации нормализованных редукторов металлургического оборудования // Тяжелое машиностроение. – 
1990. – №5. – С.5-7. 3. Ковтушенко А.А., Лагутин С.А. Шестеренные клети прокатных станов // Тяжелое 
машиностроение. – 1998. – №4. – С.19-22. 4.  Айрапетов Э.Л. и др. Совершенствование зубчатых муфт и 
шпинделей конструкции ЭЗТМ // Тяжелое машиностроение. – 2000. – №12. – С.13-15. 5. Ковтушенко А.А. и 
др. Комбинированные редукторы прокатных станов // Тяжелое машиностроение. – 2005. – №3. – С.13-15. 
6. Пат. №1776211 СССР. МКИ В21 В35/12 Шестеренная клеть главного привода прокатного стана. 
(А.А. Ковтушенко и др.). 7. Пат. №2009742 РФ. МКИ В21 В35/12. Стан продольной прокатки профилей 
периодического сечения. (Б.А. Серман и др.). 8. Пат. №2162025 РФ. МКИ В21 Н1/14. Главная линия стана 
для прокатки шаров. (А.А Ковтушенко и др.). 9. Пат. №2163174 РФ. МКИ В21 В13/06. Многоручьевая 
вертикальная клеть продольной прокатки. (Б.А. Серман и др.). 
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Узагальнено досвід Електростальского заводу важкого машинобудування в галузі проектування і ви-
робництва спеціальних редукторів і шестерінчастих клітей головного приводу прокатних станів різного при-
значення: сортових та шаропрокатних, прошивних та редукційних, станів холодної прокатки труб та станів 
для виробництва арматурного прокату. При їх проектуванні враховується специфіка роботи стану і перш за 
все циклограма навантажень в залежності як від номенклатури прокатуваних виробів, так і циклу прокатки 
однієї заготовки. Геометричні параметри зубчатих передач оптимізуються за критерієм контактної та зги-
нальної рівноміцності, як між ступенями, так і в кожній з них. Передбачено та технологічно забезпечено ви-
конання зубчатих передач з високоміцними, цементованими та шліфованими зубами. 

Ключові слова: редуктор, шестерінчаста кліть, прокатний стан, циклограма навантажень. 
 

The experience of the Electrostal Heavy Machinery Plant in the design and production of special gearboxes 
and gear stands for main drive of various rolling mills is summed up. The specifics of rolling and ball-rolling, 
piercing and reduction mills, mills for cold rolling tube and for the production of reinforcing bars are considered. 
The load sequence diagram depends both on the range of rolled products, and variable loadings in a rolling cycle of 
a workpiece. Geometric parameters of gears are optimized by contact and bending equal strength, as between the stag-
es as within each of them. Carburizing, hardening and grinding of teeth are provided and secured technologically. 

Keywords: reducer, gear stand, rolling mill, load sequence diagram. 
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Розглянута задача проектування зубчастих циліндричних двоступінчастих редукторів. Надана пос-
тановка задачі та вказані параметри проектування. Записані критерій та обмеження на параметри 
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проектування. Розроблена методика та алгоритм розв’язання задачі. Проведені тестові розрахунки. 
Ключові слова: проектування, редуктор, раціональні параметри, алгоритм. 

 
Актуальність задачі. На сьогоднішній день у машинобудуванні для зміни 

обертального моменту та частоти обертання широко застосовуються зубчасті 
редуктори, найбільш яскравим та розповсюдженими представниками яких є 
циліндричні редуктори. Широко застосовуються двоступінчасті редуктори, які 
можуть бути виконані як у розгорнутій, так і у співвісній компоновках. 

Складністю проектування такого типу приводів є розподілення передаваль-
них чисел між ступенями редуктора, а, як наслідок, обрання відповідних конс-
труктивних параметрів. Також у ході проектування необхідно забезпечити рів-
номіцність зубчастих зачеплень при головній вимозі – поліпшенні масогабарит-
них характеристик. З точки зору проектування редуктора, зазвичай, виділяють 
наступні найбільш значущі масогабаритні характеристики: міжосьова відстань 
(співвісні редуктори) чи сумарна міжосьова відстань, довжина та маса редуктору. 
У межах даної статті розглянуто проектування редуктору з раціональними конс-
труктивними параметрами при прагненні досягти меншої міжосьової відстані. 

Для розв’язання даного 
типу задач існує ряд підходів, 
але вибір з спектру можливих 
розв’язань є складним та 
суб’єктивним, тому в даному 
випадку доцільно використати 
підходи до проектування, які 
включають в себе деякі аспек-
ти математичної оптимізації 
[1]. 

Таким чином, розв’язання 
задачі проектування зубчастих 
циліндричних двоступінчастих 
редукторів з раціональними 

конструктивними параметрами є актуальним для сучасного машинобудуван-
ня. 

Конструктивні параметри проектування та критерій проектування. Для 
обрання конструктивних параметрів, що визначать геометрію зубчастих зачеплень 
та редуктора в цілому, розглянемо кінематичну схему редуктора – рисунок 1. 
На ньому прийняті наступні позначення: m  – відповідні модулі пар зубчастих коліс 

( =1,2); kz ,  – відповідні числа зубців коліс, k – номер колеса у зачеплені (k=1 – ве-

дуче колесо, k=2 – ведене колесо);   – кути нахилу зубців у зачепленнях. 

Функцію критерію представимо у вигляді [2, 3]: 
- для розгорнутої компоновки, як суму міжосьових відстаней (при сума-

рному коефіцієнті зміщення 0х ) окремих зачеплень: 


 











2

1

2,1,
2

1 )cos(

)(5.0 zzm
aF wa , aF →min; (1) 

 

- для співвісної компоновки: 
 

 
а                                               б  

Рисунок 2 – Схема двоступінчастого редуктору: 
а – співвісна схема; б – розгорнута схема 
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Такий вигляд цільової функції дає змогу зменшити міжосьову відстань 
(чи сумарну міжосьову відстань) редуктора. 

Розглядаючи цільову функцію вкажемо на змінні проектування. Це: m  

– відповідні модулі пар зубчастих, kz ,  – відповідні числа зубців коліс,   – 

кути нахилу зубців у зачепленнях. Для зменшення кількості змінних проекту-
вання, було запропоновано деякі з параметрів ( 2,2z ,  ) розраховувати через 

інші змінні (дивись алгоритм далі).Тоді кількість змінних проектування для 
даного типу редуктора буде дорівнювати 5. 

 

Обмеження та функціональні залежності між конструктивними па-
раметрами. 

1) Міжосьові відстані зачеплень при співвісній компоновці повинні бути 
рівні між собою, тобто: 

21 ww aa  . (3) 
 

2) Зубці коліс повинні мати необхідну контактну витривалість: 
 

H  HP . (4) 
 

3) Зубці коліс повинні мати необхідну згинну витривалість: 
 

kF , kFP , . (5) 
 

4) Модуль зубців є основним параметром зубчастого зачеплення. Вони 
стандартизовані (ГОСТ 9563–80). Приймаємо для розрахунків наступний ряд: 

 

mμ=1;…; 6мм. (6) 
 

5) Числа зубців коліс повинні приймати цілі значення (мають бути нату-
ральними – N), а також обмежені верхнім та нижнім значенням з міркувань 
технології виготовлення: 

Nz k , ;    max,min zzz k   . (7) 
 

6) З вимоги габаритного співвідношення зубчастих коліс передавальні 
числа не повинні перевищувати певне значення ( maxu ): 

 

u = max
2,1,

2,1,

),min(

),max(
u

zz

zz





. (8) 

 

7) Кути нахилу зубців зубчастих коліс повинні бути у межах від min  до max : 
 

maxmin   . (9) 
 

8) Коефіцієнт ширини вінця також обмежується крайнім значенням: 
 

max  bdbd . (10) 
 

9) Повинна виконуватися умова відсутності загострення зубців по їх то-
вщині на колі вершин: 

  mSa 4.0 . (11) 
 

Метод та алгоритм розв’язання задачі. З усього різноманіття методів 
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та підходів було обрано зондування простору параметрів [4], де у якості про-
бних точок в одиничному багатомірному кубі використовуються точки ЛПτ-
послідовності. Метод ЛПτ-пошуку дозволяє оперувати значною кількістю па-
раметрів (до 51) та кількістю рівномірно-розподілених пробних точок (до 2

20
). 

Теорія та властивості ЛПτ-рівномірно-розподіленої послідовності докла-
дно розглянуті [5].  

Для розв’язання задачі запропоновано підхід, який може бути проілюст-
рований наступним алгоритмом проектування редукторів з раціональними 
конструктивними параметрами (рисунок 2). 

Представлений алгоритм побудований на концепції поступового змен-
шення міжосьової відстані на фіксовану величину, знаходженні (зондуванням 
простору пробними ЛПτ-точками) та досліджені при цій міжосьовій відстані 
можливих комбінацій параметрів проектування. 

 

 
Рисунок 2 – Схема алгоритму проектування 

 

Деякі моменти реалізації алгоритму розглянемо далі більш докладно. 
Генерування ЛПτ-послідовності у просторі параметрів "модулі – числа 

зубців" та розрахунок z22 дивись в [6]. 
Розрахунок коефіцієнтів змішення похідного контуру здійснюється за 

наступною залежністю [7] (при умові 21 xx  ): 
 

  104.0015.0 **   uzx , ),min( 21
*

  zzz . (12) 

У залежності (12) 
*
x  – коефіцієнт змішення меншого колеса у зачеплені. 

Визначення кутів нахилу здійснюється за міжосьовою відстанню та параме-
трами проектування: 
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Перевірка обмежень для пробних точок здійснюється у послідовності, що до-
зволяє зменшити загальний час оптимізації (з урахуванням об’єму математичних об-
числень). Пробна точка проходить послідовно перевірку за числовими та функціона-
льними обмеженнями рівності та нерівності, і, якщо вона не задовольняє на певному 
етапі якійсь вимозі, то відкидається, а послідовну перевірку починає наступна точка.  

Всі точки, що пройшли перевірку записуються у відповідний масив, що 
потім сортується за будь-яким якісним показником редуктора. Запропоновано 
розглянути найбільш розповсюджений показник для редукторів – приблизно 
однакове занурення коліс у масляну ванну. Цей показник забезпечується від-
повідним співвідношенням розмірів зубчастих коліс редуктора: 

 

    
    

min
,max,,maxmin

,max,,maxmax

2,21,22,11,1

2,21,22,11,1


dddd

dddd
. (14) 

 

Кращій варіант записується до таблиці можливих розв’язань. 
Потім зменшується значення міжосьової відстані і проводиться дослі-

дження нового простору параметрів. Зменшення міжосьової відстані здійсню-
ється на фіксовану величину ( wa ) за кінцеве число кроків (N), які мають по-

вністю вичерпати усі резерви редуктора по зменшенню міжосьової відстані, 
при одночасному забезпеченні навантажувальної здатності зубчастих коліс: 

 

wjwwj aaa   )1( , j=1..N. (15) 
 

Приклад розв’язання задачі проектування редуктора з раціональ-
ними параметрами. У якості приклада наведено циліндричний двоступінча-
стий співвісний редуктор до фланцевого електродвигуна, КРЗ. Він має насту-
пні конструктивні параметри: 1m 1,25мм, 2m 1,5мм, 1 16°16', 2 8°07', 

11z 35, 12z 87, 21z 21, 22z 84, wa 80мм. Відповідно до особливостей 

конструкції, технологічних та технічних обмежень, що на неї накладені, при-
йняті наступні основні вхідні дані для числового експерименту. 

Числові обмеження на змінні проектування: 

m  згідно умові (7); min_,kz =13, max_,kz =100; min_ =0°, max_ =30°. 

Вхідні данні, що відповідають конструкторським та технологічним вимогам: 

вхT =5Н∙м – обертовий момент на вхідному валу; вхn =1500об/хв – часто-

та обертання вхідного валу; іред=9,9428 – передавальне відношення редуктора за 
абсолютною величиною; HB =350, – твердість зубчастих коліс для всіх зачеп-

лень за Бринелем; ступінь точності для всіх зубчастих зачеплень – 8; ресурс – 
10000г.; крок зменшення міжосьової відстані – wa =3мм. 

Результати числового експерименту зведено у таблицю. 

Таблиця – Значення міжосьової відстані та параметрів проектування 

wa  11z  12z  21z  22z  1m  2m  1  2  1x  2x  1wb  2wb  

80 27 85 17 54 1,375 2,25 15,74 3,2 0,514 0,317 30 42 
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Таким чином, 
бачимо, що у ре-
зультаті проведених 
розрахунків отримали нові параметри редуктора та міжосьову відстань wa =71мм 

проти базового значення wa =80мм. 
 

Висновки:  
1. Розглянута актуальність поставленої задачі та доведена необхідність 

розробки підходу до проектування редукторів з раціональними параметрами 
на основі окремих аспектів математичної оптимізації. 

2. Записана цільова функція для запропонованого критерію та обмеження 
на змінні проектування. Структура цільової функції дає змогу зменшити суму 
міжосьових відстаней усіх зачеплень, а при наявності умови їх рівності між 
собою зберегти конструктивне розташування коліс та валів. 

3. Розроблено методику та алгоритм процесу проектування редукторів, 
що базується на використанні ЛПτ-пошуку та поступового наближення до 
найбільш раціонального варіанту, що дозволяє якісно та з мінімальними ви-
тратами часу проводити розв’язання задачі.  

4. Результати розрахунків на прикладі співвісного редуктора підтверджують 
коректність приведеного підходу: знайдене менше значення міжосьової відстані ві-
дносно прототипу при виконанні умов навантажувальної здатності зачеплень. 

 
Список літератури: 1. Реклейтис Г., Рейвиндран А., Рэгсдел К. Оптимизация в технике: Пер. с англ. – 
М.: Мир 1986. – Т.1. – 349с. 2. Бондаренко О.В. Критерії та шляхи оптимізації тривальних коробок передач 
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тимізації тривальних коробок передач / Бондаренко Олексій // Механіка та машинобудування. – Харків: 
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машин. – Л.: Машиностроение 1984. – 400с. 

Надійшла до редколегії 09.03.2013 
 

УДК 62-23+519.863 
Проектування зубчастих циліндричних двоступінчастих редукторів з раціональними констру-

ктивними параметрами / О.В. Бондаренко, О.В. Устиненко, В.І. Сєриков // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Про-
блеми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.25-30. – Бібліогр.: 7 назв. 

Рассмотрена задача проектирования зубчатых цилиндрических двухступенчатых редукторов. Приве-
дена постановка задачи и указаны переменные проектирования. Записаны критерий и ограничения на пара-
метры проектирования. Разработана методика и алгоритм решения задачи. Проведены тестовые расчеты. 

Ключевые слова: проектирование, редуктор, рациональные параметры, алгоритм. 
 

The problem of gearbox design is considered. Problem performance and variable gearings for de-
sign are described. An objective functions and limits on the variable planning are written. The algorithm 
of gearbox design is presented. Numerical experiments were performed. 

Keywords: design, gearbox, rational parameters, algorithm. 

 

77 31 88 15 53 1,25 2,25 15,01 6,53 0,514 0,294 28 50 
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71 24 89 17 46 1,25 2,25 5,89 3,4 0,514 0,28 40 50 
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Актуальность задачи. Значительная часть современных механических 
приводов, как общемашиностроительного, так и специального применения со-
держит ленты конвейерные и ремни приводные. В ТК-47 "Механические при-
воды" проведены работы по созданию ряда гармонизованных стандартов с 
ДСТУ ISO на методы испытания лент конвейерных и ремней приводов. Внед-
рение в отечественных отраслях промышленности (сельхозмашиностроение, 
автомобилестроение, перерабатывающий комплекс и др.) гармонизированных с 
международными методами испытаний позволяет в значительной мере упро-
стить взаимные поставки машиностроительной продукции потребителям. 

 

Содержание исследований. В таблице показана схема распределения 
различных методов испытаний лент в соответствии с разработками в ТК-47 
стандартами ДСТУ ISO. 

Все стандарты построены по аналогичной схеме, включающей: нацио-
нальное вступление, сферу применения, термины и определения понятий, 
принцип, аппаратуру, методику, испытательный отчет, приложения. 

Требования к аппаратуре и измерительным элементам заданы исходя их 
конкретной номенклатуры изделия. Так при испытании на электропровод-
ность по стандартам [1-3] требования к аппаратуре и методике принципиаль-
но отличны (рисунки 1-3). 

Стандарт [4] устанавливает метод испытания для определения электрос-
татического поля, которое возникает во время движения легкой конвейерной 
 

Таблица – Схема распределения нормативных документов по методам 
испытания лент и ремней на сайте ТК-47 "Механические приводы" 

Методы испытаний по ДСТУ ISO 
1 2 3 4 5 

Ленты 
конвейерные 

Ленты конвейер-
ные с тканным 

каркасом 

Ленты конвейер-
ные с теплостой-

ким слоем 

Ленты 
конвейерные 

легкие 

Ременные 
привода 

Отбор образцов 
ДСТУ ISO  282 

Прочность зацеп-
ления  
ДСТУ ISO 252-1 
 

Испытания рези-
нового слоя  
ДСТУ ISO 4195 

Определение 
электростатиче-
ского сопротив-
ления 
ДСТУ ISO 21178 

Основные разме-
ры и методы их 
контролирования 
ДСТУ ISO 1604 

Электропровод-
ность 
ДСТУ ISO  284 

Полная толщина 
элементов  
ДСТУ ISO 583-1 

 Определение 
электростатичес-
кого поля  
ДСТУ ISO 21178 

Испытание на 
усталость  
ДСТУ ISO 5287 

Определение  
сопротивления 
ДСТУ ISO 505 

Определение 
фактической  
длины  
ДСТУ ISO 16851 

 Определение 
максимальной 
прочности на 
растяжение 
ДСТУ ISO 21180 

Электропровод-
ность  
ДСТУ ISO 9563 

Поперечная  
гибкость 
ДСТУ ISO 703-1 

  Определение ме-
тода упругости 
ДСТУ ISO 21181 

Метод испытания 
на отклонение 
межосевого рас-
стояния  
ДСТУ ISO 9608 

Определение си-
лы соединений 
ДСТУ ISO 1120 

  Определение ко-
эффициента  
трения 
ДСТУ ISO 21182 

Испытания на  
усталость 
ДСТУ ISO 11744 
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Продолжение таблицы 
1 2 3 4 5 

Метод определе-
ния удлинения  
ДСТУ ISO 9856 

   Электропровод-
ность  
ДСТУ ISO 1813 

Испытательная 
область  
ДСТУ ISO 18573 

    

 

Размеры в мм 

 

 

Размеры в мм 

 

 

 
Рисунок 1 – Аппаратура для измерения 
электрического сопротивления лент [1] Рисунок 2 – Электроды [2] 

 

 

1 – защищенный электрод; 
2 – незащищенный электрод; 
3 – защищенный измерительный электрод; 
4 – электрод защитное кольцо; 
5 – изоляционный и направляющий вкладыш; 
6 – закрывающий колпачок; 
7 – соединитель положительного полюса с 
омметром или амперметром; 
8 – соединитель для заземления; 
9 – испытательный образец; 
10 – соединитель отрицательного полюса с 
омметром или амперметром; 
11 – защитный зазор; 
12 – изоляционные подставки 

Рисунок 3 – Цилиндрический дисковый электрод с защитным кольцом 
(d1=50мм d2=60мм) [3] 
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ленты согласно ISO 21183-1. Этот динамический метод испытания необходим 
потому, что антистатическую характеристику легких конвейерных лент во 
многих случаях невозможно описать измерением электрических сопротивле-
ний в соответствии с ISO 21178. Учитывая повышенное внимания к обеспе-
чению безопасности функционирования приводов стандарт представляет ин-
терес для отечественных пользователей продукции машиностроения. 

Конструкция испытательных конвейерных лент требует применения 
шкивов диаметром больше, чем 200мм, с наименьшим допустимым диамет-
ром согласно инструкциям производителя. 

Методика включает следующую последовательность:  
– измеряют температуру и относительную влажность в помещении для 

испытания;  
– очищают оба шкива и, при необходимости, удаляют любую пыль из 

защитных стальных пластин;  
– после бесконечного соединения и кондиционировання испытательного образца, 

его располагают на испытательном стенде с рабочей стороной в контакте со шкивами;  
– прикладывают нагрузку к испытательному образцу;  
– устанавливают регистрирующее устройство; 
– измерительное устройство размещают на осевой линии испытательно-

го образца на расстоянии 500мм от центра приводного шкива и на расстоянии 
от 10мм до 100мм до поверхности испытательного образца, который не кон-
тактирует со шкивами (рисунок 4);  

– испытательный образец приводят в движение таким образом, чтобы он 
двигался от приводного шкива непосредственно к устройству для измерения 
электростатического поля; 

– регистрируют напряженность электростатического поля, E, в вольтах 
 

 

1 – измерительное устройство с 
электродами; 
2 – ведомый шкив, подвижной, 
бочкообразный; 
3 – бесконечный испытательный 
образец (2500±50)мм×(100±1)мм; 
4 – заземленная стальная пласти-
на, 600мм×200мм; 
5 – заземленная стальная пласти-
на, 200мм×200мм; 
6 – приводной шкив, неподвиж-
ный, цилиндрический; 
а – диаметр 200мм или больше; 
b – измерительное расстояние от 
поверхности испытательного об-
разца, который не контактирует 
со шкивами; 
с – направление движения 

Рисунок 4 – Основная схема испытательного стенда для измерения напряжения элект-
рического поля, которое возникает во время движения легкой конвеерной ленты [4] 

Размеры в миллиметрах 
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на метр или, если используемое измерительное устройство дает непосредст-
венный отсчет разнице потенциалов поверхности, U, регистрируют ее значе-
ние в вольтах (время измерения должно быть 30мин);  

– повторяют такое испытание также с другой стороны конвейерной лен-
ты в контакте со шкивами. 

Увеличение показателей долговечности механического привода одна из 
главных задач стоящих перед разработчиками элементов современного при-
вода. Стандарт [5] устанавливает методы испытания на усталость узких кли-
новых ремней (профилей AV 10 та AV 13), предназначенных для привода 
вспомогательного оборудования двигателей внутреннего сгорания,  

После монтирования ремня на шкивах трёхшкивной испытательной машины, 
к паразитному шкиву прикладывают силу растяжения и, предоставляя возмож-
ность опорному кронштейну паразитного шкива передвигаться в его направляю-
щих, доводят частоту вращения привода до номинального значения. После этого к 
ведомому шкиву прикладывают соответствующую нагрузку. Прокручивают при-
вод при этих условиях на протяжении 5мин±15с, не учитывая время разгона и 
остановки. Останавливают испытываемую машину и дают ей постоять не меньше 
чем 10мин. Затем запускают машину и доводят частоту вращения привода до уста-
новленного значения, прикладывают испытательную нагрузку к ведомому шкиву и 
измеряют значение проскальзывания между приводным и ведомым шкивами.  

Привод должен двигаться непрерывно при этих условиях, пока или пас 
повредится, или значение дополнительного проскальзывания (g) превысит 4% 
от величин проскальзывания, измеренной сначала. 

 

Выводы. Методические подходы по рассмотренным методам испытаний 
широко апробированы в странах ВТО и ЕЭС и содержат необходимые реко-
мендации по разработке рабочих методик испытаний в испытательных под-
разделениях предприятий.  

Специалисты, занимающиеся проектированием, изготовлением и испы-
танием ременных приводов и ленточных конвееров могут обращаться за не-
обходимыми консультациями и дополнительной информацией на сайт и элек-
тронный адрес [6, 7]. 
 
Список литературы: 1. ДСТУ ISO 1813 Ремни поликлиновые, составные клиновые и клиновые, вклю-
чая широкие и шестигранные. Электропроводность антистатических ремней. 2. ДСТУ ISO 284 Ленты 
конвейерные. Электропроводность. Технические требования и метод испытания. 3. ДСТУ ISO 21178 Лен-
ты конвейерные легкие. Определение электрических сопротивлений. 4. ДСТУ ISO 21179 Определение 
електростатического поля, вызванного движением легкой конвейерной ленты. 5. ДСТУ ISO 5287 Ремен-
ные приводы. Ремни клиновые узкие для автомобильной промышленности. Испытание на усталость. 
6. http//www.i/com/ua/~niiredut. 7. niireductor@yandex.ru. 
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Анализ публикаций. Цилиндрические роликоподшипники, эксплуатируе-
мые с радиальными и осевыми нагрузками, большими десятой части допустимой 
радиальной грузоподъемности, и частотами вращения, меньшими трети гранич-
ных, называют нескоростными тяжелонагруженными. Наиболее массовые неско-
ростные тяжелонагруженные цилиндрические роликоподшипники, применяемые в 
буксах колесных пар вагонов, имеют недостаточную надежность. Из возможных 
отказов их деталей контактно-усталостные повреждения по данным наблюдений, 
проведенных Украинской академией железнодорожного транспорта в 1998-2001гг., 
составляют шестую часть от общего числа зарегистрированных дефектов [1]. 

Одним из основных направлений повышения ресурса подшипников при 
сохранении существующих габаритов является снижение контактных напря-
жений за счет увеличения количества тел качения [2]. Это требует изменения 
конструкции сепаратора и расчета надежности подшипника с учетом сопро-
тивления усталости сепаратора. Однако указанного расчета в практике проек-
тирования подшипников до сих пор не существует. Теоретических исследова-
ний кинематики и динамики деталей таких подшипников явно недостаточно [3, 
4], а экспериментальные исследования [5-8] не в полной мере поясняют особен-
ности функционирования сепараторов. Следовательно, возникает необходимость 
в разработке метода расчета вероятности безотказной работы тяжелонагружен-
ных роликоподшипников с учетом сопротивления усталости сепаратора. 
 

Цель исследования – разработать метод расчета вероятности безотказ-
ной работы тяжелонагруженных нескоростных роликоподшипников с учетом 
сопротивления усталости сепаратора. 

 

Основной материал. Для достижения поставленной цели необходимо 
прежде решить задачу о расчете сепаратора на выносливость при изгибе.  

С учетом установленной причины неравномерности движения роликов в 
зоне нагружения тяжелонагруженных нескоростных роликоподшипников и 
предложенного механизма передачи движения от роликов к сепаратору [4] 
анализируется качение ролика в средней части зоны нагружения подшипника 
и на выходе из нее при отсутствии проскальзывания роликов. 

Качение ролика в средней части зоны нагружения подшипника описыва-
ется системой уравнений: 
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Решение системы (1)-(5) имеет вид: 
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Качение ролика на выходе из зоны нагружения до начала проскальзыва-
ния по внутреннему кольцу описывается системой уравнений:  
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Решение системы (8)-(13) имеет вид: 
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С учетом гипотезы о равенстве сил взаимодействия сепаратора с роликами 
на входе и выходе из зоны радиального нагружения подшипника при равно-
мерном его вращении предлагается расчетная модель сепаратора (рисунок 1). 

На основе расчетной модели сепаратора производится оценка его выносливости 
с учетом конструктивных и эксплуатационных факторов, задаваемых коэффициен-
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том нагрузки. Коэф-
фициент нагрузки 
включает коэффици-
енты динамичности 
ударного взаимодей-
ствия роликов с сепа-
ратором KV, концен-
трации нагружения 
сепаратора KF, кон-
центрации напряже-
ний в сепараторе Kσ. 
Таким образом, про-
верочный расчет се-
паратора на сопротив-
ление усталости при 
изгибе по допускае-
мым напряжениям 
имеет вид:  

 

   .FVFF KKK
W

М



                                   (15) 

 

Допускаемые напряжения в сепараторе от циклического изгиба опреде-
ляются как 

  ,/0 FFF S                                               (16) 
 

где 
0F

 

− экспериментально определяемый предел выносливости сепаратора от 

средних изгибающих нагрузок; SF – рекомендуемый коэффициент безопасности. 
Величина M(θ)

 

определяется для двух участков кольца сепаратора: 
при 0≤Θ≤α  
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Коэффициент динамичности ударного взаимодействия роликов с сепарато-

ром определяется на основе приближенного расчета, коэффициент концентрации 
нагружения сепаратора при перекосе – с учетом гипотезы о прямо пропорциональ-
ной зависимости между напряжениями и контактными деформациями, концентра-
ция напряжений в сепараторе рассчитывается методом конечных элементов. 

 Вероятность безотказной работы подшипника представляется произве-
дением соответствующих вероятностей по контактно-усталостным повре-
ждениям и усталостного разрушения сепаратора 

 

.FL PPР                                                     (19) 
 

Квантиль нормального распределения upL вероятности безотказной работы 
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Рисунок 1 – Схема сил, дей-
ствующих на сепаратор (рас-

четная модель сепаратора) 

Рисунок 2 – Эпюра изменения 
изгибающего момента 

в сепараторе 
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подшипника и соответствующий запас Ln
 
по контактно-усталостным повре-

ждениям от средних нагрузок определяются известными выражениями [11]: 
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Квантиль нормального распределения 
pFu

 
вероятности безотказной ра-

боты подшипника и соответствующий запас 0Fn
 
по усталостному разруше-

нию сепаратора от действия средних нагрузок предлагается определять как: 
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Коэффициенты вариации от напряжений изгиба и факторов нагружения 
определяются выражением 
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Выводы:  
1. Предложена расчетная модель сепаратора с учетом разработанных 

моделей кинематики и динамики деталей тяжелонагруженных цилиндриче-
ских роликоподшипников.  

2. Предложена методика определения коэффициента нагрузки сепарато-
ра роликоподшипников, включающего коэффициент динамичности ударного 
взаимодействия роликов с сепаратором, коэффициент концентрации нагру-
жения сепаратора, коэффициент концентрации напряжений в сепараторе. 

3. Разработан метод расчета сепаратора роликоподшипников на вынос-
ливость при изгибе с учетом конструктивных и эксплуатационных факторов  

4. Разработан метод расчета вероятности безотказной работы тяжело-
нагруженных цилиндрических роликоподшипников с учетом сопротивления 
усталости сепаратора. 
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Расчет вероятности безотказной работы тяжелонагруженных нескоростных цилинд-
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Запропоновано метод розрахунку ймовірності безвідказної роботи важконавантажених не-
швидкісних роликопідшипників з урахуванням опору втомі сепаратора 

Ключові слова: підшипник, сепаратор, ймовірність безвідказної роботи. 
 

The method of calculation of probability of no-failure operation of hard loaded not high-speed 
roller bearings taking into account resistance of fatigue of a separator is offered. 

Keywords: bearing, separator, probability of no-failure operation. 
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СИСТЕМА МОДЕЛИРОВАНИЯ "AEROFLANK" & ПРЯМОЙ СИНТЕЗ 
ИЗНОСОСТОЙКИХ И МАЛОШУМНЫХ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ 

 
Износ профиля зубьев высокоскоростных зубчатых колес имеет место на головках и ножках зубьев. Около-
полюсная зона таких колес изнашивается незначительно. Показано, что использование системы прямого 
синтеза зубчатых передач "AEROFLANK" позволяет: 1. найти такую линию профиля, при которой зубья 
контактируют только через слой смазки на всем протяжении линии зацепления; 2. в несколько раз умень-
шить мощность, затрачиваемую на генерацию вибраций; 3. уменьшить контактные и изгибные напряжения.  

Ключевые слова: зубчатые колеса, синтез, износ.  
 

Введение. После полной выработки заданного ресурса зубчатых передач 
авиационного двигателя почти на всей активной поверхности зубьев авиацион-
ных колес видны следы механической обработки. Наличие следов механиче-
ской обработки свидетельствует о том, что толщина масляной пленки на этих 
участках превышает высоту микронеровностей. Разрушение контактной по-
верхности наблюдается только на ножках и головках зубьев, где имеет место 
вход зубьев в зацепление и выход из него (рисунок 1). На ножках ведомого ко-
леса износ проявляется как микропиттинг, а на головках как ограниченное за-
едание. Анализ показывает, что причиной износа является не только повышен-
ное скольжение эвольвентных профилей зубьев, что согласуется с теорией гео-
метрии зубчатых передач [1], но и высокий уровень контактных давлений, свя-
занный с малым радиусом кривизны кромки зубьев. 

© В.Л. Дорофеєв, В.В. Голованов, Д.В. Дорофеєв, 2013 
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а                                                          б 
Рисунок 1 – На фоне неизношенной центральной поверхности зубьев ведущего, a, и 

ведомого, б, колес на ножках зубьев происходит износ кумулятивного характера 
 

Для изучения описанного явления профиль изношенных зубьев измерялся на 
эвольвентометре фирмы 
Maag SP-100. Из результатов 
измерения линии профиля 
видно (рисунок 2), что линия 
износа не плавно увеличива-
ется от полюса зацепления к 
ножкам и головкам зубьев, 
как следует из геометриче-
ской теории, а имеет куму-

лятивный
*
 характер. Наличие зон износа похожих на следы пластической дефор-

мации косвенно подтверждает это. Однако согласно классической теории пла-
стических деформаций [2] при высоких скоростях деформации предел пластиче-
ских деформаций смещается в область более высоких контактных напряжений. 
Вследствие отмеченных противоречий между существующими теориями и ре-
зультатами экспериментов, виды износа и разрушения поверхности ножек и го-
ловок зубьев авиационных зубчатых колес можно классифицировать только 
весьма условно, как – связанные с пластическим течением материала. Соответ-
ственно в настоящее время нет приемлемой методики расчета контактных 
напряжений на зубьях при кромочном зацеплении; что делает невозможным 
применение для оценки прочности ножек и головок зубьев авиационных зубча-
тых колес основного принципа расчета деталей машин, который заключается в 
расчете действующих и допускаемых напряжений, одним и тем же методом рас-
чета, с проверкой превышения допускаемых напряжений над действующими 
напряжениями для обеспечения заданной прочности механизма.  

Таким образом, требуется иной подход для расчета авиационных зубчатых передач.  
 

Сущность нового подхода в применении такой геометрии зубьев, при ко-
торой кромки будут либо "отведены" от прямого контакта, либо если и будут 
иметь контакт, то контактные давления при этом не будут превышать уровень 
напряжений допускаемых для околополюсной зоны. 

Теоретической основой нового подхода к расчету зубчатых передач служит, 
во-первых, прямой синтез геометрии[1, 3-6], не имеющей на первом этапе расчета 
привязки к исходному контуру, во-вторых, функциональный расчет хода измене- 
___________________ 

*Кумулятивный от латинского слова cumulatio – увеличивать, стимулировать, накоплять. 

 

Рисунок 2 – Эвольвентограмма профиля зубчатого колеса 
z=49, =25, FtH=22909H после испытаний 
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ния жесткости зацепления, напряжений, нагрузок, толщины слоя смазки, темпера-
туры, на каждом зубе, а также линейных и крутильных колебаний тел колес[7-12]. 

Реализация нового подхода выполняется системой компьютерного моде-
лирования "AEROFLANK".  

 

Физические процессы, протекающие в зубчатой передаче. Если кинематику 
зубчатого зацепления рассматривать без учета нагрузок, то перед входом зубьев в за-
цепление между зубьев пары 2-2 должен быть зазор, как показано на рисунке 3. 

В нагруженной зубчатой передаче зубья деформируются, и пара зубьев 2-
2 может войти в зацепление вне теоретической линии зацепления, при условии, 
что величина зазора F будет меньше деформации пары зубьев 1-1. Это проис-
ходит как на входе зубьев в зацепление, так и на выходе из зацепления. 

Если на теоретической линии зацепления скольжение сопровождается каче-
нием, то вне линии зацепления в 
нагруженном состоянии контакт 
кромки зубьев с эвольвентным 
профилем сопряженного колеса 
протекает без качения, что суще-
ственно влияет на степень износа 
ножек и головок зубьев колес.  

Для оценки процессов, про-
текающих при кромочном взаи-
модействии зубьев, сравним скорости скольжения профилей в крайних точках 
линии зацепления со скоростью касания зубьев в паре 2-2 при входе зубьев в 
зацепление в направлении теоретической линии зацепления. Эта скорость бу-
дет определять также скорость деформирования зубьев после их контакта.  

Колеса, зубья которых показаны на рисунке 1, имеют m=4,02; z1=49, 
z2=51, x1=x2=0. Частота вращения 7500об/мин. Скорость скольжения в начале 
теоретической линии зацепления 13,5м/с. Передаваемая мощность 1773кВт. 
Прогиб зубьев в однопарном зацеплении 30мкм.  

Моделирование процесса сближения зубьев рассматривается, как изменение 
расстояния между зубьями в кромочной фазе в зависимости от угла поворота ве-
дущего колеса и в результате выражается графиком, показанном на рисунке 4. 

 

 

Рисунок 4 – График линии сближения зубьев  
 

Из графика может быть определено значение F(φ)=30·10
–6

мм, что соответ-
ствует прогибу зубьев в однопарном зацеплении, а ∆φ=4°. Учитывая частоту 
вращения колес 7500об/мин, определим время от первого касания зубьев до 
выхода их на теоретическую линию зацепления. По полученным данным ско-
рость сближения зубьев, а именно скорость удара зубьев, будет равна 3м/с.  

Скорость удара (деформирования) 3м/с меньше той скорости, при кото-

 

Рисунок 3 – Схема зацепления зубьев 
ненагруженной зубчатой передачи 
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рой материал зубьев может со-
хранять упругие свойства при 
высоких контактных напряжени-
ях. Зубья будут внедряться друг 
в друга, пластически деформиру-
ясь, как показано на рисунке 5. 
При этом, как следует из харак-
тера движения точек контакта, на 
входе зубьев материал кромки 
будет, уплотняясь сжиматься, 
что приводит к выкрашиванию 
на ножках ведомых зубьев.  

При выходе зубьев из зацеп-
ления (рисунок 6), характер дви-
жения точек контакта будет иной – 
пластически деформированный 
металл кромок растягивается, что 
приводит к схватыванию (заеда-
нию) поверхностей зубьев. 

Таким образом, высокоско-
ростные высоконагруженные немодифицированные эвольвентные зубья будут иметь 
различные формы износа на головках и ножках колес.  

Для определения кинематической погрешности одной пары зубьев на всем 
протяжении фактической линии зацепления, т.е. в общем виде, в "AEROFLANK" 
решается обратная задача теории зацепления известными методами, изложенны-
ми например, Ф.Л. Литвиным в работе [13].  

Совокупность функций кинематической погрешности всех пар зубьев 
определит многозначную функцию кинематической погрешности. В отличие 
от простой кинематической погрешности – многозначная состоит из финит-
ных перекрывающихся функций, каждая из которых определяет положение 
точки контакта пары относительно номинального положения.  

Входными данными для решения обратной задачи теории зацепления являются 
погрешности профиля всех зубьев. Вся совокупность таких функций названа И.П. 
Нежуриным прерывной кинематической погрешностью колес [14], которая опреде-
ляются следующим образом: 

),()()( ZFff pffz   
 

где )(fff  – функция погрешности профиля, заданная так, что 0)( dfff ; 

d  – угол развернутости эвольвенты по начальной окружности; FP(Z) – по-

грешность шагов (углового положения) z-го зуба, измеренная по начальной 
окружности и заданная так, что 0)( 1 Zp ZF . 

При радиальном биении колес и погрешности профилей зубьев (степень 
точности 6-4-4) график многозначной кинематической погрешности имеет 
вид, показанный на рисунке 7. 

В отличие от ГОСТ21354-86 в "AEROFLANK" рассчитываются контакт-
ные напряжения и другие показатели не в одной точке, а непрерывно во всех 
фазах зацепления. Это позволяет выполнить проектирование зубчатой переда 
чи так, чтобы не только в полюсе зацепления была обеспечена контактная проч- 
 

 

Рисунок 5 – Схема перемещения пластически деформиро-
ванных частиц поверхности зубьев при входе в зацепление 

 

Рисунок 6 – Схема перемещения пластически деформиро-
ванных частиц поверхности зубьев при выходе из зацепления 
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Рисунок 7 – График, определяющий положение каждой пары зубьев за один оборот веду-
щего колеса (График соответствует зубчатым колесам, степень точности которых 6-4-4) 

 

ность, но и в других фазах зацепления зубьев колес, в том числе и в фазах входа 
зубьев в зацепление и выхода их него. Поскольку результаты расчета получа-
ются в таком же виде, как и в натурном эксперименте, то эту методику также 
называют вычислительным экспериментом.  

На текущий момент "AEROFLANK" применяется для решения следующих за-
дач: расчет на выносливость зубчатых передач прямозубых, косозубых и шеврон-
ных; расчет хода изменения контактных и изгибных напряжений и распределение 
напряжений по ширине зубьев, что необходимо для оценки реального числа цик-
лов нагружения зубьев; расчет процесса изменения толщины слоя смазки и мгно-
венной температуры; расчет кинематической и кинетической погрешности

*
; расчет 

скоростей, ускорений, крутильных и линейных; колебаний тел колес и присоеди-
ненных деталей; расчет спектров вибраций. Особенно важно то, что с помощью 
"AEROFLANK" можно назначить степень точности зубчатых колес по критерию 
виброактивности.  

В качестве примера рассмотрим 
синтез зубчатой передачи с парамет-
рами: m=6,7; α=25°; z1=z2=30; 
h

*
a1=h

*
a2=1; c

*
=0,2; r

*
k1=r

*
k2=1; b1=62; 

b2=60; ∆
*
1=∆

*
2=0,02 (рисунок 8). 

Исходная степень точности пере-
дачи 4-7-4 по ГОСТ 1643-81. Частота 
вращения 1200об/мин; крутящий мо-
мент 3000Н∙м; мощность 377кВт. 

На рисунках 9,10 показан результат вычислительного эксперимента по 
определению контактных напряжений, мгновенной температуры и толщины 
слоя смазки зубчатой передачи с колесами, имеющими профиль зубьев с за-
данной погрешностью шага зацепления и гармонической погрешностью про-
филя, которые соответствуют степени точности передачи 4-7-4. 

Как следует из результатов расчета, при входе зубьев в зацепление контакт-
ные напряжения достигают предела текучести 3138МПа, а толщина слоя смазки 
уменьшается до нуля (см. рисунок 12), что и является причиной износа зубьев. 

Следует обращать внимание на то, что на входе зубьев вершина зубьев вблизи 
кромки дважды касается профиля. Первое касание происходит вне теоретической линии 
___________________ 
*Кинетическая погрешность отличается от кинематической тем, что измеряется под нагрузкой, 
т.е. учитывается изгиб зубьев. 

 

Рисунок 8 – Зацепление и форма зубьев 
передачи m=6,7; α=25°; z1=z2=30 
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Рисунок 9 – Кинематические процессы  
Рисунок 10 – Контактные и изгибные напряжения 

зацепления (рисунок 11,а), второе касание на теоретической линии зацепления. Та-
ким образом, число циклов контактного нагружения ножек зубьев удваивается. 

Основываясь на теоретических 
положениях, изложенных в работе 
[1-12] алгоритмы "AEROFLANK" 
дополнены модулями расчета мгно-
венной температуры и толщины слоя 
смазки, по методике [15].  

На рисунке 12 показан результат 
вычислительного эксперимента с 

 

 

Рисунок 12 – Ход изменения мгновенной температуры и толщины слоя смазки 
 

целью анализа хода изменения мгновен-
ной температуры на поверхности зубьев 
и толщины слоя смазки. Простейший 
способ устранить негативные явления 
кромочного контакта это изменить 
форму профиля на головке так, чтобы 
кромка зуба под нагрузкой не каса-
лась активного участка сопряженного 
профиля зуба. Такая процедура назы-
вается модификацией или, в некото-
рых странах, коррекцией профиля.  

На рисунке 14 показаны от-
клонения от эвольвенты двух со- 

Рисунок 13 – Колебательные процессы 

 

a b 
 

Рисунок 11 – Участок профиля ведущего зуба, который 
дважды за цикл зацепления входит в контакт: 
a – вне линни зацепления; b – на линни зацепления 
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пряженных профилей, отражающие линии модификации зубьев. 
 

Анализ модифицированной зубчатой передачи седьмой степени точ-
ности по нормам плавности ГОСТ 1643-81 с помощью программы 
"AEROFLANK". Ниже рассмотрены процессы в передаче с теми же геомет-
рическими характеристиками, как и в рассмотренной ранее, только профиль 
выполнен модифицированным. Глубина и форма линии профиля определя-
лась путем вычислительных экспериментов при вариации различных пара-
метров модификации. 

 

 
Рисунок 15 – Кинематические процессы в 

модифицированной передаче 

 
Рисунок 16 – Контактные и изгибные 

напряжения в модифицированной передаче 

 
Рисунок 17 – Ход изменения мгновенной 

температуры и толщины слоя смазки 

 
Рисунок 18 – Колебательные процессы в 

модифицированной передаче 
 

Из результатов сравнения немодифицированной передачи с модифициро-

ванной видно, что контактные напряжения уменьшились в 2,4 раза, температура 

уменьшилась в 1,4 раза, вибрация в 1,5 раза. 
С помощью программ "AEROFLANK" 

можно еще в большей степени повысить 
качество зубчатой передачи. Ниже будет 
показан результат синтеза передачи, рас-
считанной с помощью "AEROFLANK".  

 

Передача, выполненная методом 
прямого синтеза. Из результатов сравне-
ния модифицированной передачи с переда-
чей, полученной методом прямого синтеза 

 

Рисунок 19 – Зацепление и форма зубьев 
передачи m=6,7; α=22°; z1=z2=30. Геомет-
рия зубьев получена методом прямого 

синтеза 
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 Рисунок 20 – Кинематические процессы 
в синтезируемой передаче 

 Рисунок 21 – Контактные и изгибные 
напряжения в синтезируемой передаче 

 Рисунок 22 – Графики процессов изменения 
мгновенной температуры и толщины слоя 

смазки в синтезируемой передаче 

 Рисунок 23 – Колебательные процессы 
в синтезируемой передаче 

 
 

видно, что контактные напряже-
ния уменьшились в 1,4 раза, изги-
бные напряжения уменьшились в 
1,7 раза, вибрация в 4 раза.  

Система "AEROFLANK" 
предназначена для проектирова-
ния не только прямозубых пере-
дач внешнего зацепления. С ее 
помощью можно выполнять про-
ектирование зубчатых колес с 
несимметричным профилем, с 
внутренним зацеплением, косозу-
бых и шевронных [6, 16].  

Пример расчета нагрузок в 
шевронной передаче показан на 
рисунках 24, 25. 

В работах [16-18] приведены 
примеры практического примене-
ния системы "AEROFLANK". 

 

 

Рисунок 24 – Распределение удельных контактных 
нагрузок в шевронной зубчатой передаче: 

m=5,888; α=20°; ß=±28,5°; z1=z2=30; h*
a1= h*

a2=1,3; 
c=0.2; b1=74; b2=70; bk=9; степень точности передачи 4 

по ГОСТ 1643-81; частота вращения 1200об/мин; 
крутящий момент 3000Н∙м; мощность 471кВт 
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Н а г р у з к а  у д е л ь н а я ,  Н / м м  

 
Рисунок 25 – Распределение удельных контактных нагрузок 

в шевронной зубчатой передаче при перекосе осей 
 

Выводы. Поскольку основное требование, предъявляемое к авиацион-
ным зубчатым передачам, заключается в отсутствии износа и низком уровне 
вибраций, то задача проектирования сводится к такому синтезу формы про-
филя, при котором толщина слоя смазки в области контакта головок и ножек 
зубьев будет максимальна, контактные напряжения и виброактивность – ми-
нимальны. Математическая модель такого расчета разработана в работе [3-12] 
и реализована как программный комплекс "AEROFLANK".  

Программный комплекс "AEROFLANK" применялся при доводке 
авиационных двигателей ТВ3-117ВМА-СБМ1, АИ-222, АИ-436-148, Д27, при 
этом не только уменьшался износ поверхности зубьев, но и уменьшался уро-
вень вибрации зубчатых передач [17, 18].  
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УДК 621.833.01 
Система моделирования "AEROFLANK" & прямой синтез износостойких и малошумных 

зубчатых передач / В.Л. Дорофеев, В.В. Голованов, Д.В. Дорофеев // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: 
Проблеми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.39-48. – Бібліогр.: 18 назв. 

Знос профілю зубців високошвидкісних зубчастих коліс має місце на голівках і ніжках зубців. 
Околополюсна зона таких коліс зношується незначно. Показано, що використання системи прямого 
синтезу зубчастих передач "AEROFLANK" дозволяє: 1. знайти таку лінію профілю, при якій зубці 
контактують тільки через шар мастила на всьому протязі лінії зачеплення; 2. в кілька разів зменши-
ти потужність, затрачену на генерацію вібрацій; 3. зменшити контактні та згинні напруження. 

Ключові слова: зубчасті колеса, синтез, знос. 
 

Deterioration of a cross-section of teeth of high-speed tooth gears takes place on heads and legs of teeth. The 
circumpolar zone wears out slightly. Use of system of direct synthesis of toothed gearings "AEROFLANK" allows: 1. 
To find such line of a cross-section at which teeth contact only through a lubricant layer on all line of action; 2. Several 
times to reduce the capacity spent for generation of vibrations; 3. To reduce contact and bending stresses.  

Keywords: tooth gears, synthesis, wear. 
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Изложен метод предварительного назначения предельных уровней вибраций при автоматизированном 
вибромониторинге технического состояния зубчатых механизмов. Метод базируется на гипотезе линей-
ной зависимости параметров вибраций от величины зазоров в сопряжениях и позволяет, в отсутствие ста-
тистической базы по вибрационным характеристикам механизма в зависимости от наработки, назначить 
ориентировочные уровни вибраций зубчатого механизма для контроля его состояния в эксплуатации. 
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Ключевые слова: вибрация, предельно допустимый уровень, диагностика, зубчатый ме-
ханизм, эксплуатация, ресурс. 

 
Введение. В практике эксплуатации механических агрегатов (редукто-

ров, трансмиссий и т.п.) основным способом диагностирования пока еще 
остается поэлементный контроль деталей и узлов агрегата, разбираемого по-
сле некоторой нормативной наработки, что связано с большими трудозатра-
тами и риском нарушить взаимную приработку его звеньев и узлов. Методы 
вибродиагностики, базирующиеся на зависимости параметров вибраций от 
появляющихся при эксплуатации изменений в подвижных сопряжениях ме-
ханизма, и позволяющие без разборки оценить техническое состояние меха-
низма измеряя и анализируя вибрационные характеристики объекта, весьма 
перспективны при организации обслуживания механизмов. 

Такие методы диагностики позволяют значительно повысить коэффици-
ент технической готовности машин, снизить затраты на их обслуживание. 
Однако все это возможно только при наличии достоверных критериев вибро-
диагностики с предельно допустимыми уровнями параметров вибраций, по 
которым оценивается состояние механизма. Вместе с тем, сформулировать 
эти критерии в общем виде достаточно сложно даже для одного типоразмера 
механизмов, поскольку уровень неопределенности виброотклика на неис-
правность довольно высок. Уменьшить эту неопределенность можно путем 
применения индивидуальной виброакустической паспортизации механизмов, 
суть которой в следующем: для исправного механизма по определенной схеме 
фиксируются его виброакустические характеристики, с которыми впоследствии 
сопоставляются текущие характеристики, фиксируемые по такой же схеме. 
 

Анализ последних исследований и литературы. Как показано в [1], для 
многих машин результаты измерений вибрации статорных элементов являются 
достаточными для адекватной оценки условий надежности их эксплуатации, а 
также влияния на работу соседних агрегатов. При этом результаты измерений 
вибрации могут быть использованы при эксплуатационном контроле, приемоч-
ных испытаниях, диагностических и аналитических исследованиях. Данный 
стандарт является руководством по эксплуатационному контролю вибрации и 
измерениям вибрации при приемочных испытаниях оборудования. 

Например, согласно данному 
стандарту для производителей обо-
рудования критерии приемки, ос-
нованные на использовании сред-
него квадратического значения 
виброскорости, должны иметь 
определенную форму, см. рисунок 
1. 

Бортовые редукторы мотор-
колес (РМК) большегрузных само-
свалов БелАЗ являются одним из 
ответственных узлов, в большой 
степени определяющих надежность 
и ресурс этих уникальных машин.  

Достоверность определения 
 

Рисунок 1 – Общий вид кривых для критерия на основе 
среднего квадратического значения виброскорости в [1] 
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предельно допустимых значений вибраций зубчатых приводных механизмов 
машин при статистическом подходе зависит от объема выборки, т.е. количества 
диагностируемых машин. В качестве критериальных диагностируемых парамет-
ров могут служить комплексы (дискриминанты), выражаемые через амплитуд-
ные значения вибрационных спектров лимитирующих надежность РМК элемен-
тов (зубчатые передачи, подшипники). Нормирование уровня вибраций РМК 
можно осуществить на основе статистического анализа уровней вибраций неко-
торого определенного числа бортовых редукторов самосвалов до и после эксплу-
атации (при поступлении в ремонт).  

Такой метод оценки технического состояния машин посредством сбора 
информации о вибрации машин, как показано в [2-5], и исследование вызывае-
мых ею отказов узлов и их элементов получил достаточно широкое распро-
странение в мировой практике. 

Основным объективным параметром нормирования вибрации РМК ка-
рьерных самосвалов может служить величина виброускорения.  

Амплитуда виброускорения зависит от величины зазоров в таких лимити-
рующих надежность РМК элементов, как зубчатые передачи и подшипниковые 
узлы. Безударное движение валов в подшипниках качения  имеет место при 
определенных величинах рабочих радиальных зазоров, в зубчатых передачах в 
процессе эксплуатации происходит увеличение зазоров в подшипниковых уз-
лах, вызывающих изменение межосевого расстояния, что в совокупности с из-
носом поверхностей зубьев приводят к изменению погрешностей шагов зацепле-
ния и, как следствие, к увеличению ударных нагрузок в зубчатых зацеплениях. 

Для установления допустимых значений вибрации редукторов и опор 
редукторных систем можно использовать данные норм вибрации механизмов 
аналогов, приведенные в [3, 4]. Например, для диапазона низких частот до 
31,5Гц в [3] расчетные значения допустимых среднеквадратических величин 
виброускорений в дБ зубчатых механизмов трактора производится по формуле  
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где [a] – допустимый зазор, м; f – частота, Гц; 3∙10
-4

 – нулевой уровень для 
определения логарифмического уровня виброускорения, м/с

2
. 

Для значения зазора [а]=35∙10
-6
м в [3], см. рисунок 2, приведена зависимость 

допустимых величин виброускорений от частоты для трактора Т-150К. 
Следовательно, в [3] 

для приводных зубчатых 
механизмов допустимый 
уровень вибрации в первом 
приближении экстраполиру-
ется линейной зависимо-
стью (см. рисунок 2, линия 
АБ). 

 

Цель статьи. По-
скольку в настоящее время 
еще нет достаточной стати-
стической базы по вибра-
ционным характеристикам 

 
Рисунок 2 – Зависимость допустимых виброускорений, не ока-

зывающих вредного влияния на надежность и усталостную 
прочность узлов и деталей от частоты для трактора Т-150К [3] 
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редукторов мотор-колес в зависимости от наработки, целью данной работы явля-
ется разработка методических рекомендаций по назначению ориентировочных 
предельных значений вибрационных диагностических параметров на начальном 
этапе, с использованием для выработки критериев приведенной выше статисти-
ческой модели.  

 

Постановка задачи. В процессе эксплуатации мобильных транспортных 
средств происходит неизбежный износ трущихся поверхностей элементов 
зубчатых передач и подшипников. Увеличивающиеся при этом зазоры приво-
дят к возрастанию ударных нагрузок, неизбежному увеличению как общего 
уровня вибрации, в зависимости от вида повреждения элементов, лимитиру-
ющих надежность приводных зубчатых механизмов, так и спектральных со-
ставляющих вибраций в соответствующем частотном диапазоне. 

Таким образом, основная задача вибродиагностики РМК карьерных са-
мосвалов заключается в оценке их технического состояния и прогнозирова-
ния остаточного ресурса по данным периодического вибромониторинга. С 
этой целью при создании бортовой автоматизированной системы диагностики 
необходимо разработать критерии оценки технического состояния РМК в це-
лом и его элементов таким образом, чтобы в процессе эксплуатации на дис-
плее водителя отражалось текущее состояние РМК.  

 

Материалы исследований. Для зубчатых передач и подшипников стати-
стическими методами в [3, 4] установлено, что при достижении ими предель-
ного состояния (выработка ресурса), имеет место превышение ∆а вибрацион-
ного параметра, вызванного изменением зазора δ, в предельном состоянии аП 
(δП) по сравнению с начальным значением а0 (δ0) примерно в 10 раз, 
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или в уровнях виброускорений в дБ на 
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Другими словами, при работе с логарифмическими уровнями виброускоре-
ний в дБ, величина предельного значения виброускорений РМК определяется как 
алгебраическая сумма исходного уровня L0 и предельного прироста вибрации ∆L  

 

LLL  0П . 
 

За норму критического значения уровня вибраций, учитывая статистический 
разброс предельных значений вибраций, целесообразно выбрать статистическое 
значение этой величины 

 kLL ПК . 
 

где σ=∆L/6=20/6=3,33дБ – среднеквадратическое значение прироста вибрации в 
процессе эксплуатации редуктора при рассмотрении этой величины как случай-
ной; k=1,2 – коэффициент, определяющий поле допуска с вероятностью 96,5%. 

Тогда 
433,32,1 ППK  LLL , дБ. 

 

Для получения верхней границы зоны нормальной эксплуатации делим 
оставшийся диапазон 20–4=16дБ на две равные части  
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80  LLH , дБ. 
 

Такой подход позволяет 
назначить следующие диапа-
зоны вибрации приводных 
зубчатых механизмов, см. ри-
сунок 3: начальной вибрации 
(A), нормальной (B), увели-
ченной (C), критической (D). 

Прямая L0 определяет 
собой зависимость от значе-
ния частот максимально до-
пустимых значений вибра-
ции в начале эксплуатации. 
В процессе эксплуатации 
вследствие износа и накоп-
ления повреждений элемен-

тов зубчатых приводов уровень вибрации на каждой частоте растет. Ширина 
каждой из полос диапазонов вибрации B и C принимается равной 8дБ. Линия, 
выделяющая недопустимый уровень вибрации (LП), превышает уровень вибра-
ции диапазона С на 4дБ. Общий граничный прирост вибрации, заключенный ли-
ниями L0 и LП, составляет, как было указано ранее, 20дБ. 

 

Результаты исследований. Методический подход, связанный с разбие-
нием уровней вибрации на классы, позволяет контролировать техническое со-
стояние РМК карьерных самосвалов БелАЗ. Покажем изменение среднеквадра-
тического значения виброускорений РМК в зависимости от наработки (в км пу-
ти), см. рисунок 4. Замеры проводились на скорости движения самосвала 
20±5км/ч, соответствующей движению груженой машины на подъем в процес-
се работы самосвала в карьере Полтавского горно-обогатительного комбината.  

 

 
 

 
Рисунок 3 – Зоны вибрации приводных зубчатых механизмов 
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Рисунок 4 – Зависимость СКЗ виброускорений РМК от пробега 
В таблице при-

ведены результаты 
контроля СКЗ вибро-
ускорений в зависи-
мости от наработки.  

Значения СЗК в дБ определяются по формуле 
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Линия, определяющая уровень начальной вибрации РМК, равный 78дБ (см. 
рисунок 4), установлена экспериментально в начальный период эксплуатации ав-
томобиля (см. рисунок 3, уровень А). Нормальному уровню вибрации РМК от 
78дБ до 86дБ (см. рисунок 3, уровень В), на панели управления водителя само-
свала индицируется зеленый сигнал и соответствует наработка самосвала от 
203000км до 232000км. Увеличенный уровень вибрации определяется возраста-
нием вибрации от 86дБ до 94дБ при наработке самосвала от 232000км до 
238000км (см. рисунок 3, уровень С), на панели управления водителя самосвала 
индицируется желтый сигнал. Критический уровень вибрации 94…98дБ (на панели 
управления водителя самосвала индицируется красный сигнал) свидетельствует о 
наличии прогрессирующего дефекта и требует прекращения эксплуатации РМК. 

 

Выводы. Приведенный в статье методический подход позволяет осу-
ществлять нормирование уровня вибраций РМК самосвала БелАЗ на основе 
статистического анализа уровней вибраций при обкатке машины до эксплуа-
тации и при ее поступлении в ремонт.   

На начальном этапе в качестве примера нормирование вибрации редук-
тора мотор-колеса приведено по данным вибромониторинга одного РМК. 
Однако в дальнейшем, по мере накопления статистической информации при 
мониторинге состояния 12-15 редукторов по данным эксплуатации опытной 
партии устройств вибромониторинга РМК, приведенные нормы, изначально 
основанные на экспериментальных данных для тракторов, будут пересмотре-
ны и соответствующим образом скорректированы. 

Приведенный в статье методический подход позволяет при организации 
вибромониторинга технического состояния трансмиссионных узлов мобиль-
ных машин в эксплуатации, и в отсутствие базы статистических данных о 
взаимосвязи наработки зубчатого механизма с его вибрационными характе-
ристиками, осуществить предварительное нормирование предельных уровней 
вибраций элементов механизма. 

Показано, что на начальном этапе создания бортового вибромониторин-
га РМК, разграничение зон вибраций, с назначением ориентировочных пре-
дельных уровней вибраций в этих зонах, необходимо связывать с уровнем 
вибраций редуктора в начале его эксплуатации, поскольку предельные значе-
ния вибраций будут индивидуальны для каждого редуктора.  

 
Список литературы: 1. ГОСТ ИСО 10816-1. Контроль состояния машин по результатам измерений 
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Таблица – Зависимость СКЗ виброускорений от пробега 
Пробег, км 138172 164044 170197 194809 207115 233357 239510 
СКЗ, м/с2 2,57 2,11 1,75 2,22 2,54 7,37 17,71 
СКЗ, дБ 78,5 76,9 75,3 77,4 78,5 87,8 95,4 
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УДК 620.169.2 
Назначение предельно допустимых уровней вибраций при вибродиагностике зубчатых ме-

ханизмов / Н.Н. Ишин, А.М. Гоман, А.С. Скороходов, С.А. Гаврилов // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: 
Проблеми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.48-54. – Бібліогр.: 5 назв. 
Викладено метод попереднього призначення граничних рівнів вібрацій при автоматизованому вібро-
моніторингу технічного стану зубчастих механізмів. Метод базується на гіпотезі лінійної залежності 
параметрів вібрацій від величини зазорів в сполученнях і дозволяє, за відсутності статистичної бази по 
вібраційним характеристикам механізму в залежності від напрацювання, призначити орієнтовні рівні 
вібрацій зубчастого механізму для контролю його стану в експлуатації. 

Ключові слова: вібрація, гранично допустимий рівень, діагностика, зубчастий механізм, екс-
плуатація, ресурс. 

 

The method of preliminary appointment of marginal levels of vibrations is stated at automated vibromonitoring 
of gear mechanisms technical condition. The method is based on a hypothesis of linear dependence of parame-
ters of vibrations from size of backlashes in interfaces and allows, for lack of statistical base under vibrating 
characteristics of the mechanism depending on an operating time, to appoint rough levels of vibrations of the 
gear mechanism for the control of its condition in operation. 

Keywords: vibration, maximum permissible level, diagnostics, gear mechanism, operation, resource. 
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М.А. КАШУРА, аспирант каф. технологии машиностроения 
и инженерного консалтинга ВНУ им. В.Даля, Луганск 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПРОЦЕССОВ ПРИ 
ОБРАБОТКЕ ЗУБЬЕВ ЗУБЧАТОГО КОЛЕСА С ЗУБЬЯМИ 
ВИНТОВОГО ГИПЕРБОЛОИДНОГО ПРИТИРА 
 

На базе метода обработки зубьев цилиндрических зубчатых колес винтовым гиперболоидным притиром 
построена математическая модель расчета контактной температуры в зоне обработки. Определена ско-
рость относительного скольжения. Произведены расчеты и построен график температуры пятна контакта.  

Ключевые слова: притирка, винтовой гиперболоидный притир, температура, скорость 
скольжения, зубчатое колесо, поверхность, пятно контакта. 

 
Введение. Современный технологический процесс изготовления зубча-

тых колес должен обеспечивать изготовление деталей, соответствующих 
условиям эксплуатации и требованиям точности при минимальных затратах. 
Основными факторами, влияющими на выбор технологического процесса, 
являются: конструкция и размеры зубчатого колеса; вид заготовки и матери-
ал; требования к точности и термической обработке колеса; объем производ-
ства. Правильность назначения режимов резания для обработки деталей ока-
зывает большое влияние на качество обработанной поверхности.  

Одним из параметров, сопровождающих процесс обработки и влияющий 
на ее качество, является температура, возникающая между обрабатываемой 
поверхностью детали и инструментом. Высокая температура контакта может 
приводить к образованию прижогов, деформации обрабатываемой поверхно-

© М.А. Кашура, 2013 
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сти, образованию микротрещин и т.д. 
Контактная температура пред-

ставляет интерес для исследования, 
т.к. оказывает влияние на качество 
обрабатываемой поверхности [12]. 

 

Цель статьи. Построить мате-
матическую модель и произвести 
расчет температуры, возникающей 
при обработке поверхности зуба пря-
мозубого зубчатого колеса винтовым 
гиперболоидным притиром.  

 

Основная часть. Рассмотрим схе-
му притирки зубьев зубчатых колес вин-
товым гиперболоидным притиром как 
передачу на скрещивающихся осях, где 
притир вращается вокруг своей оси o2z2 
и совершает поступательное движение с 
подачей S, зубчатое колесо вращается 
вокруг оси o1y1 (рисунок 1). Уравнение 
относительной скорости скольжения мо-
жет быть записано в следующем виде: 
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(1) 

 

Для определения контактной температуры резания необходимо рассмот-
реть пример процесса взаимодействия поверхности зуба зубчатого колеса с 
поверхностью зуба инструмента (притир прижимают к обрабатываемому ко-
лесу с усилием Sд и вращают с определенной угловой скоростью ω, в резуль-
тате чего появляется относительная скорость скольжения Vлин) (рисунок 2).  

Под действием усилия Sд, за счет упругости материала колеса и инструмента 
образуется пятно контакта, имеющее 
форму прямоугольника. Размеры обра-
зующейся площадки контакта для рас-
сматриваемой поверхности притира и 
зубчатого колеса, можно определить по 
формулам теории упругости [9]. 

Пятно контакта (область F) пред-
ставим в виде набора стержней с теп-
лоизолированными боковыми стенка-
ми (рисунок 3). 

В каждой точке пятна контакта действуют силы, представленные на рисунке 4, 

где   тртр , fyxPF   – сила трения; трf  – коэффициент трения;     FyxyxP  ,,  – нор-

мальная нагрузка, действующая в центре каждой ячейки пятна контакта, которая опре-
деляется как произведение напряжения в каждой ячейке пятна контакта на их площадь. 

Для определения напряжения  yx,  в каждой точке площади контакта 

 

Рисунок 1 – Схема притирки зубьев цилин-
дрического зубчатого колеса винтовым 

гиперболоидным притиром 

 

Рисунок 2 – Схема касания поверхностей обра-
батываемого зуба колеса и зуба притира 
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использовалась формула Герца 
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где maxσ  – макси-

мальное значение 
напряжения в цен-
тре пятна контакта. 

В рассматрива-
емой схеме контакта 
зубчатого колеса с 
винтовым гипербо-
лоидным притиром 
значение максималь-
ного напряжения maxσ  

можно определить по формуле [9] 
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Температуру на поверхности стержня, находящегося в зоне контакта, 
можно определить на примере полубесконечного тела, нагреваемого тепло-
вым потоком постоянной мощности [11]. Распределение температуры по 
толщине тела в произвольный момент времени определяется по формуле 
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В нашем случае 0z  и функция 1ierfc  , следовательно, выражение (4) 
будет иметь вид: 
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,                                                   (5) 

 

где λ – теплопроводность; с – удельная теплоемкость; ρ – плотность [12]; 

линVX  – время контактирования, продолжительность воздействия источ-

ника тепла на точку полупространства; ΔX – длина ячейки пятна контакта, равная 
шагу поверхностной сетки вдоль оси ОХ (рисунок 4); qп – тепловой поток на по-
верхности ячеек пятна контакта, который можно определить из выражения 
 




F

Q
q
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где F – площадь ячейки пятна контакта; Qтр – количество теплоты, полученное 
в результате работы сил трения в момент времени τ, определим из выражения 
 

τα тртр  NQ ,                                                (7) 
 

где α – коэффициент распределения тепловых потоков (примем равным 0,5 

[14]); трN  – мощность трения, определяется из выражения 
 

  
Рисунок 3 – Схема пятна контакта Рисунок 4 – Схема направ-

ления сил в точке 
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сктртр VFN  .                                                   (8) 

При моделировании контактных температур процесса притирки зубчатого 
колеса, из стали Ст35, винтовым гиперболоидным притиром, изготовленным из чу-
гуна марки СЧ20, производили расчеты поочередно для каждой m-й полосы пятна 
контакта. Начальное распределение температуры по длине стержня считалось из-
вестным и равным нулю, а мощность, в течение времени τ, источника тепла посто-
янной. После расчета температуры на торце первого по ходу движения стержня от 
действия источника тепла q1 в течение времени τ, осуществлялся переход к рас-
смотрению следующего стержня. На втором стержне в течение такого же проме-
жутка времени τ действует источник тепла q2 (значение которого определялось как 
разность между температурой, вызванной действием источника q1 (за время 2τ – 
пройдены два стержня) и температурой от действия источника q1 такой же мощно-
сти в течение времени τ). Таким образом, рассчитывалось изменение температуры 
в стержне от q2 и прибавлялось изменение температуры, произошедшее после 
окончания действия источника q1 через время τ. Таким образом, вычисления про-
изводились М раз, после чего осуществлялся 
переход к рассмотрению следующей полос-
ки контакта, при рассмотрении, которой для 
первого по ходу движения стержня вновь 
принимались нулевые начальные условия. 
 

Результаты исследований. В резуль-
тате расчета по представленной модели по-
лучены значения температуры (рисунок 5) 
(относительная скорость скольжения 
Vлин=0,256м/с, сила прижатия Ру=100Н).  

Температура, возникающая на по-
верхности ячеек пятна контакта зуба 
зубчатого колеса, достигает 661°С.  
 

Выводы. На базе метода обработки 
зубьев цилиндрических зубчатых колес 
винтовыми гиперболоидными притирами предложена методика расчета темпера-
туры в зоне обработки, при помощи, которой можно подобрать оптимальные ре-
жимы притирки, позволяющие получить высокую точность обработки и избежать 
появления прижогов, деформации обрабатываемой поверхности и микротрещин. 

 
Список литературы: 1. Абразивная и алмазная обработка материалов: Справочник / [А.Н. Резников, 
Е.И. Алексенцев, М.И. Барат и др.]. – М.: Машиностроение, 1977. – 391с. 2. Витренко А.В. Отделочно-
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принципиально новой геометрии накатного инструмента: дис…канд.техн.наук. – Луганск: ВНУ им. 
В.Даля, 2010. 4. Лашнев С.И. Формообразование зубчатых деталей реечными и червячными инструмен-
тами / С.И. Лашнев. – М.: Машиностроение, 1971. – 215с. 5. Колчин Н.И. Методы расчета при изготовле-
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Рисунок 5 – Поле температур на 

поверхности пятна контакта 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 59 

ния и контакта движущихся тел. Монография / Г.И. Шевелева. – М.: Станкин, 1999. – 494с. 12. Basov G.G. 
To the calculation of temperature on the surface of spot of comb of wheel with the lateral surface of head of rail // 
Gorbunov N.I., Popov S.V. – IV International congress "Mechanical engineering technologies`04". Sofia. – Year 
XI, Volume 8/76, September 2004. – Section 6, p.133-135. 

Поступила в редколлегию 26.03.2013 
 

УДК 627.7 
Моделирование температурных процессов при обработке зубьев зубчатого колеса с зубья-
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На базі методу обробки зубів циліндричних зубчастих коліс гвинтовим гіперболоїдним притиром 
побудована математична модель розрахунку контактної температури в зоні обробки. Визначена швид-
кість відносного ковзання. Зроблені розрахунки і побудований графік температури зони контакту. 

Ключові слова: притирання, гвинтовий гіперболоїдний притир, температура, швидкість 
ковзання, зубчасте колесо, поверхня, пляма контакту. 

 

On the basis of the method of treatment of teeth spur gears spiral hyperboloid lap, a mathematical 
model for calculating the contact temperature in the treatment area. The rate of relative sliding. Calcu-
lated and plotted the temperature of the contact. 

Keywords: grinding, spiral hyperboloid lap, temperature, sliding speed, the gear, the surface footprint. 
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КРИВИЗНЫ БОКОВЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ АРОЧНЫХ ЗУБЬЕВ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ НОВИКОВА 
 

Рассмотрена методика определения кривизн в точках контакта боковых поверхностей арочных 
зубьев зубчатых передач Новикова для любой фазы зацепления. Разработан алгоритм компью-
терной реализации данной методики. 

Ключевые слова: арочный зуб, квадратичные формы, кривизны.  

 
Введение. Известно, что арочная форма зубьев благодаря ряду достоинств 

положительно себя зарекомендовала на практике в эвольвентных передачах. 
Применение этой формы в передачах Новикова, обладающих повышенной кон-
тактной прочностью, позволяет ожидать суммарного эффекта, однако это при-
менение зачастую сдерживается отсутствием надежных методик прочностного 
расчета, в частности, на сопротивление контактной усталости. При таком рас-
чете необходимо располагать сведениями о кривизнах взаимодействующих бо-
ковых поверхностей зубьев в точках контакта. Данная задача является актуаль-
ной, при этом отметим, что она усложняется тем, что приходится учитывать 
многопарность зацепления Новикова ДЛЗ, при которой "опасной" по контакт-
ному разрушению может оказаться любая фаза зацепления.  

 

Анализ литературы. Положительные качества цилиндрических зубчатых 
передач с арочными зубьями отмечаются, например, в источниках [1-4], однако 
теоретическим исследованиям прочностных характеристик данных передач уделе-
но мало внимания. Большинство работ касается способов нарезания арочных зубь-

© В.І. Короткін, Ю.Д. Харитонов, 2013 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 60 

ев и конструкций режущего инструмента. Можно отметить лишь работы [1], [4], в 
которых рассматриваются некоторые вопросы нагруженности эвольвентных ароч-
ных передач, а также работу [5], посвященную разработке обобщенной теории кру-
говинтовых поверхностей, включая передачи Новикова. Экспериментальные ис-
следования передач Новикова с арочными зубьями, давшие положительные ре-
зультаты, описаны в работе [2], где приведены также обширные данные внедрения 
цилиндрических передач с арочными зубьями в производство.  

 

Цель статьи. Разработка методики определения приведенных главных 
кривизн взаимодействующих поверхностей арочных зубьев цилиндрических 
зубчатых передач Новикова в любой фазе зацепления с представлением полу-
ченных зависимостей в форме алгоритма, реализуемого вычислительной 
компьютерной программой. Знание указанных кривизн позволит находить 
основные параметры контакта – размеры, форму и ориентацию площадки 
теоретически точечного контакта, сближений контактирующих поверхностей, 
а также нормальные и эффективные контактные напряжения. 

 

Постановка задачи. Для решения поставленной задачи при определении глав-
ных кривизн поверхностей использован метод вычисления квадратичных форм 
Гаусса [6], хорошо зарекомендовавший себя при исследовании круговых зубьев ква-
зиэвольвентных конических зубчатых передач [7], а для нахождения приведенных 
главных кривизн, предопределяющих искомые контактные напряжения на поверхно-
стях, необходимо было найти главные направления на этих поверхностях, что выпол-
нено с помощью аппарата дифференциальной геометрии и теории поверхностей. В ка-
честве продольной формы арочного зуба принята наиболее распространенная – круго-
вая. 

 

Материалы и результаты исследований. Исходными геометро-кинематичес-
кими предпосылками, лежащими в основе арочных передач Новикова, являются урав-
нения взаимодействующих поверхностей, полученные в параметрическом виде [8]: 
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         (1) 
 

Последняя строка 
– уравнение зацепления 

0),,( f .  

В уравнениях (1) 
обозначено (см. также 
рисунок 1): ρ – радиус ак-
тивной окружности про-
филя исходного контура; 
r0 – продольный радиус 
кругового (арочного) зуба 
производящей рейки; r – 
начальный радиус зубча-  

Рисунок 1 – Типичный исходный контур зубьев передач Новикова 
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того колеса, равный zmr t , где tm  – торцовый модуль, а z – число зубьев зубча-

того колеса; ,  – соответственно текущий угол активного профиля зуба исходно-

го контура и текущий угол наклона зуба производящей рейки (криволинейные ко-
ординаты боковой поверхности); φ – угол поворота зубчатого колеса (параметр об-
катки); параметры a, b – см. в таблице 1. 

 

Таблица 1 – Параметры, входящие в систему (1) для контактной точки 
Пара- 
метр 

1k  2k  

ai ,1  fi ,2  fi ,1  ai ,2  

  
a  f  f  a  

a  
al  kal  cos  )5.0( 0ml f   )5.0( 0ml f 

k cos  

b  1na xx   1nf xx   )( 1nf xx   )( 1na xx   

  
k  k  k  k  

r  
1r  2r  1r  2r  

0r  1
0 )1(  tr  

1
0 )1(  tr  

1
0 )1(  tr  

1
0 )1(  tr  

  
a  21 / zza  f  21 / zzf  

  1)1(  t
a  

1)1(  t
a  

1)1(  t
f  

1)1(  t
f  

Примечание: 
af  . 

 

Уравнения (1) и таблица 1 составлены для общего случая круговых зубьев и 
любой фазы зацепления. В таблице 1 представлены значения входящих в (1) пара-
метров для контактных точек, сопровождаемые следующими обозначениями: m0 – 
модуль инструмента (производящей рейки); l – расстояние от центра окружности ра-
диуса ρ до оси симметрии I-I тела (или впадины) зуба; x – расстояние от центра 

окружности радиуса   до делительной линии III-III; 1nx  – смещение производящей 

рейки при нарезании шестерни (рассматривается случай равносмещенного сдвига, 
т.е. 21 nn xx  ); fp  ,  – минимальный угол активного профиля исходного контура 

соответственно на головке и ножке зуба; k  – угол давления в контактных точках K . 

Индексы означают: a,f – отношение параметра соответственно к головке 
и ножке зуба; i=1 относится к шестерне, i=2 – к колесу; k=1 – контакт головки 
зуба шестерни с ножкой зуба колеса, k=2 – контакт ножки зуба шестерни с 
головкой зуба колеса; t=1 – вариант с вогнутой рабочей стороной зуба ше-
стерни (выпуклой стороной зуба колеса), t=2 – вариант с выпуклой рабочей 
стороной зуба шестерни (вогнутой стороной зуба колеса). 

Определение главных кривизн боковых поверхностей выполним, воспользо-
вавшись первой и второй квадратичными формами Гаусса [6] для контактных то-
чек исследуемых боковых поверхностей (1) круговых зубьев. Главные радиусы 
кривизны определятся как 

   KKHHR /)( 2
2,1  ,                                        (2) 

 

где H  – средняя кривизна, определяемая по формуле 
 

    )/()2(5.0 2FEGGLFMENH  ;                              (3) 
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K  – полная (гауссова) кривизна, определяемая по формуле 
 

)/()( 22 FEGdddK  ;                                     (4) 

E,G,F – коэффициенты первой квадратичной формы; L,M,N – коэффициенты 

второй квадратичной формы; ddd ,,  – вспомогательные коэффициенты. 

Все перечисленные коэффициенты определяются через частные произ-
водные по координатам боковых поверхностей (1):  

 

,)()()( 222
  zyxE   (5)      zzyyxxF ,  (6)    222 )()()(   zyxG ,  (7) 

2/ FEGdL  ,  (8)       2/ FEGdM  ,  (9)       ,2FEGdN    (10) 















zyx

zyx

zyx

d ,  (11)      















zyx

zyx

zyx

d ,  (12)      















zyx

zyx

zyx

d .   (13) 

 

В общем виде главные радиусы R1,2 кривизны обеих контактирующих 
поверхностей определятся [9] как корни квадратного уравнения: 

 

0)()2()( 2
2,1

2
2,1

2  FEGRGLFMENRMLN ,             (14) 
 

а направления главных кривизн – как корни квадратного уравнения: 
 

0)()/)(()/)(( 2  FNGMddENGLddEMFL .          (15) 
 

Контактная прочность зависит, как известно, от приведенных главных 
радиусов кривизны контактирующих поверхностей зубьев. Обозначая кри-
визны символом R/1 , воспользуемся следующим выражением [10]: 

 




















2
222122211211

2
1211

22211211

2,1
)(2cos))((2)(

5.0)( пр .       (16) 

 

Здесь обозначено: 2,1)( пр  – приведенная соответственно первая и вторая глав-

ные кривизны контактирующих поверхностей зубьев;   – угол между главными 

направлениями первой и второй поверхностей, определяемый с помощью (15). 
Нижние двойные индексы означают: первый – номер поверхности, второй – 

порядковый номер кривизны (соответственно максимальной и минимальной). 
Вычисление конкретных значений приведенных главных радиусов кри-

визны и направлений требует весьма громоздких преобразований зависимо-
стей (2)-(16). В связи с этим разработан специальный алгоритм для вычисли-
тельной программы "Krivizna", который последовательно излагается ниже. 

Исходными данными являются (см. выше):  

 ,00211 ,,,,,,,,,,,,, mrrrxllxxtk nfafafa . 

1. rbA  sin ;  cos1A ;  sin2A . 

2.  coscos)coscos(sin 00 brraC ;  cossin)coscos(cos 001 brraC ; 

     coscos)coscos(sin 002 brraC ;  sinsin)(sincos 03 braC ;  

     sincos)(sinsin 04 braC ;  coscos)(cossin 05 braC . 

3. )sin/(  rC ; )sin/()cossin( 2
11  rCC ; 
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      )sin/()cossin(2sinsin)( 4
1

3
22  rCCCC ; 

    )sin/()cossin( 2
433  rCC ;  sin/44 rC ;  sin/55 C . 

4.  cos)cos( 00 rarrB ;  cossin11 rB ;  coscos22 rB ; 

     sinsin33 rB ; )cos(sin 044 rarB  ; )cos(cos 055 rarB  . 
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(Индексы "1" и "2" относятся соответственно к шестерне и колесу – таблица 1). 

17.   )1/-)/(1/1/-(1/-)cos(2)/sin(2arctg5.0 1122  RRRR . 

18.  1
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       1
2

1
2

2
2

2
2 /)(sin/)(cos/sin/cosabs   RRRRK , 

где  2/ . 
Искомые приведенные главные радиусы кривизны контактирующих по-

верхностей: 

  KRпр /1)( ,         (17)                                  KRпр /1)( .         (18) 
 

Вывод. Таким образом, изложенный алгоритм является основой для раз-
работки вычислительной программы "Krivizna", с помощью которой и пред-
полагается определять радиусы (17) и (18), необходимые для нахождения 
прочностных характеристик арочных (круговых) зубьев цилиндрических зуб-
чатых передач Новикова в общем случае и для любой фазы зацепления. 
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УДК 621.833 
Кривизны боковых поверхностей взаимодействующих арочных зубьев цилиндрических 

зубчатых передач Новикова / B.И. Короткин, Ю.Д. Харитонов // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Про-
блеми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.58-63. – Бібліогр.: 10 назв. 

Розглянуто методику визначення кривизн в точках контакту бічних поверхонь арочних зубів зубчастих 
передач Новікова для будь-якої фази зачеплення. Розроблено алгоритм комп'ютерної реалізації даної методики. 

Ключові слова: арочний зуб, квадратичні форми, кривизни. 
 

The method of determination of the curvatures at the contact points of the teeth flanks arched Novikov gears for 
any phase of the engagement considered. The algorithm of the computer implementation of this technique developed. 

Keywords: arch tooth, quadratic forms, curvature. 
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Исследовано влияние композиционных покрытий, сформированных на рабочем профиле зубьев методом 
плакирования гибким инструментом, на уровень шума конических зубчатых передач. Показано, что при 
рациональном выборе состава материала покрытия, вида и концентрации легирующих добавок, а также 
технологических параметров процесса плакирования сформированный слой способствует снижению 
уровня шума в передаче в среднем на 3-7дБ, а также повышает устойчивость к задиру и заеданию зубьев. 

Ключевые слова: плакирование, гибкий инструмент, покрытие, коническая зубчатая пара, 
материал-донор. 
 

Актуальность задачи. Вибрации и шум, возникающие в процессе экс-
плуатации различных механических систем, отрицательно влияют на их экс-
плуатационные характеристики, повышают интенсивность изнашивания по-
движных сопряжений, ухудшают качество выпускаемой продукции и оказы-
вают неблагоприятное воздействие на организм человека. При этом зачастую 
параметры виброактивности изделия во многом определяют его конкуренто-
способность. Учитывая, что одним из узлов, широко используемых в мобиль-
ной технике, металлорежущих станках и технологическом оборудовании, 
оказывающих значительное влияние на их шумовые характеристики, являют-
ся зубчатые приводные механизмы, проблема снижения шума и вибраций, 
генерируемых зубчатыми передачами, является весьма актуальной. 

Решение данной проблемы возможно по многим направлениям. Одно 
из них – формирование покрытий на рабочем профиле зубьев сопрягаемых 
зубчатых колес [1-3]. Для получения подобных покрытий в основном исполь-
зуются методы высокоскоростного напыления композиционных порошковых 
материалов и электролитического формирования покрытий (меднение, нике-
лирование, фосфатирование и т.п.). При их реализации необходимо использо-
вание энергоемкого оборудования, обслуживаемого высококвалифицирован-
ными специалистами, что не всегда возможно. Кроме того, несмотря на по-
ложительный эффект по снижению шума и демпфированию колебаний, воз-
никающих в процессе работы зубчатых механизмов, гальванические покры-
тия быстро истираются или начинают отслаиваться, а сам процесс нанесения 
гальванических покрытий экологически небезопасен. Перспективным мето-
дом для формирования покрытий на рабочем профиле зубьев является метод 
плакирования гибким инструментом (ПГИ) [4, 5]. В процессе нанесения по-
крытия гибкий инструмент (металлическая щетка), вращаясь, контактирует как 
с обрабатываемой поверхностью, так и с бруском из материала покрытия (до-
нором). В результате ударно-фрикционного воздействия ворсинок щетки 
сформированное покрытие обладает высокой прочностью сцепления с основой. 
По сравнению с другими методами нанесения покрытий метод ПГИ обладает 
низкой энерго- и трудоемкостью, прост в использовании, экологически безопа-
сен, а для его реализации не требуется больших производственных площадей. 

Полагают, что эффект применения покрытий состоит в разделении контак-
тирующих поверхностей материалом, обладающим высокими антифрикционны-
ми и демпфирующими свойствами, что способствует повышению контактной 
прочности рабочей поверхности зубьев, снижению коэффициента трения, темпе-
ратуры в зоне контакта и вероятности возникновения заеданий [1, 2]. Кроме того, 
в процессе работы зацепления покрытия могут снизить шум, обусловленный пе-
ресопряжением зубьев. Например, медная пленка толщиной до 2мкм способству-
ет снижению уровня шума эвольвентных зубчатых передач в среднем на 15% [3]. 
Однако, несмотря на полученный положительный опыт применения покрытий на 
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зубьях шестерен, до настоящего времени известно сравнительно немного данных 
об опыте их практического использования. Остаются открытыми вопросы, каса-
ющиеся выбора рационального состава материала покрытия, толщины и количе-
ства наносимых слоев, технологий их формирования и др., что обусловливает 
необходимость проведения дополнительных исследований. 

 

Цель работы заключалась в сравнительной оценке уровня шума, возни-
кающего при работе конических зубчатых передач с круговым зубом без по-
крытия и с композиционным поверхностно модифицированным слоем, сформи-
рованным на рабочем профиле зубьев, а также в изучении влияния состава ма-
териала покрытий на уровень шума конических зубчатых передач.  

 

Материалы исследований. В качестве объекта испытаний была взята 
коническая пара привода шпинделя токарного полуавтомата мод.1А734Ф3, 
выпускаемого ОАО "Минский завод автоматических линий им. П.М. Маше-
рова" (см. рисунок 1). Материал конической пары – сталь 25ХГТ, термообра-
ботка – нитроцементация на глубину 0,8-1,2мм, твердость 57HRCэ, ТВЧ зуб-
чатого венца. Параметры испытываемых зубчатых пар приведены в таблице. 
 

       
а                                                 б                                                  в   

Рисунок 1 – Экспериментальные образцы конических зубчатых колес: 
а – без покрытия; б,в – с композиционным слоем 

 

Таблица – Параметры испытываемых зубчатых пар 
Параметр Зубчатая пара № 1 Зубчатая пара № 2 
Средний нормальный модуль m 6 4 
Число зубьев Z1=25; Z2=35 Z1=25; Z2=35 
Тип зуба круговой круговой 
Частота вращения n, мин–1 990 1200 
Крутящий момент М, Н∙м 1400 1100 
Материал Сталь 25ХГТ Сталь 25ХГТ 

 

В качестве материалов-доноров для формирования однослойных покры-
тий методом ПГИ использовали спеченную бронзу БрО5С20Гр0,5ДМ0,5, ле-
гированную графитом и дисульфидом молибдена, и литую оловянную бронзу 
БрО10С10. Для двухслойного покрытия использовали литую медь М1, с по-
следующим нанесением слоя из баббита Б83. Каждый вид покрытия апроби-
ровался на отдельных парах шестерен. Покрытие из бронзы БрО10С10 нано-
сили как на оба колеса зубчатой пары, так и только на одно из колес. Толщи-
на сформированных слоев покрытий не превышала 5-10мкм. 

На рисунке 2 показана испытываемая коническая пара и процесс нанесе-
ния покрытия на зубья одного из колес. 

Замеры уровня шума зубчатых передач без покрытия и с покрытием 
производились методом сравнительных испытаний на шумообкатном станке 
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модели 5Б725 Саратовского завода зубострогальных станков.  
Сущность сравнительной оценки уровня шума заключается в том, что ис-

пытываемую исходную зубчатую пару устанавливают на шумообкатной ста- 
 

      
а                                                                          б 

Рисунок 2 – Размещение испытываемой конической пары на шумообкатном станке – а; 
процесс нанесения покрытия на зубья шестерни – б 

 

нок, размещают микрофон в вертикальной плоскости в 0,25м от зоны зацепле-
ния и на режимах испытаний производят измерение шума (3-4 замера на каж-
дом режиме испытаний). После этого зубчатую пару снимают со станка и на 
рабочем профиле зубьев формируют композиционный слой методом механиче-
ского плакирования гибким инструментом. Модифицированную зубчатую пару 
снова устанавливают на шумообкатной станок и повторяют цикл измерений.  

Испытания проводили без смазки, при скорости вращения шпинделя 
990мин

–1
 и 1200мин

–1
 и незначительной нагрузке, обеспечивающей безотрыв-

ную работу зубьев при пересопряжении. 
Эффективность поверхностного модифицирования определяют по раз-

ности между уровнями шума исходной и модифицированной пар. 
Измерение шума (общий уровень с частотной коррекцией по характери-

стике А и треть-октавный спектр), а также его анализ проводились с помо-
щью шумомера фирмы "Брюль и Кьер" мод. 2238 "Медиатор" и программно-
го обеспечения "Noise Explorer 7815". При спектральном анализе фиксирова-
лись максимальный Lmax, минимальный Lmin и эквивалентный Leqv уровень 
шума в полосе измерения. Уровень шумового фона в цеху при измерениях не 
превышал 75дБА, что на 12-15дБА ниже минимального уровня шума, излуча-
емого испытываемыми зубчатыми парами.  
 

Результаты исследований. Анализ полученных спектров уровня шума 
зубчатых передач с различными видами покрытий на рабочих поверхностях 
зубьев показывает, что нанесенные покрытия в ряде случаев значительно меняют 
общий характер распределения звуковой энергии по частотам, снижая уровень 
шума на одних частотах и оставляя его неизменным или даже повышая на дру-
гих, при этом общий уровень шума Leqv может снижаться в пределах 3-6дБ. 

Эффективность применения модифицирования рабочего профиля зубьев 
оценивали по разности 

ΔL=Lисх–Lмод, 
 

где Lисх, Lмод – уровень шума соответственно исходной и модифицированной 
зубчатых пар. 

При ΔL≥0 наблюдается положительный эффект от модифицирования ра-
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бочего профиля зубьев зубчатых колес композиционным слоем; при ΔL≤0 – 
модифицирование зубчатой пары не способствует снижению уровня шума.  

На рисунках 3-6 приведены значения показателя эффективности ΔL для 
всех испытываемых покрытий в исследуемом спектре частот при частоте 
вращения 1200мин

–1
.  

Из рисунков 3-6 видно, что максимальное улучшение шумовых характери-
стик при работе конической зубчатой пары обеспечивается при использовании по-
крытия из спеченной бронзы БрО5С20Гр0,5ДМ0,5, легированной компонентами 
твердой смазки. За исключением нескольких частот, во всем спектре наблюдается 
снижение уровня шума испытываемой конической пары по сравнению с парой без 
покрытия. Наиболее заметное снижение уровня шума при работе конической пары 
с покрытием из БрО5С20Гр0,5ДМ0,5 наблюдается в диапазоне частот 25-80Гц – 
3,5-7,0дБ, а также при частотах свыше 2000 Гц – 3-4,5дБ (см. рисунок 3). 

Следует отметить, что при использовании покрытия из литой оловянной 
бронзы БрО10С10 больший эффект заметен, когда покрытие нанесено на зуб- 
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Рисунок 3 – Зависимость показателя эффективности ΔL от частоты для зубчатых 
колес с однослойным покрытием из спеченной бронзы, легированной графитом 

и дисульфидом молибдена БрО5С20Гр0,5ДМ0,5 
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Рисунок 4 – Зависимость показателя эффективности ΔL от частоты для зубчатых 

колес с однослойным покрытием из литой оловянной бронзы БрО10С10 
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Рисунок 5 – Зависимость показателя эффективности ΔL от частоты для зубчатых 

колес с однослойным покрытием из литой оловянной бронзы БрО10С10, 
сформированным на одном из колес зубчатой пары 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 70 

М1 - Б83

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

2
0

2
5

3
1
,5 4
0

5
0

6
3

8
0

1
0
0

1
2
5

1
6
0

2
0
0

2
5
0

3
1
5

4
0
0

5
0
0

6
3
0

8
0
0

1
0
0
0

1
2
5
0

1
6
0
0

2
0
0
0

2
5
0
0

3
1
5
0

4
0
0
0

5
0
0
0

6
3
0
0

8
0
0
0

1
0
0
0
0

1
2
5
0
0

f , Гц

ΔL , дБ

М1 - Б83

 
Рисунок 6 – Зависимость показателя эффективности ΔL от частоты для 

испытываемых зубчатых колес с двухслойным покрытием 
из последовательных слоев литой меди М1 и баббита Б83 

 

чатый венец только одного из колес зубчатой пары (см. рисунки 4,5). В этом 
случае снижение уровня шума составляет 2-5дБ, а на частоте 125Гц – до 
10дБ. Возможно, отличия в эффективности снижения шума при использова-
нии зубчатой пары с покрытием на обоих колесах и на одном из колес связа-
ны с изменением условий приработки и контактирования зубьев при работе 
конической зубчатой пары. 

Также в процессе экспериментальных исследований было установлено, 
что покрытия, сформированные методом ПГИ из материалов-доноров на ос-
нове бронзы БрО10С10, повышают устойчивость конической зубчатой пары к 
задиру и заеданиям при работе передачи.  

 

Выводы. В результате испытаний конических зубчатых колес с компози-
ционным модифицированным слоем, сформированным методом плакирова-
ния гибким инструментом на зубчатом венце, установлено, что эффектив-
ность применения технологии плакирования гибким инструментом для сни-
жения шума конических зубчатых передач во многом определяется рацио-
нальным выбором материала-донора, используемого для формирования по-
крытия. Результаты экспериментов показали, что нанесенные на зубчатые 
профили покрытия из различных материалов в ряде случаев значительно ме-
няют общий характер распределения звуковой энергии по частотам, снижая 
уровень шума на одних частотах и оставляя его неизменным (или даже по-
вышая) на других. Наиболее заметный эффект улучшения виброакустических 
характеристик колес с плакированным венцом зубьев по сравнению с колеса-
ми без покрытия практически во всем спектре частот обеспечивает покрытие 
Бр05С20Гр0,5ДМ0,5 из спеченной бронзы, легированной компонентами 
твердой смазки, а также покрытие из литой бронзы БрО10С10, сформирован-
ное на одном из колес зубчатой пары (на отдельных частотах). Снижение 
уровня шума передачи по общему уровню составляет в среднем 3,5-7,0дБ, а 
на отдельных спектральных составляющих оно достигает 10дБ. 

Полученные результаты имеют важное значение для дальнейших иссле-
дований, направленных на разработку технологии плакирования венцов зубь-
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ев зубчатых передач и связанных с подбором оптимальных составов компо-
зиционных материалов-доноров, вида и концентрации легирующих компо-
нентов, а также с последующей апробацией технологии в стендовых и экс-
плуатационных условиях.  
 
Список литературы: 1. Любарский И.М. Повышение износоустойчивости тяжелонагруженных ше-
стерен. – М.: Машиностроение, 1965. – 132с. 2. Бречер Ц. и др. Нагрузочная способность автомобиль-
ных зубчатых передач с покрытием, нанесенным путем осаждения из паровой фазы // Доклады Союза 
германских инженеров. – 2005. – №1904. – С.107-125. 3. Берсудский А.Л. Повышение работоспособно-
сти эвольвентных поверхностей зубчатых колес // Вестник машиностроения. – 2005. – №1. – С.10-13. 
4. Белевский Л.С. и др. Фрикционное плакирование металлом по металлу. Ч.1. Термопластическая де-
формация и процессы взаимодействия плакируемой поверхности и плакирующего слоя // Металлург. – 
2006. – №10. – С.33-38. 5. Леванцевич М.А., Максимченко Н.Н., Зольников В.Г. Повышение эксплуата-
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УДК 621.833; 621.793 
Работоспособность конических зубчатых передач с плакированным венцом зубьев / 

М.А. Леванцевич, Н.Н. Максимченко // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Проблеми механічного при-
воду. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.63-69. – Бібліогр.: 5 назв. 
Досліджено вплив композиційних покриттів, сформованих на робочому профілі зубів методом 
плакування гнучким інструментом, на рівень шуму конічних зубчастих передач. Показано, що 
при раціональному виборі складу матеріалу покриття, виду і концентрації легуючих домішок, а 
також технологічних параметрів процесу плакування сформований шар сприяє зниженню рівня 
шуму в передачі в середньому на 3-7дБ, а також підвищує стійкість до задираку і заїдання зубів. 

Ключові слова: плакування, гнучкий інструмент, покриття, конічна зубчаста пара, матеріал-донор. 
 

The effect of composite coatings, formed on the profile of teeth method cladding by flexible instrument, 
on the noise level bevel gears is investigated. It is shown that in the rational selection of the composition 
of the coating material, type and concentration of the alloying additives, as well as the technological pa-
rameters of the process cladding formed layer helps to reduce the level of noise in the transmission of 
the average of 3-7dB, and also increases the resistance to the bully and jamming teeth. 

Keywords: cladding, flexible tool, coating, bevel gear pair, the material of the donor. 

 
 

УДК 621.833.6 
 

В.А. МАТУСЕВИЧ, главный конструктор-директор ГП "ХАКБ", Харьков; 
Ю.В. ШАРАБАН, заместитель главного конструктора ГП "ХАКБ"; 
А.В. ШЕХОВ, старший научный сотрудник НАКУ "ХАИ", Харьков; 
В.Т. АБРАМОВ, к.т.н., доцент НАКУ "ХАИ" 
 

ОПТИМАЛЬНОЕ ЧИСЛО СТУПЕНЕЙ МНОГОСТУПЕНЧАТОГО 
ПЛАНЕТАРНОГО МЕХАНИЗМА ТИПА AIn  
 

Рассмотрена методика определения оптимального числа ступеней многоступенчатого планетарного ме-
ханизма в зависимости от его общего передаточного отношения с учетом условий контактной прочности. 

Ключевые слова: планетарный механизм, контактная прочность. 

 
Постановка проблемы. Среди механизмов приводов систем управления 

летательных аппаратов наибольшее распространение получили многоступен-
чатые планетарные механизмы типа AIn . Применение в качестве их базо-
вой ступени планетарного механизма схемы AI  позволяет при одинаковых 

© В.А. Матусевич, Ю.В. Шарабан, О.В. Шехов, В.Т. Абрамов, 2013 
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передаточных отношениях по сравнению с другими схемами иметь меньшие 
габариты в осевом направлении. Кроме того, из этих механизмов проще со-
ставлять многоступенчатые передачи с большими передаточными отношени-
ями. Снижение массы таких передач приводит к уменьшению габаритов, ме-
таллоемкости и себестоимости изготовления, а также повышению экономич-
ности эксплуатации изделия, в состав которого входит передача. Таким обра-
зом, минимизация массы многоступенчатого планетарного механизма типа 

AIn  представляет собой актуальную задачу.  
 

Анализ литературы. Исследованию задач по минимизации массы пла-
нетарных механизмов посвящено достаточно много работ, в частности [1-4]. 
В работе [2] приведены примеры распределения общего передаточного отно-
шения по ступеням составных планетарных механизмов, обеспечивающие 
минимум их массы из условий равнопрочности зубчатых зацеплений, но не 
дана рекомендация по выбору числа ступеней такого механизма. В работе [5] 
рассматривается выбор числа ступеней в зависимости от передаточного от-
ношения механизма, но только для рядных механизмов. 

 

Цель статьи. Исследовать поведение целевой функции оптимизации по 
критерию массы конструкции многоступенчатого планетарного механизма 
типа AIn  и разработать рекомендации по выбору оптимального числа его 
ступеней с учетом обеспечения контактной прочности зубчатых зацеплений. 

 

Раздел. Кинематическая схема анализируемого многоступенчатого пла-
нетарного механизма типа AIn  приведена на рисунке. Сквозная нумерация 
всех зубчатых колес механизма показана на рисунке,а. Локальная нумерация 
зубчатых колес (в пределах одной ступени) приведена на рисунке,б. 

В работе [3] выведена функциональная зависимость для суммарной мас-
сы MΣ механизма  
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Рисунок – Схема многоступенчатого планетарного механизма типа AIn : 
а – сквозная нумерация всех зубчатых колес; б – локальная нумерация 
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   – безразмерные коэффи-

циенты; i – номер ступени механизма; 23  i , 23 ib , 23 id  – плотность матери-
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ала, ширина венца и диаметр делительной окружности центрального зубчато-

го колеса 23 iz ; iS  – число сателлитов ступени; Min  – коэффициент приведе-

ния масс корпуса, водила и неподвижного зубчатого колеса к массе условного 

диска, принятый для ступени [6]; iu  – передаточное отношение ступени. 

Исследование функциональной зависимости (1) в работе [3] выполнено 

при условии 1iB  для так называемых кинематических механизмов. Для си-

ловых механизмов коэффициенты 1iB . 

На практике, исходя из технологических и экономических соображений, при-
меняют одинаковые неподвижные зубчатые колеса для всех ступеней механизма  

 

ni zzzz 3363 ......  ,                                       (2) 
 

и как следствие одинаковое передаточное отношение для всех ступеней ui. 
По данным, приведенным в работе [4], рациональной областью переда-

точного отношения одной ступени ui будет область от 3 до 9. Авторы работы 

[1] полагают, что 8...4,2iu , объясняя это тем, что при 4,2iu  возникают 

трудности с изготовлением сателлитов, а также возможностью получения 

слишком больших радиальных габаритов при 8iu . В работе [6] автор реко-

мендует применять диапазон 9...3,2iu . В данной работе был принят рацио-

нальный диапазон для передаточного отношения ui от 2,4 до 8. 

Исходя из принятого диапазона для передаточного отношения iu , были 

определены значения передаточных отношений для многоступенчатого пла-
нетарного механизма типа AIn  в зависимости от числа его ступеней. Эти 
данные приведены в таблице 1.  

Определим коэффициенты iB , входящие в зависимость (1) из условия 

контактной прочности рабочих поверхностей зубьев. Согласно [4] для внеш-
них зацеплений центральных подвижных колес 23 iz  и сателлитов 13 iz  име-

ем следующее условие: 
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где 1T  и 23 iT  – крутящие моменты на соответствующих зубчатых колесах; 

131 zzp  , 233  iii zzp  – параметр i-й планетарной ступени; 1 0 ][k , 230][ ik  

– допускаемый силовой фактор в зацеплении с соответствующим централь-
ным колесом. 

Таблица 1 – Значения передаточных отношений 
Диапазон передаточного 
отношения ui 

2,4…8 5,76…8 8…13,824 13,824…33,178 

Число ступеней механизма n 1 1,2 2 2,3 
Диапазон передаточного 
отношения ui 

33,178…64 64…79,626 79,626…191,103 191,103…512 

Число ступеней механизма n 2,3,4 3,4 3,4,5 3,4,5,6 
Диапазон передаточного 
отношения ui 

512…4096 4096…32768 32768…262144 262144…2097152 

Число ступеней механизма n 4,5,6 5,6 6 6,7 
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Учитывая, что параметр 233  iii zzp  можно выразить через переда-

точное отношение соответствующей ступени механизма 1 ii up , получим  
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Пусть все ступени механизма имеют одинаковые числа сателлитов 
 

SSSSS ni  ......21 ,                                     (5) 
 

а также все центральные подвижные колеса изготовлены из одного и того же 
материала 

  232341 ...... ni .                                (6) 
 

С учетом условий (3)-(6) выражение для определения коэффициента iB  

принимает вид 
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В предварительных расчетах можно принять  
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Допускаемый силовой фактор 230][ ik  в зацеплении с соответствующим 

центральным колесом 23 iz  можно определять по приближенной зависимости 

из [3] 

   Hri
Ck 6,0
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,                                              (9) 
 

где ][ HrC  – допускаемый коэффициент контактных напряжений. 

Значение допускаемого коэффициента контактных напряжений ][ HrC  

зависят от твердости рабочих поверхностей зубьев HB или HRC и вида их 
термообработки. Полагая одинаковыми материалами зубчаты колес, их тер-
мообработку и, как следствие, одинаковую твердость, можно принять 
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Для механизма с одинаковыми передаточными отношениями отдельных 
ступеней ui величина коэффициента Bi с учетом допущений (9) и (10) опреде-
ляется следующим образом 
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Подставив (11) в (1), получим 
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Введя в рассмотрение следующий параметр 
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получим выражение для определения относительной (аналога) массы меха-
низма при расчете на контактную прочность 
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где u uu 1 . 

Исследование функции  1uMM H   выполнено на границах области 

возможных передаточных отношений, где их реализация возможна различ-
ным числом ступеней механизма. Результаты расчетов приведены в таблице 
2. При этом было принято k1=3 и nM1=7. 

По полученным данным, представленным в таблице 2, можно опреде-
лить оптимальные значения ступеней механизма и соответствующие диапа-
зоны передаточных отношений. Такие данные представлены в таблице 3. 

Имея полученные данные, по заданному передаточному отношению *U  
механизма определяют передаточное отношение отдельной ступени меха-
низма 

n
Uu *

1  . 
 

Затем выполняется подбор чисел зубьев отдельной ступени z1, z2 и z3 со-
ответственно. Далее уточняются полученные значения передаточных отно-
шений отдельной ступени у

u1 и всего механизма nуу
uu )( 1 . Если необходи-

мо увеличить точность приближения полученного значения передаточного 
отношения у

u  к заданному значению *U , то можно на входе механизма 

установить рядную зубчатую передачу с передаточным отношением, равным 
у

uU 
* . 

Таблица 2 – Результаты расчетов 
Число ступеней n 2 

uΣ 13,79 33,17 47,45 64 

n uu 1  3,713 5,759 6.888 8 

HM  279,225 721,22 1133,364 1680 

Число ступеней n 3 
uΣ 13,82 33,2 47,465 64 191,1 269,77 

n uu 1  2.4 3.214 3.621 4 5.76 6.461 

HM  615,644 777,106 1026,344 1344 4262,038 6242,725 

Число ступеней n 4 
uΣ 63,9 190,33 270,1 1507,12 

n uu 1  2.827 3.714 4.054 6.231 

HM  1823,625 4132,987 5726,088 34926,18 

Число ступеней n 5 
uΣ 190,38 269,96 1514,4 10435,8 10529 

n uu 1  2,857 3.064 4.326 6.364 6.375 
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HM  5383,284 6859,572 31995,547 244416,51 246812,196 

Число ступеней n 6 
uΣ 191,1 270,76 1509,7 10506,9 10546 

n uu 1  2,4 2,543 3,387 4,68 4.683 

HM  9124,913 10259,051 34755,796 222925.341 223771.295 
 

Таблица 3 – Оптимальные значения ступеней и соответствующие 
диапазоны передаточных отношений 

Число ступеней 
механизма n 

1 2 3 4 5 6 

Диапазон передаточ-
ного отношения uΣ 

2,4 
…8 

8,1 
…46,485 

46,656 
…269,774 

279,106 
…1507,118 

1514,369 
…10435,527 

≥10506,9 

Диапазон передаточ-
ного отношения u1  

2,4 
…8 

2,846 
…6,818 

3,6 
…6,4615 

4,054 
…6,2307 

4,3256 
…6.3636 

4,68 
…8 

 

Выводы. Получена целевая функция оптимизации массы многоступен-
чатого планетарного механизма типа AIn  с одинаковыми передаточными 
отношениями его ступеней с учетом обеспечения контактной прочности зуб-
чатых зацеплений. Выполнено исследование поведения целевой функции оп-
тимизации и определены оптимальные числа ступеней механизма в зависи-
мости от его общего передаточного отношения. 
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Оптимальное число ступеней многоступенчатого планетарного механизма типа AIn  / 
В.А. Матусевич, Ю.В. Шарабан, А.В. Шехов, В.Т. Абрамов // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Пробле-
ми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.70-75. – Бібліогр.: 8 назв. 

Розглянуто методику знаходження оптимального числа ступінь багатоступінчатого планетарного ме-
ханізму в залежності від його загального передаточного відношення з урахуванням умов контактної міцності. 

Ключові слова: планетарний механізм, контактна міцність. 
 

The method of finding the optimal number of planetary transmissions of structure drive as func-
tion transmission ratio from conditions of contact strength is considered. 

Keywords: planetary mechanism, contact strength. 
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АРОЧНЫЕ ЗУБЬЯ С ЦИКЛОИДАЛЬНОЙ ПРОДОЛЬНОЙ ФОРМОЙ 
 

В статье получено уравнение поверхности зубьев цилиндрических передач Новикова ДЛЗ с цик-
лоидальной формой по длине, нарезанных резцовой головкой 

Ключевые слова: арочные зубья, цилиндрическая передача, зацепление Новикова, циклоида. 
 
Актуальность задачи. Зубчатые передачи целесообразно разделить на 

цилиндрические и все остальные. Наиболее распространенными являются 
эвольвентные цилиндрические передачи. Однако, одним из возможных путей 
обеспечения дальнейшего прогресса в редукторостроении является применение 
передач с зацеплением Новикова, обладающих повышенной нагрузочной спо-
собностью и улучшенными гидродинамическими условиями контактирования. 

Особую заботу в передачах Новикова составляет то обстоятельство, что 
они могут быть только косозубыми. Этот фактор существенно сдерживает их 
широкое внедрение, не смотря на то, что по другим параметрам оно имеет 
несомненные преимущества. Появление больших осевых усилий резко отри-
цательно сказывается на работе подшипников, а также на конструкцию кор-
пуса редуктора. Шевронное исполнение зубчатых колес с зацеплением Нови-
кова сильно влияет на увеличение в осевом направлении габаритов редукто-
ра.  

Арочные зубья в настоящее время являются реальным резервом для 
дальнейшего повышения эффективности зубчатых передач. В ранее приме-
нявшихся арочных передачах не использовались в полной мере все заложен-
ные в них резервы. Одна из основных причин такого положения заключалась 
в отсутствии систематизированной научно-обоснованной методики геомет-
рических расчетов. Использование передач Новикова с арочной формой зубь-
ев предполагает всесторонний анализ и учет особенностей влияния продоль-
ной формы зуба на геометрические характеристики. Поэтому настоящая зада-
ча является актуальной. 

Цель работы. Вывод уравнения активной поверхности арочного, с цик-
лоидальной формой по длине, зуба цилиндрических передач Новикова ДЛЗ, 
нарезанных резцовой головкой. 

 

Решение. Общий вид уравнения поверхности [1] арочного зуба имеет вид 
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Функция     22 yxRог  – радиус цилиндра, определяемый точкой 

© М.В. Матюшенко, В.О. Бережной, Г.В. Федченко, 2013 
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     yxM ;
~

, которая является текущей точкой срединного профиля зуба 

колеса. Этот профиль получен как оги-
бающая однопараметрического семей-
ства (μ – параметр) мгновенных поло-
жений исходного контура режущего 
инструмента. В зависимости от вида 
функции  ,f  получаем ту или иную 

форму активной поверхности арочного 
зуба колеса. 

Рассмотрим случай, когда при зубо-
нарезании используют специальные рез-
цовые головки, в которых резцы установ-
лены группами так, что окончательное формообразование каждой впадины между 
зубьями на заготовке осуществляется резцами только одной группы. При этом ин-
струменту сообщается вращение вокруг своей оси и поступательное движение, со-
гласованное с вращением заготовки, а подача врезания производится вдоль оси ин-
струмента (рисунок 1). 

Найдем уравнение поверхности арочного зуба колеса, если производящая 
рейка имеет зубья, очерченные в продольном направлении по циклоиде. 
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– уравнение обыкновенной циклоиды в системе коор-

динат  lz
~

;~ ; а – параметр циклоиды (рисунок 2). 

В явном виде уравнение обыкновенной циклоиды 
имеет вид 
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В системе координат  lz; , связанной с системой ко-
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уравнение обыкновенной циклоиды имеет вид: 
в параметрическом виде 
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в явном виде 

 
Рисунок 1 – Метод нарезания 

арочных зубьев 

 
Рисунок 2 – Обыкновенная арка и связь систем координат 
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Уравнение полуарки AO
~~

 этой циклоиды будет иметь вид: 
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Установим связь между углом поворота φ колеса и аппликатой точки ак-

тивной поверхности зуба O
~

. Сам же зуб представляет собой тороидальную 
поверхность с циклоидальной образующей. 

Каждому повороту φ колеса (точке O
~

 соответству-
ет угол 0 ) соответствует точка lM   ( здесь l – 

начальная прямая) (рисунок 3). 
Абсцисса точки M равна 
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Или окончательное уравнение образующей полу-
шеврона зуба колеса: 
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Найдем пределы изменения φ. 

Очевидно, что wbz 5,00  . Из уравнения (1) следует, что  
 

  wbtta 5,0sin0  , 

или  tt0 , где t  – решение уравнения 
a

b
tt w5,0

sin  . 

Согласно (1) имеем: 

  tala M cos12 . 

Учитывая (2), имеем: 

  tRaa ог cos122 ;     t
R

a

ог

cos10 . 

 

Итак, уравнение образующей верхнего полушеврона: 
 

 
Рисунок 3 – Преобра-
зованная форма арки 
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где t  – решение уравнения 
a

b
tt w5,0

sin  . 

Аналогично рассуждая, получим уравнение направляющей нижнего полу-
шеврона: 
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где t  – решение уравнения 
a

b
tt w5,0

sin  . 

Итак, уравнение активной поверхности нижнего полушеврона 
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где 






 


zz
; ;   t

R

a

ог

cos10 ; t  – решение уравнения 
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     yx ;  – уравнение огибающей (текущая точка срединного профиля зуба колеса). 

Уравнение активной поверхности верхнего полушеврона 
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где   t
R

a

ог

cos10 ; t  – решение уравнения 
a

b
tt w5,0

sin  . 

 

На рисунке 4 показана графическая реализация средствами пакета Maple 5 вы-
шеизложенной методики построения арочного зуба. 

 

Выводы. Полученные уравнения позволяет находить в каждом конкретном 
случае локально-геометрические характеристики поверхности в номинальных точках 
контакта и локально-кинематические свойства зацепляющейся пары колес. 
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УДК 621.833+515.2 
Арочные зубья с циклоидальной продольной формой / Н.В. Матюшенко, В.А. Береж-

ной, А.В. Федченко // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Проблеми механічного приводу. – Х.: НТУ 
"ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.75-79. – Бібліогр.: 3 назв. 

В даній статті отримано рівняння поверхні зубів циліндричних передач Новікова ДЛЗ з ци-
клоїдальною подовжньою формою, що нарізаних різцевою головкою. 

Ключові слова: арочні зуб’я, циліндрична передача, зачеплення Новікова, циклоїда. 
 

An equation of the cycloidal-arc tooth’s surface of Novikov’s cylindrical gearing with two action 
lines is found in the present note by the duplex spread blade method. 

Keywords: arched points, cylindrical transmission, cylindrical gearing by Novikov’s, cycloid. 

 
 

УДК 621.01.833 
 
Х.Д. МУСТАФАЕВ, к.т.н., докторант каф. металловедения и механики 
машин АзАСУ, Баку, Азербайджан 

 

ДИНАМИКА РАЗГОНА ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОГО 
ПРИВОДА СТОЛА ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ МАШИН 
 

В работе исследуется влияние конструктивных элементов, возбуждающих сил, сил трения, механиче-
ской характеристики двигателя на динамику разгона электропривода стола технологических машин. 

Ключевые слова: привод, динамика, разгон, точность, машина. 
 
Введение. Актуальность работы. Точность перестановки стола техно-

логических машин, в частности металлорежущих станков, относительно ин-
струмента или наоборот имеет важное значение в технике. Например, при об-
работке отверстии в сверлильных станках точное межосевое расстояние 
обеспечивается методом точной координатной перестановки стола. Возникает 
вопрос, при каких режимах работы обеспечивается достаточно точное межо-
севое расстояние и сравнительно большая производительность станка. 

 Х.Д. Мустафаєв, 2013 

 
Рисунок 4 – Арочный зуб с 

циклоидальной формой 
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Точность перестановки стола из одной позиции в другую непосред-
ственно зависит от динамических свойства привода и от характера движущего 
момента, моментов инерции движущихся масс, величины трения в направляю-
щих, системы управлении и т.д. [1] 

 

Цель работы. В данной работе сделана попытка рассмотреть динамику раз-
гона электромеханического привода стола*.  

 

Содержание иссле-
дований. На рисунке 1 
показана эксперимен-
тальная установка элек-
тромеханического приво-
да стола. Как видно из 
этого рисунка, привод со-
стоит из большого числа 
сосредоточенных (ротор 
электродвигателя, соеди-
нительные муфты, ше-
стерни и т.п.) и распреде-
ленных масс.  

На рисунке 2 показа-
на кинематическая схема 
электромеханического при-
вода стола. Стол прово-
диться в движение от 
асинхронного мотора ре-
дуктора 1, датчика крутя-

щего момента, шпоночной муфты и ходового валика. Движения стола туда и 
обратно управляется двумя датчиками-переключателями.  

 

 
Рисунок 2 – Кинематическая схема электромеханического привода стола 

 

На рисунке 3 привод приведен к двухмассовой модели. 
При включении электродвигателя в движение приходит масса с момента инер-

ции J1. Масса с моментом инерции J2 приходит в движение только тогда, когда упру-
гая деформация звеньев будет соответствовать полной величине сопротивления и 
будут выбраны все зазоры в приводе. Движение привода стола разделено на два эта-
па. На первом этапе в течение времени от t=0 до t=t1 в движении находится масса с 
__________________________ 
*Электромеханический привод стола спроектирован и испытан под руководством д.т.н., профес-
сора Х.С. Самидова и испытан совместно с докторантом Х.Д. Мустафаевым. 

 

Рисунок 1 – Экспериментальная установка: 
1 – мотор-редуктор; 2 – шпоночная муфта; 3 – датчик крутящего 
момента ТВ2; 4 – ходовой винт; 5 – конечный переключатель; 

6 – стол; 7 – датчик измерения усилий U2B; 8 – ограничитель пере-
мещения; 9 – датчик перемещения WA-500; 10 – стол-подставка; 

11 – соединительные кабели; 12 – ГуантумХ; 13 – ноутбук 
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моментом инерции J1, а на втором этапе в течение 
времени от t=t1 до t=t2 в движении будут обе массы. 
На первом этапе уравнение движения массы J1 по-
лучит вид: 

ДMcJ  1111
 ,                 (1) 

 

где φ1 – угловая координата движения; J1 – мо-
мент инерции; β – коэффициент затухания ко-
лебания системы, с – приведенная жесткость 
привода, Мд – момент электродвигателя. 

Электрический вращающий момент, действующий на неподвижный ротор элек-
тродвигателя в первый этап, после включения в сеть, вычисляется по формуле [10] 

 

     


coscoscos1 222 teteeMM
ttt
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где Мн – номинальный пусковой момент электродвигателя; λ1 и λ2 – коэффициен-
ты затухания колебаний в электрической системе двигателя, ω – синхронная уг-
ловая скорость электродвигателя, cosφ – коэффициент мощности. 

Учитывая выражение (2), уравнение (1) запишем в виде 
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где 2δ=β/J1; k
2
=C/J1. 

Решение уравнения 3 слагается из общего решения однородного, соответ-
ствующего данному, и частного решения. Решение уравнения 3 без правой части 
имеет вид 

 ptcptce t sincos 211   , (4) 
 

где p
2
=δ
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2
, c1 и c2 – произвольные постоянные. 

Частное решение уравнения (3) запишем так: 
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где А, В, D и N – произвольные постоянные. 
Выражение (5) два раза дифференцируем, подставим в уравнение (3) и, 

приравнивая значения соответствующих членов, получим: 
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Следовательно, общее решение уравнения (3) φ=φ1+φ2 будет 
 

 

С 
J1 J2 

М1 М2 

 
Рисунок 3 – Динамическая 

модель электропривода стола 
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Используя начальные условия t=0, φ=0, 0 , найдем значения произ-

вольных постоянных С1 и С2, 
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Таким образом, упругий момент Му=с∙φ в кинематической цепи электро-
привода стола при разгоне определяется выражением 
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Как видно из выражения (10), первый этап разгона электропривода стола 
является аллергическим движением. Первые три слагаемые представляют собой 
затухающие колебания, возникающие вследствие наличия возбуждающей силы. 
Они имеют различные амплитуды, различные фазы и различные частоты колеба-
ния. Эти слагаемые содержат периодическую функцию с периодом τ1=2π/p; пе-
риодом τ2=τ3=2π/ω; где р – частота собственных колебаний системы. 

Вследствие наличия множителей 
ttt eee 21 ,,

  эти слагаемые постепенно 

убывают и вызванные в начале разгона колебания постепенно убывают. Темпы 
затухания колебаний зависят от величины параметров δ, λ1 и λ2 которые выража-
ются δ1=β/2J1, λ1=ZS/XS и λ2=ZP/XP , где ZS, XS , ZP и XP – соответствующие актив-
ные и индуктивные сопротивления статора и ротора электродвигателя. 

Пренебрегая затуханием в механической и электрической частях систе-
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мы (δ=λ1=λ2) можно определить наибольший крутящий момент в упругой си-
стеме привода.  

При этом выражение упругого момента примет вид 
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Как видно из последней формулы, момент упругой силы, возникающий 
при пуске электродвигателя, возрастает с увеличением частоты собственных 
колебании привода. С этой точки зрения целесообразно уменьшить жесткость 
системы за счет введения в кинематическую цепь упругих элементов. 

Как было отмечено выше, масса с моментом инерции Му придет в дви-
жение только тогда, когда момент упругой системы привода стола будет равен 
величине сопротивления, т.е. 

CMC . (12) 
 

На этапе совместного движения масс с моментами инерции J1 и J2 и (ри-
сунок 2) управления движения будут 
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Механическая характеристика асинхронного электродвигателя, шунто-
вого двигателя постоянного тока, система генератор-двигатель и даже гид-
равлического двигателя изменяется по линейному закону [3, 4, 5, 6], 

 

   11 
HHg SMM . (14) 

 

где Мн – номинальный момент электродвигателя, Sн – номинальное скольжение. 
Подставляя (14) в уравнение (13) и принимая обозначения а=β1/J1; 

b=MH/(J1SHω); d=C/J1; h=β/J2; z=C/J2; M1=MH/(J1SH); M2=MC/J2 будем иметь: 
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Решение уравнения (15) без правой части, можно принять в виде 
 

stst eNeD  21 ; . (16) 
 

где D и N – произвольные постоянные. 
Подставив (16) в однородное уравнение без правой части (15) получим: 
 

.0)()(;0)()( 22  zhsSNzhsDdasNdbsasSD  (17) 
 

Как известно, уравнение (17) даст решения, отличное от нуля, если равен 
нулю определитель 

0
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Отсюда получим 
 

0)()( 244  bzsSzbhdShbaS . (19) 
 

Решая это уравнение, найдем 
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.:;:0 4131 ipnSlSipnSS                         (20) 
 

Подставляя S в однородное уравнение и принимая обозначения 
 

D1=N1;   D2=γ2N2;   D3=γ3N3;   D4=γ4N4, (21) 
 

получим общее решение уравнения (15) без правой части: 
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Частное решение уравнения (15) будем искать в виде 
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Подставка выражения (23) в уравнение (15) приводит к равенствам 
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Отсюда получаем для определения коэффициентов α1, α2, β1, β2 уравнения: 
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Из этих уравнений получаем 
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Таким образом, частное решение уравняется (15) будет: 
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Общие решения уравнения (15) φ1=ψ1+ψ3, φ2=ψ2+ψ4 будет иметь вид: 
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В соответствии с принятыми начальными условиями для второго этапа 
разгона электропривода стола t=0, 01  , 01  , 02  . 

Запишем уравнения для определения произвольных постоянных N1, N2, N3, N4: 
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Решая систему уравнений (29), получим: 
 

N1=–N2–N3;   

    

    
;

11)(

7
1

1
)1(

243324

0
2

3404213

2






















nl

M
ndMzM

bz
N  

    ;
1

)1(

3

0
2

22

3




 z

M
N

N     

 
.

1
2123

4
P

dMzM
bz

lNnN

N



        (30) 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 87 

Как видно из решений уравнений (7) и (28), разгон электропривода зави-
сит от многих факторов, таких как моментов инерции ведущих и ведомых де-
талей, моментов движущих сил и сил сопротивления, жесткости конструктив-
ных элементов, скорости движения, характеристики движущего момента и т.п. 

Из-за объема статьи здесь не проводятся подробный анализ действия 
всех факторов на характер протекания разгона привода, лишь приводятся не-
которые фрагменты из них. 

Результаты численных решений уравнений (7), (28), при следующих 
значения параметров привода 

 

м;H0,1;радH710;cмH105 24
1  

CMCJ  

124
2 c157;1,0;cмH105  J                            (31) 

 

представлены на рисунке 4. Как видно из графика φ2=t2(t) вследствие упругости 
конструктивных элементов привода, масса с моментом инерции J2 вступает в 
свое движение позднее, чем масса с моментом инерции J1. Вследствие этого в 
начале разгона в системе происходит скручивание. Масса с моментом инерции 
J2 вступает в свое движение с большим ускорением (скачком), чем масса J1, 
вследствие чего через опреде-
ленное время в точке "В" угло-
вые скорости этих масс стано-
вятся равными друг другу. Затем 
угловая скорость ω2 массы с 
инерцией J2 становится больше, 
чем скорость ω1 массы с момен-
том инерции J1. Следовательно, 
в приводе происходит раскру-
чивание. Причем это раскручи-
вание продолжается до тех пор, 
пока угловая скорость массы с 
моментом инерции J2 не станет 
равной угловой скорости массы 
с моментом инерции J1. В даль-
нейшем привод стола двигается 
равномерно, т.е. заканчивается 
разгон. 

Найдя разницу между значениями углов φ1 и φ2 в точке "Д" (в конце раз-
гона) можно определить динамической ошибки Δφ и момента упругости силы 
Мупр=с∙Δφ электропривода стола. 

В таблице 1 приведены расчеты угла поворота, скорости и ускорения 
массы с моментами инерции J1 и J2, а также разницы этих величин φ1–φ2=Δφ,  
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В таблице 2 даны результаты расчета этих же величин в тех же значениях 
параметров, но при величине момента сопротивления Мс=1,0Н∙м. Сравнивая ре-
зультаты расчетов, приведенных в таблицах 1 и 2 можно убедиться, что при уве-
личении момента сопротивления в системе увеличивается путь и время разгона.  

 

 
 

Рисунок4 – Кривые изменения угла поворота, угловой 
скорости и углового ускорения привода стола 
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Tаблица1 – углы поворота, скорости и ускорения массы с моментами инерции J1 и J2 
1c157  ; 24

1 cмH105  J ; 24
2 cмH105  J ; радH710C ; 1,0 ; мH0,2 CM  

t, c φ1, paд φ2, paд Δφ, paд 1
1 c,   1

2 c,   1c,    2
1 c,   2

2 c,   2c,    

0,001 0,008 0,003 0,005 20,25 14,23 6,02 12504 17232 –4728 
0,002 0,036 0,028 0,008 31,16 31,15 0,010 12097 14828 –2731 
0,003 0,071 0,062 0,009 43,99 44,57 –0,58 11507 12591 –1084 
0,004 0,124 0,116 0,008 54,71 55,70 –0,099 10682 11058 –378 
0,005 0,184 0,176 0,008 65,28 66,95 –0,67 9705 9795 –90,0 
0,006 0,253 0,246 0,007 74,70 75,35 –0,65 8744 8735 9,0 
0,008 0,423 0,417 0,008 90,00 90,60 –0,60 7102 7050 52 

0,01 0,613 0,608 0,005 103,1 103,6 –0,050 5709 5651 58 
0,02 1,848 1,847 0,001 137,8 138,0 –0,20 1940 1920 20 
0,03 3,297 3,296 0,001 149,7 149,8 –0,1 670 664 6 
0,04 4,818 4,817 0,001 153,7 153,7 –0,02 228 226 2 
0,06 7,916 7,915 0,001 155,6 155,67 –0,01 25,2 25,0 0,2 
0,08 11,03 11,03 0 155,8 155,8 0 3,0 3,0 0 

 

Tаблица2 – углы поворота, скорости и ускорения массы с моментами инерции J1 и J2 
1c157  ; 24

1 cмH103,6  J ; 24
2 cмH105,11  J ; радH710C ; 1,0 ; мH0,1 CM  

t, c φ1, paд φ2, paд Δφ, paд 1
1 c,   1

2 c,   1c,    2
1 c,   2

2 c,   2c,    

0,001 0,014 0,006 0,008 18,75 15,22 3,53 11087 14724 –3637 
0,002 0,042 0,032 0,01 29,46 28,50 0,96 10950 12511 –1561 
0,003 0,078 0,068 0,01 40,01 40,11 –0,10 10372 10995 –623 
0,004 0,112 0,111 0,001 50,30 50,80 –0,50 9549 9752 –203 
0,005 0,174 0,166 0,008 59,49 60,08 –0,59 8721 8765 –44 
0,006 0,236 0,229 0,007 67,95 58,55 –0,60 7923 7903 20 
0,008 0,389 0,382 0,007 82,19 82,75 –0,56 6544 6499 45 

0,01 0,565 0,559 0,006 94,23 94,56 –0,33 5376 5335 41 
0,02 1,706 1,703 0,003 128,4 128,6 –0,20 2018 2002 16 
0,03 3,064 3,062 0,002 149,2 149,3 –0,10 759 753 6 
0,04 4,505 4,503 0,002 152,1 152,1 0 284 282 2 
0,06 7,460 7,458 0,02 153,6 153,6 0 39,83 39,51 0,32 
0,08 10,44 10,43 0,001 154,6 154,6 0 5,73 5,68 0,05 
0,1 13,42 13,41 0,001 154,6 155,1 0 0,78 0,78 0 

 

Исследования как теоретически, так и экспериментально показывают, 
что увеличением коэффициента инерционности J=J2/J1 системы при одинако-
вых значениях остальных параметров привода динамическая ошибка, упру-
гий момент и время разгона электропривода стола увеличиваются. С этой 
точки зрения при проектировании машин целесообразно стремиться к 
уменьшению коэффициента инерционности J. 

 

Выводы: 
1. Выявлена неравномерность движения электромеханического привода 

стола при разгоне. 
2. Нежесткая механическая характеристика асинхронного электродвига-

теля, переменная сила сопротивления в системе и упругость звеньев привода 
стола приводят к увеличению динамической ошибки в системе при разгоне. 

3. Для уменьшения динамической ошибки в приводе стола необходимо 
уменьшить коэффициент инерционности и жесткости системы. 

4. Наибольший момент упругой силы, возникающий при разгоне, бывает 
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на первом этапе разгона. Значение динамического момента в этом случае 4-6 
раз превышает значения номинального пускового момента электродвигателя. 
 
Список литературы: 1. Самидов Х.С., Самидов Э.Х. Динамика и оптимальное конструирование ма-
шин. – Баку: Нурлан, 2003. – 622с. 2. Терских В.П. Расчеты крутильных колебаний силовых установок. – 
Л.: Судпромгиз, 1953-1954. – Т.1 – 259с. – Т.2 – 215с. – Т.3 – 200с. 3. Кудинов В.А. Динамика станков – М.: 
Машгиз, 1967 – 359с. 4. Ривин Е.И. Динамика приводов станков. – М.: Машиностроение, 1969. – 204с. 
5. Никитин Б.В. Расчет динамических характеристик металлорежущих станков. – М.: Машгиз, 1962. – 
111с. 6. Левина З.М., Решетов Д.Н. Контактная жесткость машин. – М.: Машиностроение, 1971. – 264с. 
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У роботі досліджується вплив конструктивних елементів, збуджуючих сил, сил тертя, механіч-
ної характеристики двигуна на динаміку розгону електроприводу стола технологічних машин. 
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In this work analyzed influences of construction elements and anxious forces to dynamic technologic machine. 
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А.М. НАДЖАФОВ, д.т.н., доцент каф. ДМ И ПТМ АзТУ, Баку, Азербайджан; 
А.И. АБДУЛЛАЕВ, д.т.н., проф., заведующий каф. ДМ И ПТМ АзТУ 

 
О РЕЗУЛЬТАТАХ ПРОМЫШЛЕННОГО ИСПЫТАНИЯ 
ТРЕХСТУПЕНЧАТОГО ДВУХПОТОЧНОГО ПАКЕТНОГО 
РЕДУКТОРА СТАНКА-КАЧАЛКИ СКД 3-1,5-710 

 
Представлены результаты промышленного испытания на нефтепромыслах Пираллахы трехсту-
пенчатого двухпоточного пакетного редуктора станка-качалки СКД-3-1,5-710. 

Ключевые слова: редуктор, нефтепромыслы. 

 
Актуальность задачи. На кафедре "Детали машин и ПТМ" Азербайджанско-

го Технического Университета разработана, изготовлена и испытана принципиаль-
но новая конструкция многоступенчатого редуктора на двух валах с цилиндриче-
скими зубчатыми колесами, отличающийся компактностью, малой металлоемко-
стью, повышенной надежностью и высокими эксплуатационными показателями [1]. 

По сравнению с классическими многоступенчатыми редукторами пакет-
ные редукторы (ПР) обладают рядом специфических особенностей, опреде-
ляющих целесообразность их применения как в механизмах тонких и точных 
приборов, так и тяжелых и мощных современных машинах и приводах.  

Редуктор назван пакетным из-за взаимно наложенного расположения его ос-
новных конструктивных элементов – зубчатых двухвенцовых блоков. В предлагае-
мой механической системе промежуточные валы исключаются, а ведущие и ведомые 
валы используются как оси для последующих ступеней. Основными преимущества-
ми пакетного редуктора по сравнению с современными многоступенчатыми редук-
торами классического исполнения являются: возможность получения большого пе-
редаточного отношения; малые габаритные размеры; более высокий КПД; большая 

© А.М. Наджафов, А.І. Абдуллаєв, 2013 
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надежность и более высокий технический уровень; отсутствие промежуточных валов; 
обеспечение энергоресурсосбережения, технологичности, унификации и т.д. [2-4].  

По договору между Азербайджанским Техническим Университетом (АзТУ) 
и Азербайджанской Государственной Нефтяной Компанией (SOCAR) с сентября 

2012 года авторами был спро-
ектирован и изготовлен про-
мышленный образец трехсту-
пенчатого двухпоточного ци-
линдрического пакетного ре-
дуктора для станка качалки 
СКД 3-1,5-710 с целью про-
мышленного испытания на 
нефтепромыслах. В январе 
2013 года станок-качалка был 
установлен на нефтепромысле 
острова Пираллахы на сква-
жине глубиной 850 метров, где 
проходили промышленные ис-
пытания пакетного редуктора.  

 

Цель работы. Анализ ре-
зультатов промышленного ис-
пытания трехступенчатого двух-
поточного пакетного редуктора 
с передаточным отношением 
UΣ=64, спроектированного и 
изготовленного по требуемым 
параметрам станка качалки 
СКД 3-1,5-710 с целью подго-
товки рекомендаций для его 
дальнейшего внедрения на 
нефтепромыслах Азербайджана.  

Согласно договору между 
АзТУ и SOCAR был рассчитан, 
спроектирован и заказан для из-

готовления на заводе "Бакинский Рабочий" трехступенчатый двухпоточный цилин-
дрический пакетный редуктор для станка качалки СКД 3-1,5-710, рисунок 1.  

Технические ха-
рактеристики трех-
ступенчатого двух-
поточного пакетного 
редуктора приведе-
ны в таблице 1. 

Были проведены 
испытания редукто-
ра в заводских усло-
виях на установке-
качалке, под весом 
3100кг, рисунок 2. 

 

Таблица 1 – Технические характеристики пакетного редуктора 
№ Наименование параметра Значение 
1 Общее передаточное число редуктора UΣ 64 
2 Передаточное число каждой ступени u1=u2=u3 4 
3 Вращающий момент на выходном валу редуктора, Т2 7100Н∙м 
4 Частота вращения ведомого вала, n2 4мин-1 
5 Межосевое расстояние редуктора, аw 400мм 
6 Модуль зацепления по всем ступеням, m 5мм 
7 Высота до оси выходного вала, h 370мм 
8 Материалы зубчатых колес Сталь 40Х 
9 Вид термической обработки Улучшение 

10 Габариты редуктора L×B×H  120×116×74см 

 
Рисунок 1 – Рабочий чертеж трехступенчатого 
двухпоточного пакетного редуктора с UΣ=64 
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Рисунок 2– Стенд-качалка для испытания трехступенчатого 

двухпоточного пакетного редуктора с UΣ=64 
 

Результаты испытаний приведены в таблице 2. 
Редуктор был 

рекомендован для 
дальнейших натур-
ных испытаний в 
реальных условиях 
на одном из нефте-
промыслов Баку. 

После успеш-
ного проведения 
всех заводских ис-
пытаний редуктор 
был смонтирован 
на станок-качалку 
СКД3-1,5-710 и 
вывезен для натур-
ных испытаний на 
нефтяной промы-
сел острова Пирал-
лахы, вблизи Баку, 
где был установлен 
на скважине глу-
биной 850 метров, 
рисунки 3, 4. 

Таблица 2 – Результаты испытаний 
№ Этап 

испытания 
Масса 

груза, кг 
Время 

испытания 
Результаты испытаний 

1 Этап 1-1 0,00 2 часа Дефектов не обнаружено 1 
2 Этап 1-2 100,00 4 часа Дефектов не обнаружено 2 
3 Этап 1-3 2000,00 7 часов Дефектов не обнаружено 3 
4 Этап 2 3000,00 4 часа Дефектов не обнаружено 4 
5 Этап 3-1 3100,00 2 часа Испытания признаны успеш-

ными. Редуктор был рекомен-
дован для дальнейших натур-
ных испытаний на промыслах 5 

6 Этап 3-2 3100,00 4 часа 
7 Этап 3-3 3100,00 6 часов 
8 Этап 3-4 3100,00 8 часов 
1 – Испытания проходили в нормальных условиях при t=20°; после испыта-
ния был проведен полный контроль всех элементов редуктора на возмож-
ные дефекты и износ. 
2 – Испытания проходили в нормальных условиях при t=20°; после испыта-
ния был проведен полный контроль всех элементов редуктора на возмож-
ные дефекты и износ, а также состояние смазки и уплотнителей. 
3 – Испытания проходили в нормальных условиях при t=20°; после испыта-
ния был проведен полный контроль всех элементов редуктора на возмож-
ные дефекты и износ, а также состояние смазки и уплотнителей. 
4 – Испытания проходили в нормальных условиях при t=20°; после испыта-
ния был проведен полный контроль всех элементов редуктора на возмож-
ные дефекты и износ, а также состояние смазки и уплотнителей. Произве-
дена замена смазочного материала. 
5 – Испытания проходили в условиях, приближенных к реальным условиям ра-
боты станка-качалки на нефтепромыслах; после испытания был проведен пол-
ный контроль всех элементов редуктора на возможные дефекты и износ, а также 
состояние смазки и уплотнителей. Произведена замена смазочного материала 
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Рисунок 3 – Установка и пуск станка качалки СКД 3-1,5-710 с трехступенчатым 

двухпоточным пакетным редуктором с UΣ=64, на промысле Пираллахы 
 

 
Рисунок 4 – Мониторинг работы станка-качалки СКД 3-1,5-710 с трехступенчатым 

двухпоточным пакетным редуктором с UΣ=64 на промысле Пираллахы 
 

Во время работы станка-качалки на нефтепромысле Пираллахы прово-
дился ежедневный визуальный контроль и еженедельный мониторинг работы 
трехступенчатого пакетного редуктора на станке-качалке СКД 3-1,5-710, а 
также контроль выработки скважины по графику нефтепромысла. 

Никаких отклонений в технических параметрах скважины, а также в ра-
боте станка-качалки не было обнаружено. 

 

Выводы: 
1. Впервые разработан, спроектирован и изготовлен натурный образец 

нового конструктивного решения передаточного механизма МПШН в виде 
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трехступенчатого двухпоточного пакетного редуктора на двух валах с пере-
даточным отношением UΣ=64. 

2. Проведены промышленные испытания редуктора на станке-качалке 
СКД 3-1,5-710 на нефтепромысле острова Пираллахы, вблизи Баку, на сква-
жине глубиной 850 метров. 

3. По своим техническим параметрам редуктором полностью соответ-
ствует нормативам заказчика – SOCAR – и удовлетворил все его требования 
по нефтедобыче, надежности и работоспособности. 

4. Редуктор был рекомендован для дальнейшего производства с целью 
использования на станках-качалках. 
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Here is reviewed the results of release testing of triple-reduction double-flow package gear of 
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ПРОГРАММНО-УПРАВЛЯЕМЫЕ СРЕДСТВА ДЛЯ 
ЭКСПРЕСС-АНАЛИЗА КОНТАКТНОЙ ВЫНОСЛИВОСТИ 
МАТЕРИАЛОВ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ МОТОР-РЕДУКТОРОВ 
МЕХАТРОННЫХ СИСТЕМ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ТЕХНИКИ 
 

Рассматриваются вопросы организации и проведения экспресс-анализа контактной выносливости 
композиционных материалов зубчатых передач мотор-редукторов экстремальной техники в ла-
бораторных имитационных условиях. 

Ключевые слова: контактная выносливость, зубчатая передача, экспресс-анализ. 
 

Актуальность задачи. Появление новых, в том числе наноструктуриро-
ванных, композиционных материалов и качественно иных методов бездефор-

 C.С. Папіна, В.Л. Басінюк, Е.І. Мардосевіч, М.П. Лобкова, 2013 
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мационного, например лазерного или ионного, поверхностного упрочнения 
рабочих поверхностей зубчатых колес существенно расширило возможности 
создания сверхлегких мотор-редукторов с удельной мощностью 0,6-1Вт/г и 
более для мехатронных координатных систем. При этом, как правило, в них 
используются программно-управляемые двигатели, имеющие угловые скоро-
сти вращения 900-2500рад/с, и зубчатые передачи планетарного типа. 

Значительное повышение угловых скоростей вращения входных валов ре-
дукторов обусловили существенное возрастание требований к контактной вы-
носливости материалов. Вместе с тем, определение этой важнейшей характери-
стики материалов до настоящего времени можно отнести к наиболее трудоемко-
му, длительному и дорогостоящему процессу. Это взаимосвязано с необходимо-
стью наработки в процессе испытаний значительного числа циклов нагружения, 
в ряде случаев превышающих 120млн. Испытания становятся еще более сложными 
и трудоемкими в экстремальных условиях, сочетающих вакуум с пониженными до 
–120С и (или) повышенными до 180С температурами. В свою очередь отсутствие 
данных о контактной выносливости современных композиционных и поверхност-
но упрочненных материалов можно отнести к одному из основных факторов, 
сдерживающих их широкое применение в технике для экстремальных условий.  

 

Анализ последних исследований и литературы. Широко практикуе-
мые в прошлом методы исследований контактной выносливости материалов на 
образцах, позволяющие получить необходимую для расчетов на контактную 
выносливость справочную информацию, в настоящее время во многом уступи-
ли место натурным испытаниям зубчатых колес в составе узлов и трансмиссий. 
Это позволяет значительно ускорить процесс создания новых объектов техни-
ки, но существенно сужает возможности получения достоверной информации о 
прочностных свойствах материалов. При этом сохраняются тенденции разви-
тия способов определения контактной выносливости материалов в основном в 
направлении сокращения длительности и трудоемкости испытаний [1-6]. 

 

Цель исследований. Целью исследований является расширение воз-
можностей проведения ускоренных испытаний на контактную выносливость 
в экстремальных условиях.  

 

Постановка задачи. Основной задачей исследований являлась разработ-
ка новых методов и программно-управляемых средств ускоренных испытаний, 
позволяющих в сочетании с рациональным планированием эксперимента и ис-
пользования современных средств неразрушающего контроля существенно со-
кратить трудоемкость, длительность и себестоимость их проведения при одно-
временном повышении информативности полученных результатов.  

 

Материалы исследований. Для решения поставленной задачи был раз-
работан способ испытаний на контактную выносливость в вакууме или агрес-
сивной среде композиционных и поверхностно упрочненных материалов и 
настольное компьютеризированное устройство для его реализации. К их ос-
новным особенностям можно отнести: 

- одновременное испытание нескольких, разбитых на две группы, образ-
цов (по меньшей мере, шести), имеющих в каждой группе отличные от дру-
гой контактные напряжения, обеспечиваемые путем использования тел каче-
ния с различными радиусами; 

- использование для создания линейных перемещений программно-
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управляемого магнитоэлектрического двигателя (коил-двигателя) с бескон-
тактным размещением цилиндрического якоря внутри статора, позволяющего 
исключить необходимость применения в нем каких-либо смазочных материа-
лов в экстремальных условиях проведения испытаний; 

- использование для постоянного контроля процесса возникновения внутрен-
них подповерхностных трещин неразрушающих методов контроля, например ла-
зерного фотоакустического сканирования, позволяющих на ранней стадии обнару-
жить возникновение трещин и зафиксировать процесс их последующего развития. 

При испытаниях на контактную выносливость амплитуда поступательно-
возвратных колебаний испытываемого образца подбирается таким образом, что-
бы минимизировать ее величину и на основе этого сократить длительность испы-
таний при одновременном обеспечении достоверности полученных результатов  
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maxmax ,                                            (1)  

 

где Sa  – значение амплитуды поступательно-возвратных колебаний испыты-

ваемого образца; ka – безразмерный коэффициент, равный ka=3639; maxk  – 

максимальное значение контактного напряжения при прижатии упруго-
деформирующего тела качения к взаимодействующей с ним испытываемой плос-
кой поверхности образца, МПа; maxr – радиус упруго-деформирующего тела ка-

чения с максимальным диаметром, мм; E – приведенный модуль упругости 
материалов испытываемой плоской поверхности образца и взаимодействую-
щего с ним упруго-деформирующего тела качения, МПа. 

 

Результаты исследований. Схема устройства для проведения испыта-
ний показана на рисунке. 
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Рисунок – Схема устройства для проведения испытаний материалов на  
контактную выносливость материалов в вакууме или агрессивной среде 

 

Устройство состоит из вакуумной камеры 1, в которой на противополож-
ных стенках установлены призматические опоры 2 треугольного сечения, на 
каждой из них соосно (оси О1 и О2) размещены попарно элементы 3, например 
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призматической формы, с упруго-деформирующими телами качения 4, имею-
щие радиусы r. В торцах каждого элемента 3 выполнены углубления 5 и 6, при-
чем углубление 5 со стороны призматической опоры 2 выполнено треугольным 
сечением с углом  при вершине, в 1,1-1,4 раза большим, чем угол  вершины 
треугольного сечения соответствующей призматической опоры. Углубление 6 
со стороны упруго-деформирующего тела качения 4 выполнено радиусным с 
радиусом Ri, в 1,1-1,4 раза большим, чем радиус r тела качения 4. 

Призматические опоры 2 с элементами 3 и упруго-деформирующими те-
лами качения 4 установлены попарно (см. рисунок) с двух сторон с возмож-
ностью взаимодействия с испытываемыми плоскими поверхностями 7 и 8 об-
разца 9 в двух параллельно расположенных плоскостях симметрично соот-
ветственно осям "О1-О1" и "О2-О2", перпендикулярным испытываемым плос-
ким поверхностям 7 и 8 образца 9. Это обеспечивает возможность удержива-
ния образца 9 упруго-деформирующими телами качения 4 с противополож-
ных сторон при его статическом положении и при поступательно возвратном 
перемещении вдоль оси "О3-О3" в процессе испытаний.  

По существу упруго-деформирующие элементы 4 в рассматриваемом 
случае образуют опоры качения, позволяющие исключить необходимость их 
дополнительного создания в устройстве, связанные с дополнительными опо-
рами качения потери, и на основе этого обеспечить уточненное определение 
коэффициентов трения качения. 

В вакуумной камере установлен программно-управляемый линейный 
движитель, выполненный, например, в виде коил-двигателя (Linear Voice Coil 
Motor) с ротором 10, с которым жестко связывается испытываемый образец 9, 
и статор (катушка) 11.  

Для обеспечения поступательно-возвратных программно-управляемых пере-
мещений устройство снабжено электронным модулем 12, размещенным с наружной 
стороны вакуумной камеры 1 и связанным со статором 11 через герметичный разъем.  

Электронный модуль 12 обеспечивает поступательно-возвратные пере-
мещения статора 11 и жестко связанного с ним образца 9 с заданной ампли-
тудой 1Sa или 2Sa  в направлении оси "О3-О3", перпендикулярном осям сим-

метрии "О1-О1" и "О2-О2" попарно расположенных призматических опор 2 и 
элементов 3 с упруго-деформирующими телами качения 4.  

Ротор 10 размещен в статоре 11 с зазором, стабильная величина которого в 
плоскости (не показана), перпендикулярной перемещениям ротора 10, обеспечивает-
ся упруго-деформирующими телами качения 4, удерживающими испытываемый об-
разец 9 в заданном положении не препятствуя его перемещению вдоль оси ротора 10. 

Одна из стенок 13 вакуумной камеры 1, на которой установлены призма-
тические опоры 2 треугольного сечения, снабжена упруго-деформируемой 
мембраной. С внешней стороны этой мембраны с помощью программно-
управляемого устройства и пьезоактюатора создается усилие F, упруго де-
формирующее стенку 13 и направленное вдоль осей "О1-О1" и "О2-О2" перпенди-
кулярно плоским поверхностям 7 и 8 испытываемого образца 9. За счет силы F 
и ответной реакции противоположной жесткой стенки 14 вакуумной камеры 1 
обеспечивается усилие прижатия упруго-деформирующих тел качения 4 к испы-
тываемым поверхностям 7 и 8.  

Соосно с попарно расположенными призматическими опорами 2 и эле-
ментами 3 с упруго-деформирующими телами качения 4 на осях "О1-О1" и 

http://www.pwr-con.com/linear-motor-with-bearing.htm
http://www.pwr-con.com/linear-motor-with-bearing.htm
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"О2-О2" установлены источники 15 и приемники 16 сканирующего сигнала, 
обеспечивающего неразрушающий контроль, например, лазерным фотоаку-
стическим методом [7, 8], процесса появления и развития подповерхностных 
усталостных трещин на поверхностях 7 и 8 испытываемого образца 9.  

Упруго-деформирующие тела качения 4 могут быть выполнены сферически-
ми, в виде роликов или бочкообразными из стали, например ШХ15, упрочненной 
до твердости HRC 58-65. Из аналогичной стали и с аналогичным упрочнением до 
твердости HRC 58-65 изготавливаются призматические опоры 2 и элементы 3. 

Призматические опоры 2, выполнение в виде правильной треугольной 
призмы, подобраны и установлены таким образом, чтобы  обеспечить сочета-
ние наиболее равномерного распределения контактных давлений: 

– между двумя упруго-деформирующими телами качения сферической 
формы, размещенными на одном элементе 3; 

– по длине контактной линии упруго-деформирующих тел качения 4 цилин-
дрической формы (в виде ролика) и ответной ему плоской поверхностью 7 или 8; 

– вдоль линии контакта установленных с возможностью взаимодействия 
поверхностей призматической опоры 2 и элемента 3.  

В совокупности приведенные выше конструктивные решения позволяют 
надежно удерживать испытываемый образец 9 с противоположных сторон в 
положении, при котором его испытываемые плоские поверхности 7 и 8 образца 
9 перпендикулярны направлению действия на них упруго-деформирующих тел 
качения 4 и образец 9 имеет возможность совершать поступательно-возвратные 
перемещения с ротором 10 коил-двигателя в направлении оси "О3-О3".   

Радиусы попарно размещенных упруго-деформирующих тел качения 4 могут 
быть различны для создания при испытаниях различных контактных давлений.   

Ширина "В" полосы сканирующего сигнала, создаваемого источником 
15 и принимаемого приемником 16, и его расположение обеспечивается таким 
образом, чтобы она была больше расстояния "b" между крайними точками пятен 
контакта при взаимодействии упруго-деформирующих тел качения 4 с испыты-
ваемыми плоскостями 7 и 8. 

 

Выводы. Анализ результатов исследований показал, что при реализации 
предлагаемого технического решения эффективное снижение трудоемкости 
проведения испытаний в вакууме и обеспечение возможности контроля про-
цесса контактного разрушения поверхностно упрочненных материалов и ма-
териалов с относительно небольшими по толщине упрочняющими покрытия-
ми, у которых контактные усталостные трещины возникают и развиваются под 
поверхностью, что обусловливает значительную длительность испытаний, может 
быть достигнуто в результате следующего:  

– в процессе проведения испытаний на контактную усталостную проч-
ность плоских поверхностей с упрочняющими покрытиями в условиях ваку-
ума осуществляется постоянный контроль процесса появления и развития 
подповерхностных трещин, позволяющий существенно повысить информа-
тивность процесса проведения испытаний и на определенных стадиях цикли-
ческого нагружения прогнозировать ресурс; 

– в процессе одного цикла проведения испытаний длина дорожки каче-
ния локализована и уменьшена до пятна контакта, т.е. длительность одного 
цикла испытаний и их длительность до контактного разрушения сокращена 
на порядок и более; 
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– за счет подбора радиусов тел качения при общей внешней силе нагружения 
F и одинаковых величинах сил Fi в одном цикле испытаний могут быть созданы 
различные уровни контактных нагружений различных пар "упруго-деформи-
рующее тело качения – ответная плоская поверхность испытываемого образца", 
что позволяет за один цикл испытаний построить кривую контактной усталости.  
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НАГРУЗОЧНАЯ СПОСОБНОСТЬ И КПД ПЛАНЕТАРНОЙ 
ПЕРЕДАЧИ С РОЛИКОВЫМ МЕХАНИЗМОМ СНЯТИЯ 
ДВИЖЕНИЯ С САТЕЛЛИТА 

 
Приведен метод определения нагрузочной способности оригинальной конструкции планетарной 
передачи, основанный на решении уравнений совместности перемещений зубьев колес и уравне-
ния деформированного состояния ролика. Представлены результаты экспериментального иссле-
дования КПД передачи. 

Ключевые слова: планетарная передача, нагрузочная способность, прочность, КПД. 

 
Актуальность задачи. Зубчатые планетарные передачи, содержащие 

эксцентриковое водило и механизм снятия движения с сателлита, при малой 
разнице чисел зубьев колес обладают высокой нагрузочной способностью, 
небольшими габаритами и массой, большим передаточным отношением в од-
ной ступени. Однако использование в них механизма параллельных криво-

 Ф.І. Плеханов, О.В. Овсянніков, 2013 
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шипов для снятия движения с сателлита усложняет конструкцию, а цевочное 
его исполнение снижает коэффициент полезного действия, что сдерживает 
распространение указанных передач. 

Предложенные нами варианты планетарной передачи с роликовым механиз-
мом снятия движения лишены отмеченных недостатков. Момент с сателлита на 
ведомый вал передается через ролики, свободно установленные в отверстиях са-
теллитов и жестко связанных с выходным валом щек (рисунок 1) [1, 2]. В процессе 
работы передачи ролики перекатываются по сопрягаемым с ними поверхностям с 
минимальными потерями мощности на трение. В связи с этим исследование таких 
эффективных и перспективных зубчатых механизмов является актуальным. 

 

 
Рисунок 1 – Планетарная передача с роликовым механизмом снятия движения с сателлита 

 

Анализ литературы. Исследованию планетарных передач с малой раз-
ницей чисел зубьев колес посвящены работы И.А. Болотовского, В.Н. Куд-
рявцева, Н.А. Скворцовой, Б.Н. Цилевича, Б.А. Лопатина и ряда других авто-
ров [3]. Однако передачи с роликовым механизмом снятия движения с сател-
лита в этих трудах не рассматривались.  

 

Цель статьи – повышение нагрузочной способности и коэффициента по-
лезного действия планетарной передачи с малой разницей чисел зубьев колес. 

 

Постановка задачи. Задачей данной работы является определение 
нагрузочной способности планетарной передачи с роликовым механизмом 
снятия движения с сателлита на основе решения уравнений совместности пе-
ремещений зубьев колес и уравнения деформированного состояния ролика, а 
также экспериментальное исследование ее КПД. 

 

Материалы исследований. В рассматриваемых планетарных механиз-
мах с малой разницей чисел зубьев неподвижного центрального колеса b и 
сателлита g ( 31 gb zzz ) нагрузка передается несколькими парами 

зубьев. Причем чем выше вращающий момент на выходном валу, тем боль-
шее число пар зубьев входит в зацепление друг с другом за счет выборки за-
зоров, которые при небольшом значении Δz малы. 

Составляющие нагрузки в зацеплении определяются с учетом начальной 
величины зазоров Δi между зубьями и их деформации из решения уравнений 
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совместности перемещений, позволяющих установить число пар зубьев, несущих 
нагрузку, ее распределение и осуществить проектировочный расчет зацепления:  
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где 0F  – нормальная сила в наиболее нагруженной паре зубьев; iF  – сила в 

i -й паре зубьев;   – деформация наиболее нагруженной пары зубьев; b  – 

ширина венца сателлита; ic  – жесткость i -й пары зубьев ( Ecci 075,0  [3], 

E  – модуль Юнга); P  – допустимое напряжение ( HP  – при расчете на 

контактную прочность, FP  – при расчете на изгиб). 

При расчете зацепления на контактную прочность по формуле Герца для 
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В этих выражениях ρ – приведенный радиус кривизны профилей зубьев; α – 

угол профиля исходного контура; FK  – коэффициент, учитывающий неравно-

мерность распределения нагрузки по длине зуба, геометрические параметры и 

динамику передачи; FY  – коэффициент формы зуба; m – модуль зацепления.  

Расчеты показывают, что чаще всего нагрузочная способность такой пе-
редачи лимитируется изгибной прочностью зубьев сателлита. 

Первое уравнение системы (1) позволяет найти допустимую по условиям 
прочности относительную погонную нагрузку bmF /00   на наиболее 

нагруженном зубе сателлита и соответствующую ей деформацию m/ . По-
сле этого определяются относительные погонные нагрузки на других зубьях, 
входящих в зацепление с неподвижным колесом (число контактирующих пар 
зубьев определяется числом положительных сил, полученных из решения 
уравнений системы (1) и учитываемых при дальнейших расчетах). 

Входящие в уравнения совместности перемещений зазоры между парами 
зубьев выражаются через модуль зацепления в зависимости от фазы зацепле-
ния (неблагоприятной с точки зрения изгибной прочности является фаза за-
цепления, при которой вершина наиболее нагруженного зуба сателлита со-
прягается с зубом неподвижного колеса). 

Полученные значения относительных погонных нагрузок в контактиру-
ющих парах зубьев колес позволяют определить суммарную нагрузку и при 
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заданном моменте на выходном валу T найти требуемый модуль зацепления 
m. Так, для двухсателлитной конструкции передачи  
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где mbb / ; bgr  – радиус ос-

новной окружности сателлита.  
График зависимости 

величины T  от zg и Δz при 

15b  для передачи с коле-
сами, выполненными из 
термоулучшенной стали, 
показан на рисунке 2. Из 

него следует, что с ростом числа зубьев сателлита gz  и снижением величины 

z  нагрузочная способность передачи растет. Это вызвано уменьшением за-
зоров в зацеплении и увеличением числа пар зубьев, несущих нагрузку. 

Нагрузочная способность данной передачи зависит также от контактной проч-
ности сопряжений ролика с сателлитом и щеками механизма снятия движения. 

Для определения размеров ролика, удовлетворяющих требованиям 
прочности при найденном из выражений (2), (3) вращающем моменте, были 
установлены законы изменения погонной нагрузки в зонах сопряжения (ри-
сунок 3), для чего решены дифференциальные уравнения нагруженно-
деформированного состояния ролика: 

 

0)()()(  x
JE

C
x

FG

KC
x HIIHIV ;  (4) 

0)()(  yq
FG

KC
yq HII ,             (5) 

 

где G – модуль упругости второго рода; K=1,11; 
CH – удельная контактная жесткость сопряже-
ния (СH=0,25Е); F и J – площадь и осевой мо-
мент инерции сечения. 

Решение уравнений (4), (5) с учетом 
граничных условий и уравнений статики 
позволили установить закономерность рас-
пределения нагрузки в зонах контакта роли-
ка и щек механизма снятия движения. 

На базе выполненного исследования 
были изготовлены и испытаны опытные об-
разцы планетарной передачи с роликовым 
механизмом снятия движения, подтвердив-

 
Рисунок 2 – Зависимость относительного момента на 

выходном валу 
T  от zg и Δz: 

——— – 1z ; – ∙ – ∙ –  –  2z ;  – – –  –  3z  

 
Рисунок 3 – Ролик механизма 
снятия движения с сателлита и 
действующая на него нагрузка 
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шие высокие ее качественные и эксплуатационные характеристики. На ри-
сунках 4, 5 приведены испытательный стенд и экспериментальная зависи-
мость КПД двухсателлитной передачи от вращающего момента на выходном 
валу при zg=100; Δz=2; m=1,5; αw=50°. 

 

 
Рисунок 4 – Стенд для испытания механических передач 

 

Результаты исследований. В 
передаче с малой разницей чисел 
зубьев колес Δz нагрузочная спо-
собность возрастает с ростом числа 
зубьев сателлита и уменьшением Δz. 
Рациональным по характеру распре-
деления нагрузки является отноше-
ние длины ролика к его диаметру 

3/  dll . В противном случае ко-
эффициент неравномерности рас-
пределения погонной нагрузки пре-
вышает 1,5 [4]. КПД исследуемой 
передачи возрастает с ростом мо-
мента на выходном валу и достигает 
94% (при максимальном моменте). 

 

Выводы. Предложенная конструкция планетарной передачи имеет высо-
кую нагрузочную способность и малые потери мощности на трение. Приведен-
ные зависимости позволяют осуществить рациональное проектирование эффек-
тивной и перспективной нетрадиционной планетарной передачи. 
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/ Плеханов Ф.И., Молчанов С.М., Сухоруков В.Г. – Опубл. 20.03.2012, бюл. №8. 3. Айрапетов Э.Л., Генкин 
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Наведено метод визначення здатності навантаження оригінальної конструкції планетарної 
передачі, що засновано на вирішенні рівнянь спільності переміщень зубів коліс і рівняння деформо-
ваного стану ролика. Представлені результати експериментального дослідження ККД передачі. 

Ключові слова: планетарна передача, навантажувальна здатність, міцність, ККД. 

 
Рисунок 5 – Экспериментальная зависимость КПД 
передачи с роликовым механизмом снятия движения 

от вращающего момента на выходном валу  
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The method for determining the load-carrying capacity of the proprietary planetary transmission design is 
proposed. It is based on solving the compatibility equations of the displacement of gear teeth and the equation of 
the roller strain state. The results of the experimental research of the transmission efficiency are presented. 

Keywords: planetary transmission, load-carrying capacity, strength, efficiency. 
 
 

УДК 621.833 
 

А.П. ПОПОВ, д.т.н., проф., заведующий каф. механики и 
конструирования машин НУК им. адм. Макарова, Николаев; 
Ю.Н. КИПРЕЕВ, к.т.н., профессор НУК им. адм. Макарова; 
О.И. САВЕНКОВ, ассистент НУК им. адм. Макарова 
 

ВЛИЯНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ 
ДЕФОРМАЦИЯМИ И НАПРЯЖЕНИЯМИ НА КОНТАКТНУЮ 
ПРОЧНОСТЬ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ 
 

Памяти проф. А.И. Павлова 
посвящается 

 

Впервые выполнено решение плоской задачи применительно к упруго сжатым круговым цилиндрам с 
учетом нелинейной зависимости между упругими деформациями и напряжениями, возникающими в 
цилиндрах. Решение подтверждено экспериментальными исследованиями в статике на моделях. 

Ключевые слова: модель, цилиндр, передача, зубья, нагрузочная способность, нелиней-
ность, контакт, напряжения. 

 
Постановка проблемы. Совершенствование методов расчета зубчатых 

передач на контактную прочность является актуальной проблемой, успешное 
решение которой предопределяет развитие современного редукторостроения. 
Данная проблема является составной частью существующих научных про-
грамм и заданий практически во всех отраслях машиностроения, выпускаю-
щих зубчатые передачи общего и специального назначения. 

 

Анализ последних исследований. Основой для решения рассматриваемой 
плоской задачи является новая теория контактной прочности упруго сжатых тел с 
начальным (до нагружения) линейным или точечным касанием [1, 2]. В связи с этим 
преобладающая часть последних исследований в области контактной прочности зуб-
чатых передач, повышения их нагрузочной способности, снижения материалоемко-
сти и уровня вибрации в той или иной степени связана с новой теорией контактной 
прочности и с созданными на ее основе новыми техническими решениями [2-5]. 

 

Цель работы. Установление влияния нелинейной зависимости между 
упругими деформациями зубьев и возникающими при этом напряжениями на 
контактную прочность зубчатых передач и, как следствие, на их нагрузочную 
способность по этим напряжениям. 

 

Изложение основного материала. В настоящее время, как известно, 
расчет зубчатых передач на контактную прочность осуществляется по обще-
известной формуле Герца, полученной им применительно к модели контакта 
двух упруго сжатых круговых цилиндров бесконечной длины, исходя из ли-
нейной зависимости между упругими перемещениями (деформациями) зубь-
ев и возникающими при этом напряжениями. 

Однако путем экспериментальных исследований установлено, что между 

 О.П. Попов, Ю.М. Кипреєв, О.І. Савенков, 2013 
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упругими деформациями и напряжениями при нагружении зубьев существует не-
линейная связь, причем показатель степени нелинейности 8,07,0 n  [6]. В свя-

зи с вышесказанным возникает необходимость в оценке влияния указанной нели-
нейности на нагрузочную способность зубчатых передач по контактным напряже-
ниям. 

А теперь перейдем к решению рассматриваемой плоской контактной за-
дачи с учетом следующих основных допущений. Первое – контактные 
напряжения определяются по поверхностям сжатия зубьев, а имеющие место 
при этом силы трения не учитываются ввиду их малости. Второе – материалы 
зубьев принимаются однородными и изотропными. И, третье, сила, сжимаю-
щая зубья, создает в зоне контакта только упругие деформации. Кроме того, 
площадка контакта считается меньшей величиной по сравнению с общей 
площадью сопрягаемых зубьев. 

Решение задачи предусматривает нахождение двух равнозначных функ-
ций контактных деформаций. Определение первой функции контактных де-
формаций основано на отыскании формы зазора между контактирующими по 
линии зубьями до их нагружения, а также на принятии или отыскании закона 
изменения деформаций после нагружения. Определение второй функции кон-
тактных деформаций осуществляется на основе гипотезы Винклера. 

Рассмотрим нахождение первой функции контактных деформаций, обра-
тившись к рисунку. Здесь на рисунке, а дана расчетная схема двух цилиндров 1 и 
2 до нагружения, под которой подразумевается сопряженная пара зубьев, харак-

теризуемая радиусами кривизны 1  и 2  эвольвентных боковых профилей в по-

люсе зацепления. На рисунке, б приведено изображение нагруженных цилиндров 
с учетом эллиптического закона изменения контактных деформаций [1-5]. 

В соответствии с 
рисунком, а для точки 

0bx   запишем выра-

жения максимальных 
расстояний )( 01 bs  и 

)( 02 bs  между цилин-

драми 1 и 2 и горизон-
тальной осью x, а 
именно: 

  1
2
001 2 bbS ;   

  2
2
002 2 bbS , 

 

где b0 – полуширина 
площадки контакта, 
равная большей по-
луоси полуэллипсов 3 
и 4 (рисунок, б). 

Уравнения полу-
эллипсов деформаций 
3 и 4, которые харак-
терны для нагруже-
ния цилиндров, соот-
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Рисунок – Расчетные модели контакта цилиндров 1 и 2: 
а –до нагружения; б – после нагружения 
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ветственно 1 и 2, имеют вид 
 

1
2
0

2

2
1

2
1 

b

x

a

z
; 1

2
0

2

2
2

2
2 

b

x

a

z
, 

 

где )( 011 bsa  , )( 022 bsa   – малые полуоси полуэллипсов 3 и 4; )(11 xWz  , 

)(22 xWz   – ординаты контактных деформаций цилиндров 1 и 2 в точке x . 

Преобразуем вышеприведенные уравнения полуэллипсов к виду 
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x
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исходя из которого при соответствующих выражениях переменных величин 1z , 2z , 

параметров 1a , 2a  получим зависимость первой функции контактных напряжений: 
 

2
0

22
0

2121 1
2

)()()(
b
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zzxWxWxW

W




 ,                       (1) 

 

где )( 2121 W  – приведенный радиус кривизны сопряженных тел. 

Определив первую функцию контактных деформаций (1), перейдем к 
нахождению второй равнозначной функции W(x), исходя из подчинения сбли-
жаемых цилиндров (зубьев) в пределах упругости гипотезе Винклера, в соответ-
ствии с которой запишем [1] 

)()()( xwxAxW  ,                                              (2) 
 

где A(x) – коэффициент постели, Нмм2 ; w(x) – удельная нагрузка на едини-

цу ширины площадки контакта, 2ммН . 

Из уравнения (2) очевидно, что коэффициент постели A(x) является пере-
менной величиной, зависящей от x. При переменной величине коэффициента 
постели решение рассматриваемой задачи становится невозможным. По этой 
причине необходимо от коэффициента постели A(x) осуществить переход к по-
стоянной величине коэффициента A. В данном случае необходимо площадь ре-

альной эпюры напряжений )(x  заменить равновеликой прямоугольной пло-

щадью эпюры, характеризуемой по величине постоянными средними напряже-
ниями σm, равными 

W

n
m

bb

F

02
 ,                                                  (3) 

 

где Fn – нормальная сила, сжимающая цилиндры; bW – длина каждого из цилиндров. 
Для определения функции (2), пригодной для решения задачи, необходимо, 

как уже указывалось, найти выражение коэффициента постели в виде константы. С 
этой целью сначала запишем зависимость, устанавливающую взаимосвязь между 
упругими перемещениями (деформациями) W цилиндров и возникающими при 
этом напряжениями [1] 

n
mcW  ,                                                     (4) 

 

где cm – размерный параметр; 7,0n  – показатель степени нелинейности. 
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Решение задачи выполним при коэффициентах Пуассона 21   и модулях 

упругости 21 EE  . В связи с этим представим выражение (4) в развернутом виде, 
7,0

22
7,0

1121  mm ccWWW ,                                  (5) 
 

где W1, W2 – упругие перемещения 1 и 2 цилиндров; cm1, cm2 – размерные па-
раметры 1 и 2 цилиндров; σ1, σ2 – контактные напряжения, действующие на 
рабочих поверхностях каждого из цилиндров. 

Размерные параметры cm1 и cm2 представляют собой величины деформа-
ций 1 и 2 цилиндров, измеряемые в мм, при действии напряжений, равных 
одному мегапаскалю. Напряжения на рабочих поверхностях цилиндров харак-
теризуются, как известно, действием одной и той же силы и одинаковой пло-
щадкой контакта. В связи с этим можно принять cm1=cm2. В действительности 
при неизменной по размерам площадке контакта размерные параметры cm1 и 
cm2 несколько отличаются друг от друга вследствие разных значений коэффи-

циентов Пуассона 1 , 2  и модулей упругости материалов E1, E2. 

Для того чтобы перемещение W в формуле (4) выражалось в мм, необходи-

мо при 7,0n  иметь размерность параметра mc  в 0,7МПамм  или в 0,72,4 Нмм . 

Применительно к каждому из двух упруго сжатых цилиндров напряже-
ния, входящие в уравнение (5), представим в виде зависимостей: 
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где LL  – относительная деформация; L  – максимальная абсолютная дефор-

мация; L – некоторый линейный размер, принимаемый равным 02b , то есть 02bL  . 

Введя в формулу (4) вместо напряжения   правые части зависимостей 
(6), представим указанное выражение в виде двух уравнений: 
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С учетом соотношений LW  ; WbL  22
0  и 02bL  , найдем из (7) 

зависимости для расчета размерных параметров: 
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Контактные податливости 1к  и 2к  каждого из цилиндров определяют-

ся с учетом зависимостей (3) и (8): 
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Постоянное значение коэффициента постели  к2к102  bA  находится с 

помощью выражений (9), 
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Вторую функцию контактных деформаций (2) представим в окончательном 
виде, используя зависимость (10): 
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Проинтегрируем зависимость (2) по площади контакта с учетом (11): 
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В этой зависимости интегральное выражение представляет нормальную 
нагрузку на площадь контакта, 
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Повторно проинтегрируем функцию перемещений  xW  с использова-

нием зависимости (1), 
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Уравнение напряженно-деформированного состояния упруго сжатых 
цилиндров получим с помощью трех последних выражений: 
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Выполняя соответствующие преобразования уравнения (12), найдем за-
висимость для расчета полуширины площадки контакта, 
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Для определения максимальных контактных напряжений σH необходимо 
найти функцию контактных напряжений σ(x). С этой целью, разделив и умно-

жив правую часть выражения (2) на длину Wb , полагая   AxA  , запишем: 
 

W
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AbxwAxW
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)()(  , 

где  xbxw W )( . 
Из последней зависимости находим функцию контактных напряжений 

σ(x) с учетом правой части выражения (1), 
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Приняв в уравнении (14) координату x=0, получим максимальное кон-
тактное напряжение 
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В результате преобразования выражения (15) с учетом зависимостей (10) 
и (13) получим 
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В контакте стальных цилиндров с равными механическими характери-

стиками ( 3,021  ; EEE  21 ) формулы (13) и (16) приводятся к 

более упрощенному виду: 
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Если решение указанной задачи выполнить, исходя из показания степени 
не линейности 1n , то выражения примут вид: 
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Если в уравнениях (19) и (20) принять 3,021   и EEE  21 , 

то в этом случае указанные уравнения будут выглядеть следующим образом: 
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Из рассмотрения уравнений (19-22) нетрудно установить, что они абсо-
лютно совпадают с решениями Герца при 1n . Такое совпадение указывает 
на достоверность полученных в работе уравнений (13), (16-18). 

В результате сравнения между собой числовых коэффициентов при b0 и 
δn в формулах (17), (18) и (21), (22) отмечаем, что при учете нелинейной зави-
симости между деформациями и напряжениями полуширина площадки кон-
такта при 7,0n  возрастает в 1,606/1,522=1,055 раза, а максимальные 

напряжения при этом, как следствие, уменьшаются в 0,418/0,396=1,55 раза. 
На основании изложенного, нагрузочная способность эвольвентного зубчато-
го зацепления по контактным напряжениям при учете указанной не линейно-
сти возрастает в 1,055

2
=1,113 раза, т.е. примерно на 11,3%. 

С учетом изложенного нагрузочная способность эвольвентных зубчатых 
передач с начальным (до нагружения) линейным касанием зубьев по контакт-
ным напряжениям, определяемая по формуле Герца, является заниженной 
при 7,0n  примерно на 11,3%. Данное обстоятельство указывает на необхо-

димость при расчетах зубчатых передач исходить не из формулы (22), совпа-
дающей с формулой Герца, а из формулы (18). 

Для подтверждения достоверности полученных в работе решений были 
проведены экспериментальные исследования в статике на стальном цилин-
дрическом ролике, который под действием силы прижимался к плоской пли-
те. Эксперименты проводились с использованием специально спроектиро-
ванного для этих целей устройства, описание которого дано в [3]. Стальной 
ролик имел длину 100wb мм и радиус  60мм. Прижатие ролика к плите 

осуществлялось си-
лами Fn=(05; 1,0; 1,5; 
2,0; 2,5; 3,0)10

4
 Н. 

При этом измерялась 
ширина площадки 
контакта 2b0. Расчет-
ное определение ука-
занных величин 2b0 осуществлялось по формуле (17). 

Опытные и расчетные величины ширины площадки контакта даны в 
таблице с учетом коэффициента χ, характеризующего различия между рас-

четными и опытными величинами 02b . 
 

Выводы: 
1. Впервые выполнено решение плоской задачи применительно к модели 

контакта упруго сжатых круговых цилиндров, которая имитирует взаимодей-
ствие эвольвентных зубьев в полюсе зацепления, с учетом нелинейной зави-
симости между упругими деформациями и напряжениями при показателе 
степени нелинейности 7,0n .  

2. Получены выражения максимальных контактных напряжений и по-
луширины площадки контакта для случаев неравенства и равенства между 
собой соответственно коэффициентов Пуассона и модулей упругости матери-
алов взаимодействующих тел.  

Таблица – Опытные и расчетные величины 
ширины площадки контакта 

Определяемые и 
заданные величины 

Величины силы Fn∙10–4, H 
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 

Расчет 
2b0, мм 

0,384 0,541 0,664 0,763 0,856 0,939 
Опыт 0,395 0,550 0,650 0,770 0,860 0,950 
Коэффициент χ 1,0286 1,0166 0,9790 1,0092 1,0047 1,0117 
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3. Установлено, что существующая нелинейность между деформациями 
и напряжениями в упруго сжатых телах приводит к повышению их нагрузоч-
ной способности по контактным напряжениям в 1,113 раза по сравнению с 
таковой, которая имеет место без учета указанной нелинейности. 
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Влияние нелинейной зависимости между деформациями и напряжениями на контактную 

прочность зубчатых передач / А.П. Попов, Ю.Н. Кипреев, О.И. Савенков // Вісник НТУ "ХПІ". Се-
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Вперше виконано рішення плоскої задачі стосовно до пружно стиснених кругових циліндрів з 
урахуванням нелінійної залежності між пружними деформаціями та напруженнями, що виникають 
в циліндрах. Рішення підтверджено експериментальними дослідженнями у статиці на моделях. 

Ключові слова: модель, циліндр, передача, зуби, навантажувальна здатність, нелінійність, 
контакт, напруження. 

 

The solution of the plane problem as applied to elastically-compressed circular cylinders with regard of 
non-linear dependence between elastic displacements and stresses arising in the cylinders under the load has been 
carried out for the first time. The solution has been confirmed by experimental researches in static's on the models. 

Keywords: model, cylinder, gear, teeth, load capacity, nonlinearity, contact, stress. 
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КОНТАКТНАЯ ПРОЧНОСТЬ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ 
С ТОЧЕЧНЫМ ЗАЦЕПЛЕНИЕМ ЗУБЬЕВ 
 

Памяти проф. А.И. Павлова 
посвящается 

 

Впервые на основе новой теории контактной прочности упруго сжатых тел, разработанной А.П. Поповым, 
создан метод расчета на контактную прочность зубчатых передач с точечным зацеплением зубьев. 

Ключевые слова: передачи, зубья, контакт, точка, напряжения. 
 
Актуальность задачи. Разработка методов расчета зубчатых передач 

с точечным зацеплением зубьев на контактную прочность, к которым отно-
сятся, например, гиперболоидные передачи, конические передачи со спи-
ральными зубьями, передачи Новикова, цилиндрические передачи с прямыми 

 О.П. Попов, М.Г. Мозговой, 2013 
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и косыми зубьями и т.д., является актуальной проблемой. Успешное решение 
указанной проблемы предопределяет дальнейшее развитие современного ре-
дукторостроения. Данная проблема является неразрывной составной частью 
существующих в настоящее время научных программ и заданий практически 
во всех отраслях машиностроения, выпускающих зубчатые передачи. 

Анализ последних исследований. Впервые исследования по повыше-
нию нагрузочной способности зубчатых передач с пространственной точечной 
системой зацепления зубьев по контактным напряжениям изложены в [1-9]. 
Основы этих исследований базируется на новой теории контактной прочности 
упруго сжатых тел, которая, в отличие от теории Герца, указывает на то, что при 
первоначальном точечном зацеплении зубьев контактные напряжения в процессе 
нагружения зубьев могут быть не только больше таковых, имеющих место при 
линейном взаимодействии зубьев, что является общеизвестным фактом, но они 
могут быть равны или меньше указанных напряжений. Величины напряжений 
при точечном зацеплении зубьев зависят при всех прочих одинаковых условиях 
от величин приведенных радиусов кривизны в двух взаимно перпендикулярных 
плоскостях z0x и z0y, определяющих положения расчетной модели контакта, и от 
установленного соотношения между указанными радиусами [6]. 

 

Цель статьи. Разработка метода расчета контактной прочности передач 
с точечным зацеплением зубьев с учетом механических свойств материалов и 
их химико-термического упрочнения, формы сопряженных поверхностей 
зубьев, влияния конструктивных, технологических и эксплуатационных фак-
торов, выраженных через различные коэффициенты. 

 

Материалы исследований. Контактная прочность зубчатых передач с 
точечным зацеплением зубьев, к которым, как уже указывалось, относятся 
гиперболоидные передачи, конические передачи со спиральными зубьями и 
передачи Новикова, определяется по общеизвестной формуле Герца, полу-
ченной применительно к упруго сжатым телам, характеризуемым первона-
чальным линейным касанием друг с другом. Вполне очевидно, что такой рас-
чет не отражает сущности точечного зацепления зубьев, в связи с чем он яв-
ляется неправомерным. 

В то же время использование решений Герца, полученных им примени-
тельно к точечному взаимодействию упруго сжатых тел, для расчета контакт-
ных напряжений в передачах с точечным зацеплением зубьев является непри-
емлемым, так как определяемые при этом величины максимальных контакт-
ных напряжений max настолько велики, что "зашкаливают" за пределы здра-
вого смысла. Для подтверждения сказанного осуществим расчет передачи 
Новикова ОЛЗ-1,35-0,15, у которой z1=34; z2=70; mn=5мм; к=27; =15; 
bw=60мм; Fn=2,110

5
Н; =0,3; E=2,110

5
МПа; w=67,5мм и Rпр=1830мм – при-

веденные радиусы кривизны выпукло-вогнутых зубьев в двух взаимно-
перпендикулярных плоскостях. 

Расчетные значения напряжений max с учетом использования решений 
Герца и их модифицированных решений другими авторами и организациями, 
а также с учетом решений [6] приведены в таблице 1.  

Напряжения max=698МПа, найденные на основании решений [6], являются 
не только наименьшими по величине по сравнению с величинами напряжений, приве-
денными в таблице, но и достоверными, что очевидно из следующих пояснений. Если 
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от указанной пе-
редачи Новикова 
ОЛЗ-1,35-0,15 пе-
рейти к традици-
онной косозубой 
передаче с теми 
же самыми раз-

мерами 
и параметрами 

зацепления 
эвольвентных 

зубьев, то в этом 
случае по фор-

муле Герца для линейного контакта зубьев получим H=783МПа. В связи со 
сказанным, повышение нагрузочной способности по контактным напряжениям со-
ставит F=(H/698)

3
=(783/698)

3
=1,412 раза, что целиком и полностью совпадает с 

общепринятыми рекомендациями [9]. 
По-видимому, нет смысла комментировать приведенные в таблице 1 данные, 

за исключением max=698МПа, так как расхождения по величинам напряже-
ний доходят до 14 раз, а по нагрузочной способности – до 2720 раз. Таким 
образом, вместо ожидаемого повышения нагрузочной способности указанной 
передачи Новикова по контактным напряжениям решения Герца и модифи-
цированные решения других авторов на основе его теории привели к много-
кратному снижению нагрузочной способности данной передачи, что не соот-
ветствует действительности. 

А теперь обратимся к решениям новой теории контактной прочности. В 
соответствии с [6] выражения max, малой а и большой b полуосей эллиптиче-
ской площадки контакта имеют вид: 
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 где ww R  – коэффициент. 

Используя зависимости (1-3), выполним расчет I ступени опытного ре-
дуктора с точечным зацеплением зубьев [6], исходя из z1=33; z2=127; m=4мм; 
w=20; bw=77мм; =0,3; Fn=2,110

4
Н; E=2,110

5
МПа. С этой целью по обще-

известным зависимостям определяем w=17,916мм и H=747,3МПа – кон-
тактные напряжения при линейном зацеплении зубьев. 

Для получения то-
чечного зацепления 

зубьев в указанном редукторе прямолинейные образующие боковых поверх-
ностей зубьев шестерни z1 заменены криволинейными образующими с радиу-

сом кривизны R, определяемым из выражения SbR w  82 , где S – параметр 

криволинейности боковых поверхностей зубьев шестерни в их торцевых се-
чениях. 

Расчетные данные max, a и b при различных значениях S приведены в таблице 2. 

Таблица 1 – Расчетные значения напряжений 
Источник ин-
формации (орга-
низация, автор) 

ВНИИМАШ ИМАШ Ковалев 
М.П. 

Макушин 
М.И. 

Герц Попов 
А.П. 

Напряжения 
max, МПа 

4473 3206 3848 9818 9771 698 

Повышение 
напряжений  
H=max/698 

3,39 4,58 5,49 14,03 13,96 1,00 

Снижение 
нагрузочной 
способности 
F=H 

261,0 96,1 165,4 2759 2720 1,00 

Таблица 2 – Расчетные данные max, a и b 
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Из таблицы 2 
очевидно, что вели-
чина напряжений 
max при точечном 
зацеплении зубьев 
зависит от величины 
радиуса R, который, 
в свою очередь, 

определяется через параметр S. Для нахождения границы раздела напряже-
ний, которая характеризует увеличение или уменьшение max относительно 
H при линейном контакте зубьев, необходимо знать величину радиуса R, для 
определения которого можно воспользоваться равенством [7] 

 
Eb

F

b w

nw

w




032,22
.                                                         (4) 

 

Если величина R, найденная по формуле (4), меньше величины 
R=14060мм (см. таблицу 2), то в этом случае max>H=743,3МПа; если величи-
на R>14057мм, например, она равна 61740мм, то в этом случае имеем 
max=560,7МПа<H=743,3МПа; если R=w=17,92мм (модель контакта двух ша-
ров, см. таблицу 2), то в этом случае max=5592МПа.  

К сказанному следует добавить, что если в уравнениях (1-3) принять ко-
эффициент =1, то в этом случае они будут сведены к выражениям max и 
a=b=r, характерным для модели контакта сферических тел, например, двух 
шаров или шара с плоскостью, где r – радиус площадки контакта шара. При 
этом выражения max и r при =1 целиком и полностью совпадают с анало-
гичными выражениями, впервые полученными Герцем.  

Таким образом, впервые доказано и показано, что максимальные кон-
тактные напряжения про точечном зацеплении зубьев могут быть не только 
больше таковых, имеющих место при линейном касании зубьев, что следует 
из решений Герца, но данные напряжения, исходя из решений [6], могут быть 
равны или меньше напряжений при линейном контакте зубьев. 

Прежде чем перейти к изложению метода расчета контактной прочности 
зубчатых передач с пространственной точечной системой зацепления зубьев 
рассмотрим достоинства и преимущества этих передач по сравнению с тра-
диционными зубчатыми передачами, которые заключаются в следующем: 

а) нагрузочная способность этих передач по контактным напряжениям 
примерно в 1,7…2,4 раза выше, чем у передач с линейным контактом зубьев; 

б) напряжения изгиба в данных передачах ниже в 1,4…1,7 раза, чем 
в сравниваемых передачах вследствие распределения нагрузки по большим 
площадкам контакта; 

в) в этих передачах наблюдается стабилизация формы пятна контакта 
и отсутствие кромочного контакта зубьев; 

г) осуществляется компенсация деформаций кручения, изгиба, сдвига и 
т. д. (валы, зубчатые колеса, опоры и т. п.); 

д) исключается возможность применения в конструкциях планетарных 
и псевдопланетарных редукторов компенсирующих устройств, предназна-
ченных для выравнивания нагрузки между сателлитами; 

Определяемые 
величины 

Величина S, мм 
1 2 3 4 5 

0,0120 0,0527 0,1000 0,2000 2,240 
Радиус R, мм 61740 14060 7411 3705 17,92 

Коэффициент  0,0170 0,0357 0,0792 0,0695 1,000 

Напряжения max, МПа 560,7 747,3 1453 2201 5592 
Параметр а, мм 0,551 0,692 0,760 0,836 1,338 
Параметр b, мм 32,38 19,37 15,44 12,04 1,338 
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е) при одинаковой нагрузочной способности рассматриваемых 
и традиционных зубчатых передач в первых возможно одновременное сни-
жение веса и габаритов от 25% до 40%; 

ж) в зубчатых передачах с точечным зацеплением зубьев при твердости 
HRC60 и хороших условиях смазывания допускаемые напряжения [max] 
превышают таковые по сравнению с традиционными в 1,5…2,0 раза; 

з) в рассматриваемых передачах (в зависимости от n-кратности зацепле-
ния, где n=2; 3 и 4) возможно снижение уровня вибрации и шума на 10…25дБ; 

и) при учете нелинейности между упругими перемещениями (деформа-
циями) зубьев и возникающими в них напряжениями нагрузочная способ-
ность по контактным напряжениям точечного зацепления в 1,27 раза выше 
таковой по сравнению с линейным зацеплением зубьев. 

А теперь перейдем к изложению основ практического метода расчета 
зубчатых передач с точечным зацеплением зубьев, полагая, что влияние неко-
торых коэффициентов на расчетные контактные напряжения аналогично их 
влиянию на напряжения при линейном зацеплении зубьев. Для учета влияния 
указанных коэффициентов на напряжения они в нижеприведенных формулах 
возведены в степень, равную 3/2. При этом определение коэффициентов осу-
ществлялось, исходя из данных [6] и других общеизвестных источников. 

На основании сказанного расчетное контактное напряжение в полюсе 
зацепления при точечном взаимодействии зубьев без нагрузки следует опре-
делять по формуле 

   max
3 2/3

αβдвα0max   HHvHHE KKKKKKKZZZ ,              (5) 
 

где Z – коэффициент, учитывающий нелинейность между деформациями 
и напряжениями; ZE – коэффициент, учитывающий механические свойства 
материалов зубьев; ZH – коэффициент, учитывающий форму сопряженных 
поверхностей зубьев; K0 – коэффициент контактных напряжений; K – коэф-
фициент, учитывающий распределение нагрузки между зубьями и суммар-
ную длину контактных линий; Kдв – коэффициент, учитывающий влияние на 
контактную прочность типа двигателя; KH – коэффициент, учитывающий не-
равномерность распределения нагрузки на контактную прочность в пределах 
суммарной длины контактных линий; KHv – коэффициент влияния на кон-
тактную прочность динамической нагрузки в зацеплении; KH=KZ·KP·Kпш – 
коэффициент распределения нагрузки между полушевронами; [max] – допуска-
емое напряжение, не вызывающее опасной контактной усталости материала.  

Для определения [max] воспользуемся зависимостью 
 

     


 ZZZZZK

S
LVRBHL

H

H

min

lim
max 0,2...5,1 ,  (6) 

 

где Hlimb – предел контактной выносливости зубьев для базового числа цик-
лов нагружений; SHmin – минимальный коэффициент запаса прочности; KHL – 
коэффициент долговечности; ZB – коэффициент повышения допускаемого по-
вышения допускаемого контактного напряжения вследствие точечного зацеп-
ления зубьев; ZR – коэффициент, учитывающий влияние исходной шерохова-
тости сопряженных зубьев; ZV – коэффициент влияния окружной скорости; 
ZL – коэффициент влияния смазки Z – коэффициент размера зубчатого колеса.  
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Рассмотрим определение коэффициентов, входящих в формулу (5). Ко-
эффициент Z=1/(0,33/0,294)=0,891 при показателе степени нелинейности 
n=0,7 [6]. Коэффициент ZE при коэффициентах Пуассона 1=2= и модулях 
упругости E1=E2=E определяется по формуле 

 

 
3

2

2122

3












E
ZE . 

 

Коэффициент wbHZ  2sincos2 , где =arcsin(cos·sin) – основной 

угол контакта зубьев, град. Коэффициент контактных напряжений K0 имеет вид: 

u

u

d

T
K

w

12
3

1

1
0


 , 

 

где T1 – максимальный расчетный крутящий момент на шестерне, Н·м; dw1 – 
диаметр начальной окружности шестерни, мм; u – передаточное число. 

Коэффициент K применительно к цилиндрическим косозубым и шев-
ронным передачам определяется по формуле K=1,053/. Если передача со-
держит прямые зубья, то K=1 при <2 и K=0,5 при 2, где  – коэффи-
циент осевого перекрытия зубьев. 

При использовании ДВС коэффициент Kдв=1,7…2,0 при числе цилин-
дров меньшем четырех. При числе цилиндров равном 4…6 – Kдв=1,45…1,7, а 
при числе цилиндров 7 величина коэффициента Kдв=1,25…1,35. Если в каче-
стве двигателя используется паровая турбина, то Kдв=1,05…1,10. В случае га-
зотурбинного двигателя имеем Kдв=1,0…1,5.  

При определении коэффициента KH в соответствии с рисунком под дан-
ным коэффициентом следует подразумевать коэффициент KHк (подвод мо-
мента Т к торцу зацепления), либо коэффициент KHm (подвод момента Т к се-
редине зацепления). В соответствии со сказанным применительно к рисунку 
а, б, в, г, д, е, ж запишем выражения коэффициентов: 
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KH = KH1 + KH4.                                           (13) 
 

Коэффициенты KHKH4, входящие в уравнения (7-13), имеют вид: 
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KH=0,025(1+2–1,5);   KH4=(0,09p+0,125)tg, 
 

где с – степень точности по нормам контакта; p – число потоков мощности; 
Kb=0,01 – для прямозубых, косозубых и шевронных передач; 1=b1/h0ш, 
2=b2/h0к – относительная ширина свободной (свисающей) части обода ше-
стерни и колеса, причем 0112,5 и 0211,5; b1, b2 – ширина свободных ча-
стей венцов шестерни и колеса от торцов до полотен; h0ш, h0к – толщина обо-
дов соответственно шестерни и колеса. 

 
Рисунок – Варианты подвода и отвода передаваемой зацеплением мощности 
 

Для определения коэффициента KHv воспользуемся зависимостью [6] 
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где v – окружная скорость, м/с; f=(f1+f2)/2 – погрешность, учитывающая нор-
мы плавности; f1=fzк1, f2=fzк2 – для прямозубых передач; f1=fb1, f2=fb2 – для косо-
зубых и шевронных передач; fzк1, fzк2 – допуски на циклическую погрешность 
зубцовой частоты шестерни и колеса; fb1, fb2 – максимально возможное откло-
нение шагов зацепления шестерни и колеса. 

Коэффициент KH=KzKpZпш, учитывающий в комплексе распределение 
нагрузки между зубьями, число потоков мощности в зацеплении, увеличение 
нагрузки в полюсе зацепления и распределение нагрузки между полушеврона-
ми. 

Коэффициент Kz при числе потоков мощности п=1 равен единице. Для 
переборных редукторов при п=2 или п=3 коэффициент Kz=1,05, а при 
п=4…5 имеем Kz=1,1, а при п5 коэффициент Kz=1,15. 

Коэффициент KP, учитывающий возрастание нагрузки в полюсе зацеп-
ления, для цилиндрических и шевронных зубчатых передач с точечным кон-
тактом зубьев принимается равным единице. 

Коэффициент Kпш, учитывающий распределение нагрузки между полушев-
ронами, для цилиндрических передач с прямыми и косыми зубьями независимо 
от характера контакта принимается равным единице. Для шевронных передач 
редукторов с упругими либо зубчатыми муфтами коэффициент Kпш=1,05…1,1. 

Рассмотрим обоснование и выбор напряжения Hlim и коэффициентов, 
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входящих в формулу (6), необходимых для определения [max]. Предел кон-
тактной выносливости зубьев Hlim, соответствующий базовому числу циклов, 
определяется исходя из таблицы 3. 

Коэффициент  (см. таблицу 3) определяется в зависимости от средней 
величины толщины азотированного слоя ; HB, HRC, HV – средняя твердость 
поверхностей по Бринеллю, Роквеллу и Виккерсу. 

Минимальный коэффициент запаса прочности SHmin определяется, исхо-
дя из следующих положений. Для зубчатых колес с одинаковой структурой 
материала SHmin=1,1; для зубчатых колес с поверхностным упрочнением зубь-
ев SHmin=1,2; для зубчатых передач, выход которых из строя связан с тяжелы-
ми последствиями, коэффициент SHmin=1,25…1,35. 

Таблица 3 – Значения предела контактной выносливости 

Вид термообработки Предел контактной выносливости Hlim, МПа 

Цементация 
HRC59; HB600 

1470…1530 

Азотирование 

Предварительная термообра-
ботка HV600; HB280 

Поверхностная 
прочность 

Прочность 
сердцевины 

1195 

0,6;  
4,8HRC 
0,6; 

(4,2+1,2·104)HB 

Предварительная циклическая 
термообработка: закалка+отпуск; 
HV600; HB300…390; высоколе-
гированные стали 

1295 

0,6;  
5HRC 
0,6; 

(4,3+1,2·104)HB 
Термоулучшение 
HB280…380 

(2,4…2,6)HB 
 

Коэффициент долговечности KHL определяется из известной зависимости 
 

8
0

HE

H
HL

N

N
K  , 

 

где NH0=10
8
 – базовое число циклов; NHE – эквивалентное число циклов, опре-
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Коэффициент Z, учитывающий размеры зубчатого колеса, определяется 

по формуле wdZ 41007,1 
  , либо из выражения Z=1,345/dw

0,05
. При 

dw<700мм рекомендуется принимать значение коэффициента Z=1,0.  
Предложенный метод расчета на контактную прочность эвольвентных зубча-

тых передач с точечным зацеплением зубьев следует рассматривать как одну из 
первых попыток расчета в указанном направлении. В дальнейшем, по мере накоп-
ления опытных данных по указанным зубчатым передачам, возможна несуще-
ственная корректировка отдельных коэффициентов, входящих в уравнения (5) и 
(6). 

 

Выводы. Впервые с момента появления (1881г.) классической теории упру-
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го сжатых тел, разработанной Генрихом Герцем, доказано и показано, что мини-
мальные напряжения при точечном зацеплении зубьев могут быть не только боль-
ше, но и меньше таковых, характерных для линейного взаимодействия зубьев. 

Также впервые разработан практический метод расчета на контактную 
прочность зубчатых передач с точечным зацеплением эвольвентных зубьев. 
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Контактная прочность зубчатых передач с точечным зацеплением зубьев / А.П. Попов, 
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Вперше на основі нової теорії контактної міцності пружно стиснутих тіл, розробленої О.П. Поповим, 
створено метод розрахунку на контактну міцність зубчастих передач з точковим зачепленням зубців. 
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The method of calculation on contact strength of toothed gears with teeth point contact based on a new 
A.P. Popov's theory of contact strength of the elastic compressed bodies has been worked out for the first time. 
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ РАБОТОСПОСОБНОСТИ 
НЕСУЩИХ ЭЛЕМЕНТОВ МАШИНОСТРОИТЕЛЬНЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ 
 

Разработан энергетический критерий работоспособности несущих элементов аварийно-спаса-
тельной, инженерной и противопожарной техники с позиций трибофатики как основы проекти-
рования этой техники. Определены параметры напряженно-деформированного состояния несу-
щих элементов с помощью энергетического критерия. 

Ключевые слова: трибофатика, энергетический критерий, пожарно-технические средства, 
основы проектирования. 
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аварийно – спасательной, инженерной и противопожарной техники (АСИПП) 
может обеспечиваться лишь надежной расчетно-проектировочной базой, 
сформированной на основе системного подхода [1-2]. Такой подход обеспе-
чивает в настоящее время лишь трибофатика [1-6].  

 

Анализ последних достижений и публикаций. Описание явления 
троппи, лежащего в основе трибофатики, можно найти в работах [1-6]. 

 

Постановка задачи и ее решение. Системный анализ – методология, 
созданная в результате научных обобщений с учетом всех превалирующих 
факторов влияния, но с единым интегральным (суммарным) критерием рабо-
тоспособности. Для расчета и проектирования АСИПП-техники авторы реко-
мендуют использовать энергетический критерий работоспособности, сфор-
мированный с позиции трибофатики. При этом несущий элемент рассматри-
вается как фрагмент силовой системы [5-6]. 

Гипотеза Сосновского о предельном состоянии силовой системы имеет вид:  
 

       0,,,,, 0\ 


UmUUU kji
eff

chT

eff

ch

eff

ch
,                           (1) 

 

где тk, k=1, 2, …, – некоторые характеристики свойств контактирующих материалов.  
Дадим конкретизацию (1) в наиболее простой постановке. Будем считать, 

во-первых, что напряженное состояние, обусловленное повторно-переменной 
нагрузкой, является одноосным и характеризуется наибольшим нормальным 
напряжением σ. Во-вторых, примем, что контактное взаимодействие элементов 
системы описывается фрикционным напряжением τW. Пусть далее Т – темпера-
тура среды. Тогда, без учета коррозионных процессов, гипотеза (1) будет  

 

  0,,,,,, 0\\
22   UmT kMTW ,                           (2) 

 

так как силовая ( effU ), фрикционная ( effU  ) и тепловая ( eff
TU ) составляющие 

эффективной энергии eff
U  пропорциональны соответствующим параметрам: 

 

TaU T
eff
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W
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где коэффициенты а<<1 выделяют из полных тепловой и механической энер-
гий их эффективные части. 

Предположение о том, что предельное состояние силовой системы наступит, 
когда простая алгебраическая сумма эффективных энергий достигнет критической 
величины  

            KWT
effeffeff

T
eff UaaTaUUUU  

22 ,                (4) 
 

считается неправомерным [6]. В самом деле, подобный критерий, как нетруд-
но понять, не в состоянии описать возможные принципиально многообразные 
результаты комплексного повреждения. Поэтому энергетический критерий 
предельного состояния силовой системы следует записать с учетом диалекти-
ческого взаимодействия необратимых повреждений:  
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22
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  ,   Λ≤≥1.              (5) 
 

Здесь   учитывает взаимодействие эффективных частей механической энер-

гии, обусловленных нормальными σ и фрикционными τW напряжениями, а TM  – 

взаимодействие тепловой и механических составляющих эффективной энергии. 
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Заметим, что в выражении (5) эффективная часть тепловой энергии определяется 
изменением суммарной температуры TΣ=Т2–Т1 в зоне силового контакта, обуслов-
ленной всеми источниками тепла, в том числе выделяемого при механическом 
(объемном и поверхностном) деформировании, структурных превращениях и т.п. 

Критериальное уравнение Сосновского-Богдановича (5) есть конкретизация 
гипотезы (2). Оно описывает достижение предельного состояния и по критерию 
усталостного разрушения (прямой эффект), когда роль циклических напряжений 
является определяющей; и по критерию предельного контактного повреждения 
(обратный эффект), когда решающим является вклад процессов трения и изна-
шивания; и по критерию термодеструкции, когда термодинамические процессы 
становятся ведущими. Это означает, что уравнение (5) описывает достижение 
предельного состояния силовой системы независимо от того, какие механизмы 
генерирования и накопления разнообразных повреждений реализуются. 

Из (5) нетрудно получить ряд важных частных случаев. Так, условия чисто 
теплового (или термодинамического) разрушения (когда σ=0 и τW=0) либо чисто 
механического разрушения (когда TΣ=0) будут соответственно следующими:  

 

aT∙TΣ=U0;          (6)                              0
22

\ Uaa W   .          (7) 
 

В случае изотермической механической усталости (когда τW=0) имеем  
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а при изотермической фрикционной усталости (когда σ=0) аналогично получаем  
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Для конкретизации задачи (4) следует указать способ учета влияния 
электрохимических процессов на повреждаемость силовой системы. Введем 
параметр 0≤D≤1, которому придадим следующее содержание: его увеличение 
должно быть эквивалентно росту эффективной (расходуемой на образование 
и накопление износоусталостных повреждений) энергии в силовой системе 
вследствие развития электрохимической повреждаемости. Такое влияние не-
трудно описать путем соответствующего изменения величин параметров а в 
критерии (5). В самом деле, если уменьшить величину а в (1–D) раз, т.е. ввести 

в критерий (5) выражение )1( Da  , то получим: рост D означает соответству-

ющее увеличение а. Тогда критерий (5) можно записать в общем виде [4, 5]:  
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Здесь параметры Dσ, Dτ и DT описывают влияние коррозии под напряже-
нием, коррозии при трении и термической коррозии соответственно. Таким 
образом, уравнение (5) есть конкретизация гипотезы (1) в том случае, когда 
нагрузочными параметрами являются σ, τW, ТΣ, D.  

При D=0 критерий (10) переходит в (5). 
Введем относительные меры ω термодинамического (индекс Т), силового 

(индекс σ) и фрикционного (индекс τ) повреждений с учетом влияния коррозии 
(индекс сh):  
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Тогда критерий (10) принимает вид  
 

        1\\   chchchTTM ,                            (12) 

или  
ωΣ=1,                                                      (12а) 

 

где энергетическая мера комплексного износоусталостного повреждения  
 

        10 \\   chchchTTM .                        (13) 
 

Критерий Сосновского (10), (12) гласит: предельное состояние силовой 
системы наступит, когда сумма диалектически взаимодействующих эффек-
тивных составляющих энергии от силового, фрикционного и термического 
воздействий (с учетом процессов коррозии под напряжением, термической и 
трибохимической коррозии) достигнет критической величины U0. Критерий 
(10) в форме (12) или (13) удобен тем, что все меры поврежденности являют-
ся безразмерными и имеют единый интервал (0≤ω≤1) изменения величин.  

Если использовать концепцию об опасных объемах деформируемого твердо-
го тела при циклическом нагружении (VРγ), при трении (SРγ) и при термодинамиче-
ском нагружении (VТγ), то пространственные меры поврежденности можно опреде-
лить аналогично (11):  
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где V0, Sk – рабочие объемы.  
И тогда критерий (10) запишем с учетом (14): 
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Достоинство (15) состоит в том, что здесь учтено взаимодействие опас-
ных объемов, обусловленных разными нагрузками, при формировании пре-
дельного состояния силовых систем. Кроме того, поскольку относительные 
опасные объемы определяются комплексом конструктивно-технологических 
и металлургических факторов, то этот комплекс факторов оказывается авто-
матически учтенным в критерии предельного состояния силовых систем. 

В случаях, когда требуется учесть временные эффекты, критерии (10) и 
(12) записывают соответственно:  
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где U0(t) – функция старения.  
Заметим, что в критериях (4), (10) не было наложено никаких ограниче-

ний для величин TΣ>0, τW>0, σ>0. Поэтому они могут описывать достижение 
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предельного состояния не только при комплексном износоусталостном по-
вреждении, но и при частных условиях нагружения, например, при чисто теп-
ловом или чисто механическом разрушении.  

Общий анализ этих критериев позволяет сделать три основных вывода:  
1. Рост нагрузочных параметров (σ, τW, ТΣ, D) ведет к соответствующему 

ускорению достижения предельного состояния.  
2. Предельное состояние силовой системы может быть достигнуто и за 

счет увеличения только одного (любого) из нагрузочных параметров (при со-
хранении неизменными величин остальных параметров).  

3. Если Λ>1, то деградация силовой системы соответственно усиливает-
ся, а при Λ<1 она замедляется, по сравнению с поврежденностью, обуслов-
ленной совокупным действием одних только нагрузочных параметров. 

Последний вывод и есть результат принципиально нового подхода к по-
строению критерия предельного состояния силовых систем.  

Для практического применения критериев (4), (10) и (12) необходимо 
иметь обоснованные методики определения величин U0, а, Λ, D.  

Выше был отмечен фундаментальный характер параметра U0. Если ис-
ходить из основных положений термофлуктуационной теории прочности [5-
6], то U0 следует трактовать как начальную энергию активации процесса раз-
рушения. Там же было показано, что величина U0 примерно совпадает с теп-
лотой сублимации для металлов и кристаллов с ионными связями, а так же с 
энергией активации термодеструкции для полимеров [6],  

 

U0≈UT. 
 

С другой стороны, величина U0 определяется как энергия активации ме-
ханического разрушения  

U0≈UM. 
 

Следовательно, энергию U0 можно считать константой вещества,  
 

U0≈UM≈UT=const.                                             (18) 
 

Принимая во внимание физико-механические и термодинамические 
представления о процессах разрушения [1-6], запишем (18) в виде:  
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где sk – коэффициент приведения; σth – теоретическая прочность; Е – модуль 
упругости; Са – атомная теплоемкость; αV – коэффициент термического рас-
ширения объема; k – постоянная Больцмана; ТS – температура плавления; θD – 
температура Дебая; h – постоянная Планка.  

Согласно (19) приближенно можно принять [6] 
 

V

aC
U


 0 ,                                                 (20) 

 

где ε*≈0,6 – предельная деформация межатомной связи. 
Из равенства (19) следует, что U0 – энергия активации данного вещества, 

по порядку величины равная 1...10эВ в расчете на одну частицу, атом или мо-
лекулу (~10

2
...10

3
кДж/моль), т.е. величина, близкая к энергии разрыва меж-

атомной связи в твердом теле [1, 6]. Ее уровень не зависит от того, каким спо-
собом достигается разрушение – механическим, тепловым либо их совокуп-
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ным действием. Методики экспериментального определения U0 разработаны 
и хорошо известны [1, 2].  

Из (19) устанавливается термомеханическая константа материала, 
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Константа Сосновского θσ характеризует потерю прочности, приходящуюся на 1K. 
 

Выводы. Таким образом, авторами разработан энергетический критерий ра-
ботоспособности несущих элементов АСИПП-техники. Разработанный критерий 
носит универсальный характер для пар трения износоконтактного взаимодействия. 
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РАЗРАБОТКА МАНИПУЛЯТОРОВ С СИЛОВЫМИ 
ВОЛНОВЫМИ МЕХАНИЗМАМИ ДЛЯ ВЫПОЛНЕНИЯ 
АВАРИЙНО-СПАСАТЕЛЬНЫХ РАБОТ 

 
Предложены конструкции манипуляторов, содержащих силовые волновые механизмы с электро-
механическими генераторами волн, обладающие свойствами прецизионного и безинерционного 
манипулирования. Такие конструкции могут быть использованы для проведения аварийно-
спасательных работ в агрессивных средах без непосредственного  присутствия человека.  
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Ключевые слова: манипулятор, несущий элемент, гибкое колесо, жесткое колесо, генера-
тор волн, аварийно-спасательные работы. 

 
Постановка проблемы. Согласно Концепции и Программы научного обес-

печения деятельности Государственной службы Украины чрезвычайных ситуаций от 
2012 года одним из основных направлений и задач научного обеспечения деятельно-
сти службы есть разработка и создание специальной, противопожарной, поисково-
спасательной техники и средств спасения для оснащения подразделений ГСУ ЧС. 

При современном развитии производства, военно-промышленного комплекса 
используются различные материалы, которые отличаются повышенной техноген-
ной опасностью. При возникновении аварий техногенного характера образуются 
агрессивные среды, где присутствие человека физически невозможно. Поэтому на 
ГСУ ЧС возлагаются задачи по разработке и использованию роботизированной 
техники для ликвидации ЧС без непосредственного присутствия человека. Од-
ним из вариантов такой техники являются манипуляторы для выполнения ряда 
задач по проведению аварийных работ в агрессивных средах. Такие манипулято-
ры должны обладать рядом свойств: надежностью, прецизионным позициониро-
ванием, безинерционностью, быстродействием, простотой управления при экс-
плуатации, 1-4. Решение задачи по обеспечению прецизионного позициониро-
вания и безинерционности манипуляторов для выполнения аварийных работ 
предлагается в данной работе, что делает ее актуальной и практически полезной. 

 

Анализ последних достижений и публикаций. Предлагаются соб-
ственные конструкции, включающие в себя силовые волновые механизмы с 
электромагнитными генераторами волн (респонсины), обеспечивающие от-
меченные выше свойства манипуляторов. Подобные свойства конструкции 
манипуляторов рассматривались в работах 1-2. 

 

Постановка задачи и ее решение. Целью данной работы служит разра-
ботка методологии конструирования манипуляторов для выполнения аварийных 
работ в агрессивных средах при ликвидации аварий техногенного характера. 

В разработанных конструкциях используется силовой волновой меха-
низм с электромагнитным генератором волн (респонсин), это позволяет обес-
печить манипулятор повышенной надежностью, высокой (прецизионной) 
точностью позиционирования и практической безинерционностью, 1-3.  

Модуль манипулятора представлен на рисунке 1. Модуль манипулятора со-
держит: 1 – корпус; 2, 3 – выходные звенья; 4 – переходник; 5 – шлицы; 6 – ось; 7 
– зубчатое соединение; 8 – гибкое колесо; 9, 10 – зубчатые венцы; 11, 12 – жест-
кие колеса; 13, 14 – подшипниковые опоры; 15, 16 – статоры; 17, 18 – роторы 
электродвигателя; 19, 20 – подшипниковые опоры; 21, 22 – генераторы волн.  

 

 О.Г. Приймаков, О.В. Устиненко, Д.Л. Соколов, Є.М. Гринченко, 2013 
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Рисунок 1 – Модуль манипулято-

ра 
 

Модуль манипулятора ра-
ботает следующим образом. При подводе напряжения к статорам 15 и 16 начи-
нают вращаться роторы 17 и 18, а вместе с ними и генераторы 21 и 22 волн. 
Каждый генератор волн деформирует свой зубчатый венец гибкого колеса 8, ко-
торое неподвижно, так как связано через зубчатое соединение 7 и ось 6 с корпу-
сом 1. Вследствие деформирования зубчатых венцов 9 и 10 гибкого колеса 8 и их 
зацепления соответственно с жесткими колесами 11 и 12 последние получают 
вращение и сообщают его выходным звеньям 2 и 3.  

Напряжение может быть подано на два статора 15 и 16 или только на 
один из них. В зависимости от этого вращение получают оба выходных звена 
2 и 3 или только одно из них. Выходные звенья 2 и 3 могут также вращаться с 
разной угловой скоростью в одном и противоположном направлениях.  

Шарнир манипулятора (рисунок 2) включает в себя: 1 – ведущее звено; 2 – ве-
домое звено; 3 – ось шарнира; 4 – статор электродвигателя; 5 – полый цилиндриче-
ский ротор; 6, 7 – подшипники; 8 – генератор волн; 9 – гибкое зубчатое колесо; 10 – 
шлицы; 11 – жесткое колесо; 12, 13 – подшипники; 14 – токопроводы; 15 – статор 
электромагнитного тормоза; 16 – якорь; 17 – шлицы.  

Шарнир манипулятора работает следующим образом. При подводе напряже-
ния по токопроводам 14 к обмотке статора 4 электродвигателя получает вращение 
полый цилиндрический ротор 5 и связанный с ним генератор 8. Вследствие дефор-
мирования генератором 8 гибкого колеса 9 и его зацепления с жестким колесом 11 
последнее получает вращение и через шлицы 10 сообщает его оси 3 и соединенно-
му с ней ведомому звену 2. Таким образом, ведомое звено 2 совершает поворотное 
движение в плоскости относительно звена 1. При необходимости фиксирования 
звена 2 относительно ведущего звена 1 подается напряжение на обмотку статора 15 
электромагнитного тормоза. Под действием электромагнитных сил якорь 16 притя-
гивается к статору 15, тем самым соединяя генератор 8 и жесткое колесо 11. При 
этом волновой редуктор становится жестким звеном, исключая перемещение ве-
домого звена 2 относительно ведущего звена 1. 

Манипулятор (рисунки 3,4) содержит: 1 – стойка; 2, 3, 4 – звенья; 5 – 
схват; 6, 7, 8 – двигатели; 9 – ведущий зубчатый шкив; 10 – цапфа; 11 – под-
шипник; 12 – ведомый зубчатый шкив; 13 – зубчатый ремень; 14 – переход-
ник; 15 – вал; 16 – корпус кулачкового генератора; 17 – генератор волн; 18 – 

 
Рисунок 2 – Шарнир манипулятора 
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гибкое зубчатое колесо; 19 – внешний зубчатый венец; 20 – внутренний зуб-
чатый венец; 21 – внешнее жесткое колесо; 22 – внутреннее жесткое колесо; 
23 – внешний генератор волн; 24, 25 – зубчатые колеса с внутренними зубья-
ми; 26, 27 – зубчатые колеса с внешними зубьями; 28 – валик; 29 – подшип-
никовая опора; 30 – вал шарнира; 31, 32, 33, 34 – подшипники; 35, 36, 37, 38 – 
зубья шкивов зубчато-ременных передач, имеющих общие ступицы.  

Устройство всех шарниров манипулятора является аналогичным, отли-
чие заключается в количестве подшипников и шкивов на цапфе 10. Так, для 
первого шарнира, соединяющего стойку 1 и подвижное звено 2, на цапфе 10 
смонтировано пять подшипников и соответственно пять зубчатых шкивов 12-
38. Зубья шкивов 35-38 соответственно имеют общие ступицы, т.е. они сдво-
ены, так как вращаются с одинаковой частотой.  

На цапфе следующего от стойки 1 шарнира, т.е. соединяющего звенья 2 и 3, 
смонтированы на подшипниковых опорах уже только три зубчатых шкива 39-41, 
причем шкив 39 является ведомым для этого шарнира и соединен с генератором 
волн волновой сдвоенной зубчатой передачи своего шарнира. Цапфа последнего, 
третьего шарнира несет на себе только один подшипник и один шкив 42, связан-
ный с генератором волн своей волновой передачи. Шкив 42 зубчатым ремнем 43 
 

 
Рисунок 3 – Схема манипулятора 

связан со шкивом 41, смон-
тированным на цапфе 
предыдущего шарнира, 
имеющим общую ступицу 
со шкивом 40, связанным, в 
свою очередь, зубчатым 
ремнем 44 со шкивом 37, 
имеющим общую ступицу 
со шкивом 38, связанным 
зубчатым ремнем 45 со 
шкивом 46, насаженным на 
вал двигателя 3. Аналогич-
но ведомый шкив 39 второ-
го шарнира связан зубча-
тым ремнем 47 со шкивом 
36 первого шарнира, 

имеющим общую ступицу со шкивом 35, который зубчатым ремнем 48 связан со шки-
вом 49, насаженным на вал двигателя 7. На звеньях 2 и 3 закреплены кронштейны 50 и 
51 с подвижными роликами (не показаны) для периодического натяжения ремней. 

 
Рисунок 4 – Конструкция шарнира манипулятора 
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Передаточное отношение всех ременных зубчатых передач равно едини-
це, а подшипники, смонтированные на них шкивы и зубчатые ремни имеют 
соответственно одинаковые параметры для всех ременных передач, что зна-
чительно упрощает и удешевляет конструкцию манипулятора.  

Манипулятор работает следующим образом. В исходном положении мани-
пулятора, если он не нагружен полезной нагрузкой, его звенья удерживаются от 
перемещений с помощью тормозов на постоянных магнитах, имеющихся на дви-
гателях. При работе манипулятора все его шарниры могут включаться одновре-
менно или два из них, или один независимо от остальных. Например, для поворо-
та звена 2 относительно звена 1 на требуемый угол включается двигатель 6, 
вследствие чего получает вращение с частотой вала двигателя шкив 9, приводя-
щий во вращение через зубчатый ремень 13 ведомый шкив 12 и связанные с ним 
переходник 14, вал 15, корпус 16 генератора 17 волн и сам генератор 17 волн, от 
которого вращение через зубчатые колеса 24 и 26, валик 28, зубчатые колеса 25 и 
27 передается генератору 23 волн. Вращаясь, генераторы 17 и 23 волн деформиру-
ют гибкое зубчатое колесо 18, которое, зацепляясь с жесткими колесами 21 и 22, 
вызывает замедленное вращение жесткого колеса 21 и связанного с ним ведомого 
звена 2. При этом жесткое колесо 22, связанное с валом 30 шарнира и ведущим 
звеном 1, является относительно них неподвижным звеном волновой передачи. 

Для поворота на требуемый угол звена 3 относительно звена 2 включается 
двигатель 7, приводящий во вращение зубчатый шкив 49 и через ремень 48 сдво-
енные зубчатые шкивы 35 и 36, передающие вращение через ремень 47 на ведомый 
зубчатый шкив 39 шарнира, соединяющего звенья 2 и 3. От шкива 39 осуществля-
ется привод сдвоенной волновой передачи аналогично предыдущему шарниру.  

Для поворота на требуемый угол звена 4 относительно звена 3 включает-
ся двигатель 8, который через шкивы 46 и 38, 37 и 40, 41 и 42, связанные зуб-
чатыми ремнями, соответственно 45, 44 и 43, включает в работу волновую 
сдвоенную передачу шарнира, приводящую в движение звено 4. 

Подвижные звенья 2-4 и схват 6 могут поворачиваться одновременно, в 
одном или разных направлениях с помощью реверса двигателей. 

Генератор 17 волн сохраняет заданную форму деформации гибкого колеса 
18 на участке его зацепления с жестким колесом 21, а генератор 23 волн – на 
участке его зацепления с жестким колесом 22. Привод генератора 23 волн осу-
ществляется, в первую очередь, с помощью бегущей волны деформации гибко-
го колеса 18, и при установившемся режиме работы момента этого привода 
вполне достаточно для нормальной работы волновой передачи и шарнира. 

Однако во время быстрого разгона или торможения звена 2 манипулятора 
генератор 23 волн вследствие своей инерционности стремится отстать на неко-
торый угол от генератора 17. Если бы это случилось, то произошло бы рассо-
гласование осей деформации генераторов 17 и 23 и искажение зацепления гиб-
кого колеса 18 с жесткими колесами 22 и 21, что привело бы к проскоку зубьев 
и вибрациям, т.е. практически к потере работоспособности шарнира. 

Рассогласование вращения генераторов 17 и 23 волн устраняют с помо-
щью синхронизатора их вращения. 

Таким образом, без синхронизатора вращения генераторов шарнир манипуля-
тора, как и весь манипулятор, становится неработоспособным. С учетом малых ве-
личин передаваемых нагрузок, так как около 70% приводного момента для генерато-
ра 23 реализуется за счет бегущей волны деформации, зубчатая передача синхрони-
затора будет весьма компактной и незначительно усложнит конструкцию шарнира. 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 128 

На основе того, что роботы работают в динамическом режиме, предлага-
емый манипулятор с волновой сдвоенной передачей, снабженной синхрони-
затором, будет иметь повышенную нагрузочную способность. 

Манипулятор имеет модульную схему, состоит из набора одинаковых 
элементов и узлов, поэтому обладает простой экономичной конструкцией. Бла-
годаря применению точных регулируемых двигателей, бесшумных ременных 
зубчатых передач, допускающих высокие скорости, и волновых сдвоенных 
зубчатых передач, обладающих высокой нагрузочной способностью и точно-
стью, но пониженным по сравнению с обычными волновыми передачами пере-
даточным отношением, предлагаемый манипулятор является скоростным и вы-
сокопроизводительным, имеет высокую точность позиционирования при ми-
нимальном числе датчиков, хорошие управляемость и программируемость.  

Для манипулятора описанной схемы разработан также шарнир на базе 
волновой передачи с двумя чашеобразными гибкими колесами (рисунок 5). 

Шарнир содержит: 1, 2 – звенья манипулятора; 3-9 – элементы и узлы мани 
пулятора (не показаны); 10 – цапфа; 11 – подшипники шкивов зубчато-ременных 
передач; 12 – ведущий шкив; 13 – зубчатые ремни; 14 – шлицевой переходник; 
15– хвостовой вал; 16 – корпус кулачков генератора волн; 17, 18 – генераторы волн; 
 

 
Рисунок 5 – Шарнир манипулятора с двумя гибкими колесами 

 

19, 20 – гибкие зубчатые колеса; 21 – ось шарнира; 22, 23 – жесткие зубчатые 
колеса; 24-28 – подшипники; 29 – статор электромагнитной муфты; 31 – зуб-
чатое соединение; 32-35 – сдвоенные шкивы зубчато-ременных передач.  

Шарнир позволяет создавать манипулятор, обладающий повышенными 
нагрузочной способностью, точностью и быстродействием.  

 

Выводы. Таким образом, создана методология конструирования сило-
вых волновых манипуляторов используемых для проведения аварийных ра-
бот в агрессивных средах при ликвидаций чрезвычайных ситуаций техноген-
ного характера, которые способны обеспечить повышенную нагрузочную 
способность, точность и быстродействие при высокой надежности. 

 
Список литературы: 1. Приймаков А.Г., Градыский Ю.А., Приймаков Г.А. Основы конструирования 
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Разработка манипуляторов с силовыми волновыми механизмами для выполнения 
аварийно-спасательных работ / А.Г. Приймаков, А.В. Устиненко, Д.Л. Соколов, Е.Н. Грин-
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Запропоновано конструкції маніпуляторів, що містять силові хвильові механізми з елект-
ро-механічними генераторами хвиль, що володіють властивостями прецизійного і безінерційного 
маніпулювання. Такі конструкції можуть бути використані для проведення аварійно-рятувальних 
робіт в агресивних середовищах без безпосередньої присутності людини. 

Ключові слова: маніпулятор, несучий елемент, гнучке колесо, жорстке колесо, генератор 
хвиль, аварійно-рятувальні роботи. 

 

Designs of manipulators containing wave power machines with electro-mechanical wave genera-
tor with properties inertialess and precision handling. Such designs can be used for rescue operations in 
hostile environments without direct human presence. 

Keywords: arm, axle components, flexible wheel, rigid wheel, wave generator, rescue work. 
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В.О. ПРОЦЕНКО, к.т.н., каф. ЕСЕУ та ЗП ХДМА, Херсон; 
А.Ф. СІМАГІН, інженер каф. ЕСЕУ та ЗП ХДМА 
 
ПЕРСПЕКТИВИ ЗАСТОСУВАННЯ МУФТ  
З ТОРЦЕВОЮ УСТАНОВКОЮ ПРЯМИХ КАНАТІВ  
ЯК ПРИСТРОЇВ ІЗ НЕЛІНІЙНОЮ ЖОРСТКІСТЮ 
 

На основі аналізу сучасного стану розвитку нелінійних пружних муфт показано необхідність розробки та 
дослідження нових конструкцій. На прикладі натурного зразка доведено, що муфти з торцевою установ-
кою прямих канатів мають нелінійну характеристику при їх закручуванні в напрямку стиску канатів. За-
пропоновано напрямки перспективних досліджень цих муфт та пружних елементів зі стиснутих канатів. 

Ключові слова: . нелінійні пружні муфти, пружні елементи зі стиснутих канатів. 

 
Постановка проблеми. Одним із найбільш розповсюджених і складних за-

вдань динаміки приводів обертального руху є віброізоляція сусідніх ділянок валоп-
роводів від дії низькочастотних крутильних коливань з великими амплітудами [1]. 
Ці завдання вирішують установкою у приводі пружних муфт з нелінійною харак-
теристикою. Підвищення динамічності та вартості приводів машин робить актуа-
льною проблему вдосконалення існуючих та створення нових конструкцій указа-
них пристроїв для забезпечення зниження інтенсивності коливальних процесів. 

 

Аналіз відомих досліджень. Значний внесок у створення та дослідження 
нелінійних пружних муфт (НПМ) різних конструкцій внесли професори Г.В. Ар-
хангельський, В.С. Гапонов, Б.М. Гевко, М.М. Іванов, Б.І. Кіндрацький, М.Ф. Кі-
ркач, В.О. Малащенко, В.С. Поляков, Д.М. Решетов, О.А. Ряховський, І.І. Сидорен-
ко, Є.В. Харченко, Б.М. Щокін, їх учні, співробітники та ряд інших учених. Нелі-
нійну характеристику здатні реалізувати пасивні муфти (ПМ), активні муфти (АМ) 
[1] та пасивні муфти зі зворотнім зв’язком, який може бути організовано механічно 
(НПМ з МЗЗ) [2, 3], електромеханічно (НПМ з ЕМЗЗ) чи гідравлічно (НПМ з ГЗЗ) 
[4, 5]. Муфти (АМ), (НПМ з ЕМЗЗ) та (НПМ з ГЗЗ) є складними та дорогими при-
строями, тому широкого вжитку в приводах сучасних машин не набули. 

Огляд і критичний аналіз основних конструкцій механічних НПМ [3] 
показав, що найбільш перспективним є використання у них суцільнометале-
вих пружних елементів універсальної конструкції які мають власну лінійну 
або близьку до неї характеристику. В таких муфтах нелінійність забезпечу-
ється, згідно класифікації [3] за рахунок реалізації трьох конструктивних на-
прямків: послідовного навантаження пружних елементів, забезпечення змін-
ного положення точки (лінії) прикладення навантаження до пружного елеме-
нта та "нетрадиційного" способу навантаження пружних елементів. Муфти, 
що реалізують вказані напрямки мають спільні недоліки: вони нереверсивні, 
потребують співвісності поєднаних валів [2] та нетехнологічні, оскільки міс-
тять ряд спеціальних деталей. Найбільш ефективну з точки зору зниження 
динамічних навантажень "м’яку" характеристику мають тільки муфти з "не-
традиційним" способом навантаження пружних елементів, або муфти з "ква-
зінульовою" жорсткістю. У них "квазінульова" ділянка є вузькою і зменшу-
ється за наявності неспіввісності валів [6], а намагання її розширити приво-
дять до ускладнення конструкції [7, 8].  

 В.О. Проценко, А.Ф. Сімагін, , 2013 
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Створення НПМ з МЗЗ дозволило істотно покращити характеристики 
муфт за рахунок організації зворотного зв’язку, проте для них залишились ві-
дкритими питання компенсуючої здатності та технологічності, оскільки напі-
вмуфти цих муфт сполучені центральним стрижнем, містять зубчасті переда-
чі, криволінійні пази [9] тощо. 

Аналіз сучасного стану розвитку НПМ показав, що вони мають значну 
кількість технічних протиріч, які потребують вирішення за рахунок удоско-
налення існуючих або створення та дослідження нових конструкцій. 

Забезпечення нелінійної характеристики муфт застосуванням спеціальних 
суцільнометалевих пружних елементів із власною нелінійною характеристикою 
в [3] справедливо визнано недоцільним через їх високу вартість. Але в якості 
таких пружних елементів можуть бути застосовані поширені в машинобуду-
ванні вироби, для яких використання в муфтах є поки-що нетиповим, що ство-
рює передумови для розробки та дослідження нових конструкцій муфт. 

В роботі [10] показано, що значну перспективу використання в якості 
пружних елементів муфт мають сталеві канати, та запропоновано основи 
структурного синтезу канатних муфт. Однією з найбільш перспективних є 
муфта з торцевою установкою прямих канатів (рисунок 1). Характеристика 
цієї муфти при її закручуванні в напрямку розтягу канатів є лінійною "жорст-
кою". Характеристика муфти при її закручуванні в напрямку стиску канатів 
досліджена недостатньо.  

 

Метою роботи є дослідження крутильної жорсткості муфти з торцевою 
установкою прямих канатів при закручуванні в напрямку їх стиску. 

 

Досягнення поставленої мети. В роботі [11] вивчали жорсткість при стис-
ку дослідного зразка каната діаметром dк=6мм конструкції (6×19+о.с.) за 
ISO2408, встановленого у муфті за рисунку 1 (діаметр однієї дротини δ=0,38мм, 
довжина Lк=33). Канат затискали одним кінцем в шпіндельному патроні токарно-
гвинторізного верстату 16К20, а іншим кінцем – в патроні встановленому в пінолі 
задньої бабки (рисунок 2). Деформацію каната заміряли індикатором годиннико-
вого типу, а зусилля стиску – за рахунок визначення моменту на маховику зад-
ньої бабки. Показник тертя в спряженнях бабки визначали попередньо за рахунок 
стиску тарувальної пружини жорсткістю с=0,35кг/мм, він склав 38,0)tg( ,  . 
Перерахунок колового зусилля на маховику бабки на осьове зусилля стискання 
 

  
Рисунок 1 – Дослідний зразок муфти з 
торцевою установкою прямих канатів 

Рисунок 2 – Визначення жорсткості каната 
при стиску 
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Рисунок 4 – Схема навантаження елементів муфти 
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Рисунок 3 – Залежність відновлюючої сили сталевого каната від деформації при стиску 

 

каната робили за відомими залежностями з теорії гвинтової пари. Результати екс-
перименту наочно демонструє побудований на рисунку 3 графік, з якого видно, 
що канат при стиску має власну нелінійну "м’яку" характеристику. 

Для отримання характеристики муфти при її закручуванні в напрямку 
стиску канатів, розглянемо передачу нею обертального моменту Т (рисунок4). 
При цьому на кріпильному елементі Вч, що закріплений у фланці ведучої на-
півмуфти (на рисунку не показаний) виникає сила Fст, яка стискає канат і пе-
редається на кріпильний елемент Вм, що закріплений у фланці веденої напів-
муфти, створюючи на ньому обертальний момент. 

Сила стиску канатів Fст залежить, аналогічно випадку їх розтягнення 
[12], від величини центрального 
кута β, 

)2/cos(

2




zD

Т
Fст ,      (1) 

 

де z – кількість канатів; D – діа-
метр розташування канатів. 

Для муфти у недеформованому 
стані (положення показане на рисун-
ку 4 суцільними лініями) β=π/z. Із 
прикладенням до муфти обертально-
го моменту довжина кожного каната 
Lк зменшиться на величину його лі-
нійної деформації Δ, при цьому від-
будеться закручування напівмуфт на 
кут φ, а кут β набуде величини 
β=π/z–φ (положення показане на рисунку 4 штриховими лініями). Для цього випадку, з 
трикутника ОВС: 
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Перетворивши формулу (1) відносно моменту Т, з урахуванням виразу 
(3), отримаємо формулу для визначення пружного моменту муфти, 

 

2

arcsincos 






 


D

L
DzF

Т

к
ст

.                                              (5) 

Після підстановки у вираз 
(5) формули поліноміальної ап-
роксимації залежності відновлю-
ючої сили каната Fст від лінійної 
його деформації Δ (рисунок 3), 
стало можливим виконати побу-
дову характеристики муфти за 
рисунок 1 при її закручуванні в 
напрямку стиску канатів. На ри-
сунку 5 показані характеристики 
муфти при її закручуванні в на-
прямку розтягу (суцільна лінія) та 
стиску (штрихова лінія) канатів.  

З рисунка 5 робимо висновок 
про можливість отримання 

"м’якої" характеристики муфти з торцевою установкою прямих канатів при її за-
кручуванні в напрямку стиску канатів. Це може дозволити покращити динамічні 
характеристики приводів машин за рахунок оснащення їх указаною муфтою. 

 

Висновки: 
1. Вперше показана можливість отримання "м’якої" характеристики 

пружно-компенсуючої муфти з торцевою установкою прямих канатів при її 
закручуванні в напрямку стиску канатів; 

2. Стиснуті канати, завдяки нелінійній характеристиці мають перспекти-
ви застосування якості пружних елементів різноманітних машин, наприклад 
для амортизаторів кранових механізмів підйому чи буферів. 

 

Напрямки перспективних досліджень. Слід відзначити, що для поширення 
використання стиснутих канатів в якості пружних елементів муфт, необхідно про-
вести більш ґрунтовні дослідження за наступними напрямками: 

- стійкість канатів при жорсткому защемленні обох кінців; 
- залежність відновлюючої сили стиснутих канатів від їх лінійної деформації; 
- дослідження пружних елементів типу "канат у трубі"; 
- дослідження демпфуючої здатності стиснутих канатів;  
- дослідження втомної міцності стиснутих канатів; 
- вплив жорсткості закріплення канатів на крутильну жорсткість муфт; 
- вплив кутів повороту затискних елементів на крутильну жорсткість муфти; 
- залежність кута закручування муфти від довжини канатів та напрямки 

його збільшення; 
- динаміка приводу, оснащеного муфтою з торцевою установкою прямих канатів. 
 

Список літератури: 1. Евменкин В.И. Исследование планетарних муфт / В.И. Евменкин // Детали ма-
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звязком крутильної жорсткості за крутильним моментом, що передається: автореферат дис... канд. 
техн.наук: спец. 05.02.02 – машинознавство та деталі машин / І.І. Сидоренко. – Одеса, 1994. – 18с. 

 
Рисунок 5 – Характеристики муфти з торцевою 

установкою прямих канатів  
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УДК 621.825.5/.7 
Перспективи застосування муфт з торцевою установкою прямих канатів як пристроїв 

із нелінійною жорсткістю / В.О. Проценко, А.Ф. Сімагін // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Пробле-
ми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.127-131. – Бібліогр.: 12 назв. 

На основе анализа современного состояния развития нелинейных упругих муфт показана 
необходимость разработки и исследования новых конструкций. На примере натурного образца 
доказано, что муфты с торцевой установкой прямых канатов имеют нелинейную характеристику 
при их закручивании в направлении сжатия канатов. Предложены направления перспективных 
исследований этих муфт и упругих элементов из сжатых канатов. 

Ключевые слова: нелинейные упругие муфты, упругие элементы из сжатых канатов. 
 
On the basis of analyze of development nonlinear elastic muffs necessity of working out and probe 

of new constructions is showed. On an example of natural sample is proved that muffs with face installation 
of direct ropes have a nonlinear performance at their twisting in a direction of squeezing ropes. Directions 
of perspective probes of these muffs and elastic elements from the squeezed ropes are offered. 

Keywords: nonlinear elastic muffs, elastic elements from the squeezed ropes. 

 
 
УДК 621.833 
 

О.И. САВЕНКОВ, ассистент НУК им. адм. Макарова, Николаев 
 

ПОВЫШЕНИЕ НАГРУЗОЧНОЙ СПОСОБНОСТИ 
ЗУБЧАТЫХ МУФТ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ УСТАНОВОК* 
 

Разработаны методы расчета нагрузочной способности зубчатых муфт, у которых внутренние 
зубья являются скошенными, а наружные зубья состоят из прямолинейно-криволинейных участ-
ков. Показано, что при определенных сочетаниях параметров профилирования наружных и внут-
ренних зубьев возможно создание зубчатых муфт, у которых наблюдается равномерное распре-
деление усилий между зубьями независимо от расцентровок осей. 

Ключевые слова: муфта, зуб, усилие, перекос, продольная модификация. 
 

Постановка проблемы. Повышение нагрузочной способности зубчатых 
муфт, работающих при перекосах осей соединяемых валов, является актуаль- 
_________________________ 

*Работа выполнена под научным руководством д.т.н., проф. А.П. Попова. 

 О.І. Савенков, 2013 
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ной проблемой, успешное решение которой целиком и полностью предопре-
деляет эффективность эксплуатации систем и агрегатов двигателей и энерге-
тических установок. Данная проблема является неразрывной составной ча-
стью существующих научных программ и заданий практически во всех от-
раслях машиностроения, выпускающих зубчатые муфты. 

 

Анализ последних исследований. Наиболее полно новые технические 
решения и исследования по указанной проблеме изложены в [1-5]. Указанные 
технические решения, направления разработок новых технических решений и 
методология теоретических исследований нагрузочной способности зубчатых 
муфт впервые разработаны и созданы проф. А.П. Поповым. 

 

Цель работы. Определение зависимостей, позволяющих при наличии 
профилирования наружных и внутренних зубьев создавать конструкции зуб-
чатых муфт с повышенными нагрузочными свойствами. 

 

Изложение основного материала. В данной работе рассматривается 
зубчатая муфта, у которой наружные зубья в средней части втулки являются 

прямыми, а на концевых участ-
ках – криволинейными [1]. 
Наружные зубья обоймы при 
этом предполагаются скошен-
ными [2]. Указанное сочетание 
втулки с обоймой позволяет 
оценить нагрузочную способ-
ность предложенной зубчатой 
муфты с учетом взаимного вли-
яния профилирования наруж-
ных и внутренних зубьев при 
наличии перекоса осей соеди-
няемых валов машинных агре-
гатов. 

Нагрузочная способность 
любой зубчатой муфты опреде-
ляется максимальным усилием, 
действующим на наиболее 
нагруженную сопряженную па-
ру зубьев при перекосе осей, в 
сопоставлении со средним по-
стоянным усилием, действую-
щим на любую сопряженную 
пару зубьев при отсутствии пе-
рекоса осей. Для нахождения 
максимального усилия необхо-
димо иметь уравнение распре-
деления усилий между зубьями, 
а распределение усилий, в свою 
очередь, определяется законом 
распределения боковых зазоров 
между зубьями при перекосе 

 
Рисунок 1 – Расположение сечения наружного 

зуба 1 между сечениями внутренних зубьев 2 и 3 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 136 

осей. 
В работе [3] приведены уравнения законов распределения нормальных боко-

вых зазоров между зубьями при перекосе осей с учетом различных форм образую-
щих боковых поверхностей зубьев. Из этой работы следует, что функция распреде-
ления нормальных боковых зазоров между зубьями в общем виде выглядит так: 
 

)()(  nnn jjj ,                                              (1) 
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С учетом выражения )(nj  уравнение (1) представим следующим образом: 
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где x – текущее значение абсциссы (рисунок 1);  – угол перекоса осей; m – 
модуль зацепления; z – число зубьев; w – угол зацепления;  – текущее зна-
чение угла поворота (рисунок 2). 
 

 
Рисунок 2 – Распределение боковых зазоров (кривые 1) и нормальных усилий 

(кривые 2) между зубьями при перекосе осей: 
а – часть зубьев в зацеплении; б – все зубья в зацеплении 

 

Первое слагаемое уравнения (2), приняв во внимание рисунок 1, пред-
ставим в виде: 

xmnjj nn  )( ,                                            (3) 
 

где 2/nn jj   – половина величины нормального бокового зазора между зубья-

ми до перекоса осей (рисунок 1) [3]; 
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где b – длина средней прямолинейной части наружного зуба 1 (рисунок 1);  – 
угол поворота рассматриваемой сопряженной пары зубьев, в пределах которого 
на участке длиной b0 происходит обкатывание поверхности с радиусом кривизны 
R0, определяемый из отношения cos, arccos(/;  – угол скоса боко-
вых поверхностей внутренних зубьев 2 и 3 (рисунок 1);  – угол перекоса осей, в 
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пределах которого наружные зубья контактируют на участках длиной b1. 
С учетом выражений (2) и (3) функция распределения нормальных боко-

вых зазоров между зубьями при перекосе осей будет иметь вид: 
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Уравнение (4) характеризует распределение нормальных боковых зазо-
ров между зубьями при отсутствии воздействия на зубчатую муфту враща-
тельного момента. Если зубчатую муфту нагрузить вращательным моментом, 
то в соприкосновение с первой войдет та пара зубьев, у которой величина 
нормального бокового зазора минимальна, т.е. jn()=jnmin, что возможно при 
=0° в уравнении (4), которое с учетом сказанного преобразуется к виду: 
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На рисунке 2 кривые 1 характеризуют закон изменения нормальных бо-
ковых зазоров между зубьями при перекосе осей для случая jnmin=0, при этом 
зубчатая муфта еще не нагружена. 

Перемещение рассматриваемой точки контакта нагруженной пары зубь-
ев с учетом выражения (5), 
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где Wmax – максимальная суммарная деформация наиболее нагруженной со-
пряженной пары зубьев. 

С учетом выражений (3) и (6) запишем уравнение деформации W() про-
извольно рассматриваемой пары зубьев, характеризуемой углом поворота , 
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При вращении нагруженной зубчатой муфты в условиях расцентровок осей воз-
можны два случая эксплуатации. В первом случае при вращении муфты зубья посто-
янно находятся в зацеплении, что при рассмотрении статически нагруженной непо-
движной зубчатой муфты соответствует передаче всеми зубьями вращательного мо-



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 138 

мента. Во втором случае при вращении муфты каждая из сопряженных пар зубьев пе-
риодически выходит из зацепления, что при рассмотрении статически нагруженной 
неподвижной муфты соответствует передаче лишь частью зубьев вращательного мо-
мента. 

Возникновение каждого из указанных случаев зависит от величины пе-
редаваемого зубчатой муфтой вращательного момента, угла перекоса осей, а 
также от размеров зубчатых муфт, параметров зацепления зубьев и форм об-
разующих боковых поверхностей зубьев. 

Угол охвата зубчатой муфты (рассматривается одна четверть окружности), в 
пределах которого зубья находятся в зацеплении под нагрузкой, назовем пара-
метрическим углом и обозначим его через , полагая, что ≤ (рисунок 2,а). 

Таким образом, при некотором значении угла = величина деформации 
W()

 
будет равна нулю, т.е. W()=0. Тогда деформация максимально нагру-

женной пары зубьев с учетом уравнения (7), 
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После подстановки в уравнение (7) выражения (8), считая Wmax=Wmax(), 
запишем функцию W() в виде: 
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При величине угла =/ последняя сопряженная пара зубьев выберет 
зазор, после чего зубья войдут в соприкосновение, но еще не загрузятся. Де-
формация такой пары зубьев W()=0, а максимальная деформация с учетом 
выражения (7) 
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Если при перекосе осей зубья не выходят из зацепления при работе 
нагруженной муфты, то деформацию максимально нагруженной пары зубьев 
обозначим через Wmax, и она примет вид 
 

pWWW  maxmax , 
 

где Wp – деформация минимально нагруженной пары зубьев при =/. 
Используя принцип суперпозиции для всех сопряженных зубьев в пре-

делах одной четверти окружности (рисунок 2), представим выражение (9) 
следующим образом: 
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Под деформацией W() следует подразумевать суммарную деформацию 
рассматриваемой сопряженной пары зубьев, вызванную контактным взаимодей-
ствием и изгибом зубьев, а также перемещениями прилегающих к зубьям участ-
ков ободов зубчатой втулки и зубчатой обоймы, определение которых дано в [4]. 

Суммарная величина указанных деформаций W() может быть опреде-
лена из выражения 

W()=Fn(),                                              (11) 
 

где Fn() – нормальное усилие, действующее на рассматриваемую пару зубьев, 
характеризуемую углом поворота ;  – податливость сопряженной пары зубьев. 

Принимая W()=W() и учитывая уравнения (10) и (11), получим зави-
симость распределения нормальных усилий между зубьями, 
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Уравнение (12) содержит неизвестные параметры
 
Wp

 
и , определение 

которых произведем раздельно. Рассмотрим случай, когда при работе нагру-
женной муфты зубья периодически выходят из зацепления. В таком случае 
Wp=0, а выражение (12) преобразуется к виду 
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Неизвестный параметрический угол  определяется из условия равнове-
сия зубчатой муфты при перекосе и отсутствии перекоса осей, что выражает-
ся постоянством и равенством передаваемого вращательного момента, 
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где dFn()=wn()d; wn()=zFn()/2 – интенсивность нормального усилия, Н/рад. 
После подстановки в уравнение (14) выражения (13), полагая T=zrFm, 

получим зависимость 
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где Fm – усилие, приходящееся на один зуб при отсутствии перекоса осей; 
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Для нахождения угла  при известных величинах Fm, , R0, m, z,, w и 
 необходимо решить трансцендентное уравнение (15). 

Неизвестную величину Wp определим после подстановки в уравнение 
(14) функций A(), B() и C(), считая угол  известным, а именно: 
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После замены в уравнении (13) деформации Wp
 
 выражением (16) получим в 

окончательном виде функцию распределения нормальных усилий между зубьями, 
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Выражение (17) характерно для случая периодического выхода из зацепления 
зубьев работающей зубчатой муфты (рисунок 2,а, кривая 2). Если зубья не выходят из 
зацепления, то необходимо в уравнении (17) принять угол =/ (рисунок 2,б, кривая 2). 
В результате 
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Если в уравнениях (17) и (18) принять угол =0, то получим выражения макси-
мальных нормальных усилий, действующих на наиболее нагруженные сопряженные 
пары зубьев: 
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Нагрузочная способность зубчатой муфты определяется с учетом величи-
ны нормального усилия по формуле (19) или (20). Для сравнения нагрузочной 
способности рассматриваемой зубчатой муфты с традиционной конструкцией 
[4] и с конструкцией муфты [1] необходимо в выражениях (19), (20) сначала 
положить =0, R0=∞ и b=b1, а затем =0. В результате соответственно получим: 
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Уравнения (21) и (22) соответствуют равнениям распределения усилий 
между прямыми наружными и внутренними зубьями [4], а уравнения (23) и 
(24) – уравнениям распределения усилий между комбинированными наруж-
ными и прямыми внутренними зубьями [1]. 

Если разделить правые и левые части уравнений (21) и (22) соответственно 
на правые и левые части уравнений (23) и (24), а также уравнений (19) и (20), то 
получим коэффициент K0, учитывающий повышение нагрузочной способности 
зубчатой муфты за счет профилирования либо наружных зубьев, либо наружных 
и внутренних: 
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При проектировании зубчатых муфт с комбинированными наружными 
зубьями [1], у которых угол =0, необходимо угол  принимать из условия 
/≤≤/, так как при этом наблюдается существенное повышение ее нагру-
зочной способности [5]. 

Выполняя расчеты зубчатых муфт для случая выхода из зацепления ча-
сти зубьев, необходимо решить трансцендентное уравнение (15), при исполь-
зовании которого следует задаться не менее чем четырьмя-пятью значениями 
угла , определить функции A(), B(), C() при этих значениях углов, постро-
ить в системе координат ряд кривых, описанных правой частью уравнения, 
через ось ординат провести прямую, соответствующую константе Fm, которая 
пересечет указанные кривые в точках, абсциссы которых будут соответство-
вать истинным величинам угла . 
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Приведенный метод определения угла , как следует из описания, трудо-
емок, в связи с чем можно частично воспользоваться другим, менее трудоем-
ким методом расчета, суть которого состоит в следующем. Если в традицион-
ной муфте [4] вес зубья участвуют в зацеплении, то в рассматриваемой – тем 
более. Условие, при котором обеспечивается зацепление всех зубьев в тради-
ционной муфте, выглядит следующим образом [4]: Fm>b1w/. Если сила 
Fm меньше правой части указанного неравенства, то при вращении нагружен-
ной муфты зубья периодически выходят из зацепления. 

Оценим эффективность зубчатой муфты [1], у которой внутренние зубья 
прямые, т.е. угол =0, по сравнению с традиционной конструкцией, содер-
жащей прямые наружные и внутренние зубья, у которой Fm=5,25∙10

3
H; 

b1= 30∙10
–3

м; z=60; m=5∙10
–3

м; w=20°; =4∙10
–3

рад; =7∙10
–9

м/Н. 
Максимальное нормальное усилие в традиционной зубчатой муфте 

3'
max 10722,8 nF Н, и оно определено по формуле (22) в связи с тем, что 

Fm=5,25∙10
3
H>b1αw/. По этой причине в дальнейшем при оценке нагру-

зочной способности зубчатых муфт следует пользоваться уравнением (24) 
либо уравнением (20). 

Расчеты Fnmax по формуле (24) для муфты [1] приведены в таблице 1 при 
=0 для трех значений угла 0, причем каждому значению угла 0 соответ-
ствуют пять значений радиусов кривизны R0. 

Из анализа данных таблицы 1 видно, что при угле, например, 0=30° и радиусе 
кривизны R0=3м нагрузочная способность зубчатой муфты [1] в 1,455 раза выше 
нагрузочной способности традиционной конструкции; угол перекоса осей, в преде-
лах которого комбинированные наружные зубья обкатываются по криволинейным 
поверхностям, =cos0=4∙10

–3
cos30°=3,46∙10

–3
рад. Оставшаяся величина 

перекоса осей 1=–=(4–3,46)∙10
–3

=0,54∙10
–3

рад компенсируется прямоли-
нейными участками зуба длиной b1=9,24∙10

–3
м. При этом длина каждого из 

торцевых участков b0=(b1–b)/2=(30–9,24)∙10
–3

/2=10,38∙10
–3

м. 
Установив влияние комбинированных наружных зубьев на нагрузочную 

способность исследуемой зубчатой муфты [1], рассмотрим влияние на нагрузоч-
ную способность исследуемой зубчатой муфты угла . С этой целью решим за-
дачу по определению оптимального значения угла , величина которого нахо-
дится в пределах 0<. С точки зрения нагрузочной способности зубчатой муф-
ты в качестве 
оптимальной 
следует прини-
мать такую ве-
личину угла , 
при которой 
усилия между 
зубьями распре-
деляются равно-
мерно. Для до-
стижения ука-
занного условия 
необходимо вто-
рое, третье и 

Таблица 1 – результаты расчетов Fnmax по формуле (24)

R0, м 
 

b∙103, м Fnmax, Н Kp 

0=30 0=45 0=55 0=30 0=45 0=55 0=30 0=45 0=55 
0,5 26,54 27,17 27,71 8176 8311 8425 1,067 1,049 1,035 
1,0 23,08 24,34 25,42 7738 8011 8136 1,127 1,089 1,072 
1,5 19,62 21,51 23,13 7300 7710 8052 1,195 1,131 1,083 
2,0 16,16 18,68 20,84 6863 7410 7866 1,271 1,177 1,109 
3,0 9,24 13,02 16,24 5996 6813 7498 1,455 1,280 1,163 

 ∙103, рад Fnmax=Fm/cosw Kp 

0,5 24,460 25,690 26,730 5585 5585 5585 1,464 1,488 1,509 
1,0 10,246 11,477 12,510 - - - 1,385 1,434 1,457 
1,5 5,510 6,740 7,777 - - - 1,307 1,380 1,442 
2,0 3,140 4,372 5,408 - - - 1,229 1,327 1,408 
3,0 0,771 2,000 3,040 5585 5585 5585 1,063 1,220 1,343 
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четвертое слагаемые правой части уравнений (19) и (20) приравнять к нулю. Так 
как речь идет о равномерном распределении усилий между зубьями, то в каче-
стве объекта исследования примем уравнение (20), имея в виду, что b=b1–2R0cos0, 
тогда 
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Величины параметра , подсчитанные для трех значений угла 0, каждому 
из которых соответствуют пять значений радиуса кривизны R0, приведены в таб-
лице 1. Из таблицы 1 видно, что все значения угла  заключены в интервале 
(0,771…26,730)∙10

–3
рад, причем в реальных условиях из этой таблицы можно вы-

брать величины =(0,771…26,730)∙10
–3

рад. Сравнивая коэффициенты Kp при =0 и 
>0, нетрудно заметить, что профилирование внутренних зубьев, выраженное па-
раметром , приводит к существенному возрастанию нагрузочной способности ис-
следуемой зубчатой муфты по сравнению с таковой [1]. Следовательно, путем под-
бора соответствующих значений параметров 0 и R0 можно добиться такого рас-
пределения усилий между зубьями при перекосе осей, при котором зубчатая муфта 
будет работать как идеальный шарнир с точки зрения нагрузочной способности. 

Угол 0 в зубчатой муфте [1] находим из уравнения (25) при =0, 
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Если >0, то при определении угла 0 будем исходить из того, что S1=S2 

(рисунок 1), где 0
2
00

2
01 2/8/)2( RbRbS   [4]; S2=(b/2). Объединив выра-

жения S1 и S2, запишем: 

2
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bR

b
 .                                                   (27) 

 

В соответствии с уравнениями (25) и (27) зависимость угла 0 выразим 
следующим образом: 
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Таким образом, используя уравнения (26) и (28), определяем один из ос-
новных параметров комбинированных наружных зубьев – угол 0, что позво-
ляет в дальнейшем легко осуществить выбор остальных параметров. 
 

Выводы: 
1. Получены уравнения законов распределения боковых зазоров, деформаций и 

усилий между профилированными зубьями зубчатых муфт с учетом расцентровок 
осей соединяемых валов машинных агрегатов. Разработана методика расчета нагру-
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зочной способности и оценена эффективность исследуемых зубчатых муфт.  
2. Определены зависимости, позволяющие при наличии профилирования 

наружных и внутренних зубьев создавать конструкции зубчатых муфт с по-
вышенными нагрузочными свойствами. 
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УДК 621.833 
Повышение нагрузочной способности зубчатых муфт энергетических установок / 

О.И. Савенков // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Проблеми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 
2013. – №40(1013). – С.131-141. – Бібліогр.: 5 назв. 

Розроблено методи розрахунку навантажувальної здатності зубчастих муфт, у яких внутрішні зуби 
є скошеними, а зовнішні зуби складаються з прямолінійно-криволінійних ділянок. Показано, що при пев-
них поєднаннях параметрів профілювання зовнішніх і внутрішніх зубів можливе створення зубчастих 
муфт, у яких спостерігається рівномірний розподіл зусиль між зубами незалежно від расцентровок осей. 

Ключові слова: муфта, зуб, зусилля, перекіс, поздовжня модифікація. 
 

The coupling methods of the gear coupling load capacity having beveled inner teeth and external 
teeth consisting of rectilinear-curvilinear parts have been worked out. It has been shown that by deter-
mine combinations of the profile parameters of external and inner teeth there is possibility of making 
gear couplings having uniform force intensity independently of axes disalignements. 

Keywords: coupling, tooth, force, effort, disalignements, longitudinal modification. 

 
 

УДК 621.01 (833) 
 

Х.С. САМИДОВ, д.т.н., проф., заведующий каф. АзАСУ, Баку, Азербайджан; 
Х.Д. МУСТАФАЕВ, к.т.н., докторант АзАСУ 

 

АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ СТОЛА 
ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОГО ПРИВОДА 

 
На базе теоретических и экспериментальных методов исследования анализируется устойчивость 
перемещения стола электромеханического привода. 

Ключевые слова: устойчивость, анализ, привод. 
 

Актуальность задачи. Важными прикладными задачами, в которых ши-
роко используются представления о свойствах вибраций рабочих узлов машин, 
являются задачи неустойчивости движения узлов машин. Поэтому исследова-
ние устойчивости движения машин считается весьма актуальной задачей. 

 

Анализ литературы. Существует довольно много методов определения 
устойчивости движения деталей и узлов различных машин, так называемых 
критериев устойчивости Рауса-Гурвица, Михайлова, А.М. Ляпунова, Х.С. 
Самидова, амплитудно-фазовой и др. [1, 2, 5].  

 

 Х.С. Самідов, Х.Д. Мустафаєв, 2013 
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Основной текст. Решение задачи устойчивости работы любой машины 
является решением проблемы борьбы с вибрациями данной машины. 

Как известно, машина считается устойчивой, если после нарушения ее 
движения какими-либо внешними возбуждениями она стремится с течением 
времени вернуться к заданному движению. 

Работа любой машины, как это доказано А.М. Ляпуновым [1, 2], устой-
чива, если вещественные части корней ее характеристического уравнения 
имеют отрицательное значение. А если хотя бы один корень имеет положи-
тельную вещественную часть, машина неустойчива. 

Анализ устойчивости движения рабочих органов технологических ма-
шин, в том числе металлорежущих станков, приобретает все более суще-
ственное значение[3, 4]. Он выполняется для оценки качества готового станка 
с точки зрения его виброустойчивости и для выбора конструктивных пара-
метров, обеспечивающих достаточную виброустойчивость системы. 

В станкостроении важно знать, как следует изменить параметры системы, 
чтобы сделать ее устойчивой. С этой точки зрения наиболее удобным является 
амплитудно-фазовой критерий устойчивости, что и мы применили в своей работе.  

На рисунке 1 показана фотография экспериментального исследования.  
 

            1                   2               3          4                   5                         6         7            8 
 

 
 

             11                                        10                          12                                      9 
Рисунок 1 – Экспериментальная установка: 

1 – мотор редуктор; 2 – датчик крутящего момента ТВ2; 3 – ходовой валик; 4 – стол; 5 – датчик 
измерения усилий U2B; 6 – индуктивный датчик перемещения WA-500; 7 – конечный переклю-
чатель; 8 – ограничитель перемещения стола; 9 – стол-подставка для размещения приборов; 10 – 

QuantumX Assistant; 11 – ноутбук; 12–соединительные кабели 

Стол приводится в движение от мотор-редуктора 1, ходового валика 3, 
двух шпоночных муфт, датчика крутящего момента 2. Стол движется туда-
обратно, что управляется двумя переключателями 5.  

Из-за объема статьи здесь не приводится подробный анализ результатов экс-
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периментальных исследований, лишь приводятся некоторые фрагменты из них. 
Фрагменты экспериментального исследования колебаний стола показа-

ны на рисунке 2. 
Аналитическое решение устойчивости движения такой сложной системы, 

состоящей из большого число сосредоточенных и распределенных масс, связаны 
 

Диаграмма 1 

 
 

Диаграмма 2 

 
 

Диаграмма 3 

 
Рисунок 2 – Фрагменты экспериментального исследования колебаний 

стола электромеханического привода: 
диаграмма 1 характеризует колебаний линейного перемещения стола; диаграмма 2 характеризует 

изменение упругого крутящего момента; диаграмма 3 характеризует изменение упругой силы 
 

с большими трудностями. Поэтому для определения устойчивости движения 
стола, он представляется в виде приведенной расчетной схемы (рисунок 3). 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 147 

Определение приведенной массы, силы и приведенного момента инерции и 
момента сил производим на основе широко известного способа сравнения кине-
тических энергии и мощностей сил жесткого тела с упругими. 

Кинетическая энергия Т, потенциальная энергия П и диссипативная энер-
гия Ф системы, показанной на рисунке 3, запишутся так, 
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где mх, my – приведенная масса вращательных тел системы и стола с заготовкой, J 
– момент инерции стола и заготовки относительно оси, проходящей через их об-
щий центр тяжести и перпендикулярной плоскости хоу; K1, K2, K3 – жесткость со-
ответствующих стыков; h1, h2, h3, hφ – коэффициенты сопротивления при движе-
нии стола в направлении осей х, у и повороте относительно центра вращения. 

Уравнение Лагранжа II рода для рассматриваемой системы имеет вид [1, 5] 
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где qi(х,у,φ) – обобщенные координаты; 
iqQ  – активные обобщенные силы, 

действующие на систему. 
Дифференцируя выражений кинетической, потенциальной и диссипа-

тивной энергии (1)-(3) и подставляя результатов в уравнение Лагранжа (4), 
получим дифференциальные уравнения колебаний рассматриваемой системы 
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где Px, Py – составляющие внешних сил по осям стола; F(x,y,φ) – сила трения 
между столом и направляющими как функция перемещения стола; R – рас-
стояние от центра жесткости стола до силы Ру. 

Контактная жесткость стыков K определяется по формуле [7] 
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..
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F
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где Fn.c – площадь поверхности стыка; K0 – коэффициент контактной податливости. 
Автором книги [7] рекомендуются следующие значения K0 для горизон-

тальных направляющих при сред-
них давлениях до 30H/cм

2
 и ши-

рине граней до 50мм 
K0=(1,0…1,5)10

–5
, до 100мм 

K0=1,8
.
10

–5
cм

3
/H и т.д. 

Таблица 1 – Значения коэффициентов жесткости K 
и контактной податливости K0 

№ грани Диаметр 
опор 

Длина опор 
L=l1+l2= 

Площадь 
опор 

Коэффициент 
контактной 

Контактная 
жесткость 

 tP sin

 
Центр жесткости 

 
Рисунок 3 – Динамическая модель стола 
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В результате 
экспериментального 

исследования и рас-
чета по формуле (6) 

определены коэффициентов жесткости K и контактной податливости K0 (см. 
таблицу 1).  

Коэффициенты сопротивлений стыков соединений определяются по формуле [4] 
 

kmh





2
,                                                   (7)  

где ψ и k – коэффициенты рассеяния энергии в стыках и жесткости стыковых 
соединений. 

Крутильная жесткость стыков Kφ определяется по [7] в зависимости от 
геометрических размеров грани и действующих по ней усилий. Для рассмат-
риваемой системы, крутильная жесткость стыков Kφ=1,85.    

Для стыков с узкими направляющими коэффициент рассеивания энергии 
определяется по формуле  

3
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где А – коэффициент, ровный 1,35 для масла индустриального 45; FPпосm   

– постоянное давление в стыке, создаваемые постоянной составляющей силы, 
действующей на стык; F – площадь грани стыка; P – сила реакции, действу-
ющей на гране стыка. 

Так как при экспериментальном исследовании грани смазывались инду-
стриальным маслом 45, коэффициент А принимали равным 1,35. 

После определения параметров стола электромеханического привода 
вычисляли коэффициенты дифференциальных уравнений его движения. По-
лучены следующие значения постоянных уравнений (5): 
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Контактная жесткость стыков K определяется по формуле 
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где Fnc – площадь поверхности стыка; K0 – коэффициент контактный подат-
ливости. Для нашего случая K0=1,2∙10

–5
H/cм [4]. 
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d, см =4,8+4,8= 
=9,6см 

F=F1+F2 см2 податливости 
K0, cм3/Н 

стыков 
K, H/cм 

1 3,8cм 9,6 108,8 1,2∙10–5 907,5∙104 

2 3,8cм 9,6 108,8 1,2∙10–5 907,5∙104 
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Окончательные результаты расчета коэффициентов сопротивлений и 
жесткостей уточнены экспериментальным путем и приведены в таблице 2.  

Анализ системы дифференциальных уравнений (5) показывает, что они рас-
падаются на две независимые части: первое уравнение является самостоятельным и 
описывает движение стола только в горизонтальном направлении, второе и третье 
взаимосвязаны и описывают колебания стола в вертикальном и угловом переме-
щениях. 

Уравнения (5) можно написать в операторном виде. 
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где aij, bij, cij – соответствующие постоянные; P=d/dt – символ дифференцирования. 
Согласно теореме Крамера, решение последних двух уравнений системы 

(15) относительно искомых координат, имеет следующий вид: 
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Здесь D, Dy, Dφ

 

 – главный и присоединенные определители уравнений (15). 
В результате раскрытия этим определителей, после преобразования и 

замены Р на iω, получим передаточные функции в виде:  
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Taблица 2 – Уточненные значения коэффициен-
тов сопротивлений и жесткостей 
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По (17) и (18) производим расчет координат амплитудно-фазовой час-
тотной характеристики стола при различных частотах ω, по которым в ком-
плексной плоскости строим графики. При этом вещественную часть коорди-
нат откладываем на оси абсцисс (u), а мнимую – по оси координат (iv). 

Амплитудно-фазовые частотные характеристики стола по горизонталь-
ному, вертикальному и угловому перемещениям показаны на рисунке 4.  

Анализ построенных амплитудно-фазовых частотных характеристик по-
казывает, что рассматриваемая система при принятых ее параметрах, является 
устойчивой. Запас устойчивости системы достаточен, так левые ветви этим 
характеристик не пересекают отрицательной вещественной оси координат и 
находятся на определенном расстоянии от нее. 
 

 
а б в 

Рисунок 4 – Амплитудно-фазовая частотная характеристика стола: 
а – по горизонтальному перемещению; б – по вертикальному перемещению; в – по угловому перемещению 

 

Выводы: 
1. Проведенные исследования в данной работе позволяют оценить 

устойчивость движения узлов, определить действительные нагрузки, снизить 
интенсивность вынужденных колебаний и выбрать наиболее оптимальные 
конструктивные параметры механизмов машин. 

2. Построенные амплитудно-фазовых частотных характеристик показы-
вают, что движение рассматриваемой системы при принятых ее параметрах, 
является устойчивой, подтвержденной экспериментальными исследованиями. 

3. В связи с широким внедрением компьютерной техники в практику и воз-
растающих их вычислительных возможностей предлагаемая методика расчета 
может быть весьма полезной в исследовательских и конструкторских работах. 
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На базі теоретичних та експериментальних методів дослідження аналізується стійкість пе-
реміщення столу електромеханічного приводу. 
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On the basis of theroretical and experimental methodes of inkesrigation of stability of metion of 
the table of electromechanical drive. 

Keywords: stability, analyses, drive.  

УДК 621.833 
 
В.В. СТАВИЦКИЙ, к.т.н., доцент ВНУ им. В. Даля, Луганск; 
П.Л. НОСКО, д.т.н., проф., проректор ВНУ им. В. Даля; 
С.П. РОМАНОВ, аспирант ВНУ им. В. Даля 
 

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ВЫСОКОСКОРОСТНЫХ 
ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ 

 
Предложены инварианты подобия процессов вращения и зацепления зубчатых колес в виде безразмерных 
комплексов, обобщающих критериальную информацию необходимую и достаточную для оптимизации 
конструктивных решений. Получено критериальное уравнение связи, соблюдение которого позволяет рас-
считывать параметры зубчатой передачи в зависимости от скоростного и нагружающего режимов эксплуата-
ции с учетом материалов и термообработки зубчатых колес, типа и характеристик смазочного материала. 

Ключевые слова: высокоскоростная зубчатая передача, оптимизация.  
 

Актуальность задачи. Современное энергетическое, химическое и транс-
портное машиностроение остро нуждается в значительном количестве редукто-
ров для компрессорных станций газопроводов, компрессоров аммиака в техноло-
гических циклах производства удобрений и синтетических волокон, перспектив-
ных моделей гидравлических, паровых и газовых турбогенераторов, детандер-
генераторных установок и коробок скоростей для двигателей внутреннего сгора-
ния (ДВС). В качестве двигателя в таких установках используют паровую, газо-
вую или гидравлическую турбину или ДВС. Исполнительными машинами явля-
ются электрогенераторы, воздушные и газовые компрессоры, гидравлические 
насосы. Несовпадение оптимальных частот вращения валов двигателя и исполни-
тельной машины обусловливает необходимость применения зубчатого редуктора.  

Развитие современного машиностроения основывается на поиске новых 
решений, предусматривающих повышение нагрузочной способности, срока 
службы, уменьшение веса и габаритов, а также улучшения энергетических 
характеристик эффективности выпускаемых изделий.  

Наиболее ощутимо указанные требования проявляются при разработке 
высокоскоростных и тяжелонагруженных зубчатых передач, в частности – 
редукторов привода генераторов. 

 

Анализ последних исследований и литературы. По рекламным публи-
кациям зарубежных фирм, таких как Renk, Maag, Graffenstaden и других [1], в 
качестве привода электрогенераторов мощностью до 100МВт рассматрива-
ются в основном одноступенчатые однопоточные редукторы с шевронными 
или косозубыми передачами. 

© В.В. Ставицкий, П.Л. Носко, С.П. Романов. 2013 
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При таких передаваемых мощностях потери составляют 1МВт и более. В 
высокоскоростных зубчатых передачах значительную часть общих потерь 
мощности составляют потери, не связанные с передаваемой нагрузкой. К таким 
потерям относят потери аэродинамического сопротивления вращению зубча-
тых колес, периодического сжатия и расширения масловоздушной смеси в за-
мкнутом пространстве между зубьями колес (компрессорные потери). Напри-
мер, для редукторов, работающих с окружной скоростью около 150м/с, такие 
потери составляют 80%, а потери на трение только 20% [2]. Попытки учесть 
эти потери мощности при анализе [3] и проектировании высокоскоростных 
зубчатых передач основываются в основном на эмпирических данных, которые 
отличаются в различных исследованиях в несколько раз. Такие погрешности 
значительно снижают степень достоверности при определении энергетической 
эффективности эксплуатации высокоскоростных зубчатых передач. 

Необходимо также учитывать, что передача больших мощностей неиз-
бежно связана с высокой контактной и изгибной напряженностью зубьев, с 
высокими показателями нагруженности подшипников скольжения, и боль-
шой шириной зубчатых венцов, что в свою очередь значительно увеличивает 
потери, не связанные с предаваемой нагрузкой. Попытки снизить контактные 
и изгибные напряжения переходом на двухпоточную схему одноступенчатого 
редуктора РГ046 [4] практически удваивают эти потери. 

В конце 90-х годов специалистами швейцарской фирмы MAAG-GEAR AG 
запатентована и внедрена технология высокоэффективного турборедуктора HET 
(High Efficiency Turbogear) [5]. Уменьшение потерь мощности в зубчатом зацеп-
лении удалось достигнуть за счет создания частичного вакуума (уровень разре-
жения 85%). Столь кардинальное решение проблемы снижения потерь мощности 
приводит к ухудшению теплоотвода из зоны зацепления вследствие отсутствия 
циркуляции масловоздушной смеси в пространстве между зубьями и дополни-
тельному расходу электроэнергии на работу вакуумного насоса [2].  

В работах [6-9] проведен анализ влияния условий эксплуатации и геомет-
рических параметров зубчатой передачи на ее КПД, с учетом, как механиче-
ских потерь, так и потерь мощности вследствие гидроаэродинамического со-
противления вращению зубчатых колес и периодического сжатия-расширения 
масловоздушной смеси в замкнутом между зубьями пространстве. Полученные 
авторами относительно простые аналитические зависимости для определения 
КПД позволили разработать основы метода выбора параметров передачи [10]. 
Разработка новой методологии проектирования энергонасыщенных и в то же 
время ресурсо- и энергосберегающих зубчатых передач является актуальной 
научно-практической задачей при исследовании высокоскоростных трансмиссий. 

 

Цель статьи. Предложить критериальное уравнение связи независимых и 
управляющих параметров высокоскоростных зубчатых передач, на основании, ко-
торого проводить поиск конструктивно-технологических параметров передач, от-
вечающим условиям их существования и необходимым показателям качества. 

 

Изложение основного материала. Потери мощности в результате аэро-
гидродинамического сопротивления и периодического сжатия-расширения не 
зависят от передаваемой нагрузки и прямо пропорциональны занимаемому 
передачей объему 

3
irbi  , который в свою очередь определяется расчетом 
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передачи на прочность, 
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Тогда независящие от передаваемой нагрузки потери мощности могут 
быть представлены в виде математической функции расчетного номинально-
го момента. При этом условии суммарный коэффициент потерь мощности 
приобретает следующий вид 
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 – инвариант подобия процессов 

периодического сжатия-расширения масловоздушной смеси в замкнутом 
между зубьями пространстве;  EN  – суммарный инвариант 

подобия пары зубчатых колес; kiС  – безразмерный момент аэродинамическо-

го сопротивления [9]; RiC  – безразмерный момент сопротивления вследствие 

вязкостного трения периферии головок зубьев [9]; Λ – коэффициент, завися-
щий от геометрии зубчатой передачи [8]. 

Наиболее значимыми потерями мощности, несвязанными с передавае-
мой нагрузкой, являются потери аэрогидродинамического сопротивления и 
периодического сжатия-расширения масловоздушной смеси в замкнутом 
между зубьями пространстве. Эти потери уменьшаются с ростом количества 
зубьев шестерни, передаточного отношения и угла наклона зубцов, но с ро-
стом ширины зубчатого венца и окружной скорости потери значительно уве-
личиваются (рисунок, б).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок – График зависимости допускаемых напряжений – а, и инвариантов 
подобия – б, от основных геометрических параметров зубчатых колес 
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Результаты многопараметрического анализа существующих зубчатых пе-
редач, показали наличие оптимальных окружной скорости и ширины зубчатого 
венца (рисунок, а) значения, которых определяются выражениями (2) и (3): 
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k
tа Eukkbf  – 

относительная плотность, ft [7]. 
Анализ полученных выражений показал, что высокоскоростные зубчатые пере-

дачи, как объект оптимизации, имеют следующие независимые параметры: динами-

ческая (  apkTT  11 , tk ) и кинематическая нагрузки ( c11  ), показатели 

прочности и упругих свойств материалов зубчатых колес ( ), реологические пока-
затели масла и масловоздушной среды (

*
 ,k, pa) и конструктивно-технологические 

параметры: зацепление; u; 1b ; a ; инварианты N; Γ,  , F; E; G, число ступеней пе-

редачи. Динамическая и кинематическая нагрузка являются исходными ограничени-
ями, которые определяет потребитель. Качество материалов следует отнести к физи-
ческим параметрам, которые определяются назначением зубчатых передач и для не-
которых отраслей машиностроения имеют свои приоритетные постоянные значения. 
Влияние разработчика и производителя на них является весьма ограниченным. К 
управляющим параметрам могут быть отнесены конструктивно-технологические па-
раметры, связанные между собой значительным количеством ограничений, вид кото-
рых определяется типом передач и технологическими процессами их производства.  

Перечисленные выше факторы создают общее для всех видов передач множе-
ство независимых и управляющих параметров, определяемое критериальным уравне-
ниям связи, которое отображает условие существования и качества зубчатых передач: 
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Условные обозначения. u – передаточное отношение; ωi – угловая ско-
рость шестерни, м/с; ri – радиус делительной окружности; α – угол станочного 
зацепления, рад; β – угол наклона линии зубьев, рад; iaii rrA   – относитель-

ный радиус окружности вершин; rai – радиус окружности вершин, м; bi – шири-
на зубчатого венца, м; того венца; ifii rrB   – относительный радиус окруж-

ности впадин; rfi – радиус окружности впадин, м; pa – атмосферное давление, 
МПа; E

*
 – приведенный модуль упругости материалов зубчатых колес, МПа; 
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 2
окраa VpEu   – критерий Эйлера; iiокр rV   – окружная скорость; а  – 

плотность масловоздушной смеси во впадинах зубчатых колес, кг/м
3
; k – пока-

затель адиабаты масловоздушной смеси;  2Re iiаi r  – критерий Рейнольд-

са; aiii rhh   – относительная глубина погружения зубчатого колеса в масля-

ную ванну, c – скорость звука в масловоздушной смеси, м/с; kt – частичность 

нагрузки,  kc *  – относительная вязкость смазочного масла. 
 

Выводы. Предложены инварианты подобия процессов вращения и зацеп-
ления зубчатых колес в виде безразмерных комплексов, обобщающих критери-
альную информацию необходимую и достаточную для оптимизации конструк-
тивных решений. Получено критериальное уравнение связи, соблюдение кото-
рого позволяет рассчитывать параметры зубчатой передачи в зависимости от 
скоростного и нагружающего режимов эксплуатации с учетом материалов и 
термообработки зубчатых колес, типа и характеристик смазочного материала. 
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УДК 621.833 
Оптимальное проектирование высокоскоростных зубчатых передач / В.В. Ставицкий, 

П.Л. Носко, С.П. Романов // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Проблеми механічного приводу. – Х.: 
НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.148-152. – Бібліогр.: 10 назв. 

Запропоновано інваріанти подібності процесів обертання та зачеплення зубчастих коліс у вигляді без-
розмірних комплексів, які узагальнюють критеріальну інформацію необхідну та достатню для оптимізації 
конструктивних рішень. Отримано критеріальне рівняння зв’язку, дотримання якого дозволяє розраховувати 
параметри зубчастої передачі в залежності від швидкісного та навантажувального режимів експлуатації з 
урахуванням матеріалів та термообробки зубчастих коліс, типу та характеристик змащувального матеріалу. 

Ключові слова: високошвидкісна зубчаста передача, оптимізація. 
 

Criteria of similarity of processes of rotation and clasping of gear-wheels are offered as dimension-
less complexes; criterion information necessary and sufficient for optimization of structural decisions is 
summarized. Criterion equation of connection is derived; being in compliance with the equation allows for 
calculations of gear parameters based on the exploitation speeds and loading modes, taking into account 
materials and heat treatments of gear-wheels and types and descriptions of lubricating material. 

Keywords: hi-speed gear, optimization. 
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АНАЛИЗ ПУБЛИКАЦИЙ ПО ПРОБЛЕМЕ ОПТИМИЗАЦИИ  
КОМПОНОВОЧНЫХ СХЕМ ЗУБЧАТЫХ МЕХАНИЗМОВ 
 

Рассматривается проблема оптимизации компоновочных схем силовых редукторов и зубчатых механиз-
мов приборов. На основании анализа разных подходов и методов оптимизации разнообразных схем компо-
новки приводятся обобщенные рекомендации по оптимальному проектированию зубчатых механизмов. 

Ключевые слова: оптимизация, зубчатый механизм, силовой редуктор. 

Введение. Проблема оптимизации компоновочных схем зубчатых меха-
низмов рассматривается в технической литературе постоянно и с разных сто-
рон. Достаточно полно разработаны методические основы оптимизации, про-
ведены исследования по оптимизации различных типов передач по разным 
критериям, выработаны конкретные рекомендации по проектированию пере-
дач с оптимальными параметрами кинематических схем. 

 

Цель работы – проанализировать и обобщить полученные результаты и 
сформулировать общие рекомендации по оптимальному проектированию 
зубчатых механизмов. 

 

Цели оптимизации и методы решения задач оптимального проекти-
рования. Как известно [1-3], задача оптимального проектирования состоит в 
определении цели и соответствующего ей критерия оптимальности, переводе за-
дачи на математический язык и построении математической модели, отражаю-
щей формализованное описание критерия оптимальности, условия функциони-
рования узла и требования, предъявляемые к его отдельным параметрам. В про-
цессе оптимизации отыскиваются переменные проектирования (проектные пара-
метры), на которые накладываются функциональные, параметрические и другие 
ограничения. Оптимизационный расчет выполняется по одному или нескольким 
критериям (целевым функциям), зависящим от общего проектного параметра. 
Оптимизация по одной целевой функции сводится к определению проектного 
параметра, соответствующего ее максимуму или минимуму. Экстремум функции 
обычно определяется из условия равенства нулю уравнения производной. Если 
функция представлена в виде графика, то экстремум находится методом графи-
ческого дифференцирования. При решении задачи на ЭВМ пользуются итераци-
онными численными методами дихотомии, золотого сечения, Фибоначчо. При 
многомерном поиске оптимального решения применяются разнообразные клас-
сические методы: метод дифференциального исчисления, метод множителей Ла-
гранжа и динамического программирования, принцип максимума Понтрягина. 
Используются также методы покоординатного подъема (спуска), случайного по-
иска, градиентные методы (в том числе методы сопряженных градиентов), мето-
ды переменной метрики, метод конфигураций, симплекс-метод, метод штрафных 
функций и др. Отдельно отметим оригинальную комбинированную методику оп-
тимизации соосных ступенчатых зубчатых механизмов, основанную на совме-
щении методов LP-последовательности и сужения окрестностей поиска реше-
ния [4]. Аналогичный подход применяют авторы в [5] при оптимизации парамет-

© В.Є. Старжинський, В.Л. Басинюк, О.І. Мардосевич, Є.В. Шалобаєв, 2013 
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ров одно- и двухступенчатых цилиндрических и конических редукторов. Поиск 
решения в [5] осуществляется c помощью диалоговой подсистемы DMS, базиру-
ющейся на методе исследования пространства оптимизируемых параметров [6] с 
выделением паретовских решений и определением из них окончательного вари-
анта формальными или интерактивными методами [7]. В инженерной практике, 
при поиске оптимума удобно представлять исходные целевые функции (имею-
щие в общем случае различные размерности) в нормированной безразмерной 
форме (целевая функция нормируется по ее максимальному либо минимальному 
значению) – в виде так называемых составных функций. Методология формиро-
вания составных функций, а также алгоритм и программа расчета нормирован-
ных значений целевой функции подробно описана в работе [2]. 

 

Основные критерии оптимизации зубчатых механизмов. В сложив-
шейся практике оптимизации зубчатых механизмов разнообразного назначе-
ния критериями оптимизации обычно принимаются следующие (для одно-, 
двух- и трехступенчатых цилиндрических и конических редукторов): 

1) минимизация суммы межосевых расстояний (общего объема привода, 
длины или высоты редуктора);  

2) минимальная масса редуктора (масса колес редуктора); 
3) равнопрочность по контактным и изгибным напряжениям. 
При этом параметрами функциональных ограничений могут быть приня-

ты контактная прочность или напряжения изгиба в опасном сечении зуба. 
Для многоступенчатых и многопоточных зубчатых механизмов прибо-

ров кроме критериев по п.п. 1-3 оптимизацию проводят по критериям: 
4) минимального приведенного момента 

инерции системы (Ip);  
5) минимальной угловой погрешности 

(); 
6) максимального КПД (). 
Проектными параметрами при решении 

оптимизационных задач могут быть частоты 
вращения входного и выходного вала, общее 
передаточное отношение механизма, модуль 
зацепления, число ступеней механизма. В ко-
нечном итоге проектным параметром являет-
ся общее передаточное отношение зубчатого 
механизма iр. 

 

Выбор оптимальных кинематических 
параметров двухступенчатых редукторов. 
Как известно, масса и габариты редуктора суще-
ственно зависят от распределения общего пере-
даточного отношения iр (передаточного числа uр) 
по ступеням редуктора. Лучшие показатели де-
монстрируют редукторы с близкими по диаметру 
колесами во всех ступенях, при этом создаются 
благоприятные условия смазывания погружения 
колес в общую масляную ванну (быстроходные 
колеса на меньшую глубину, чем тихоходные). 
Общие рекомендации сводятся также к назначе-

 
Рисунок 1 – Диапазон оптимальных 
значений iБ по критерию минимиза-
ции массы колес двухступенчатого 

цилиндрического редуктора: 
1 – ограничение iБ по условию (1); 2 – ниж-
няя граница оптимальных значений iБ; 3 – 
расчет по формуле (3); 4, 5 – диапазон зна-
чений iТ, соответствующий оптимальному 
диапазону iБ; 6 – значения iТ, соответству-
ющие iБ, рассчитанному по формуле (3) 
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нию больших передаточных отношений в быстроходной ступени iБ и меньших в 
тихоходной iТ при увеличении коэффициента ширины колес от первой ко второй. 
Ориентировочные рекомендации в виде графиков )( pБ ifi   – для двухступенча-

того редуктора и )()( рTБ ifii   – для трехступенчатого, приводятся в справочной 

и учебной литературе, например [8, 9]. Графики построены по условию минималь-
ной массы зубчатых колес при близких контактных напряжениях во всех ступенях 
редукторов. Отметим, что верхние предельные значения iБ по графику )( pБ ifi   

(рисунок 1, линия 1) для двухступенчатого редуктора следует проверять на пред-
мет отсутствия пересечения тихоходного вала вершинами зубьев колеса быстро-
ходной ступени по формуле 

 

12,1)1/()(/
32

11112  uuuuaа pww .    (1) 
 

Коэффициент 12,1/ 12 ww aа  принят как минимальный из стандартного 

ряда 1,12; 1,25; 1,4 и 1,6. (При 6,1/ 12 ww aа  редуктор не отвечает требованиям 

минимизации габаритов и массы). 
В таблице 1 представлен диапазон передаточных отношений быстроход-

ной и тихоходной ступеней, верхние предельные значения которого скоррек-
тированы в соответствии с условием (1). Проанализируем аналитические 

уравнения, на основании которых построена зависимость диапазона )( TБ ifi  , 

приведенные в работах [3, 10] (таблица 2). 
 

Таблица 1 – Рекомендации по распределению передаточных отношений двух-
ступенчатого цилиндрического редуктора, скорректированные по условию (1) 
iP 10 20 30 40 50 70 
iБ 3,20-3,97 4,92-6,0 6,35-7,63 7,63-9,05 8,55-10,34 10,5-12,6 
iТ 3,13-2,52 4,07-3,33 4,72-3,93 5,2-4,42 5,85-4,84 6,67-5,34 

12 / ww aа  1,45-1,12 1,46-1,12 1,48-1,12 1,47-1,12 1,47-1,12 1,46-1,12 
 

Таблица 2 – Расчетные зависимости для определения оптимальных кинематических 
параметров двухступенчатого цилиндрического редуктора 

Функциональные 
ограничения 

Критерии оптимизации 
По сумме межосевых расстояний По массе колес редуктора 

Контактная 
прочность ]1)[(2/)])[( 3/13/1  pррБ kuukuu  (2) 

)1(6

)1(

)1(2

3/1
3
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Напряжения  
при изгибе 
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ББp uuu           (4) 

2/)13(
3/2
 БТ uu          (5) 

2/1
3/4
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13













 
 Б

Бp

u
uu     (6) 

Примечания: 
12 kkk   – коэффициент, характеризующий соотношение контактной прочности 

тихоходной и быстроходной ступени редуктора 
HbaН kk

p
/2,1

2
2,12,1  ; 

2,1Hр  – расчетное зна-

чение допускаемого контактного напряжения; 2,12,12,1 / wwba aв  – коэффициент ширины зуб-

чатого венца; kH – коэффициент нагрузки. 
 

Таблица 3 – Распределение общего пе-
редаточного числа по ступеням редук-

тора при функциональном ограничении 
по контактной прочности 

up 10 20 30 40 
Оптимизация по сумме межосевых 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 159 

Д
ля 

оцен-
ки 

воз-
мож-
ных 
пре-
дель-
ных 
зна-

чений 
пере-
даточ
точ-
ных 

чисел ступеней редуктора, оптимизируе-
мого по критерию минимализации массы и суммы межосевых расстояний при 
функциональном ограничении по контактной прочности, были реализованы вари-
анты расчета при коэффициенте K=1 – одинаковые показатели параметра 

2,12,1 baHP   для обеих ступеней, и K=0,34 – предельно разные показатели – для 

тихоходной ступени МПа700HPT  (при SH=1,1) при среднем коэффициенте 

ba =0,315, для быстроходной ступени МПа1200HPБ  (при SH=1,2) и при 

среднем коэффициенте ba =0,315 (таблица 3). 

Результаты расчета при функциональном ограничении по напряжениям 
изгиба в опасном сечении зуба представлены в таблице 4. 

 

Анализируя результаты вариантов расчета (см. таблицы 3 и 4) по соответ-
ствию соотношения aw2/aw1 условию (1), можно сделать заключение (таблица 
5), что соответствие достигается только при функциональном ограничении как 
по контактной прочности (при K=1), так и по напряжениям изгиба в опасном 
сечении зуба. При оптимизации по сумме межосевых расстояний при функци-
ональном ограничении напряжения и изгиба требуется небольшая корректи-
ровка uБ. В остальных случаях условие 4 не выполняется. 

Конкретные примеры оптимизации двухступенчатого редуктора приве-
дены в работах [11-13]. Установлено, что минимальный объем достигается 
при передаточном числе тихоходной ступени uт=3,0…4,0 такое же оптималь-

ное значение uт получается 
при выборе в качестве це-
левой функции площади 
фронтальной плоскости 
или высоты внутренней 
полости редуктора. Кон-
тактная равнопрочность в 
ступенях достигается при 
uт=4,0 (awБ=140мм, 
awТ=155мм), а равенство де-
лительных диаметров колес 

расстояний – расчет по формуле (2) 

uБ К=1 1,93 3,06 4,03 4,91 
K=0,34 2,30 3,78 5,08 6,26 

uТ К=1 5,19 6,54 7,44 8,14 
K=0,34 4,35 5,29 5,91 6,39 

awТ/ 
awБ 

К=1 2,63 2,70 2,67 2,63 
K=0,34 2,14 2,05 1,95 1,88 

Оптимизация по массе – расчет 
по формуле (3) 

uБ K=1 3,28 5,44 7,26 8,88 
K=0,34 4,34 7,43 10,05 12,38 

uТ K=1 3,05 3,68 4,13 4,50 
K=0,34 2,30 2,69 2,99 3,23 

awТ/ 
awБ 

K=1 1,38 1,28 1,20 1,15 
K=0,34 0,98 0,85 0,78 0,73 

Таблица 4 – Распределение общего переда-
точного числа по ступеням редуктора при 
функциональном ограничении по напря-

жениям изгиба в опасном сечении зуба 
uБ 2 4 5 6 7 8 
Оптимизация по сумме межосевых расстояний 

– расчет по формулам (4),(5) 
uр 5,76 17,12 24,43 32,72 42,0 52,0 

uT 2,88 4,28 4,895 5,45 6,0 6,5 

awТ 
/awБ 

1,63 1,68 1,68 1,67 1,67 1,67 

Оптимизация по массе редуктора – рас-
чет по формуле (6) 

uP 5,31 12,66 18,25 24,60 31,80 39,60 

uI 2,65 3,17 3,65 4,11 4,54 4,95 
aw1/ 
awБ 

1,53 1,32 1,33 1,33 1,33 1,32 

Таблица 5 – Оценка соответствия критерию (1) 
данных расчета по формулам (2)-(6) 

Функциональное 
ограничение 

Формула Оценка 

По контактной 
прочности 

 

(2) K=1 Не соответствует 
K=0,34 Не соответствует 

(3) K=1 Соответствует 
K=0,34 Не соответствует 

По напряжениям 
изгиба в опасном 

сечении зуба 

(4), (5) Расчетное значение uБ сле-
дует увеличить на 2,5-4% 

(6) Соответствует 
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достигается при uт=3,2. При вы-
шеуказанных оптимальных значе-
ниях uт обеспечиваются также ре-
комендуемые значения коэффици-
ента, характеризующего отноше-
ние межосевого расстояния тихо-
ходной ступени к быстроходной (в 
пределах 1,13-1,14). 

 

Оптимальное распределе-
ние общего передаточного от-
ношения по ступеням трехсту-
пенчатого редуктора. Для опти-
мального распределения общего 
передаточного отношения по сту-
пеням трехступенчатого редуктора 
по критерию минимальной массы в первом приближении можно пользоваться 
вышеупомянутым графиком i1(i2)=f(ip) (рисунок 10.33 [8]), который построен по 
условию контактной равнопрочности всех ступеней редуктора, то есть прибли-

зительного выполнения равенства 3
2

32
2

21
2

1 / baHPbaHPbaHP  . Оценку 

соответствия данных графика принятому критерию проводили по уравнению 
(3), применяя его последовательно к оптимизации параметров быстроходной 
и промежуточной ступеней, а затем – промежуточной и тихоходной. Общее 
передаточное отношение двух первых ступеней (быстроходной и промежу-

точной) 
p

u12  и двух последних (промежуточной и тихоходной) 
p

u23  рассчи-

тывали по данным вышеупомянутого графика. Результаты расчета сведены в 
таблицу 6. Для контроля отсутствия пересечения вершин зубьев предыдущей 
ступени с валом последующей для всех вариантов рассчитывали также коэф-
фициент awП/awБ. Анализ показывает, что расхождение значений передаточ-
ных чисел всех ступеней, рассчитанных по формуле (3) и взятых из графика, 
не превышает 7%, что позволяет рекомендовать зависимость (3) для опти-
мального распределения общего передаточного отношения по ступеням трех-
ступенчатого редуктора, предварительно определившись, с помощью графи-
ка, с той частью передаточного отношения, которое будут обеспечивать две 
первые ступени – быстроходная и промежуточная. 

Таблица 6 – Сравнение передаточных чисел ступеней 
трехступенчатого редуктора, принятых по гра-

фику (рисунок 1) и рассчитанных по формуле (3) 

рu  30 40 50 70 100 200 

Бu  3,6 4,4 5,0 6,0 7,1 10,1 
p

Бu  3,47 4,12 4,74 5,83 7,43 10,59 

Бu , % 3,1 6,4 5,2 2,8 4,6 4,9 

Пu  3,0 3,0 3,3 3,7 4,1 5,1 

p
Пu  

84,2

1,3  
05,3

31,3  
28,3

48,3  
67,3

81,3  
22,4

92,3  
4,5

86,4  

Пu , % 
3,5

3,3  
6,1

8,6  
6,10

5,5  
8,0

0,3  
9,2

4,4  
9,5

7,4  
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Отметим, что в отличие от си-
ловых трехступенчатых редукторов, 
в которых ступени располагаются, 
как правило, по развернутой схеме, 
при компоновке трехступенчатых 
механизмов приборов стремятся 
разместить оси входного и выходно-
го валов по одной линии, располагая 
оси промежуточных валов – по одну 
сторону от линии, соединяющей 
центры осей входного и выходного 
вала, либо по разные стороны (косо-
симметрично), при этом оптимум 
ищется по минимуму объема. 

В работе [2], на примере трех-
ступенчатого приборного редуктора, 
с разбивкой общего передаточного 
отношения uр по закону арифметической прогрессии, показано, что минимум 
объема достигается, во-первых, при равномерной разбивке uр по ступеням, и, 
во-вторых, размеры редуктора, спроектированного кососимметрично, получа-
ются меньше, чем при расположении промежуточных валов по одну сторону от 
линии центров "входной-выходной вал". 

 

Оптимизация многоступенчатых механизмов приборов. Как было 
указано выше, оптимизацию компоновки многоступенчатых зубчатых меха-
низмов приборов целесообразно проводить по одному или нескольким крите-
риям, обеспечивая условия минимизации габаритов (Vp) или массы (mp), приве-
денного момента инерции Iр.пр, суммарной угловой погрешности (  ), макси-

мального КПД (η). Принципиальной разницей в рекомендациях по распределе-
нию общего передаточного отношения между ступенями двух-, трехступенча-
тых силовых и многоступенчатых приборных редукторов является снижение 
передаточных отношений ступеней при переходе от быстроходной к тихоход-
ной ступени в первом случае и увеличение этого параметра во втором, по-
скольку угловая погрешность, приведенный момент и КПД имеют в этом слу-
чае более высокие показатели. В отдельных случаях (оптимизация по сумме 
межосевых расстояний, объему) лучшие показатели достигаются при равно-
мерной разбивке передаточного отношения по ступеням редуктора. 

 

Оптимизация по габаритам и массе. Из обширного разнообразия вари-
антов выбора оптимального числа ступеней и распределения между ними пе-
редаточного отношения по критерию минимизации габаритов и массы в тео-
рии и практике проектирования рассматриваемых механизмов сложились 
устоявшиеся общие принципы – условия равенства чисел зубьев шестерен 
всех ступеней и передаточных отношений отдельных пар в каждой ступени 
[14-16]. В этом случае связь между оптимальным числом ступеней редуктора 
и общим передаточным отношением uр выражается зависимостью 

 

 ропт uKn lg ,                                                 (7) 
 

а передаточное отношение каждой ступени равно 
 

Тu  2,78 2,93 3,03 3,15 3,44 3,88 

p
Тu  

94,2

78,2  
98,2

93,2  
05,3

03,3  
17,3

15,3  
34,3

44,3  
66,3

88,3  

Тu  , % 5,8 1,0 0,7 0,6 2,9 5,7 

awП/awБ 1,33 1,24 1,23 1,22 1,21 1,19 
аwТ/awП 1,36 1,40 1,4 1,37 1,39 1,38 

p
wБwП aa )(  1,4 1,35 1,31 1,27 1,29 1,11 

p
wПwТ aa )(  

45,1

34,1  
43,1

36,1  
41,1

36,1  
38,1

35,1  
34,1

42,1  
28,1

41,1  

Примечания: 1. Значения p
Пu  и p

Тu  над чертой при 

оптимизации параметров быстроходной и промежу-

точной ступени, значения p
Пu , p

Тu  под чертой, кро-

ме промежуточной и тихоходной.  

2. Значения p
wБwП aa )(  над чертой и под чертой со-

ответствуют условиям примечания 1. 
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n
рj uu  .                                                   (8). 

 

В зависимости от критерия оптимизации коэффициент K принимает раз-
ные значения (таблица 7). Следует иметь в виду, что минимумы целевых 
функций, определяющих оптимальные параметры массы и габаритов, обычно 
не имеют ярко выраженного характера, поэтому предпочтительно говорить о 
 

Таблица 7 – Расчетные зависимости для определения оптимальных 
кинематических параметров многоступенчатых механизмов приборов 

Критерий  
оптимизации 

φ Оптимальное число 
ступеней, nопт 

Оптимальное 
передаточное 
число ступе-

ней uj 

Литера-
турный 

источник 

Минимальная сумма ме-
жосевых расстояний 

 0  
ропт un lg85,1    (9) 3,5 [16] 

Минималь-
ная масса 
колес ре-
дуктора 

Приблизитель-
ное значение 

 0  ропт gun 0,3   (10) 2,16 [16] 

Точное реше-
ние 

 0  ропт un lg6,3   (11) 1,93 [16] 

Минимизация приведенного 
момента инерции 

 0  ропт un lg0,3   (12) 2,16 [16] 

Мини-
мальный 
объем, за-
нимаемый 
колесами 
редуктора 

Компоновка 
уступом 

 0  ропт un lg55,4  (13) 1,668 

[19] 

 30  ропт un lg35,4  (14) 1,698 

 60  ропт un lg70,4   (15) 1,632 

 80  ропт un lg0,6   (16) 1,468 

Соосная ком-
поновка 

 90  ропт un lg6,3   (17) 1,931 

Орбитальная 
компоновка ропт un lg6,295,1    (18) 1,655 

(un=1,672) 

Минимальная суммарная 
угловая погрешность 

  
ропт un lg11,1       (19) 8,0 

[16] 
ропт un lg43,1       (20) 5,0 

Примечание:  – угол между линией, соединяющей оси входного и выходного вала, и 
межосевыми линиями ступеней. 

зонах того или иного оптимизируемого параметра и уточнять значения попт 
варьированием значений 1оптn  и 1оптn  [17]. Данный тезис подтверждает-

ся также результатами источника [18], где показана возможность назначения 
передаточного числа ступеней многоступенчатого редуктора, оптимизируе-
мого по критерию минимизации массы, в широких пределах. В частности, для 
трехступенчатого редуктора отклонение минимума массы в 5% обеспечива-
ется при выборе uj в пределах 1,8-3,0, что соответствует диапазону 

2,2...9,1ju , рассчитанному по формулам (10) и (11). 

При оптимизации по массе следует ориентироваться на минимально 
приемлемое число ступеней, так как при его увеличении масса редуктора бу-
дет увеличиваться за счет массы дополнительных валиков.В работе [20] по-
лучены аналитические зависимости для оптимального распределения общего 
передаточного отношения редуктора по критерию минимизации массы зубча-
тых колес, которые позволяют решить задачу нахождения либо оптимальных 
передаточных отношений ступеней редуктора (при заданном up), либо непо-
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средственно определить требуемые числа зубьев колес (при заданном up и 
числе зубьев шестерни 1nz ). 

Полученный в указанной работе результат минимизации безразмерной 
массы двухступенчатого кратного рядного механизма подтверждает положе-
ние о том, что равномерное распределение общего передаточного отношения 
между ступенями многоступенчатого (в том числе двухступенчатого) редук-
тора является наиболее оптимальным решением как с точки зрения миними-
зации габаритных размеров, так и массы редуктора.  

Компактными схемами приборных редукторов с высоким передаточным 
отношением являются соосная и орбитальная компоновки. Результаты иссле-
дования этих схем на предмет оптимизации по критерию минимизации объе-
ма редуктора представлены в работах [19, 22, 23] (орбитальная компоновка) и 
[19, 23] (схема соосного многоступенчатого редуктора) и рассчитываются по 
формулам (18) и (17) соответственно.  

Сравнение оптимизированных по объему различных схем многоступен-
чатых механизмов показывает, что наиболее компактными являются орби-
тальная и соосные компоновки (рисунок 2) [19]. 

Как известно [24], при орбитальной компоновке ось выходного валика рас-
полагается соосно с входной, а оси промежуточных валиков размещаются вокруг 
входной шестерни на некоторой окружности ("орбите") радиуса Rк. Для такой 
компоновки, предназначенной обычно для реализации высоких значений переда-
точного отношения (что, естественно ведет к увеличению числа ступеней) акту-
альным является вопрос оптимизации кинематической схемы по объему, КПД и 
показателю заполнения "орбиты" .  

Показано [2], что при оптимизации 7-ступенчатого механизма с "орби-
тальной" компоновкой (up=1000) равномерная разбивка дает лучшие показа-
тели по габаритам (радиус "орбиты" на 4-16% меньше) и коэффициенту за-

полнения 
"орбиты" 
(коэффи-
циент  

больше в 
1,1-1,8 ра-
за) по 

сравнению с неравномерной разбивкой. 
Сравнительные данные при оптимизации α, 
Rк, ηp приведены в таблице 8. Видно, что по 
Rк и α лучшие результаты при равномерной 
разбивке, а по ηp – при неравномерной. 

 

Оптимизация по КПД. КПД в зацеп-
лении кинематической пары зависит от типа 
передачи и определяется по формулам, в ко-
торые кроме кинематических параметров 

mzu ,,  и коэффициента скольжения ( скf ) 

входит коэффициент нагрузки с (при 
H30F ), зависящий от типа передачи [25-

27]. Подробный анализ расчета КПД для 

Таблица 8 – Сравнительные данные по 

Rк, α и  ηp  при 1000рu , 6Роптu  [2] 

Разбивка up Rк, мм α ηp 

Равномерная 98 0,71 0,330 

Неравномерная 123 0,56 0,338 

 

 103                   104                          up 

 un    uj    nопт 

 

  nопт 

 
Рисунок 2 – Области оптимальных 
значений числа ступеней nопт в за-
висимости от общего передаточно-

го числа редуктора ip: 
1 – компоновка уступом при располо-
жении ступеней по линии; 2 – компо-
новка уступом при расположении сту-
пеней под углом ; 3 – соосная компо-

новка; 4 – орбитальная компоновка 
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различных типов передач (цилиндрических, прямозубых и косозубых, кано-
нических, винтовых, червячных) дан в [2]. В общем виде целевая функция ηp 
определяется как зависимость от проектного параметра up и его распределе-
нием между ступенями. Ниже на частных примерах будет показана зависи-
мость ηp от способа разбивки up по ступеням для конкретных компоновок ме-
ханизмов. 

 

Оптимизация по суммарной угловой погрешности. Погрешность   

на выходном валу механизма является целевой функцией проектных парамет-
ров – передаточных чисел в ступенях uj и общего передаточного числа редук-
тора up. В первом приближении, при известном up, оптимальные параметры n и 
uj рассчитываются по формулам (19) и (20) таблицы 7. Чтобы сравнить резуль-
таты расчета по разным вариантам распределения up по ступеням, можно вос-
пользоваться методикой [2]. Удобно рассмотреть это на примере. Исходные 
данные [2]: 210рu ; 0,31 u ; 5,32 u ; 0,43 u ; 0,54 u ; 5,0m ; 201 z . 

Для рассматриваемого случая суммарная угловая погрешность   равна [28]: 

n
p

j

jрр
u

uuu
uuuuu 





121

121211

...
....// .          (21) 

Угловая погрешность пары колес [2]: 
 

jnj umzj 1/4,7 ,                                          (22) 
 

где nj  – вероятный боковой зазор, который в передачах с модулем 1m  при 

uj=3-6 можно рассчитать по эмпирической формуле [2] 
 

мкм),4,46,8(  jn umj  (модуль m в мм).                          (23) 
 

Результат расчета при вышеуказанных исходных данных мкм7,2  . 

При определении оптимального числа ступеней и передаточного числа 
каждой ступени по формулам (19) и (20) таблице 7 имеем: 

– при k=1,43 – nопт=3,22 (округляя в большую сторону nопт=4, 807,3nj ); 

– при k=1,11 – nопт=2,57 (округляя в большую сторону nопт=3, 944,5nj ).  

При nопт=4 и 807,3nj  – мкм7,2  . При nопт=3 и 944,5nj  – мкм8,1  . 

По варианту, рассмотренному в [16], при m=0,5мм и nопт=3, принимая 
максимально допустимые передаточные числа второй и третьей ступени 
u2=u3=8,0 и вычисляя u1=100/8

2
=1,56, имеем мкм8,1  . 

При реализации варианта оптимизации приведенного момента инерции увели-
чение n до 6 с распределением up в соответствии с номограммой (см. рисунок 1.28 [16]) 
( 88,4;65,2;0,2;67,1;56,1;49,1 65432  uuuuuu j ) имеем мкм1,2  . 

Таким образом, оптимальной по условию минимизации суммарной угло-
вой погрешностью является компоновка с меньшим числом ступеней и назна-
чением максимально приемлемых передаточных чисел в последних ступенях. 
Для облегчения расчета   и выбора альтернативных вариантов можно пользо-

ваться номограммой, алгоритм и описание работы которой приведено в [2, 28]. 
 

Оптимизация по инерционности. Вопросы оптимизации компоновки 
механизмов по быстродействию (инерционности) рассматривались в работах 
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[2, 16, 29] и др. Задача состоит в минимизации приведенного к валу двигателя 

момента инерции. Зависимость Iр.пр. )( pufn   в первом приближении опреде-

ляется выражением (12), совпадающим с формулой (10) минимизации массы 
передачи (см. таблицу 7). При уточненном расчете следует распределять пере-
даточное отношение по принципу увеличения передаточного числа от преды-
дущей ступени к последующей, пользуясь номограммой (рисунок 1.28 [17]), 
предложенной В. Олексюком [30]. Установлено [31], что можно выбрать n, при 
котором Iр.пр. остается практически постоянным и рационально-минимальным 
для разных значений up (рисунок 4.29) [10]. Пользуясь указанными графиками 
и принимая условия равенства чисел зубьев шестерен, модулей и ширины ко-
лес, можно построить зависимости )(.. mfI прр   (рисунок 3.10 [16]). 

Сравнение компоновки силового привода с распределением 1000рu  

по 3-ем ступеням ( 0,71 u ; 1,42 u ; 49,33 u ) с компоновкой редуктора, оп-

тимизированного по принципу минимизации приведенного момента инерции 
( 88,4;65,2;0,2;67,1;56,1;49,1;6 654321  uuuuuun ) показывает су-

щественное снижение инерционности привода – почти в 8,6 раза [16]. 
Добиться одновременного удовлетворения требованиям минимизации га-

баритов, массы, приведенного момента инерции и погрешностей практически 
невозможно, однако компромиссного решения можно добиться, выбирая опти-
мальное число ступеней из условия минимизации габаритов, производя рас-
пределение up по номограмме В. Олексюка [30] (рисунок 1.28 [17]) и принимая 
максимально возможным передаточное отношение последней (последних) сту-
пени. Основы оптимизационных расчетов многоступенчатых приборов с приме-
нением ЭВМ подробно изложены в работе [2], в которой приведены примеры 
кинематических схем механизмов, оптимизированных по разным критериям, а 
также структурные схемы алгоритмов и программы автоматизированного расче-
та многоступенчатых механизмов с рассмотренными выше компоновками [32]. 

 

Многоступенчатые планетарные механизмы. Общие вопросы оптими-
зации составных планетарных механизмов рассмотрены в работах В.А. Ткаченко 
с соавторами [33, 34]. В последующем эта тематика получила развитие в работах 
[35-38]. Используется обычная методика минимизации целевой функции f(M) 
приравниванием нулю ее производной по uj; минимум массы, как и в равных рас-

смотренных случаях, достигается при выполнении условия uj=u1=u2=…un= р

n
u . 

При учете определенных допущений (одинаковых геометрических, прочностных 
и других параметрах) получены аналитические зависимости для определения 
минимальных безразмерных значений массы при расчете на изгибную minFM  и 

контактную minHM  прочность. Особенность расчета состоит в необходимости 
учета разнообразных ограничений – на допустимый диапазон чисел зубьев и ми-
нимально допустимое число зубьев сателлита, на габариты ступени, на условия 
сборки, соосности и соседства. В примерах расчета показана возможность выбо-
ра параметров проектирования в достаточно широком диапазоне (таблица 9). В 
развитие подхода [36] в работах [37, 38], где рассмотрены случаи изгибной и кон-
тактной равнопрочности зубчатых пар внешнего зацепления, расчеты доведены 
до формул, позволяющих определять передаточные числа ступеней в явном виде; 
при поиске оптимального решения учитываются как ограничения по показателю 
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"число зубьев", так и ограничения по возможности реализации принятой конфи-
гурации механизма. Разработана методика численного решения задач оптимиза-
ции применительно к математическим пакетам MathCAD и Maple [38]. 

 

Двухпоточные зубчатые механизмы. Оптимизационные расчеты, 
структурные схемы алгоритмов расчета и программы расчета двухпоточных 
механизмов приборов, оптимизируемых по габаритам, КПД, угловой погреш-
ности и инерционности достаточно подробно рассмотрены в работе [2]. Анали-
зируются двухпоточные механизмы с двумя степенями в обоих потоках (с рас-
положением выходных валов на одном уровне), а также механизмы, состоящие 
из одной ступени в одном из потоков и двух ступеней – в другом. По первой 
схеме, оптимизируемой по габаритам и КПД с передаточными числами в пото-
ках u1=14,50 и u2=19,33 соответственно, наименьшее значение объема получа-
ется при u11=3,5 и u21=4,14 и u12=4,6, причем КПД в диапазоне u12=3,0…4,6 из-
меняется незначительно (=0,926…0,930). 

Анализ данной схемы 
при оптимизации механизма 
по критерию минимизации 
габаритных размеров, вы-
полненный в графической и 
аналитической форме, пока-
зывает [39], что минимум 
объема достигается при 
u12=u224,4 (соответственно 
u113,3 u214,4), то есть при 
варианте, когда межосевые 

расстояния вторых ступеней располагаются под прямым углом к линии, соеди-
няющей центры осей первых ступеней механизма. Для расчета двухпоточных 
двухступенчатых редукторов, скомпонованных по вышеуказанной схеме и опти-
мизируемых по объему, разработана программа автоматизированного проек-
тирования [39, 41].  

По второй схеме [2] (оптимизация ведется по трем целевым функциям – объ-
ему редуктора V, угловой погрешности  и инерционности Ip). Рассматриваются 
условно два варианта – вариант "а" с расположением на одной "наклонной" прямой 
центров осей входного, промежуточного и выходного валов двухступенчатого по-
тока и вариант "б" – расположение центров осей входного и промежуточного валов 
двухступенчатого потока на одной (условно "горизонтальной") прямой. В обоих 
случаях центры осей выходных валов обоих потоков располагаются на одной пря-
мой. Очевидно, что для обоих вариантов в одноступенчатом потоке при известном u1 
значения  и Ip будут неизменными, а в двухступенчатом потоке – меняться в пре-
делах, возможных комбинаций u12 и u22 при известном u2. То есть основное различие 
в схемах "а" и "б" будет определяться габаритными размерами. Анализ результатов 
оптимизационных расчетов путем приведения целевых функций v(u12), (u12) и 
Ip(u12) к нормированному виду и построения составной функции показывает, что: 

– по оптимальному значению передаточного отношения u12опт варианты 
"а" и "б" почти равноценны: u12=3,4 и u12=3,6 соответственно; 

– по габаритам предпочтительна схема "а", однако размер "длина редук-
тора" будет больше, чем в схеме "б", а размер "высота редуктора" меньше, то 
есть при одинаковых исходных данных схема "а" более компактна. 

Таблица 9 – Варианты расчета многоступенчатого 
планетарного механизма минимальной массы (требу-
емое общее передаточное число up=1944, число са-

теллитов k=3) [36] 
Номер 

варианта 
Число сателлитов uорт1 *

рu  
рu , % 

nопт z1 z2 z3 

1 4 19 44 107 6,632 1934,050 0,5 
2 6 29 22 73 3,517 1893,272 2 
3 5 20 25 70 4,50 1845,281 5 

Примечание: Коэффициент приведения массы корпуса и непо-
движного зубчатого колеса к массе условного диска kМ=5. 
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Необходимо отметить, что проблема оптимизации компоновочных схем 
многопоточных механизмов, в частности двухпоточных, является весьма акту-
альной, о чем говорит современная работа по теории и методологии проектиро-
вания [42]. Указанные механизмы востребованы при разработке приводов для 
трубопроводной арматуры, которая осуществляется в рамках гранта Минобрнау-
ки РФ, посвященного модернизации системы отечественных трубопроводов. 

 

Заключение. В результате анализа подходов к проблеме оптимизации 
зубчатых механизмов и результатов проведенных исследований можно сде-
лать следующие выводы: 

1. Принципиальная разница в оптимальной компоновке силовых и кине-
матических зубчатых механизмов по критерию минимизации габаритных 
размеров или массы редуктора состоит в обязательном учете для первых по-
казателей изгибной и контактной прочности и распределении общего переда-
точного отношения ip между ступенями по принципу уменьшения передаточ-
ного отношения ступени при переходе от быстроходной к тихоходной ступе-
ни, в то время как для вторых, характерным является принцип равномерного 
распределения ip по ступеням с выбором оптимального числа ступеней. 

2. Практически идентичные аналитические зависимости оптимального 
числа ступеней от общего передаточного отношения механизма для расчета 
минимальных показателей массы, габаритов и инерционности позволяют оп-
тимизировать конструкцию по совокупности указанных параметров без опе-
рации формирования составной целевой функции. 

3. При оптимизации компоновочных схем приборных зубчатых механиз-
мов одновременно по нескольким критериям, например, объему, инерционно-
сти и угловой погрешности или габаритам, углу заполнения "орбиты" механиз-
ма с орбитальной компоновкой и КПД, необходимо представить каждую из од-
номерных целевых функций в графическом виде, произвести их нормирование 
минимальному или максимальному значению и затем, складывая ординаты 
функций, построить график составной функции, по которому определить экс-
тремальное значение оптимизируемого кинематического параметра механизма. 

4. Для многоступенчатых планетарных передач расчетные значения оп-
тимальных параметров ijопт и nопт корректируются в соответствии с ограниче-
ниями по допустимому диапазону чисел зубьев сателлитов, неподвижного и 
солнечного колес, габаритам ступени, условиям сборки, соосности и сосед-
ства, а также минимальному допустимому числу зубьев сателлитов. 
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Анализ публикаций по проблеме оптимизации компоновочных схем зубчатых механизмов 

/ В.Е. Старжинский, В.Л. Басинюк, Е.И. Мардосевич, Е.В. Шалобаев // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: 
Проблеми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.152-165. – Бібліогр.: 42 назв. 

Розглядається проблема оптимізації компонувальних схем силових редукторів і зубчастих механіз-
мів приладів. На підставі аналізу різних підходів і методів оптимізації різноманітних схем компонування 
наводяться узагальнені рекомендації з оптимального проектування зубчастих механізмів. 
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The problem of arrangement diagram optimization of power transmissions and instrument toothed 
drives is considered. On the base of analysis of different approaches and methods of optimization of various 
arrangement diagrams summary recommendations for optimal design of gear units are represented. 
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
ОБОЛОЧКИ ГИБКОГО КОЛЕСА ВОЛНОВОЙ ПЕРЕДАЧИ 
ЧЕРЕЗ ФУНКЦИЮ НАПРЯЖЕНИЙ 
 

Рассмотрено напряженно-деформированное состояние оболочки гибкого колеса. Силовые факто-
ры в сечениях оболочки координатными плоскостями и смещения вдоль координатных линий 
представлены через производные функции напряжений В.З. Власова, которая выражается через 
функции Крылова. Из граничных условий получаем систему уравнений для определения коэф-
фициентов, входящих в выражение функции напряжений. 

Ключевые слова: гибкое колесо, оболочка, напряженное состояние, функция напряжений, си-
ловые факторы.  

 
Актуальность задачи. Гибкое колесо преобразует вращение генератора 

волн в волновое движение гибкого зубчатого венца. Составляющая вращательно-
го движения волновой деформации гибкого колеса отбирается посредством обо-
лочки и через шлицы передается на выходной вал волновой передачи. [1-3]. Гиб-
кое колесо рассматриваем как тонкостенную цилиндрическую оболочку длиной l 
с гибким зубчатым венцом шириной b1 на одном конце и шлицами шириной b2 на 
противоположном. Отношение толщины оболочки h к диаметру окружности, де-
лящей стенку оболочки пополам 2a, составляет 0,012. 

Оболочка представляет часть гибкого колеса свободную от внешней 
нагрузки, передающую крутящий момент на шлицы. Демпфирование оболочки 
сглаживает влияние пиковых нагрузок при передаче крутящего момента и вы-
равнивает распределение сил в кинематических парах. 

Крутящий момент формируется дисками генератора волн на участке гибко-
го зубчатого венца и передается касательными усилиями, распределенными по 
торцу оболочки неравномерно, вследствие неравномерной деформации зубчатого 
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венца. Неравномерность этих усилий выравнивается оболочкой. Напряженное 
состояние оболочки рассматриваем как поле возмущений, вследствие краевого 
эффекта у торца оболочки, наложенное на поле касательных напряжений, при 
равномерном распределении касательных усилий по торцу оболочки. 

Наличие поля возмущений, вызванное неравномерной деформацией торца 
оболочки, во многом определяет ее прочностные свойства. Неравномерная де-
формация гибкого колеса в окружном направлении является определяющей, т.к. 
значительно превышает его продольную деформацию. Основной задачей данно-
го исследования является определение функции напряжений, через которую 
определяются деформации и поле напряжений оболочки гибкого колеса.  

 

Постановка 
задачи. Гибкое ко-
лесо представляет 
полый цилиндр, на 
одном конце кото-
рого образован зуб-
чатый венец, на 
другом – шлицевый 
венец. Эти венцы 
связаны между со-
бой через тонко-
стенную оболочку 
(рисунок 1). Гибкое 
колесо является си-
ловым кинематиче-
ским звеном волно-
вой передачи, 

определяющим ее несущую способность и ресурс работы. Гибкое колесо находится в 
условиях стесненного деформирования – растяжения в окружном направлении, ко-
торые существенны для зацепления зубьев и изменения формы гибкого колеса при 
наложении нагрузки. Гибкое колесо можно рассматривать в виде тонкостенной ци-
линдрической оболочки [4, 5]. Отношение толщины стенки гибкого колеса к диамет-
ру окружности, делящей стенку колеса пополам, составляет 0,01232 (рисунок 2). 

 

Материалы исследования. Пусть цилиндрическая оболочка длиной l, тол-
щиной стенки h, радиусом срединной поверхности a защемлена с двух торцов в 
толстые плиты, поворачивающиеся относительно друг друга на некоторый угол. 

При этом сохраняется расстояние между плитами равное длине недеформи-
рованной оболочки l. В процессе поворота плиты не испытывают деформации. При 
деформации оболочки точка М, лежащая на ее поверхности и определяемая радиу-
сом r , получает перемещение U  и переходит в некоторую точку М1, радиус кото-
рой r  равен: 

,; 21 nwvuUUrr   (1) 
 

где wvu ,,  составляющие вектора перемещения U по осям n,, 21  . 

 

Рисунок 1 – Конструктивная схема гибкого колеса 
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Деформация зубчатого венца вы-
зывает деформацию торца оболочки, 
что создает в ней краевой эффект и до-
полнительное поле напряжений, наибо-
лее опасными из которых являются из-
гибные, вызванные неравномерностью 
распределения нагрузки, приложенной 
к ободу зубчатого венца. Верхнюю гра-
ницу изгибных напряжений можно по-
лучить, заменив распределенную 
нагрузку сосредоточенными силами [6]. 

Для решения задачи напря-
женного состояния гибкого колеса 
записано уравнение функции 
напряжений в операторах Власова 
и составлены граничные условия, 
исходя из взаимодействия оболоч-
ки с зубчатым и шлицевым венцом. 

Для получения граничных условий на торце оболочки со стороны зубчатого 
венца рассмотрена деформация зубчатого венца, под действием приложенных сил с 
учетом взаимодействия венца с торцом оболочки. Граничные условия для торца обо-
лочки со стороны шлицевого венца определялись из предположения, что венец, по 
отношению к оболочке, является абсолютно жестким конструктивным элементом.  

Решение задачи найдено в форме рядов. Для торца оболочки, который со-
прягается с зубчатым венцом, выполнен предельный переход и получены спе-
циальные расчетные формулы. На основе полученного решения разработан ал-
горитм для расчета на ЭВМ и выполнен расчет.  

Особенностью деформирования зубчатого венца гибкого колеса является нали-
чие зоны, свободной от воздействия генератора волн, что приводит к неравномерно-
сти распределения окружных усилий в зубчатом венце. Цилиндрическая оболочка 
выравнивает распределение окружных усилий, и при этом выполняет функции 
демпфера. Механические и прочностные свойства оболочки оказывают существен-
ное влияние на напряженное состояние, несущую способность и долговечность гиб-
кого колеса. Напряженное состояние оболочки является результатом действия кру-
тящего момента и краевого эффекта на стыке оболочки и зубчатого венца. 

В оболочке выделим поле напряжений, связанное с передачей крутящего 
момента и поле напряжений от краевого эффекта. Поле напряжений от крутяще-
го момента определяется через компоненты смещения срединной поверхности, 
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где 000 ,, WVU  соответственно, осевые, окружные и радиальные смещения то-

чек срединной поверхности оболочки; a – радиус срединной поверхности обо-
лочки; h – толщина оболочки; E – модуль упругости первого рода;  – коэффици-
ент Пуассона; X – осевая координата, отсчитанная от торца оболочки, сопряжен-

ного с зубчатым венцом. Параметр 
2  вычисляется по формуле: .12 222 ah  

Смещениям (2) соответствуют напряжения: 
 

 
Рисунок 2 – Оболочка гибкого колеса 

волновой передачи 
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где z – координата, отсчитанная по нормали к срединной поверхности. 
Решениям (3) соответствуют краевые условия для свободных торцов, за-

груженных касательной нагрузкой, распределенной по тому же закону, что и ка-
сательные напряжения 0 в последней формуле системы (3). Касательные напря-
жения 0 в конструкциях крупных волновых редукторов невелики. Для волновых 
редукторов приводов перефутеровки рудоразмольных мельниц, с размерами гиб-
кого колеса а=548,3мм, h=13,5мм, М2=500кН∙м, максимальное значение каса-
тельных напряжений составило 20max0  МПа. 

Краевой эффект возникает в результате неравномерности деформации 
при контакте зубчатого венца с дисками генератора волн. Влияние краевого 
эффекта рассматриваем как поле возмущений, наложенное на поле касатель-

ных напряжений 0 при передаче крутящего момента 2M  на ведомом валу. 

Основными являются изгибные напряжения. В запас прочности примем, что 
на торцах оболочки действуют сосредоточенные силы, которые создают мак-
симальную радиальную деформацию, равную максимальной деформации 
зубчатого венца при контакте с дисками генератора волн. 

Неравномерность радиальной нагрузки и существование у зубчатого 
венца ненагруженных зон создают в оболочке изгибные напряжения в 
окружном направлении. Учитывая определяющую роль этих напряжений, 
воспользуемся полубезмоментной теорией В.З. Власова [7].  

Задачу о напряженном состоянии оболочки под действием краевого эф-
фекта рассмотрим исходя из решения В.Л. Бидермана [8], представленного че-
рез функцию напряжений, удовлетворяющую дифференциальному уравнению: 
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где  aXx  безразмерный параметр; X – линейный размер, отсчитанный от 

торца оболочки вдоль образующей;θ – угловая координата. 
Силовые факторы в сечениях оболочки координатными плоскостями (рису-

нок 3) и смещения U, V, W вдоль координатных линий выражаются через произ-
водные функции напряжений: 
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где  123EhD  цилиндрическая жесткость оболочки при 0V . 
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Деформация оболочки симметрична относительно оси генератора волн, 
решение уравнения (4) отыскиваем в виде ряда по косинусам [9], 

 

  .cos
1







k

k kxФФ   (13) 

 

Подставив выражение (13) в уравнение (4), получим последовательность диффе-

ренциальных уравнений  ...,4,2KФk , 
 

     ,04 44
k  xФmxФ kk   (14) 

 

где  .2)1( 2  kKmk  

Функции  xФk  выража-

ются через функции Крылова, 
 

         .4321 4321
xmKCxmKCxmKCxmKCxФ kkkkkkkkk 

        (15) 
 

Функции Крылова вы-
числяются по формулам: 

 

     ;cosch1 xmxmxmK kkk   

          ;cosshsinch212 xmxmxmxmxmK kkkkk 

 

     ;sinsh213 xmxmxmK kkk   

          .cosshsinch414 xmxmxmxmxmK kkkkk 

 
 

Производные функций Крылова удовлетворяют соотношениям: 
 

 ;4 4
1 xmKm

dx

dK
kk    ;1

2 xmKm
dx

dK
kk    ;2
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dx

dK
kk    .3

4 xmKm
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Коэффициенты  4,3,2,1iCki  в формулах (15) при каждом фиксирован-

ном K определяем из граничных условий. Функция напряжений определена, если 
заданы условия на торцах. Так как на оболочку не действуют внешние осевые 
силы, а торцы зубчатого и шлицевого венцов свободны от нагрузки, можно при-
нять, что на торцах оболочки отсутствуют осевые усилия: 

 

    ,0;0
0


 qxxxx NN  (18) 

 

где ;alq   l – длина оболочки. 

Шлицевый венец гибкого колеса предполагается нерастяжимым. Считаем рав-
ным нулю смещения точек шлицевого венца в окружном направлении, 

 

  .0qxV  (19) 
 

Четвертое граничное условие получаем, рассматривая взаимодействие 
зубчатого венца с торцом оболочки, при x=0: 

 

 
Рисунок 3 – Силы и моменты, приложенные к урав-

новешенному элементу оболочки гибкого колеса 
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Из граничных условий получаем систему уравнений для определения коэф-

фициентов  4,3,2,1iCki в формуле (15). При деформации зубчатого венца 

гибкого колеса, по торцу, оболочке передается касательное усилие S.  
Напряженное состояние оболочки рассчитываются по формулам: 
 

,;
12

;
2 h

S

h

zM

h

N

h

Nx
x 


  (21) 

 

где   ,,x  нормальные и касательные напряжения. 
 

Выводы. Растягивающие напряжения   принимают максимальные значе-

ния в момент прохождения большой оси генератора волн, максимальные сжима-
ющие напряжения σθ возникают в момент прохождения малой оси генератора 
волн, на угол 40...45° нормальные напряжения проходят через нулевое значение. 

Снижение максимальных значений нормальных напряжений изгиба 

 
max  до уровня максимальных касательных напряжений кручения max, спо-

собствует улучшению напряженно-деформированного состояния гибкого коле-
са, что повышает нагрузочную способность и ресурс работы крупных высоко-
нагруженных волновых редукторов. 
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Розглянуто напружено-деформований стан оболонки гнучкого колеса. Силові чинники в пере-
тинах оболонки координатними площинами і зміщення вздовж координатних ліній представлені через 
похідні функції напружень В.З. Власова, яка виражається через функції Крилова. З граничних умов 
отримуємо систему рівнянь для визначення коефіцієнтів, що входять у вираз функції напружень. 

Ключові слова: гнучке колесо, оболонка, напружений стан, функція напружень, силові фактори. 
 

The stress-strain state of a shell of a flexible wheel is observed. Power factors in shell cross-sections 
and displacement along coordinate lines are presented by co-ordinate planes through V.Z. Vlasov stress ar-
bitrary functions of which is expressed through Krylov's functions. From boundary conditions we gain the 
equations system for definition of the factors entering into expression of stress functions. 

Keywords: flexible wheel, envelope, stress state, stress functions, power factors.  
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ПОТЕРИ ЭНЕРГИИ В ЗУБЧАТОМ ЗАЦЕПЛЕНИИ ПЕРЕДАЧИ 
С ПРОМЕЖУТОЧНЫМИ ТЕЛАМИ КАЧЕНИЯ 

 
Разработан новый метод определения энергетических потерь и к.п.д. зубчатого зацепления передачи с 
упругими промежуточными телами качения. К.п.д. зубчатого зацепления определяется в виде отноше-
ния работ вращающих моментов, приложенных к ведомому и ведущему валам редуктора с промежу-
точными телами качения. Учитывая, что величина потерь в зацеплении изменяется циклически, в со-
ответствии с углом поворота ведущего вала, вращающий момент, приложенный к ведущему валу, 
разобьем на ряд частей в пределах цикла, и в каждом интервале считаем этот момент постоянным. 
К.п.д. зубчатого зацепления определяется в виде среднего значения дискретных величин. 

Ключевые слова: зубчатое зацепление, энергетические потери, к.п.д., сателлит.  

 
Актуальность задачи. Механический привод осуществляет функциональ-

ную связь двигателя с рабочими органами машины, преобразуя кинематические и 
силовые параметры присоединенных звеньев до заданных величин. Процесс сопро-
вождается потерей механической энергии, относительная величина которой служит 
важной технической характеристикой качества механического привода [1-3]. 

Основу главных механических приводов тяжелых машин составляют ре-
дукторы, потери в которых во многом определяют общие энергетические поте-
ри машин и агрегатов. При крупных единичных мощностях машин и оборудо-
вания, вопрос об энергетических потерях в редукторах приобретает особую ак-
туальность, т. к. он связан не только с большими финансовыми издержками, но 
и техническими требованиями охлаждения смазки и отвода тепла.  

Основными задачами данного исследования являются: 
– анализ силовых и кинематических факторов влияющих на потери 

энергии в передачах с упругими звеньями;  
– определение энергетических потерь в зацеплении передачи с упругими 

промежуточными телами качения в зависимости от геометрических параметров 
элементов зацепления; 

– определение экспериментальных зависимостей к.п.д. редукторов с 
упругими звеньями от эксплуатационных характеристик; 

– разработка рекомендаций по снижению энергетических потерь в выс-
ших кинематических парах передач с упругими звеньями в зацеплении. 

 

Постановка задачи. Как показывает геометрический анализ, предпочтитель-
ные условия работы передачи с промежуточными телами качения наблюдаются в 
зацеплении с внецентренным контактом. В отверстиях сепараторов смонтированы 
демпферы, в которые установлены ролики. Зубья центрального колеса соосны ро-
ликам, радиальный зазор между ними равен разности радиусов образующей зуба и 
ролика. Ролики имеют четыре степени свободы в некотором пространстве, ограни-
ченном размерами радиальной податливости демпферов, и располагают возможно-
стью свободно обкатываться по зубьям центрального колеса и сателлита [4]. 

 

Материалы исследования. Относительные перемещения элементов зацеп-
ления сопровождаются потерями энергии и износом. Установим количественную 
связь изменения углов, определяющих положения точек контакта на профилях 
зубьев сателлита 1 и солнечного колеса 2, от угла поворота ведущего вала. 
Разность приращений углов 21   определяет угловой интервал сколь-

жения нулевого ролика в зацеплении χ до переключения и после переключения на 

© Ю.В. Стрельніков, 2013 
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первый ролик 
*
2

*
1

*  , (таб-

лица 1). 
Рассмотрим рав-

новесное состояние са-
теллита с приложенной 

системой внешних сил и опорных реакций. На оси сателлита в центре О1 прило-
жена равнодействующая 1R  системы сходящихся сил со стороны подшипников, 
установленных на эксцентриковой шейке входного вала. Со стороны выходного 
вала на сателлит действует главный вектор 2R , приложенный на оси редуктора в 
центре О2 и главный момент М сил сопротивления. В зацеплении сателлита дей-
ствует нормальная реакция N  со стороны ролика и сила трения Fтр, возникающая 
в результате скольжения ролика относительно зуба. Направление сил трения 
можно установить по рисунку, где точка K зуба сателлита соответствует исходно-
му положению точки контакта, а сила трения Fтр в точке контакта М, действую-
щая на зуб сателлита со стороны ролика, имеет одинаковое направление с воз-
можным скольжением ролика по зубу сателлита. Сила трения трF  направлена 

противоположно относительному скольжению. 
Рассмотрим условия равновесия сателлита, воспринимающего постоянную 

нагрузку с ведомого вала М2 (см. рисунок), 
 

0
02
Μ , .021

*
11  FhhNhRΜ  (1) 

 

Момент силы 1R  относительно центра 
O2 равен вращательному моменту М1 на ве-
дущем валу редуктора, 

*
11 hRΜ  ,                    (2) 

 

а сила трения скольжения F=f∙N, где f – ко-
эффициент трения скольжения. 

Подставим значения (2) в равенство (1), 
получим: 

  02112  fhhNΜΜ ,       (3) 
 

и определим сумму работ моментов сил, 
действующих на сателлит в пределах неко-
торого малого угла поворота ведущего вала 
, соответствующего зацеплению нулевого 
ролика: 

0121  NfrΜΜ .       (4) 
 

После переключения зацепления на 
1-й ролик, в выражении (4) изменятся зна-
чения входящих в него линейных и угло-
вых параметров, 

 

*
11 hh  ; *

22 hh  ; * ; * .                                       

(5) 
 

Рассматривая совместно выражения 

Таблица 1 – Относительные перемещения элементов зацепления 
Интервалы из-

менения угла ° 
1° 2° ° 1*° *° ° 

0...2,4 0,5405 0,4417 0,0988 –2,2686 –2,3780 0,1094 
2,4...4,8 1.4781 1,3854 0,0927 –1,3859 –1,4918 0,1059 
4,8...7,2 2,3554 2,2662 0,9892 –0,4350 –0,5374 0,1024 

 
Рисунок – Равновесное состояние са-

теллита под действием внешних 
сил и опорных реакций 
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(3) и (4), исключим силу N и установим соотношение между вращающими 
моментами на ведущем и ведомом валах редуктора для зацепления нулевого 
ролика: 

 










1

21

21

21

fr

fhh

ΜΜ

ΜΜ
.                                       (6) 

Из соотношения (6) определим вращающий момент на ведущем валу редуктора 
через момент сил сопротивления, когда в зацеплении участвует нулевой ролик, 

 

 
  2

121

211
1 М

frfhh

fhhfr
Μ 




 . (7) 

 

После переключения зацепления на первый ролик соотношение (7) преобра-
зуется с учетом условий (5), 

 
 

.2*
1

*
2

*
1

**
2

*
1

*
1

1 М
frfhh

fhhfr
Μ 




                                     (8) 

 

Величина потерь в зацеплении изменяется циклически, в соответствии с 
углом поворота ведущего вала 22 Ζ . Уровень потерь определяет отношение 

работ вращающих моментов М1const и М2=const. Разобьем крутящий момент 

М1 на п частей в пределах значения угла 22...0 Ζ  с интервалом 22 nΖ . 

В каждом интервале  считаем М1=const. 

Работу А1 вращающего момента М1 за цикл изменения угла 22...0 Ζ , 

определяем суммированием работ на каждом интервале , 
 





n

i

iΜΑ
1

11 . (9) 

 

Работа A2 вращающего момента М2, приложенного к ведомому валу, 
 

2
22

2

uZ
ΜΑ


 . (10) 

 

К.п.д. редуктора определяется отношением работ A2 и А1, 
 

.

1

1

2







n

i

iΜU

Μn
 

(11) 

 

С учетом значений (7) и (8) определяем к.п.д. кругового зацепления ре-
дуктора за цикл, соответствующий углу поворота ведущего вала 22 Ζ , 
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где   iii hhh 1111 5.0
~

  ,   iii hhh 2122

~
5.0

~
  ,   *

1
*

11
*

1 5.0
~

iii hhh   ,   *
2

*
12

*
2 5.0

~
iii hhh    

– средние значения плеча нормальной реакции N и плеча силы трения Fтр, со-
ответствующие каждому углу поворота ведущего вала 22 nΖ . 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 40 (1013) 178 

Определим текущие значения плеч h1i, h2i, 
*
1ih , *

2ih :  

  iii eRh sinsin 131 . (13)         1132 coscos rRh iii  . (14) 

















 *

2
13

*
1 sinsin iii

z
eRh . (15)   1

*

2
13

*
2 coscos r

Z
eRh iii 













 . (16) 

 

Определим энергетические потери в зацеплении экспериментального ре-
дуктора ПК-165, линейные размеры в мм: 
r=7, r1=7,25, =3,3, R1=77,7, R2=82,5, 
R3=79,377. Число зубьев z1=24, z2=25; ко-
эффициент трения скольжения f=0,1; шаг 
угла поворота входного вала =2,4°. По 
формулам (13)-(16) определим значения 
плеч h1i, h2i, 

*
1ih , *

2ih  (таблица 2).  

Средние значения плеч (мм): 11

~
h =58,561, 

12

~
h =59,474, 13

~
h =61,249, 21

~
h =51,109, 22

~
h =50,162, 23

~
h =48,233, *

11

~
h =61,498, 

*
12

~
h =59,624, *

13

~
h =58,611, *

21

~
h =48,056, *

22

~
h =50,109, *

23

~
h =51,058. 

Приращения углов поворота сателлита i (град): 1=0,09895, 

2=0,09271, 3=0,08915, *
1 =0,10931, 

*
2 =0,10589, *

3 =0,10244. 

Коэффициент полезного действия, учитывающий потери на трение в зубчатом 
зацеплении с промежуточными телами качения, определяется выражением (12). 

Если принимать во внимание только потери на трение скольжение в зубча-
том зацеплении с промежуточными телами качения, то к.п.д. передачи составит 
=0,99. Здесь не учтены потери в подшипниках, а также на преодоление сопро-
тивления смазки при ее перемешивании, потери на трение роликов о сепараторы, 
проскальзывание роликов из-за возможного перекоса их осей. Не учтены потери 
на трение качения роликов в зубчатом зацеплении с промежуточными телами ка-
чения, т.к. они слишком малы в сравнении с потерями, приходящихся на преодо-
ление трения скольжения роликов в зацеплении. 

 

Выводы. Впервые разработан аналитический метод определения энергетиче-
ских потерь в передачах с промежуточными телами качения. Поставленные условия 
задачи осложняются тем, что необходимо учитывать непрерывно изменяющиеся де-
формации упругих роликов, находящихся в зацеплении, которые оказывают непо-
средственное влияние на величину и направление сил трения в высших кинематиче-
ских парах. Положение точек контакта на сопряженных поверхностях, при различ-
ной деформации упругих роликов, определяется с учетом условия постоянства за-
данного передаточного отношения. Полученные результаты позволяют минимизи-
ровать энергетические потери в крупных редукторах с упругими промежуточными 
телами качения на стадии проектирования, обеспечивают высокий научно-техничес-
кий уровень и конкурентные свойства продукции тяжелого машиностроения. 
 
Список литературы: 1. Фальк Н.И. Теоретическое и экспериментальное определение КПД замкнутых 
планетарных передач // Механизмы горных машин. – 1966. – №55. – С.40-45. 2. Финогенов В.А. О КПД ге-
нераторов волновых передач // Известия вузов. Машиностроение. – 1972. – №6. – С.45-48. 3. Гафаров А.Г. 
Экспериментальное исследование КПД однорядных планетарных зубчатых механизмов // Известия вузов. 
Машиностроение. – 1968. – №12. – С.7-21. 4. Стрельников В.Н. Об энергетических потерях в редукторах с 
промежуточными телами качения и точность выбранных параметров // Проблемы качества механических 

Таблица 2 – Текущие значения плеч 
моментов сил, приложенных к сател-

литу относительно общей оси передачи 

° h1i, мм h2i, мм 
*
1ih , мм *

2ih , мм 

0 58,336 51,336 62,634 46,675 
2,4 58,786 50,881 60,363 49,437 
4,8 60,161 49,444 58,885 50,780 
7,2 62,336 47,022 58,336 51,336 
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УДК 621.833 
Потери энергии в зубчатом зацеплении передачи с промежуточными телами качения 

/ Ю.В. Стрельников // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Проблеми механічного приводу. – Х.: НТУ 
"ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.171-175. – Бібліогр.: 4 назв. 

Розроблено новий метод визначення енергетичних втрат і к.к.д. зубчастого зачеплення пере-
дачі з пружними проміжними тілами кочення. К.к.д. зубчастого зачеплення визначається у вигляді 
відношення робіт обертаючих моментів, прикладених до веденого і ведучого валів редуктора з про-
міжними тілами кочення. Враховуючи, що величина втрат у зачепленні змінюється циклічно, відпо-
відно до кута повороту ведучого валу, поводить момент, прикладений до ведучого валу, розіб'ємо 
на ряд частин у межах циклу, і в кожному інтервалі вважаємо цей момент постійним. К.к.д. зубчас-
того зачеплення визначається у вигляді середнього значення дискретних величин. 

Ключові слова: зубчасте зачеплення, енергетичні втрати, к.к.д., сателіт.  
 

A new method for determining the energy losses and efficiency for the gearing with elastic intermediate rolling 
bodies was developed. Efficiency of the gearing is defined as ratio the work of the torques applied to the slave and the mas-
ter gear shafts. The value of losses in the meshing changes cyclically, in accordance with a rotation angle of the master shaft, 
the torque divided into parts within the cycle. The efficiency of the gearing is determined as the mean of discrete values. 

Keywords: gearing, power losses, efficiency, satellite.  
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ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ СТАБИЛЬНОСТЬ ПОДШИПНИКОВ 
СКОЛЬЖЕНИЯ 

 
Статья обсуждает геометрическую стабильность скользящего узла в связи с требованиями трибологии. 
Анализирует форму и размеры скользящей пары (подшипник-вал) с целью ее оптимизации. Изменяя 
формы вала и концентратора (ослаблением), мы пытались добиться более равномерного распределе-
ния напряжений и таким образом и режима работы двигателей отдельных элементов системы триболо-
гии. Таким образом, можно создать большую долговечность и надежность системы.  

Ключевые слова: подшипник, концентратор, долговечность. 
 

Введение. Выбранные формы несущих конструкций в условиях кинети-
ческих и технологических нужд, во многих случаях противоречивы потреб-
ности трибологии. Кроме того, при построении практически не используют 
меры, которые позволили бы улучшить характеристики трения рабочих по-
верхностей в эксплуатации. Таким образом, дальнейшие наблюдения должны 
быть направлены на научные исследования трибологических процессов в 
подшипниках, форма которых должна соответствовать кинетическим и тех-
нологическим нуждам, в целях оптимизации их возможностей. 

Решение задачи передачи нагрузки с минимальным износом поверхности 
трения может быть осуществлено при соблюдении следующих условий: 

© З. Tкач, Ю. Руснак, М. Каднар, 2013 
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- действие на геометрию воли с помощью гибких и термоупругих про-
цессов, которое происходит за счет изменения и оптимизации формы 

- снижение концентрации сил передается равномерным распределением 
нагрузки и соответствующим действием за счет изменения формы и дизайна. 

Учитывая сложность решения этой проблемы необходимо и очень важно, 
чтобы в дополнение к оптимизации формы подшипника, заниматься и триболо-
гическим процессом и дизайнерским решением внутри скользящего узла, т.е. от-
ношением вал-подшипник и подшипник-концентратор. Оптимизации формы ва-
ла и концентратора можно добиться изменением в распределении напряжения и 
его размера. Это означает, что модификацией этих скользящих компонентов 
можно изменить напряжение контактной структуры подшипника и таким обра-
зом увеличить грузоподъемность и долговечность. 

Долговечность подшипника зависит как от его конструкции, качества изго-
товления, сборки, а также от собственных условий эксплуатации и технического 
обслуживания. В качестве критерий долговечности подшипников можно рассматри-
вать как степень износа или деформации поверхности функциональных областей, ко-
торые причиняют то, что функция подшипника становится неудовлетворительной. 

Подшипники скольжения гидравлического трения имеют теоретически 
неограниченный срок годности, потому что каждый слой смазки отделяет по-
верхности скольжения подшипника и журнал, не происходит их прямой кон-
такт и, таким образом не изнашиваются. Эту идеальную прочность нарушает 
только движение в области конечной смазки подшипников, т.е. у гидродинами-
ческой смазки во время запуска или накатом. У подшипника с гидростатиче-
ской смазкой не может ни во время запуска или накатом произойти нарушение 
смазки, так как смазка слоя, разделяющего поверхности скольжения зависит от 
скорости скольжения. Таким образом, долговечность подшипников скольжения 
с гидравлическим трением больше, чем прочность роликовых подшипников. 

Во многих случаях, однако, не рекомендуется, чтобы долговечность 
подшипника была значительно дольше, чем срок службы оборудования или 
его наиболее важных частей. В таких случаях выбор типа подшипника зави-
сит еще от одного важного аспекта, т.е. цены подшипника. Если в отношении 
прочности и потери на трение подходит подшипник скольжения, работающий 
в области конечной смазки, это, безусловно, более удобно, чем подшипник 
качения, потому что это значительно дешевле. С другой стороны, если тре-
буются очень низкие потери на трение при высоких нагрузках и низких ско-
ростях, удобнее и дешевле роликовые подшипники смазки, потому что им до-
статочно устройство простой смазки. 

При эксплуатации скользящего узла (вал, подшипники, концентратор) 
действуют взаимно на отдельные блоки силы, которые вызваны реакциями на 
внешние силы. Если мы учитываем силу, которая действует в середине вала, 
это поднимает не только напряжение материала в местах поперечного сечения 
в результате прогиба, но главным образом приводит к опоре вала подшипника на 
месте их общих контактов. Это означает, что вал под влиянием отклонения пыта-
ется изменить свою позицию. Он несет барьер, который предотвращает смеще-
ние вала в направлении, параллельном силе. Следовательно, возникают 
наибольшие напряжения во внешней точке соприкосновения этих компонентов. 
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Изменяя форму вала и подшипника можно добиться уменьшения напря-
жения и, таким образом, улучшение работы скользящего узла. Ослаблением 
отдельных элементов получим гибкую деформацию системы. Это означает, что 
под действием силы вал частично гибко деформируется и результирующая си-
ла (даже внутреннее напряжение) меньше, чем у вала с полным сечением. Эти 
же зависимости применяются для зарядки. В результате, внутренние напряже-
ния при легком концентраторе, меньше, чем у полного сечения. 

 

Материал и методы. Данную проблему мы разработали с помощью компь-
ютерного оборудования и программного обеспечения. Мы выбрали программную 
систему Pro/MECHANICA (с помощью подсистемного модуля STRUCTURE), в 
который мы импортировали элементы из системы Pro/ENGINEER. 

Изменение высокого напряжения у вала и концентратора мы пытались 
достичь изменением формы. Мы исходили при этом из основной формы вала 
(вал №1) и основной формы концентратора (концентратор №1). Их размеры 
мы изменили таким образом, чтобы количество высокого напряжения после 
регуляции понизилось. Это мы достигли постепенным ослаблением. 

 

Результаты и дискуссия. Полученные результаты представлены на ри-
сунках 1-12. 

 

Резюме результатов – заключение. На рисунке 13 показаны напряже-
ния, вычисленные в системе программирования Pro/MECHANICA: 

 

Вал №1: 

 
 

Вал №2: 

 
 

Вал №3: 

 
 

Концентратор №1: 

 

Концентратор №2: 

 

Концентратор №3: 

 

Рисунок 13 – напряжения, вычисленные в системе Pro/MECHANICA 
 

Из результатов ясно, что самое большое напряжение есть у вала №1 (кон-
центратор №1), а наименьшее у вала №3 (концентратор №3). Это способствует 
повышенная гибкость вала (концентратора) в области обследованных напряже-
ний, которая была достигнута возможностью вала (концентратора) давать 
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нагрузку на приложение. Это удаление не должно быть слишком большим, так 
как оно может способствовать стойкую и нежелательную деформацию. 

Положительным эффектом ослабления является также уменьшение веса 
отдельных элементов и, следовательно, всей системы, которое является пред-
метом сегодняшних направления в развитии технологий. 

Самым выгодным сочетанием перечисленных видов валов и концентра-
торов является сочетание вала №3 и концентратора №3, в котором мы до-
стигли минимального напряжения (рисунок 14). 

 

 
Рисунок 14 – Скольжение вала №3 и концентратора №3 

 

Предлагаемая статья является частью проекта VEGA 1/0875/12. 
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УДК 621.833 
Геометрическая стабильность подшипников скольжения / З. Ткач, Ю. Руснак, М. Ка-

днар // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Проблеми механічного приводу. – Х.: НТУ "ХПІ". – 2013. – 
№40(1013). – С.175-181. – Бібліогр.: 8 назв. 

Стаття обговорює геометричну стабільність вузла ковзання у зв'язку з вимогами триболо-
гії. Аналізує форму і розміри ковзної пари (підшипник-вал) з метою її оптимізації. Змінюючи фо-
рми валу і концентратора (ослабленням), ми намагалися добитися більш рівномірного розподілу 
напружень і таким чином і режим роботи двигунів окремих елементів системи трибології. Таким 
чином можна створити велику довговічність і надійність системи. 

Ключові слова: підшипник, концентратор, довговічність. 
 

The article discusses the geometric stability of the sliding unit in connection with the requirements of tribology. 
Analyzes the shape and size of the sliding pair (bearing-shaft) in order to optimize it. By changing the shape of the shaft 
and hub (weakening), we tried to achieve a more uniform stress distribution and the manner and mode of operation of 
the system components engine tribology. Thus it is possible to create greater durability and reliability. 

Keywords: bearing, hub, durability. 
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УДК 621.833 
 

И.С. ЧЕРНЯВСКИЙ, к.т.н., начальник КБ ОАО "Харьковский 
тракторный завод им. С. Орджоникидзе"; 
А.В. УСТИНЕНКО, к.т.н., доц., старший научный сотрудник 
каф. ТММ и САПР НТУ "ХПИ" 

 

АНАЛИЗ КОНТАКТНОЙ И ИЗГИБНОЙ ВЫНОСЛИВОСТИ 
ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС ТРАНСМИССИИ ТРАКТОРА Т-150К 

 
Рассмотрены методы оценки напряженности и долговечности зубчатых передач трансмиссий 
тракторов. Проведен анализ напряженности и долговечности зубчатых колес коробки передач и 
раздаточной коробки трактора Т-150К. 

Ключевые слова: трактор, трансмиссия, напряжения, долговечность. 
 

Введение. Современная промышленность и сельское хозяйство требуют уве-
личения энергонасыщенности тракторов. Также следует отметить, что реалии экс-
плуатации тракторов в рыночных условиях приводят к значительному превышению 
регламентированного ресурса основных агрегатов, в частности, зубчатых передач. 

Таким образом, возникает актуальная задача оценки выносливости зуб-
чатых передач тракторных трансмиссий. 

 

Конструктивные особенности коробки передач трактора Т-150К. Рост 
мощности двигателей и новые требования к тракторам: увеличение числа пе-
редач, обеспечение переключения на ходу, увеличение ресурса до 8000-10000 
часов потребовали на рубеже 80-х годов модернизации ряда агрегатов трак-
тора, и в первую очередь, трансмиссии [1, 2]. 

На рисунке 1 приведена кинематическая схема модернизированной коробки 
передач и раздаточной коробки трактора Т-150К с двигателем СМД-60 (номиналь-
ная мощность N=165л.c., частота вращения коленчатого вала n=2100об/мин) [3]. 

Она внедрена в серийное производство в 1986г., в ее основе лежат а.с. СССР 
№979178, патент 15690; а.с. СССР №1580067, патент 11820. Коробка имеет три 
диапазона по четыре переключаемых на ходу передачи внутри каждого из них. 
Крутящий момент передается с первичного вала I на вторичный вал II через одну 
из четырех пар зубчатых колес 23/40, 25/38, 28/36, 33/32, включаемых соответ-
ствующей гидроподжимной муфтой. На первом диапазоне – через пары колес 
31/31, 20/42 на первичный вал III раздаточной коробки и далее через пару колес 
второго диапазона на выходные валы заднего IV и отключаемого переднего V 
мостов. Второй и третий диапазоны обеспечиваются соответственно парами ше-
стерен 19/39 и 37/33. Задний ход обеспечивается колесами z=44, z=32, z=22, z=42. 

Рабочие ширины зубчатых венцов в коробке передач bw=30мм, в раздаточной 
коробке bw=37мм. Модуль зацеплений m=5мм кроме пары 19/39 с модулем m=6мм. 

 

Расчет напряжений и ресурса шестерен трансмиссии. Основой для 
расчета послужила гистограмма нагружений по диапазонам и передачам для 
типового режима эксплуатации, приведенная на рисунке 2. 

Расчет контактных и изгибных напряжений в зацеплениях выполнялся 
двумя способами: 

– на основе стандартной методики ГОСТ 21354-87 [4] с уточнением допус-
каемых напряжений по данным натурных ускоренных испытаний трансмиссий 

© І.С. Чернявський, О.В. Устиненко, 2013 
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(проводились в ОАО "Харьковский тракторный завод им. С. Орджоникидзе") 
[5] и математического моделирования усталостных процессов в зубьях [6]; 

– моделированием контактного взаимодействия и НДС зубьев методом 
конечных элементов в системе ANSYS. 

 
Рисунок 1 – Кинематическая схема коробки передач и раздаточной коробки трактора Т-150К 

 

 
Рисунок 2 – Время работы на передачах для типового режима эксплуатации: 

tΣ – регламентированный ресурс трансмиссии; tI, tII, tIІI – время работы 
на І, ІІ и ІІІ диапазонах; tI1,…, tIII4 – время работы на передачах 
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Для дальнейшего анализа использовались результаты расчетов по стан-
дартной методике. Это связано с двумя причинами: 

– разница в значениях действующих контактных σH и изгибных σF напряже-
ний, рассчитанных по стандартной методике с контактными давлениями и растя-
гивающими напряжениями, определенными в ANSYS, не превышала 7-8%. Это 
говорит о целесообразности применения стандартной инженерной методики для 
оценочных расчетов с минимальной затратой времени (что далеко не всегда воз-
можно при анализе НДС в конечноэлементных программных комплексах); 

– как известно [6], стандартные нормы допускаемых изгибных σFP и контакт-
ных σHP напряжений определены для плоской задачи теории упругости по резуль-
татам натурных испытаний зубчатых колес на выносливость (для σFP) и на основе 
роликовой аналогии (для σHP). Сравнение их с действующими напряжениями, рас-
считанными с помощью МКЭ на основе пространственной задачи теории упругости, 
несколько некорректно и может снизить адекватность расчетов на выносливость. 

Оценка долговечности проводилась с применением рекомендаций ГОСТ 
21354-87 по учету слабого наклона правой ветви кривой контактной выносливости 
при суммарном числе циклов перемены напряжений NK>NHlim, где NHlim – базовое 
число циклов, соответствующее пределу контактной выносливости σHlimb. 

Расчет ресурса выполнялся в следующей последовательности. 
1. Определялись эквивалентные числа циклов перемены напряжений при 

расчете на контактную и изгибную выносливость NHE и NFE по общеизвестным 
зависимостям: 
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где i=1;…; in – принятые к расчету ступени нагрузки в циклограмме; T1i и 
Nci=60ni∙ti – соответствующие им значения крутящего момента и циклов пе-
ремены напряжений на шестерне; NFlim – базовое число циклов, соответству-

ющее пределу изгибной выносливости 0
limbF .  

Дополнительно для случая NK>NHlim из циклограммы исключались ступе-
ни с нагрузками, создающими напряжения ниже так называемого повреждаю-
щего уровня σHG=αHG∙σHlimb (ГОСТ 21354-87 рекомендует принимать αHG=0,75). 

2. Определялось суммарное число циклов до разрушения.  
2.1. По изгибной выносливости: 
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3. Определялась расчетная долговечность зубьев по контактной и изгиб-
ной выносливости в часах, LHh и LFh:  

 

HE

H
Hh

N

N
tL  ;     

FE

F
Fh

N

N
tL  ,                                     (4) 

 

где t – требуемый ресурс шестерен (см. таблицу). 
В качестве окончательного значения долговечности Lh для каждой зуб-

чатой пары принималось меньшее из LHh и LFh. 
Результаты расчетов сведены в таблицу. 

 

Таблица – Напряженность и долговечность зубчатых колес коробки передач 
и раздаточной коробки трактора Т-150К 

Наименование Обозн. Передачи КП Диапазоны РК 
1 2 3 4 I I I+ІІ III I+ІІ+ІІІ З.Х. З.Х. 

Числа зубьев колес 
ведущих z1 23 25 28 33 31 20 19 37 33 44 22 
ведомых z2 40 38 36 32 31 42 39 33 33 32 42 

Коэффициент смеще-
ния исходного конту-
ра зубчатых колес 

ведущих x1 0,55 0,55 0 0 0 0,64 0,3 0,525 0 0,434 0,525 

ведомых x2 0,55 0,55 0,55 0 0,64 0 0,324 0 0 2,238 0 

Расчетный крутящий момент 
на ведущем колесе, Н∙м 

Т 562,6 562,6 562,6 562,6 535 524 959 959 485 821 584 

Частота вращения ведущего 
колеса пары, об/мин 

n 2100 2100 2100 2100 2165 2165 1208 1208 589,3 1382 1900 

Напряжения из-
гиба при при-
ложении 
нагрузки в вер-
шине, МПа 

действующие 
F1 402 400 468 501 403 343 445 404 322 547 427 

F2 406 405 405 503 344 404 430 456 322 556 433 

допускаемые 
FP1 439 439 438 437 437 440 433 436 437 434 439 

FP2 435 436 436 437 437 435 427 437 437 437 435 

Контактные 
напряжения, 
МПа 

действующие H 1085 1061 1074 1163 1006 1112 1224 1016 903 1182 1141 

допускаемые HP 1094 1102 1143 1112 1108 1085 1001 1086 980 1146 1146 

Требуемый ресурс, ч t 3500 2500 1500 2500 2000 2000 7400 2600 10000 300 300 

Расчетная долговечность, ч Lh 4200 5200 830 1 710 1 7400 1320 2 1650 2 1800 1 Не огр. 40 1 310 

Примечания: 1 – ограничения по изгибной выносливости LFh. 
2 – ограничения по контактной выносливости LHh. 

 

Анализ результатов показывает, что для большинства зацеплений резер-
вы повышения ресурса отсутствуют. Применение конструктивных, меропри-
ятий, не требующих коренной переработки трансмиссии, на наш взгляд, воз-
можно лишь для пар 28/36 и 37/33, в которых целесообразно перераспреде-
лить коэффициенты смещения исходного контура с целью выравнивания 
напряжений изгиба в корне зуба ведущего и ведомого колеса. 

 

Выводы: 
1. Выполнен анализ контактной и изгибной выносливости зубчатых ко-

лес коробки передач и раздаточной коробки трансмиссии для одного из са-
мых распространенных в странах СНГ трактора Т-150К. 

2. Полученные расчетные результаты и опыт эксплуатации трактора Т-150К 
[7] показывают, что зубчатые передачи трансмиссии практически не имеют 
резервов для дальнейшего повышения энергонасыщенности или увеличения 
ресурса при эксплуатации на типовом режиме.  
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Methods of an estimation of stress level and durability of tractors transmission gears are considered. The 
analysis of stress level and durability of gearings a gearbox and a transfer box for tractor Т-150K is carried out. 
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Даны рекомендации по определению геометрических параметров исходного контура зубьев цилиндриче-
ских зубчатых передач, обеспечивающего в зацеплении выпукло-вогнутый контакт рабочих поверхно-
стей, дан пример определения параметров такого исходного контура и разработана его конструкция. 
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такт, зацепление. 
 

Актуальность задачи. В приводах современных машин широко использу-
ются зубчатые передачи, нагрузочная способность и надежность которых суще-
ственно влияют на экономические показатели оборудования. Поэтому решение 
задачи повышения нагрузочной способности таких передач является актуальным. 
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Анализ литературы. Известны различные методы синтеза неэвольвентных 
зубчатых передач с высокой нагрузочной способностью [1-6]. При этом показано, 
что наиболее благоприятным контактом рабочих поверхностей зубьев является 
выпукло-вогнутый контакт. Такой контакт зубьев обеспечивает существенное 
улучшение критериев работоспособности передач, характеризующих контактную 
прочность, износ, заедание зубьев и потери мощности в зацеплении зубчатых колес. 

Однако до настоящего времени не решена задача по определению гео-
метрических параметров рабочих поверхностей зубьев с выпукло-вогнутым 
контактом в пределах всего поля зацепления. Решению этой задачи посвяще-
но данное исследование с применением синтеза исходного контура неэволь-
вентных зубьев, использование которого для профилирования рабочих по-
верхностей обеспечивает их выпукло-вогнутый контакт. 

 

Постановка задачи. Разработать рекомендации по синтезу геометрии 
исходного контура неэвольвентных зубьев цилиндрических зубчатых передач 
с выпукло-вогнутым контактом рабочих поверхностей, определить геометри-
ческие параметры исходного контура и разработать его конструкцию. 

 

Материалы и результаты исследований. Будем полагать, что в систе-
ме координат 21Off  (рисунок 1) профиль исходного контура очерчен кривой, 

уравнение которой имеет вид 
 

 122 fff  ,                     (1) 
 

где  12 ff  – функция, зависящая от 1f , не-

прерывная и дважды дифференцируемая. 
При использовании исходного контура (1) 

для профилирования реечного инструмента и 
нарезании прямозубых колес этим инструмен-
том, кривизна профилей их зубьев равна [1] 
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где xu – кривизна профиля исходного контура; 
'

2f  – первая производная f2 по f1; R – радиус начального цилиндра нарезаемого колеса; 
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"
2f  – вторая производная f2 по f1. 

Кривизна профиля исходного контура имеет значение 
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Если в (2-4) произвести замену  sin  и, учитывая, что  tg'
2f , бу-

дем иметь 'ux , а равенство (2) будет иметь вид 

 
Рисунок 1 – Схема исходного контура 

(ДП – делительная прямая, 
ОА – профиль исходного контура) 
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где '  – производная функции   по 1f . 

После преобразования равенства (5) получаем 
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Предположим, что исходный контур имеет выпуклые профили, которыми про-
филируются зубья шестерни и колеса. При этом зубья шестерни профилируются вы-
пуклым профилем исходного контура, а зубья колеса – вогнутым. В этом случае 
зубья колеса будут иметь выпуклые профили, а зубья шестерни в зависимости от 
значений (6) будут иметь вогнутые, выпуклые или прямобочные профили. 

Если значение x>0, профили зубьев шестерни будут вогнутыми, и контакт 
зубьев шестерни и колеса будет выпукло-вогнутым. Для обеспечения такого кон-
такта рабочих поверхностей зубьев, как следует из (6), должны выполняться условия 
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Если (7) выполняется при заданном R , то оно выполняется при всех R , 
больших заданного, т.е. выпукло-вогнутый контакт зубьев обеспечивается в 
зацеплении всех зубчатых колес, имеющих радиус начального цилиндра 
больше заданного радиуса. 

Приравнивая в (7) правую и левую части, будем иметь дифференциаль-
ное уравнение 

1
2

'
fR 


 .                                                  (8) 

 

Это дифференциальное уравнение можно использовать для определения 
геометрических параметров исходного контура, применив рекомендации ра-
боты [7]. Полученный при этом исходный контур будет обеспечивать выпук-
ло-вогнутый контакт зубьев при зацеплении зубчатых колес с радиусами 
начальных цилиндров больше заданного при определении '  из (8). 

С использованием (8) и рекомендаций [7] получено уравнение профиля 
исходного контура в виде 

 

1
869,1

12 34453,014047,0 fff  ;   34453,026254,0 869,0
12  ff .           (9) 

 

Равенства (9) получены при следующих данных (рисунок 1) (линейные 

размеры в долях модуля): 10R ; 05,010 f ;  2010 . 

Исходный контур (9) обеспечивает выпукло-вогнутый контакт зубьев по 

полю зацепления 105,0 1  f  при 10R . 

Из полученных данных имеем: при  2005,0 1010f , при 

 26,311 max11f , что достаточно точно совпадает с исходными данны-

ми (использовалось равенство  tg'
2f ). 

На рисунке 2 изображен исходный контур, а в таблице даны его параметры. 
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Таблица – Параметры исходного контура (размеры в долях модуля) 

n  *
ah  *

fh    c  j  P  
*
1aS  *

aS 2
 a  

19° 1,0 1,17540 0,36460 0,17540 0,0225 1,54830 0,57830 0,62330 0,81080 
Примечания: 1. αn – угол профиля исходного контура на делительной прямой;   

2. Боковой зазор в зацеплении колес 0,045m; 
3. Утонение зуба рейки – jΣ; 
4. Коэффициент перекрытия при зацеплении реек .36,1  

 

Выводы: 
1. Разработана математи-

ческая модель синтеза геомет-
рии исходного контура зубьев 
неэвольвентных зубчатых пе-
редач с выпукло-вогнутым 
контактом рабочих поверхно-
стей. 

2. Синтезирован исход-
ный контур зубьев с выпукло-
вогнутым контактом рабочих 
поверхностей и разработана 
его конструкция. 

3. Перспективами даль-
нейших исследований в данном 
направлении может служить оп-
тимизация параметров исходно-
го контура и проведение сравнительных испытаний эвольвентных и неэвольвент-
ных зубчатых передач. 
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УДК 621.833 
Исходные контуры неэвольвентных зубьев цилиндрических зубчатых передач с вы-

пукло-вогнутым контактом рабочих поверхностей / В.П. Шишов, С.Ю. Сапронова, О.А. 
Ревякина, А.А. Муховатый // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Проблеми механічного приводу. – Х.: 
НТУ "ХПІ". – 2013. – №40(1013). – С.186-189. – Бібліогр.: 7 назв. 

Дані рекомендації за визначенням геометричних параметрів початкового контуру зубів цилінд-
ричних зубчастих передач, що забезпечує в зачепленні опукло-увігнутий контакт робочих поверхонь, 
дано приклад визначення параметрів такого початкового контуру і розроблена його конструкція. 

Ключові слова: зубчаста передача, початковий контур, критерії, опукло-увігнутий кон-
такт, зачеплення. 

 

Recommendations as for the determination of geometric parameters of basic rack non-involute profile of cylin-
drical gears which provides the convex-concave contact of working surfaces in gear have been given; the example of 
the determination of the parameters of such basic rack profile has been given and its construction has been developed. 

 
Рисунок 2 – Исходный контур 

(ДП – делительная прямая, m=1мм) 
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