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Рис. 3 – Деформування П- подібної тонкостінної конструкції після позацентрового 
удару по нійжорсткою кулею: а – розподіл переміщень; б – розподіл 

еквівалентних напружень. 
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На рис.2 і рис.3 представлено розподіл еквівалентних напружень і 
переміщень П- подібної тонкостінної конструкції після центрального а і 
позацентрового б удару по ній жорсткою кулею. 

 
Висновки. Розрахунок напружено-деформованого стану показав вплив 

локалізації удару на зміну форми П- подібної тонкостінної конструкції. При 
зсуві точки зіткнення від центру верхньої пластини на 32 мм до вільного 
краю має місце збільшення максимальних переміщень на 80%, що свідчить 
про необхідність ретельного аналізу поведінки такого роду систем з 
урахуванням можливої зміни координат точок контакту. Порівняння значень 
напружень і переміщень дає можливість припустити, що при позацентровому 
ударі показники деформації матеріалу виходять швидше за рамки безпечних 
рівнів. Чисельний розрахунок міцності на основі МСЕ дозволяє передбачати 
поведінку конструкції силових корпусів при значних імпульсних 
навантаженнях, для різних матеріалів, розмірів і геометрії, з метою 
моделювання умов для їх можливого руйнування при експлуатації, і 
виробляти шляхи поліпшення захисних характеристик силових корпусів. 
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УДК 539.1 
Особливості деформування П- подібної тонкостінної конструкції при ударі / О. В. Сте-
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зви. 

Выполнен конечно-элементный анализ напряженно-деформированного состояния П-
образной тонкостенной конструкции при центральном и внецентренном ударе падающим жест-
ким шаром. Рассмотрены особенности постановки динамической контактной задачи и ее реали-
зации при использовании пакета AVTO DYN . Приведен анализ результатов численного модели-
рования в зоне ударного нагружения.  

Ключевые слова: математическое моделирование, удар, пластические деформации, ко-
нечный элемент, П-образная тонкостенная конструкция. 

 
The FEM analysis for the П-formed thin-walled construction, its strain-stress deformations under 

center and off-center impact with a solid sphere is presented. Specific details of the dynamic contact 
problem and their implementation with CAD-FEM software AVTO DYN are defined. The analysis of 
numerical modeling results in the area of impact is discussed. 

Keywords: mathematical modeling, impact, plastic strain, finite element, П-formed thin-walled 
construction. 
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УДК 621.225 
 
Н.Н. ФАТЕЕВА, канд. техн. наук, доц., НТУ «ХПИ»1 
 
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА БАЙЕСА В ДИАГНОСТИКЕ 
ГИДРОПНЕВМОАГРЕГАТОВ 
 

Применение в диагностике гидропневмоагрегатов статистических методов распознавания позво-
ляет одновременно учитывать признаки различной физической природы, так как они характери-
зуются безразмерными величинами – вероятностями их появления при различных состояниях 
системы. Рассмотрено применение метода Байеса на конкретном примере (выбор основного ди-
агностического параметра аксиально-поршневого насоса) с использованием программных 
средств, что помогает существенно упростить порядок расчета и сократить время на его выпол-
нение. 

Ключевые слова: техническая диагностика, метод Байеса, диагностическая матрица, ком-
плекс признаков, гидропневмоагрегат. 
 

Введение. Гидропневмоагрегаты становятся неотъемлемой частью со-
временной подъемно-транспортной, строительной, сельскохозяйственной и 
другой техники. Применение гидропневмоагрегатов (ГПА) упрощает процес-
сы автоматизации, унификации, облегчает труд оператора, раскрывает широ-
кие возможности для повышения надежности машин. Средством повышения 
качества и эффективности технического обслуживания, ремонта и эксплуата-
ции ГПА является техническая диагностика. Она повышает культуру техни-
ческой эксплуатации ГПА, его надежность, обеспечивает достоверное про-
гнозирование остаточного ресурса, что важно для нормальной эксплуатации 
машин и планирования их работ [1]. Среди методов технической диагности-
ки ГПА метод, основанный на обобщенной формуле Байеса, занимает особое 
место благодаря простоте и эффективности. Байесовский подход открывает 
новые, довольно широкие возможности применения методов математическо-
го моделирования, а разработанные алгоритмы оценивания на основе гене-
рирования случайных чисел способствуют решению поставленных задач с 
помощью современных вычислительных процедур [2]. 

 
Анализ последних исследований. В настоящий момент актуальной за-

дачей оценивания математических и статистических моделей является при-
менение байесовской методологии к процессам различной природы. Байе-
совская методология исследовалась во многих роботах и использовалась в 
разных областях науки и техники. В частности, А. Зельнер исследовал ис-
пользование таких методов в эконометрике [3]; В. П. Савчук анализировал 
надежность технических объектов [4]; Г. И.  Зайончковский исследовал диаг-
ностику гидравлических систем воздушных судов [5]; известно также много 
других направлений применения этих методов. Использование байесовской 
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методологии зачастую сводилось к большим аналитическим исследованиям, 
которые иногда требовали основательных знаний математики и статистики 
[6]. Благодаря развитию компьютерной техники и применению программных 
средств появилась возможность существенно упростить порядок расчета и 
сократить время на его выполнение. 

Учитывая изложенное выше, применение метода Байеса в диагностике 
ГПА является актуальной и интересной научной задачей. 

 
Постановка задачи. Задача ставится следующим образом. Известна сис-

тема, которая находится в одном из N  случайных состояний. Известна сово-
купность признаков, каждый из которых с определенной вероятностью характе-
ризует состояние системы. Требуется построить решающее правило, с помощью 
которого предъявленная совокупность признаков 1 2( , , ...,K K K  )mK может 
быть отнесена к одному из возможных состояний (диагнозов) iD . Кроме этого, 
необходимо определить достоверность принятого решения. Так как поставлен-
ная задача является вероятностной, то применяется метод Байеса [7]. 

 
Математическая модель. Выбирают основные параметры состояния 

узла и параметры их проявления (выходные), которые могут использоваться 
в качестве диагностических. Параметрами состояния могут быть показатели 
износа, потеря упругих свойств (пружины), обрыв или потеря эластичности 
(резиновые уплотнения) и т. д. 

По данным статистики отказов определяют вероятностные веса при-
знаков при различных состояниях, затем определяют вероятности состояний 
объектов при различных комбинациях признаков. 

Вероятности состояний определяют по формуле Байеса 
1

1
1

( ) ( / ) ( / )
( / )

( ) ( / ) ( / )

i i m i
i n

i i m i
i

P D P K D P K D
P D K

P D P K D P K D
=

⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅∑

…

…
, ( 1, 2, , )i m= … ,  (1) 

где ( )iP D  – априорная вероятность состояния объекта; 1, , nD D…  – состояния 
объекта; 1, , mK K…  – признаки (параметры) состояний объекта; 1( / ),iP K D  

,…  ( / )m iP K D  – вероятности проявления признаков 1, , mK K…  при состоя-
нии iD . 

Априорную вероятность состояний в простейшем случае, когда состоя-
ния 1 2, , , nD D D…  образуют полную группу несовместимых событий, опре-
деляют как отношение числа объектов iN , в которых обнаружены неисправ-
ности iD , к общему числу исследуемых объектов N : 

( ) i
i

N
P D

N
= .                                                       (2) 
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В знаменателе формулы (1) представлена вероятность ( )P K  того, что в 
исследуемом ГПА должен обнаруживаться комплекс признаков K . Так как 
комплекс признаков K  всегда проявляется как минимум с одним из состоя-
ний iD , то полная вероятность 

1
( ) ( ) ( / )

n

i iP K P D P K D= ⋅∑ .                                        (3) 

Представленное в формуле (1) произведение 1( / ), , ( / )i m iP K D P K D…  
представляет собой ( / )iP K D  при условии, что сумма вероятностей  

1
( / ) 1

n

i
i

P D K
=

=∑  

и признаки jK  являются независимыми для каждого из состояний iD . 

В случае отсутствия признака jK  

( / ) 1 ( / )j i j iP K D P K D= − .                                        (4) 

Решение о диагнозе, то есть отнесение состояния ГПА к одному из iD , 
может быть принято, если 

( / )i дP D K P≥ , 
где дP  – заранее выбранный уровень диагноза (заданная надежность диагно-
стирования). Для современных систем диагностирования ГПА 0,8 0,9дP = ÷ . 
При ( / )i дP D K P<  решение о диагнозе не принимается, и требуются допол-
нительные исследования. 

 
Метод расчета. Для определения вероятности диагнозов по методу Бай-

еса необходимо составить диагностическую матрицу, которая формируется 
на основе предварительного статистического материала. В этой таблице со-
держатся вероятности разрядов признаков при различных диагнозах. Размер 
исследуемых значений определяется количеством вероятных (возможных) 
проявлений признаков отказов и неисправных состояний [8]. 

Рассмотрим в качестве примера выбор основного диагностического па-
раметра аксиально-поршневого насоса НПА-64. 

Выбираются девять основных состояний насоса iD  и четыре основных ди-
агностических признака (параметра) jK  проявления различных неисправно-
стей, которые сводятся к повышенным параметрам вибрации корпуса насоса 

1K , повышенным пульсациям давления в напорной гидролинии 2K , снижению 
объемного КПД 3K  и течи рабочей жидкости из штуцера дренажной линии 4K . 

Диагностическая матрица Байеса об отказах и неисправностях аксиально-
поршневого насоса приведена ниже в табл. 1. 
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Таблица 1. Диагностическая матрица Байеса 
Признаки iK  

Состояние насосов 
iD  

1( / )iP K D  2( / )iP K D  3( / )iP K D  4( / )iP K D  ( )iP D
 

Суммарный износ тор-
цового гидрораспреде-
лителя и торцовой по-
верхности блока ци-
линдра – 1D  

0,79 0,82 0,99 0,8 0,7 

Суммарный осевой 
люфт в сочленении 
поршень-шатун-вал – 

2D  
0,75 0,98 0,08 0,02 0,65 

Радиальный зазор 
поршень-отверстие 
блока цилиндров – 3D  

0,56 0,6 0,93 1 0,4 

Износ подшипников – 
4D  0,99 0,1 0,2 0,12 0,18 

Износ шеек кардана – 
5D  0,9 0,15 0 0 0,01 

Износ подпятника 
кардана – 6D  0,84 0 0 0 0,03 

Износ или разрушение 
деталей уплотнения 
приводного вала – 7D  

0 0 0,01 0 0,05 

Потеря упругих 
свойств (поломка) 
пружины – 8D  

0 0 0,1 0 0,002 

Исправное состояние  
насоса – 9D  0,03 0,02 0 0 0,3 

 
При работе диагностируемого объекта возможны следующие сочетания 

проявления признаков jK : 1K , 2K , 3K  и 4K ; только 1K ; только 2K ; только 

3K ; только 4K ; 1K  и 2K ; 3K  и 4K ; 2K  и 3K ; 2K  и 4K ; 1K  и 3K ; 1K  и 4K ; 
1K , 2K  и 3K ; 1K , 2K  и 4K ; 1K , 3K  и 4K ; 2K , 3K  и 4K . 

Определим вероятность нахождения насоса в исправном состоянии, ес-
ли имеет место одно из возможных проявлений признаков К1, К2, К3 и К4. По 
формуле (1) получим вероятность 

9 1 9 2 9 3 9 4 9
9 1 2 3 4 9

1
1

( ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / )
( / ) 0

( ) ( / ) ( / )i i m i
i

P D P K D P K D P K D P K D
P D K K K K

P D P K D P K D
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅ ⋅ ⋅∑ …
, 

поскольку 3 9( / )P K D  и 4 9( / )P K D  равны 0. 
Из вышеприведенного ясно, что метод Байеса сложен для выполнения 

расчетов, поскольку использует много переменных, учитывающих различные 
факторы. Поэтому его избегают, редко применяют в практической деятель-
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ности. 
Применение программных средств помогает существенно упростить по-

рядок расчета и сократить время на его выполнение. 
Расчет на основе метода Байеса вероятностей состояний исследуемых 

объектов (любых объектов) при разных комбинациях признаков jK  может 
быть с успехом выполнен как в среде программного обеспечения MathCad, 
так и в среде программного обеспечения Microsoft Excel. 

 
Анализ полученных результатов. Результаты расчетов вероятностей 

различных состояний насосов при проявлении выбранных диагностических 
признаков получены в среде программного обеспечения Microsoft Excel и 
приведены в табл. 2. 
 

Таблица 2. Результаты расчетов 
Вероятность классификации состояний 

Ре
ал
из
ац
ия

 
пр
из
на
ко
в 

Р(
D

1/К
j) 

Р(
D

2/К
j) 

Р(
D

3/К
j) 

Р(
D

4/К
j) 

Р(
D

5/К
j) 

Р(
D

6/К
j) 

Р(
D

7/К
j) 

Р(
D

8/К
j) 

Р(
D

9/К
j) 

К1, К2,  
К3, К4 

0,74 0,0016 0,258 0,0009 0 0 0 0 0 

только 
К1 

0,0012 0,054 0 0,69 0,047 0,154 0 0 0,054 

только  
К2 

0,0016 0,958 0 0,0008 0,001 0 0 0 0,039 

только 
К3 

0,809 0,039 0 0,044 0 0 0,077 0,0309 0 

только  
К4 

0,0395 0,0112 0,92 0,029 0 0 0 0 0 

К1 и К2 0,002 0,966 0 0,028 0,003 0 0 0 0,0004 

К3 и К4 0,242 56 10−⋅  0,757 0,0004 0 0 0 0 0 

К2 и К3 0,656 0,343 0 0,0009 0 0 0 0 0 

К2 и К4 0,0853 0,259 0,654 0,0015 0 0 0 0 0 

К1 и К3 0,405 0,0157 0 0,5796 0 0 0 0 0 

К1 и К4 0,035 0,0079 0,277 0,68 0 0 0 0 0 
К1, К2  
и К3 

0,689 0,287 0 0,024 0 0 0 0 0 

К1, К2 

и К4 
0,154 0,373 0,399 0,073 0 0 0 0 0 

К1, К3  
и К4 

0,475 0,0001 0,502 0,023 0 0 0 0 0 

К2, К3  
и К4 

0,492 0,0013 0,506 52 10−⋅  0 0 0 0 0 

 
Если задать уровень (достоверность) диагноза 0,8 0,9дP = ÷ , то анализ по-

лученных данных показывает, что когда появляется признак 2K  или два при-
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знака 1K  и 2K , то в насосе имеет место состояние 2D  – суммарный осевой 
люфт в сочленении поршень-шатун-вал, а если появляется признак 3K , то в на-
сосе имеет место состояние 1D  – суммарный износ торцового гидрораспредели-
теля и торцовой поверхности блока цилиндра. 

Из приведенных расчетов следует, что диагностирование аксиально-
поршневых насосов НПА-64 можно проводить по величине изменения трех 
основных признаков (параметров): объемному КПД, пульсациям давления в 
напорной гидролинии, вибрациям корпуса насоса. В связи с тем, что более 
98% насосов выбраковываются и поступают в ремонт по причине снижения 
объемного КПД и в значительной меньшей степени по причине повышенных 
пульсаций давления и вибраций корпуса насоса, показатель объемного КПД 
принимается за основной. 

 
Перспективы дальнейших исследований. Автор считает перспектив-

ным направление исследования вопросов технической диагностики ГПА, так 
как диагностирование создает условия для значительного повышения коэф-
фициента использования машин благодаря сокращению времени на их тех-
ническое обслуживание и ремонт, уменьшения затрат на эксплуатацию и ис-
ключения аварийных ситуаций. 

 
Выводы. Благодаря применению статистических методов распознава-

ния можно одновременно учитывать признаки различной физической приро-
ды, так как они характеризуются безразмерными величинами – вероятностя-
ми их появления при различных состояниях системы. Использование метода 
Байеса при оценке технического состояния ГПА дает возможность с доста-
точной точностью судить о текущем состоянии оборудования и прогнозиро-
вать ремонтные мероприятия. Разумеется, метод Байеса имеет недостатки: 
большой объем предварительной информации, «угнетение» редко встречаю-
щихся диагнозов и др. Однако в случаях, когда объем статистических данных 
позволяет применить метод Байеса, его целесообразно использовать как один 
из наиболее надежных и эффективных методов. 
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Применение метода Байеса в диагностике гидропневмоагрегатов / Н. Н. Фатеева // Ві-
сник НТУ «ХПІ». Серія: Математичне моделювання в техніці та технологіях. – Харків: НТУ 
«ХПІ», 2013. – №37 (1010). – С. 200 – 206. Бібліогр.: 8 назв. 

Використання в діагностиці гідропневмоагрегатів статистичних методів розпізнавання до-
зволяє одночасно враховувати ознаки різної фізичної природи, оскільки вони характеризуються 
безрозмірними величинами – вірогідністю їх появи при різних станах системи. Розглянуто вжи-
вання методу Байєса на конкретному прикладі (вибір основного діагностичного параметра аксіа-
льно-поршневого насоса) з використанням програмних засобів, що допомагає істотно спростити 
порядок розрахунку і скоротити час на його виконання. 

Ключові слова: технічна діагностика, метод Байєса, діагностична матриця, комплекс оз-
нак, гідропневмоагрегат. 

 
Application in diagnostics of hydropneumounits of statistical methods of recognition allows si-

multaneously to take into account the signs of different physical nature, because they are characterized 
dimensionless sizes – probabilities of their appearance at the different states of the system. Application 
of method of Bayes is considered on a concrete example (choice of basic diagnostic parameter of axial-
plunger pump) with the use of programmatic facilities, that helps substantially to simplify the order of 
calculation and shorten time on his implementation. 

Key words: technical diagnostics, method of Bayes, diagnostic matrix, complex of signs, hyd-
ropneumounit. 
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О.Н. ХОРЕВ, канд. техн. наук, ст. науч. сотр., ИПМаш НАН Украины, 
                        Харьков2 
 
МОДЕЛИРОВАНИЕ РАБОЧЕГО ПРОЦЕССА В ПРОТОЧНОЙ 
ЧАСТИ РАДИАЛЬНО-ОСЕВОЙ НАСОС-ТУРБИНЫ 
 

Представлены результаты численного исследования течения вязкой жидкости в проточной части 
радиально-осевой насос-турбины Днестровской ГАЭС при напоре 150 м. Расчеты проведены с 
помощью программного комплекса FlowER-U. Показана структура потока, выполнен анализ осо-
бенностей физических процессов и определены потери энергии в элементах проточной части в 
турбинном и насосном режимах. Проведено сравнение полученных результатов с данными экс-
периментальных исследований на гидродинамическом стенде. 
 Ключевые слова: проточная часть, насос-турбина, рабочее колесо, вязкое течение, чис-
ленное моделирование. 
 

Введение. В энергетических системах развитых стран доля мощностей 
ГЭС и ГАЭС составляет минимум 15 % от суммарной мощности генери-
рующих источников энергии. В балансе энергосистемы Украины доля гидро-
электростанций по состоянию на начало 2012 г. не превышала 10,2 %. Сло-
жившаяся ситуация характеризуется крайне неоптимальной структурой гене-

                                                           
2© О. Н. Хорев, 2013 
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рирующих мощностей и обуславливает дефицит как маневренных, так и ре-
гулирующих энергоисточников. 

В Украине не предусматривается в ближайшее время строительства но-
вых крупных гидроузлов. Одним из наиболее реальных путей ввода новых 
мощностей является завершение строительства гидроэнергетических объек-
тов, заложенных еще в 20-ом веке, и в которые вложены значительные сред-
ства. Первым по значимости таким объектом в Украине является Днестров-
ская ГАЭС. Она должна стать важным звеном отечественной энергосистемы, 
поскольку будет нести до 30 % циклической нагрузки и существенно умень-
шит ее колебания, повысит качество электроэнергии, вырабатываемой энер-
госистемой Украины [1]. 

Основные параметры агрегата насос-турбины Днестровской ГАЭС: макси-
мальный напор макс 165H = 5 м, расход в турбинном режиме 273,2Q =  м3/c, 
диаметр рабочего колеса (РК) 1 7,3D =  м, максимальная мощность натурного 
агрегата в турбинном режиме 390ТN =  МВт, в насосном 420нN =  МВт. 

Насос-турбины, установленные на Днестровской ГАЭС, созданы в Ук-
раине и представляют собой уникальную конструкцию, как по единичной 
мощности, так и по принятым конструктивным и технологическим решени-
ям, а их показатели соответствуют уровню лучших зарубежных аналогов. 
Поэтому моделирования течения в проточной части (ПЧ) этой насос-турбины 
представляет научный и практический интерес, поскольку позволяет изучить 
особенности течения в высокоэффективной ПЧ, провести верификацию раз-
работанных моделей и программных комплексов и использовать полученные 
данные для совершенствования существующих и создания новых проточных 
частей. 

 
Объект исследования. Проточная часть насос-турбин, установленных на 

первой очереди Днестровской ГАЭС, была разработана в Лаборатории обрати-
мых гидромашин ИПМаш НАН Украины по заказу ОАО «Турбоатом» [2]. Ее 
создание потребовало проведения комплекса расчетных и экспериментальных 
работ на энергокавитационном стенде. После проведения контрольных испыта-
ний на стенде ОАО «Турбоатом» наиболее эффективного варианта ПЧ модели с 
диаметром РК 1 0,35D =  м совместно с Заказчиком была спроектирована и из-
готовлена модель ПЧ с РК ОРО 170/5217 диаметром 1 0,5D =  м. В результате 
исследований двух вариантов ПЧ с различной конструкций статора для натур-
ной насос-турбины был принят вариант с коническими статорными кольцами. 
Это позволило впервые применить в натурной гидромашине встроенный коль-
цевой затвор, выполняющий функцию запорного органа. 

В качестве объекта исследования в данной работе выбрана проточная часть 
ОРО 170/5217-В-50, для которой известны геометрические данные ПЧ и харак-
теристики модели гидромашины в турбинном и насосном режимах, полученные 
по результатам испытаний на гидродинамическом стенде ЭКС-150 ОАО «Тур-
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боатом». Параметры стенда соответствуют требованиям МЭК 60193 и обеспе-
чивают точность определения КПД в пределах 0, 25± % [3]. 

Расчетные исследования выполнялись для модели с диаметром РК 
1 0,5D =  м при напоре и расходе, соответствующих измеренным на стенде. Рас-

четная область состояла из решетки статора, имеющей конические кольца с чис-
лом колонн 0 20z = , направляющего аппарата (НА) с числом лопаток 1 20z =  
асимметричного профиля высотой 0 10,14b D=  и диаметром расположения осей 
поворота лопаток 0 11, 2D D= , РК с числом лопастей 2 7z =  и конуса отсасы-
вающей трубы. 

Расчеты проведены для ряда режимных точек универсальной характери-
стики на линии оптимального открытия НА 0 30a =  мм в турбинном режиме 
(при напоре 17,45H =  м) и 0 35a =  мм в насосном. 

 
Математическая модель. Численный метод. Моделирование течения 

вязкой несжимаемой жидкости в проточной части радиально-осевой насос-
турбины выполнено на основе численного интегрирования уравнений Рей-
нольдса с дополнительным членом, содержащим искусственную сжимае-
мость [4]. 

Для учета турбулентных эффектов применена дифференциальная двух-
параметрическая модель Ментера (SST) [5]. 

Численное интегрирование уравнений проводится с помощью неявной 
квазимонотонной схемы Годунова второго порядка аппроксимации по про-
странству и времени. Подробное описание математической модели и числен-
ного метода представлено в работах [4, 6]. 

В качестве граничных условий при расчетных исследованиях заданы: 
• на входе в статор – составляющие вектора скорости потока; 
• на стенке – условие прилипания (скорость равна нулю); 
• на выходе из конуса отсасывающей трубы – статическое давление. 
Исследуемая проточная часть насос-турбины отображается на расчёт-

ную область с помощью сетки с общим числом ячеек около 1,6 млн. 
 
Результаты расчетного исследования течения. В результате проведе-

ния расчетов получены кинематические характеристики пространственного 
потока и значения потерь энергии в проточной части насос-турбины на ли-
нии оптимального открытия НА в турбинном и насосном режимах работы. 
На рис. 1 представлено распределение вдоль относительной высоты канала b  
осредненных в окружном направлении значений меридиональной (расходной) 
скорости mV  и момента окружной скорости VuR  в сечениях на входе в расчет-
ную область (перед статором) 0,450R =  м, перед НА 0,3425R =  м, перед РК 
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0,2658R =  м и на выходе из РК на расстоянии 20 % длины хорды при опти-
мальном турбинном режиме (расход 348,8Q =  л/с, частота вращения 

1660 минn −= , напор 17,45H =  м). При радиальном течении потока наблюда-
ется равномерное распределение момента скорости по высоте канала. Достаточ-
но равномерно распределение и меридиональной скорости. Меньшее ее значе 
ние в середине канала перед НА объясняется влиянием принятых в конструкции 
ПЧ конических статорных колец. Уменьшение меридиональной скорости у 
втулки перед РК связано с поворотом потока в РК. За РК большее значение ме-
ридиональной скорости наблюдается в середине канала – ее величина почти в 2 
раза выше, чем у втулки и обода. Момент скорости за РК имеет положительный 
знак и достаточно плавно убывает от 0,45 м2/с на периферии до 0,05 м2/с на 
втулке. 

 

 
 
Рис. 1 – Распределение меридиональной скорости и момента скорости 

в проточной части. 
 
Распределение изолиний давления (измеренного в Паскалях) и векторов 

скорости при оптимальном турбинном режиме в канале гидромашины в 
среднем меридиональном сечении приведено на рис. 2, а в среднем тангенци-
альном сечении на рис. 3. В меридиональном сечении распределение давле-
ния и векторов скорости достаточно благоприятны. В тангенциальном сече-
нии на стороне давления лопасти имеет место область с вторичными тече-
ниями. Наличие таких зон снижает эффективность работы РК. Размер облас-
ти с вторичными течениями и их интенсивность в тангенциальном сечении 
возрастает с приближением к периферийной части лопасти, на втулочном 
участке такие зоны практически отсутствуют. 
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Рис. 2 – Распределение изолиний давления и векторов скорости в проекции среднего 
сеточного слоя на меридиональное сечение при оптимальном  

турбинном режиме. 
 

На рис. 4 приведены 
эпюры распределения давле-
ния на поверхностях трех 
характерных сечений лопа-
сти РК – периферийного 
(10 % высоты канала), сред-
него (50 %) и втулочного 
(90 %) при оптимальном 
турбинном режиме. Из пред-
ставленного графика видно, 
что во втулочном и среднем 
сечениях распределение дав-
ления достаточно плавное. В 
периферийном сечении име-
ет место значительная не-
равномерность, как на сто-
роне давления, так и на сто-
роне разрежения, особенно в 
выходной части лопасти. В 
случае модерниза- 
ции РК следует спрофилиро-
вать периферийную часть 
лопасти РК с более плавным 

обтеканием и, по возможности, с отсутствием зон с вторичными течениями, 
что, как ожидается, позволит повысить эффективность РК и всей ПЧ в целом. 

Рис. 3 – Распределение давления и векторов 
скорости в среднем тангенциальном сечении 

проточной части. 
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Проведенные расчеты позволили определить КПД исследуемой проточ-
ной части, а также выделить потери энергии в каждом из ее элементов. В 
таблице приведены потери энергии в элементах ПЧ при оптимальном тур-
бинном режиме. Потери определялись как разности полных энергий потока 
на входе в решетку лопастей и выходе из нее, отнесенные к напору. Наи-
большие потери получены в РК, наименьшие в решетке статора. В отводя-
щем конусе потери составили 0,74 %. Различие значений расчетного и экспе-
риментального КПД объясняется тем, что при расчете не учтены потери в 
спиральной камере и отсасывающей трубе, а также дисковые и объемные по-
тери. 
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Рис. 4 – Распределение давления вдоль сечений лопасти рабочего колеса. 

 
Таблица. Потери энергии в элементах модели проточной части Днестровской ГАЭС 

при оптимальном турбинном режиме 

Режимные параметры Результаты расчета Экспе-
римент 

Расход 
Q , л/с 

Частота 
враще-
ния 

n , мин-

1 

Напор 
H , м 

Потери в элементах 
проточной части КПД 

η , % 
КПД 
η , % Статор, 

стh , % 
НА, 
HAh , % 

РК, 
PKh , % 

348,8 660,0 17,45 0,48 1,56 1,98 95,24 90,67 
 
На рис. 5 представлена зависимость значений расчетного и эксперимен-

тального КПД от приведенной частоты вращения в турбинном режиме при 
оптимальном открытии НА. Сравнение приведенных результатов показыва-
ет, что положения максимумов КПД по частоте вращения практически сов-
падают, а характер изменения кривых идентичен. 
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Рис. 5 – Зависимости расчетного и экспериментального КПД от приведенной частоты 
вращения при оптимальном открытии НА в турбинном режиме. 

 

 
 

Рис. 6 – Распределение изолиний давления и векторов скорости в проекции  
среднего сеточного слоя на меридиональное сечение при 

насосном режиме. 
 
На рис. 6 приведено распределение изолиний статического давления и 

векторов скорости при оптимальном насосном режиме (подача 472,2Q =  л/с, 

частота вращения 11000 минn −= , открытие НА 0 35a =  мм) в канале насос-
турбины в среднем меридиональном сечении. 
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Как видно из рисунка, на периферийном участке лопасти в районе вса-
сывающей кромки даже на оптимальном режиме имеется значительная об-
ласть с вторичными течениями. При увеличении подачи размеры этой облас-
ти уменьшаются, и интенсивность вторичных течений падает. При подаче 
свыше 620Q =  л/с вторичные течения в этой зоне лопасти практически от-
сутствуют. Таким образом, при модернизации ПЧ ОРО 170/5217 следует из-
менить форму лопасти и, возможно, обода на этом участке с целью снижения 
вторичных течений при оптимальном режиме, что должно привести к повы-
шению КПД в насосном режиме и эффективности работы насос-турбины в 
целом. 
 

72
74
76
78
80
82
84
86
88
90
92
94

400 450 500 550 600 650 700 750

Q , л/с

η,
%

18
20
22
24
26
28
30
32
34
36
38
40

КПД  экс КПД расч Н экс Н расч

Н , м

η экс
η расч

Н  расч

Н  экс

 
 

Рис. 7 – Зависимость расчетных и экспериментальных значений КПД и напора от 
подачи при оптимальном открытии НА в насосном режиме. 

 
На рис. 7 приведены зависимости расчетных и экспериментальных зна-

чений создаваемого напора и КПД от подачи в насосном режиме при откры-
тии НА 0 35a =  мм и постоянной частоте вращения 11000 минn −= . При оп-
ределении расчетного значения КПД, как и в турбинном режиме, не учиты-
вались потери в отсасывающей трубе и спиральной камере, а также дисковые 
и объемные потери. Сравниваемые на рис. 7 расчетные и экспериментальные 
характеристики хорошо согласуются между собой. Различия в области малых 
подач объясняется тем, что в этой зоне работы насос-турбины имеют место 
значительные отрывные течения, которые не учитываются в полной мере в 
предложенной математической модели течения жидкости. 

 
Выводы. В результате численного моделирования трехмерного вязкого 

течения несжимаемой жидкости в проточной части радиально-осевой насос-
турбины получены новые данные о структуре пространственного потока, ос-
редненных параметрах и потерях энергии, определены особенности течения 
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в каждом из элементов. 
Полученные результаты позволили составить баланс энергии в иссле-

дуемой проточной части и провести сравнение с данными эксперименталь-
ных исследований на гидродинамическом стенде в турбинном и насосном 
режиме. 

Выполненный анализ рабочего процесса в проточной части насос-
турбины показал хорошее соответствие расчетных и экспериментальных дан-
ных, что свидетельствует о возможности использования программного ком-
плекса FlowER-U для разработки новых и совершенствования модернизи-
руемых проточных частей гидромашин 
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УДК 621.224 
Моделирование рабочего процесса в проточной части радиально-осевой насос-

турбины / О.М. Хорев // Вісник НТУ «ХПІ». Серія: Математичне моделювання в техніці та тех-
нологіях. – Х.: НТУ «ХПІ», 2013. – №37 (1010). – С. 206 – 214. Бібліогр.: 6 назв. 

Наведено результати чисельного дослідження течії в’язкої рідини в проточній частині ра-
діально-осьової насос-турбіни Дністровської  ГАЕС на напір 150 м. Розрахунки проведено за до-
помогою програмного комплексу FlowER-U. Показано структуру потоку, виконано аналіз особ-
ливостей фізичних процесів та визначено втрати енергії в елементах проточної частини в турбін-
ному та насосному режимах. Проведено порівняння отриманих результатів з даними  експериме-
нтальних досліджень на гідродинамічному стенді. 

Ключові слова: проточна частина, насос-турбіна, робоче колесо, в’язка течія, чисельне 
моделювання. 

 
Presents the results of numerical simulation of viscous fluid in the flow part of the radial-axial 

pump-turbine Dniester PSP on the head 150 m. The calculations were performed using the software 
package FlowER-U. Shows the structure of the flow, the analysis of the features of the physical 
processes and identifies the energy loss in the elements of the flow part in the turbine and pump modes. 
The results are compared with those of experimental studies on hydrodynamic bench. 

Key words: flow part, pump-turbine, runner, the viscous flow, numerical simulations. 
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О.О. ШЕВЧЕНКО, аспірант, ЧДІЕУ, Чернігів; 
І.М. ІВАНОВА, д-р техн. наук, ст. наук. співр., ЧДІЕУ, Чернігів1 
 
ЗАСТОСУВАННЯ БІОТЕХНОЛОГІЙ ДЛЯ ПІДВИЩЕННЯ 
НАДІЙНОСТІ ОЧИСТКИ СТІЧНИХ ВОД ВІД БІОГЕННИХ 
ЕЛЕМЕНТІВ 
 

Розглянуто напрями робіт з удосконалення очищення стічних вод за допомогою біотехнології 
нітри-денітрифікації і біологічної дефосфатизації із застосуванням ступінчастої схеми очистки 
стічних вод в коридорних аеротенках з метою створенням в аеротенку трьох типів зон: аеробної, 
аноксидної і анаеробної для ефективного видалення сполук азоту і фосфору. 
 Ключові слова: нітри-денітрифікація, біогенні елементи, аеробні умови, анаеробні умови, 
аноксидні умови, біологічна дефосфатизація. 
 

Вступ. Проблема забруднення біогенними елементами водних об’єктів 
та їх охорона є одним з першочергових завдань з екологічної безпеки не тіль-
ки в Україні, але й в багатьох інших країнах світу. Основним джерелом за-
бруднення водойм, що призводить до погіршення якості води і порушення 
нормальних умов життєдіяльності гідробіонтів, є скиди недостатньо очище-
них стічних вод. 

Міські очисні споруди, в яких біологічне очищення стічних вод здійс-
нюється за традиційною схемою аеротенк-вторинний відстійник (що має мі-
сце на переважній більшості очисних споруд України), не забезпечують до-
ведення якості очистки стічних вод до вимог їх скиду у водойми рибогоспо-
дарського призначення за концентраціями різних форм азоту і фосфору [1]. 
Причини низької ефективності роботи очисних споруд можуть бути різні: 
помилки при проектуванні, використання застарілих неефективних техноло-
гій, порушення регламенту експлуатації споруд та зміна (у порівнянні з прое-
ктними) складу та кількості стічних вод у зв’язку з розвитком промисловості 
та комунального господарства [2]. 

 
Аналіз останніх досліджень. Вирішення проблеми забруднення водних 

об’єктів недостатньо очищеними стічними водами можливе шляхом реконс-
трукції переважної більшості каналізаційних очисних споруд з використан-
ням передових технологій та нових розробок в галузі очищення стічних вод 
[3]. Основна увага в даний час приділяється процесам, які здатні одночасно 
видаляти із стічних вод і фосфор, і азот [4]. З урахуванням екологічних фак-
торів таким методом є біологічний метод видалення азоту і фосфору із засто-
суванням біотехнології нітри-денітрифікації та біологічної дефосфотизації.  

В практиці видалення біогенних речовин зі стічних вод є кілька випро-

                                                           
1© О. О. Шевченко, І. М. Іванова, 2013 
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буваних схем: А/О, ААО, Bardenpho, Phoredox, UCT, EASC, JHB і безліч їх 
модифікацій [5]. Всі вони умовно розділені на кілька зон: анаеробну, анокси-
дну і аеробну.  

Принцип біовидалення фосфору, заснований на життєдіяльності мікро-
організмів Acinebacter, розроблений інститутом МосводоканалНИИпроект. 
Процес біофільтрації у висхідному потоці «Біофора», розроблений фірмою 
«ДЕГРЕМОНТ» (Франція), впроваджений на станції «амбре» в Парижі [4]. 

Реалізація біотехнологій нітри-денітрифікації і біологічної дефосфати-
зації пов'язана зі створенням в аеротенку трьох типів зон [6]: 

 – аеробної зони (висока концентрація розчиненого кисню), де протіка-
ють процеси аеробної очистки від органічних речовин, нітрифікація (біооки-
слення амонійного азоту до нітратного) і дефосфотизація (швидке споживан-
ня фосфатів фосфорними бактеріями); 

 – аноксидної зони (розчинений кисень практично відсутній, але є нітра-
ти, а також органічні речовини), де відбувається процес денітріфікації; 

 – анаеробної зони (немає розчиненого кисню, немає нітратів і нітритів, 
але є органічні речовини) де відбувається збродження органічних речовин до 
ацетату, який споживається фосфорними бактеріями з виділенням в середо-
вище фосфатів. 

Аноксидні і анаеробні умови створюються заміною аерації на механічне 
перемішування, хоча для діючих очисних споруд така реконструкція має до-
статньо високу вартість. Але існує і альтернативний підхід, який полягає у 
створенні аноксидних умов в аеротенку за рахунок низької (мінімально допу-
стимої для запобігання осадженню активного мулу) інтенсивності аерації. 

Для діючих аеротенків, які працюють в традиційному аеробному режи-
мі, впровадження біотехнології нітри-денітрифікації та біологічної дефосфа-
тизації при збереженні продуктивності за стоками потребує інтенсифікації 
очистки. Підвищення швидкості аеробних процесів, включаючи нітрифіка-
цію і біоокислення органічних речовин, дозволяє зменшити об’єм аеробної 
зони з виділенням в аеротенку аноксидних і анаеробних зон. 

 
Постановка задачі. Актуальною на сьогоднішній день є розробка та 

наукове обґрунтування методу нітри-денітрифікації міських стічних вод в 
коридорних аеротенках, а також створення технологічної схеми роботи ко-
ридорного аеротенка, яка б забезпечила комплексність очищення стічних вод 
від біогенних елементів та органічних речовин, була б надійною в експлуата-
ції, простою в обслуговуванні та мала б мінімальні експлуатаційні витрати. 

 
Модель запропонованої біотехнології. Концентрація забруднюючих 

речовин, що скидаються разом зі стічними водами, після очищення на очис-
них спорудах КП «Чернігівводоканал» в р. Білоус, правобережну притоку р. 
Десна, перевищувала встановлені нормативи гранично допустимого скиду 
для водойм рибогосподарського призначення у 2011 році за фосфат-іонамами 
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– у 8,1 рази (0,93–1,89 мг/дм3), амоній-іонами – у 2,3 рази (0,64–1,79 мг/дм3), 
нітрит-іонам – у 3,9 рази (0,19–0,45 мг/дм3). Останнім часом очисні споруди 
м. Чернігова працюють з перевантаженням [7]. За даними досліджень 
КП «Чернігівводоканал» [8] відомо, що вхідні фактичні концентрації азоту 
амонійного в декілька разів перевищують гранично допустимі нормативи ре-
гламентовані на очисних спорудах (рис. 1), а найбільша концентрація роз-
чинних азотовмісних речовин надходить саме з господарсько-побутовими 
водами (рис. 2). 
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Рис. 1 − Концентрація азоту амонійного у стічних водах на вході та виході з КОС. 
 

Дисбаланс співвідношення органі-
чних компонентів і азоту призводить до 
низької ефективності очистки стоків. 
Для вирішення проблеми, яка склалася 
навколо очистки стічних вод на каналі-
заційних очисних спорудах м. Черніго-
ва, необхідно розглянути можливі спо-
соби вдосконалення технологічної схе-
ми очистки стічних вод в коридорних 
аеротенках з метою досягнення регла-
ментованих показників за вищевказани-
ми забрудниками. 

Для ефективного видалення біо-
генних елементів зі стічних вод в коридорних аеротенках із застосуванням 
біотехнології нітри-денітрифікації є просторове розділення процесів очистки 
шляхом послідовно розташованих зон для здійснення процесів денітрифіка-
ції, окислення органічних речовин і нітрифікації в одну або декілька стадій 
[3].  

Рис. 2 − Баланс азоту амонійного у 
стічних водах, що надходять на 
очисні споруди. 
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Видалення зі стічних вод амонійного азоту обумовлено двома біологіч-
ними процесами: споживанням азоту на синтез біомаси і біоокисленням при 
нітрифікації. Але крім того відбувається суттєве вторинне забруднення води 
амонійним азотом як в аеротенку, так і у вторинному відстійнику. Органіч-
ний азот, який міститься у зважених речовинах стічної води і біомасі актив-
ного мулу, в процесі їх біодеструкції виділяється в розчин у вигляді амоній-
ного азоту. 

Швидкість біоокислення амонійного азоту визначається першою стаді-
єю нітрифікації і може бути виражена через питому швидкість росту бактерій 
нітрифікаторів роду Nitrosomonas [6]: 

( )( )
201,07T

N mN N O n
N

N N O O

dC C C X N
V

dt k C k C X
μ − Δ

= − = ⋅
+ + Δ

,                          (1) 

де mNμ  − максимальна питома швидкість росту нітрифікаторів при 20 °С; 

N OC C  − концентрації амонійного азоту і розчинного кисню; ,N Ok k − конс-
танти напівнасичення для процесу нітрифікації; ,X XΔ  − концентрація акти-
вного мулу в аеротенку і його приріст на 1 л стічної води; nNΔ  − кількість 
нітрифікованого азоту на 1 л стічної води; T  − температура мулової суміші в 
аеротенку (°С). 

Швидкість NoxV  вторинного забруднення води амонійним азотом в ае-
ротенку, пов’язана зі швидкістю oxV  біорозпаду (самоокислення) активного 
мулу, котру можна представити через його вік і визначити так:  

Nox N oxV Vα= ,                                                   (2) 
де Nα  − масова частка азоту в біоокислених органічних речовинах активного 
мулу (залежить від частки біомаси в активному мулі і в середньому 

0,08Nα = ); 
На виході всієї системи біологічної очистки, яка включає аеротенк і вто-

ринний відстійник, концентрація амонійного азоту може бути в декілька ра-
зів вище, ніж на виході з аеротенка, що спричиняє вторинне забруднення сті-
чної води амонійним азотом, який виділяється з активного мулу в процесі 
біорозпаду в зоні осаду вторинного відстійника. Щоб запобігти цьому можна 
підвищити концентрацію кисню в муловій суміші, яка надходить у вторин-
ний відстійник, і зменшити в ньому рівень осаду. Підвищення концентрації 
кисню на виході з аеротенка вирішує також задачу глибокої очистки від ніт-
ратного азоту. При нітрифікації амонійний азот в аеробних умовах перетво-
рюється на нітритний. При цьому не відбувається видалення азоту загально-
го. Якщо в схему біологічної очистки включити додаткову аноксидну зону, 
то паралельно з процесом нітрифікації буде відбуватись процес денітрифіка-
ції − біовідновлення нітратного азоту в азот молекулярний, який видаляється 
в атмосферу при аерації. На стадії аерації біовідновлення органічних речовин 
здійснюється не киснем, а нітратами, що дозволяє скоротити витрату повітря 
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на аерацію. За окислювальною здатністю 1 г нітратного азоту відповідає 
2,86 г молекулярного кисню. Аноксидні зони [9] послуговують не тільки для 
біовідновлення нітратів, але й для часткової очистки від органічних речовин. 
Витрата зовнішнього окислювача органічних речовин в аноксидних зонах, в 
котрі, як правило, надходить стічна вода, складає 0,6 – 0,8 г молекулярного 
кисню на 1 г видалених органічних речовин за БСК, що відповідає витраті 
азоту нітратів в кількості 0,2 – 0,3 г на 1 г за БСК, тобто для видалення 1 г ні-
тратного азоту необхідно 3 – 5 г БСК. 

Біологічне видалення фосфору [10] пов'язане з трьома процесами: вклю-
ченням в клітинний матеріал (в основному в нуклеїнові кислоти); включен-
ням до запасних речовин конструктивного обміну (поліфосфати) для синтезу 
нуклеїнових кислот; включенням до запасних речовин для енергетичного 
обміну (поліфосфати). У двох останніх процесах фосфор накопичується у ви-
гляді поліфосфатів. Однак поліфосфати, які використовуються для конструк-
тивного обміну, в анаеробних умовах не виділяються із клітин, а поліфосфа-
ти, які використовуються для енергетичного обміну, в анаеробних умовах 
слугують для синтезу АТФ і в кінцевому результаті у вигляді ортофосфатів 
надходять у навколишнє середовище.  

В традиційних схемах біологічної очистки видалений із стічної води фо-
сфор йде на будівництво клітинної речовини активного мулу, фосфати вико-
ристовуються для забезпечення енергетичних потреб клітин. Тому збільшен-
ня споживання фосфору може бути досягнуто в процесі біологічної очистки 
стічних вод з підвищеним приростом мулу. Але можливість збільшення при-
росту мулу обмежена. Підвищення приросту мулу в системі аеротенк-
вторинний відстійник можна досягти за рахунок зниження концентрації ак-
тивного мулу і його віку.  

Існує думка [11], що зі зменшенням віку мулу ефективність біологічної 
дефосфатизації зростає відповідно до збільшення приросту мулу. Оскільки 
технологія нітри-денітрифікації при низькому віці не працює, то важливим 
завданням є виявлення значень віку активного мулу, при якому спільне за-
стосування технологій нітри-денітрифікації та біологічної дефосфатизації дає 
найкращий результат.  

Закономірність зниження ефективності біологічної дефосфатизації із 
збільшенням віку може бути описана на основі концепції самоокислення біо-
маси (ендогенного дихання) або концепції енергії підтримки в модифікації, 
що враховує склад активного мулу [12, 13]. Відповідно до механізму біологі-
чної дефосфотизації видалення фосфору зі стічної води пропорційне прирос-
ту фосфорних бактерій, які у свою чергу пропорційні кількості ацетату утво-
реного в анаеробній зоні. 

Принцип біовидалення фосфору заснований на життєдіяльності мікро-
організмів Acinebacter [4], які здатні акумулювати більше фосфору, ніж по-
трібно на приріст. Acinebacter зазвичай присутні в активному мулі, але в не-
значних кількостях через низьку швидкість приросту. Щоб цей мікроорга-
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нізм почав грати свою корисну роль, необхідно забезпечити його низькомо-
лекулярними летючими жирними кислотами (ЛЖК), які служать субстратом 
для нього, і створити умови, при яких він здатний використовувати ЛЖК 
ефективніше інших мікроорганізмів, що знаходяться в біоценозі. 

Для оптимального споживання фосфору в аеробній зоні повинно бути 
достатньо кисню, що перевіряється повнотою нітрифікації. Нітрати уповіль-
нюють процес видалення фосфору, опиняючись в анаеробній зоні, так як при 
проходженні процесу денітрифікації у цій зоні споживаються ЛЖК для пере-
творення нітратів у вільний азот, окис азоту. Фосфати в анаеробній зоні по-
чинають виділятися тільки після видалення нітратів, отже, якщо концентра-
ція ЛЖК була досить висока, то денітрифікація і вивільнення фосфору мо-
жуть відбуватися в одній і тій же споруді. 

На основі викладеного вище представлений один із способів застосу-
вання технології нітри-денітрифікації [5], який полягає в створенні ступінча-
тої схеми очистки стоків, без внутрішньої рециркуляції. Згідно цієї схеми 
стічні води подаються в два або більше реакторів, кожний з яких має зону 
перемішування і зону аерації. Перемішування активного мулу і стічної ріди-
ни можна здійснювати механічними мішалками або повітрям. Пневматичне 
перемішування призводить до додаткового розчинення кисню і зниження 
ефективності денітрифікації та селекції бактерій, що акумулюють фосфор.  

Реалізація ступінчастої схеми нітри-денітрифікації залежить як від конс-
трукції самого аеротенка, так і від технологічних параметрів.  

Технологія ступінчатої денітрифікації працює наступним чином (рис. 3) 
[14]: стічні води та активний мул подаються в початок аеротенка, де органі-
зована зона денітрифікації (анаеробна). У цій зоні відбувається відновлення 
денітрифікуючими бактеріями нітратів і нітритів, які прийшли зі стічними 
водами і активним мулом, до молекулярного азоту. Цей процес відновлення 
нітратів і нітритів, протікає при нестачі кисню і наявності органічних речо-
вин, які не містять азоту, що приходить зі стічними водами. На окислення 
цих органічних речовин і витрачається кисень нітратів і нітритів. При цьому 
азот виділяється в атмосферу у вільному вигляді. 

 

Зворотній активний мул

Стічні води

Очищені стічні 
        води

Вторинний
відстійникМ1 М2А1 А2

 
 

Рис. 3 – Схема ступінчатої денітрифікації: 
М1, М2 − зони перемішування; А1, А2 − зони аерації. 

 
Пройшовши зону денітрифікації, мулова суміш потрапляє в зону нітри-

фікації (аеробну), де відбувається перетворення нітрифікуючими бактеріями 
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амонійних солей у нітрити та нітрати, які засвоюються бактеріями. 
Далі мулова суміш, насичена нітритами і нітратами, знову потрапляє в 

зону денітрифікації. Сюди ж подається частина стічних вод, що дозволяє де-
нітрифікуючим бактеріям відновити нітрити та нітрати до молекулярного 
азоту. 

Після цього мулова суміш знову потрапляє в аеробну зону, де відбува-
ється окислення залишкових органічних домішок і сполук азоту (рис. 4). 
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Очищені стічні 
        води

Можливий додатковий 
       рецикл

 
 

Рис. 4 – Реалізація схеми ступінчатої денітрифікації одномулової системи 
в трикоридорному аеротенку. 

 
При проходженні муловою сумішшю кисневих та безкисневих зон від-

бувається використання фосфору для приросту біомаси активного мулу і на-
копичення фосфору в біомасі фосфоракумулюючих організмів при чергуван-
ні аеробних та анаеробних умов. Для глибокого видалення фосфору за тех-
нологією біологічної дефосфотизації процес модифікують шляхом включен-
ня анаеробної обробки активного мулу, тобто забезпечуються умови почер-
гового проходження активним мулом аеробних та анаеробних зон, що сти-
мулює розвиток в ньому фосфорних бактерій. Для позитивного застосування 
цієї біотехнології недопустиме тривале перебування активного мулу в безки-
сневих умовах на стадіях його обробки, щоб не допустити вихід фосфору із 
клітин в розчин і його повернення на вхід очисних споруд. 

 
Висновки. У світовій практиці перевага надається різним методам очи-

стки стоків, але на нашу думку заслуговує на увагу біотехнологія нітри-
денітрифікації та дефосфатизації у коридорних аеротенках. Представлена те-
хнологічна схема очистки є актуальною для реконструкції трихкоридорних 
аеротенків, і дозволяє використовувати вже побудовані споруди. Для засто-
сування представленої схеми на каналізаційних очисних спорудах м. Чернігів 
необхідно виконати моделювання процесів очистки, враховуючи конструк-
тивні особливості діючих споруд та концентрації забруднюючих речовин 
стічних вод, які надходять на очистку. Реалізацію цієї технології необхідно 
забезпечити створенням аеробних, анаеробних та аноксидних зон для збалан-
сованої очистки стоків за конкуруючими сполуками азоту і фосфору, а також 
досягненням оптимального приросту мулу та його віку для досконалого про-
ходження процесів окислення біогенів. Конкретний вибір технології очистки 
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стічних вод повинен проводитись з урахуванням конструкції діючих споруд 
біологічної очистки. 
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Рассмотрены направления работ по совершенствованию очистки сточных вод с помощью 
биотехнологии нитри-денитрификации и биологической дефосфатизации с применением ступен-
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пов зон: аэробной, аноксидной и анаэробной для эффективного удаления соединений азота и 
фосфора. 

Ключевые слова: нитри-денитрификация, биогенные элементы, аэробные условия, ана-
эробные условия, аноксидные условия, биологическая дефосфатизация. 

 
The article describes the direction of works to improve wastewater treatment using biotechnology 

nitrification-denitrification and biological defosfatization with using stepwise scheme of sewage treat-
ment in the corridor aeration with the creation of three types zon aeration basin  aerobic, аnoxic and an-
aerobic to effectively remove nitrogzoneen and phosphorus. 

Key words: nitrification, denitrification, nutrients, aerobic conditions, anaerobic conditions, an-
oxic conditions, biological dephosphatization. 
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УДК 539.3 
 
Е.Г. ЯНЮТИН, д-р техн. наук, проф., ХГУПТ, Харьков; 
П.А. ЕГОРОВ, аспирант, ХНАДУ, Харьков1 
 
КОЛЕБАНИЯ МЕМБРАНЫ, КОНТАКТИРУЮЩЕЙ С УПРУГИМ 
ОСНОВАНИЕМ, ПРИ ИМПУЛЬСНОМ НАГРУЖЕНИИ 
 

Механическая система состоит из прямоугольной мембраны и присоединенных масс. Мембрана 
лежит на упругом основании и закреплена по контуру. Решение прямой задачи (поиск переме-
щений точек мембраны) осуществляется с использованием разложения искомых функций в ряды 
Фурье. Решение обратной задачи (определение неизвестной нагрузки, которая вызвала колебания 
системы) производится путем численного решения системы интегральных уравнений с исполь-
зованием метода регуляризации. 
 Ключевые слова: мембрана, упругое основание, масса, нагрузка, контактная сила, пере-
мещение, интегральное уравнение, идентификация, метод регуляризации. 
 

Введение. Развитие современного машиностроения вызывает необхо-
димость анализа напряженно-деформированного состояния создаваемых 
конструкций на этапах проектирования, экспериментальных исследований и 
доводки. Указанная проблема может быть решена с помощью построения 
математических моделей исследуемых систем различной степени сложности. 
Изучая сложные динамические системы, удобно выделять основной объект и 
исследовать его на основе некоторой теории, а инерционное воздействие 
контактирующих с ним объектов моделировать с помощью присоединенных 
распределенных или сосредоточенных масс, а также, например, упругих ос-
нований. 

Большинство задач по исследованию напряженно-деформированного 
состояния мембран и тонких пластин уже решены. В [1] были получены ре-
шения задач о нестационарных колебаниях круглой и прямоугольной мем-
бран и задач идентификации неизвестных составляющих нагрузок, воздейст-
вующих на мембраны. В [2] было рассмотрено воздействие сосредоточенной 
нестационарной нагрузки на мембрану-полосу. В работе [3] было получено 
решение прямой и обратной задач для мембраны, несущей сосредоточенные 
массы. Более сложный случай нагружения, когда мембрана располагается на 
упругом основании, в рамках решения обратных задач никем не рассматри-
вался. Настоящая работа развивает основные аспекты статьи [3]. 

 
Постановка задачи. Исследуемая система состоит из расположенной на 

упругом основании, закрепленной по контуру прямоугольной мембраны, ко-
торая несет на своей поверхности некоторые массы. В данной статье изуча-
ются колебания мембраны с двумя присоединенными массами, причём одна 
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из масс является рас-
пределенной (пло-
щадь распределения 
массы малая по срав-
нению с площадью 
мембраны), другая – 
сосредоточенной. Ко-
лебания изучаемой 
системы вызывает 
поперечная сосредо-
точенная импульсная 
нагрузка. Целью ис-
следования является 
решение прямой и 
обратной задач, ха-
рактерных для мате-
матической физики. 

 
Решение прямой задачи. В качестве исходного уравнения для изучения 

колебаний точек мембраны примем известное двумерное волновое уравнение 
свободных колебаний [4]. Для полного описания исследуемой системы необ-
ходимо исходное уравнение дополнять некоторыми членами.  

Воздействие присоединенных масс можно учесть при условном отсо-
единении масс от поверхности мембраны, если ввести эквивалентные кон-
тактные силы 

1 1 1 1 1 1( , , ) ( ( ) ( )) (( ) ( )) ( )R x y t H x x H x x x H y y H y y y R t= − − − − Δ − − − − Δ , 

2 2 2 2( , , ) ( ) ( ) ( )R x y t x x y y R tδ δ= − − ,                                     (1) 
при этом перемещения масс равны перемещениям соответствующих точек 
мембраны 

1 1 1( ) ( , , )Mu t u x y t= , 

2 2 2( ) ( , , )Mu t u x y t= ,                                             (2) 
Предполагается, что величины  xΔ и yΔ малы по сравнению с l и m . 
Рассмотрим влияние упругого основания на основе трехпараметриче-

ской модели Власова-Леонтьева [5]: 
2

2
0 2

( , , )( , , ) 2 ( , , ) ( , , )f f f
u x y tR x y t t u x y t k u x y t m

t
∂

= ⋅∇ + ⋅ +
∂

,             (3) 

где 

( )20
2
0 0

( )
1

H

f
E

t z dzψ
υ

′=
− ∫ , 20

0 0

( )
4(1 )

H

f
E

k z dzψ
υ

=
+ ∫  

 – коэффициенты, характеризующие работу упругого основания на сжатие и 

Рис. 1 – Схема нагружения мембраны. 
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сдвиг; 2
0

0

( )
H

fm z dzρ ψ= ∫ – приведенная масса упругого основания. Здесь 

0 0 0, ,E υ ρ  – модуль упругости, коэффициент Пуассона и плотность мате-
риала основания. 

Примем, что затухание осадок по глубине основания происходит по сле-
дующему закону: 

sinh( ( ))( )
sinh( )

H zz
H

γψ
γ
−

= ,                                         (4) 

где γ  – коэффициент, характеризующий быстроту затухания осадок по глу-
бине основания; H  – толщина основания. 

Таким образом, дифференциальное уравнение колебаний исследуемой 
системы «мембрана-основание-массы» может быть записано в виде: 

2 2 2
2

0 1 22 2 2
1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )u u uR x y t R x y t R x y t G x y t a

t x yρ ρ ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

+ + + − = ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
.  (5) 

Дифференциальное уравнение в частных производных естественно 
представить в виде следующего двойного ряда Фурье: 

,
1 1

( , , ) ( ) sin sink n
k n

k x n yu x y t u t
l m
π π∞ ∞

= =
= ⋅ ⋅∑∑ .                          (6) 

После подстановки разложения (6) в уравнение (5) будем иметь: 

( )1 , 2 ,
1 , 2

, ,1 1 0 0

( , , ) ( ) sin ( ) ( )
t t

k n k n
k n

k n k nk n

C C
u x y t R t dt Rτ λ τ τ

λ λ

∞ ∞

= =

⎛⎛
= ⎜ ⋅ ⋅ − + ⋅ ×⎜⎜⎜⎝⎝
∑∑ ∫ ∫  

( ) ( )3 ,
, ,

, 0

sin ( ) ( ) sin ( ) sin sin ,
t

k n
k n k n

k n

C k x n yt dt G t dt
l m
π πλ τ τ λ τ

λ
⎞ ⎞× − + ⋅ ⋅ − ⋅⎟ ⎟

⎠⎠
∫   (7) 

где   
1 1 1 1

1 , 2
( ) ( )4 cos cos cos cos

( )k n
f

k x k x x k y k y y
C

l l m mm kn
π π π π

ρ π
+ Δ + Δ⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

( )
2 2

2 ,
4 sin sink n

f

k x n y
C

l mm lm
π π

ρ
=

+
,

( )
3 3

3 ,
4 sin sink n

f

k x n y
C

l mm lm
π π

ρ
= −

+
, 

( )
2 2

2 2
, 2 22 /( )k n f f f

k nt a k m
l m

λ π ρ ρ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⋅ + ⋅ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

В формуле (7) учтены начальные и граничные условия для мембраны. 
Перемещения массы, условно отсоединенной от мембраны, выражаются сле-
дующей формулой (см. статью [3]): 
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0

1( ) ( ) ( )
t

Mu t t R d
M

τ τ τ= − ⋅ −∫ .                                    (8) 

Укажем, что, как и в [3], получаем некоторую систему интегральных со-
отношений для неизвестных функций 1(t)R и 2 (t)R : 

( )

( ) ( )

1 , 2 ,
1 1 , 2

1 , ,1 10 0 0

3 , 1 1
, ,

, 0

1 ,
2 1 ,

2 ,0

1 ( )( ) ( ) sin ( ) ( )

sin ( ) ( ) sin ( ) sin sin ;
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t t t
k n k n

k n
k n k nk n

t
k n

k n k n
k n

t
k n
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k n

C C
R t d R t dt R
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C k x n yt dt G t dt
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τ τ τ τ λ
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∞ ∞
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∑∑∫ ∫ ∫
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,1 1 0 0

3 , 2 2
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, 0
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t t
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k nk n

t
k n

k n k n
k n

C
t dt R

C k x n yt dt G t dt
l m

τ τ
λ

π πλ τ τ λ τ
λ

∞ ∞

= =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎛⎛⎪
⎜ − + ×⎜⎪ ⎜⎜⎪ ⎝⎝

⎪
⎞⎪ ⎞× − + ⋅ − ⎟ ⎟⎪ ⎠⎠⎩

∑∑ ∫ ∫

∫

(9) 

Воспользуемся одним из приближенных методов решения уравнений 
Вольтерра (9), основанным на замене интегралов конечными суммами. По-
лученную систему алгебраических уравнений представим в матричном виде: 

,⋅ + ⋅ =⎧
⎨ ⋅ + ⋅ =⎩

1 11 2 12 1

1 21 2 22 2

R A R A f
R A R A f .

                                     (10) 

Решение системы алгебраических уравнений будем искать с помощью 
метода Крамера: 

1 2
, ,Δ Δ

= =
Δ Δ1 2R R                                         (11) 

где 1 2, ,Δ Δ Δ  – матрицы, найденные по правилам нахождения определителя 

соответствующих блочных матриц 
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

11 12

21 22

A A
A A

, 
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 12

2 22

f A
f A

, 
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

11 1

21 2

A f
A f

. 

Определив неизвестные функции 1(t)R и 2 (t)R , входящие в уравнение 
(5), можно рассчитать значения прогибов в любой точке мембраны с течени-
ем времени.  

При численных расчетах использовались следующие исходные данные:  
 – поверхностная плотность материала мембраны 11.775ρ =  кг/м2; 
 – скорость распространения волн деформации в мембране 35a = м/с; 
 – габариты мембраны 0.6l = м, 0.4m = м; 
 – величины присоединенных масс и координаты их расположения 

1 1M = кг ( 1 0.1x = м, 1 0.1y = м, 0.01xΔ =  м, 0.02yΔ =  м), 2 2M = кг 
( 2 0.5x = м, 2 0.2y = м). 
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Характеристики возмущающей нагрузки: интенсивность 100q =  Н, из-
менение во времени по закону «синуса» с циклической частотой колебаний 

0 100ω = c-1 в течение одного полупериода, координаты приложения 3 0.3x =  
м, 3 0.2y = м.  

На рис. 2 представлены графики изменения во времени прогибов мем-
браны для случаев расположения мембраны на основании и без основания. 
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Рис. 2 – Графики колебаний точки мембраны. 

Прогибы исследуются в точке, расположенной вблизи приложения на-
грузки. Пунктирной кривой соответствуют перемещения точки мембраны без 
учета влияния основания, сплошной кривой – перемещения точки мембраны 
при наличии упругого основания. Полученные кривые свидетельствуют о 
снижении амплитуды колебаний точек мембраны при наличии упругого ос-
нования. 

 
Решение обратной задачи. Рассмотрим решение задачи по идентифи-

кации закона изменения нагрузки, воздействующей на мембрану. При реше-
нии обратной задачи перемещения одной из точек мембраны являются за-
данными. Информацию о перемещениях точки мембраны можно получить, 
например, экспериментально или при решении соответствующей прямой за-
дачи. Для решения поставленной задачи необходимо решить систему инте-
гральных уравнений вида, подобного (9). Система интегральных уравнений 
будет включать уравнение для перемещений точки мембраны, положения ко-
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торой являются заданными, и уравнения, составленные на основе равенства 
перемещений масс перемещениям точек мембраны, соответствующих распо-
ложению этих масс. 

Систему интегральных уравнений Вольтера решим численно. При ре-
шении используем один из численных способов решения уравнений Воль-
терра [6]. В матричном виде система может быть записана следующим обра-
зом: 

⋅ + ⋅ + ⋅ =⎧
⎪ ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎨
⎪ ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎩

11 1 12 2 13 e

21 1 22 2 23

31 1 32 2 33

A R A R A G u ,
A R A R A G 0,
A R A R A G 0.

                              (12) 

Решение системы уравнений (12) будем искать методом, подобным ис-
пользованному при решении прямой задачи. В силу некорректности постав-
ленной задачи необходимо применять специальные сглаживающие алгорит-
мы. Для построения устойчивого решения воспользуемся методом регуляри-
зации А.Н.Тихонова [6]. Упомянутое решение запишем в виде: 

1
1

1
2

1

( ) ,

( ) ,

( ) .

α

α

α

−

−

−

⎧ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
⎪⎪ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎨
⎪ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎪⎩

T T
1

T T
2

T T
3

R Δ Δ C Δ Δ

R Δ Δ C Δ Δ

G Δ Δ C Δ Δ

                                 (13) 

где 1 2 3, , ,Δ Δ Δ Δ  – матрицы, найденные по правилам нахождения определи-
теля соответствующих блочных матриц 
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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, 

α  – параметр регуляризации; C  – трехдиагональная матрица следующего 
вида:  
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Для отыскания неизвестной возмущающей нагрузки воспользуемся ра-
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нее принятыми исходными данными и вычисленными при решении прямой 
задачи перемещениями точки мембраны (рис. 2). 
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Рис. 3 – Графики приложенной и идентифицированной нагрузок. 

 
Кривой, состоящей из точек, на рис. 3 обозначены значения возмущаю-

щей нагрузки, которая принималась в качестве известной при решении пря-
мой задачи, тонкой сплошной кривой – значения нагрузки, идентифициро-
ванной с использованием метода регуляризации. 

 
Выводы. В данной статье рассмотрены нестационарные колебания 

мембраны на упругом основании с несколькими (двумя) массами, причем 
геометрические размеры одной из масс не являются бесконечно малыми. В 
процессе построения решения обратной задачи идентифицирована нагрузка, 
вызвавшая нестационарные колебания мембраны, лежащей на упругом осно-
вании.  

Расположение мембраны на упругом основании, как и присоединение 
масс, снижает амплитуду колебаний ее точек, что может быть использовано 
при проектировании конструкций, на которые воздействуют импульсные на-
грузки. 
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УДК 539.3 
Колебания мембраны, контактирующей с упругим основанием, при импульсном на-

гружении / Е. Г. Янютин, П. А. Егоров // Вісник НТУ «ХПІ». Серія: Математичне моделювання 
в техніці та технологіях. – Харків: НТУ «ХПІ», 2013. – №37 (1010). – С. 223 – 230. Бібліогр.: 6 
назв. 

Механічна система складається із прямокутної мембрани та приєднаних до неї мас. Мем-
брана лежить на пружній основі і є закріпленою вздовж контуру. Розв’язання прямої задачі (по-
шук переміщень точок мембрани) здійснюється з використанням розкладення шуканих функцій 
в ряди Фур’є. Розв’язання оберненої задачі (визначення невідомого навантаження, яке викликало 
коливання системи) відбувається шляхом чисельного розв’язання системи інтегральних рівнянь з 
використанням метода регуляризації. 

Ключевые слова: мембрана, пружна основа, маса, навантаження, контактна сила, перемі-
щення, інтегральне рівняння, ідентифікація, метод регуляризації. 

 
Mechanical system consists of the rectangular membrane and connected to it masses. The mem-

brane lies on the elastic foundation and is fixed over the contour. The solving of the direct problem (the 
search of displacements of membrane points) is made with using Fourier series expansion of the desired 
function. The solving of the inverse problem (the identification of the unknown load, which caused me-
chanical system vibrations) is made by numerical solution of the integral equations set with using regu-
larization method. 

Key words: membrane, elastic foundation, the weight of the load, the contact force, displace-
ment, integral equation, identification, regularization method. 
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