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УДК 621.833 
 

Д.А. БАБИЧЕВ, аспирант каф. ТТС ТюмГНГУ (Нефтегазовый 
университет), г. Тюмень, Россия 

 
ВИБРОАКТИВНОСТЬ СИЛ ТРЕНИЯ В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ПРЯМОЗУБЫХ ПЕРЕДАЧАХ И КРИТЕРИИ ДЛЯ ЕЕ ОЦЕНКИ 

 
Компьютерным моделированием показано, что силы трения зубьев могут быть значимой причи-
ной возбуждения колебаний в цилиндрических прямозубых передачах на зубцовой частоте. 
Предложено расширить перечень качественных показателей, введенных ранее в [1-2], для оценки 
виброактивности зацепления, обусловленной силами трения зубьев. 
 
Комп'ютерним моделюванням показано, що сили тертя зубів можуть бути важливою причиною 
порушення коливань у циліндричними прямозубих передачах на зубцової частоті. Запропоновано 
розширити перелік якісних показників, введених раніше в [1-2], для оцінки віброактивності 
зачеплення, обумовленої силами тертя зубів. 
 
By computer modeling it is shown that power of a friction of teeth can be the significant reason of excita-
tion of fluctuations in cylindrical spur gears on tooth to frequency. It is offered to expand the list of the 
quality indicators entered earlier in [1-2], for an estimation vibration activity of gearing, caused by power of 
a friction of teeth. 

 
Обзор предшествующих работ. В [1] высказано предположение и пока-

зано, что трение зубьев в цилиндрических прямозубых передачах есть одна из 
возможных причин виброактивности зацепления. В [1] для количественной 
оценки виброактивности зацепления на зубцовой частоте, обусловленную тре-
нием зубьев, предложено два качественных показателя: а) коэффициент сило-
вой виброактивности kF – критерий изменчивости сил в зацеплении от трения 
зубьев; б) коэффициент крутильной виброактивности kT – критерий изменчи-
вости крутящего момента на ведомом колесе от этих же сил. Вычисляются kF и 
kT по формулам: 

MAX

MAX
F F
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= ;      
sred

MINMAX
T T

TTk
2

22 −
= .                            (1) 

 
где ΔFMAX – максимальная величина изменения вектора F суммарной силы в 
зацеплении при повороте колес на один угловой шаг (за цикл); FMAX – макси-
мальная величина силы F за цикл; T2MIN, T2MAX, T2sred – предельные и среднее 
значения крутящего момента на ведомом зубчатом колесе за цикл (при 
T1=const на ведущей шестерне). 

В [2] содержатся результаты компьютерного моделирования работы 
большого числа цилиндрических прямозубых эвольвентных передач, прове-
денного для выявления зависимости этих двух предложенных качественных 
показателей виброактивности kF и kT от геометро-кинематических параметров 
зацепления. В ходе выполненного исследования установлено: 
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• При переходе точки контакта через полюс зацепления происходит мягкий 
удар, направленный вдоль межосевой линии. 

• В типичных передачах величина мягкого удара при коэффициенте трения 
f=0,1 составляет более 40% от величины расчетной радиальной силы, и бо-
лее 20% от суммарной силы в зацеплении (kF>20%). 

• Величина изменения крутящего момента на колесе, обусловленная трени-
ем зубьев, зависит, главным образом, от коэффициента потерь kP мощности 
в зацеплении. Т.е. от среднего за цикл КПД: kP=1–КПД. При этом коэффи-
циент крутильной виброактивности kT≈(1,5–2)kP. 

• Пониженной виброактивностью обладают передачи с коэффициентом пе-
рекрытия ε>2, особенно, при ε близком к 2 или к 3. 

• В дополюсных и в заполюсных передачах силовая виброактивность мини-
мальна, а крутильная виброактивность повышенная. 

При компьютерном моделировании выявлено также влияние на виброактив-
ность, обусловленную трением зубьев, следующих геометро-кинематических 
параметров: коэффициента перекрытия, положения линии зацепления, угла 
зацепления, числа зубьев, закона изменения нормальной силы при пересо-
пряжении зубьев [2]. 

На рисунках 1-3, взятых из [2], приведены в качестве примера результаты 
анализа виброактивности высоконапряженной высокоскоростной передачи, на-
резанной стандартным инструментом (далее эту передачу называем типичной).  

Ее параметры: P1=600кВт, n1=17000об/мин, коэффициент трения между 
зубьями f=0,1; m=3мм, z1=28, z2=41, ширина колеса b2=32мм; параметры ис-
ходного контура: α=20°, ha=1, c0=0,25, hl=2; коэффициенты смещения 
x1=0,6596 и x2=0,7689, давшие угол зацепления αw=25° при выровненных ко-
эффициентах удельного скольжения: ν1max=ν2max=0,74; коэффициент перекры-
тия ε=1,334; aw=107,312мм; силы между зубьями в момент пересопряжения 
изменяются по линейному закону (см. среднюю диаграмму на рисунке 1); ко-
эффициент потерь на трение зубьев kP=0,97%; максимальная сила в зацепле-
нии FMAX=9002Н; максимальные контактные напряжения σmax=996МПа; ко-
эффициенты динамической виброактивности: kF=21,21% и kT=1,886%. 

Из рисунка 1 видно, что в текущем положении точка контакта одна, и 
находится она вблизи полюса зацепления (перед ним). На рисунке 2 изобра-
жены векторы общей силы F и ее составляющие: нормальная Fn и сила трения 
Fтр. Он показывает, что при переходе точки контакта через полюс зацепления 
сила между зубьями резко уменьшилась почти на 800Н – с 8993 до 8196 (бы-
ли взяты два положения точки контакта на расстоянии в нескольких микро-
метрах от полюса зацепления – перед ним и после него). Видно, что годограф 
вектора общей силы F есть замкнутая кривая очень близкая к прямой, парал-
лельной межосевой линии; и что из-за смены направления силы трения, нор-
мальная сила Fn уменьшилась. На рисунке 3 – диаграммы, показывающие, как 
изменяются в течение цикла (при повороте зубчатых колес на угловой шаг) 
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отношения: а) возмущающей силы (практически радиальной) к максимальной 
силе между зубьями и б) возмущающего крутящего момента на колесе к его 
среднему значению. 

 

 
На рисунках 4-5, также взятых из [2], приведен еще один пример анализа 

виброактивности передачи, нарезанной стандартным инструментом, но при 
других коэффициентах смещения: x1=1,3596, x2=0,0689, превратившие пере-
дачу в почти заполюсную. Ее параметры, отличающиеся от параметров ти-
пичной передачи: ε=1,248, ν1max=0,59, ν2max=1.446, kP=1,799%, FMAX=8440Н, 
σmax=916МПа; коэффициенты динамической виброактивности: kF=10,68%, 
kT=2,703%. 

Рисунок 3 – Силовая и крутильная виброактивность в типичной передаче 

Рисунок 1 – Картина зацепления, 
нормальная сила Fn и потери 
мощности ΔP в зацеплении 

Рисунок 2 – Годограф силы в 
зацеплении и силы на колесо до 

и за полюсом зацепления
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Из рисунка 4 видно, что в текущем положении точек контакта две: одна 

из них находится вблизи полюса зацепления. А сам полюс расположен на 
участке двухпарного зацепления. Поэтому, на годографе сил в текущем по-
ложении (рисунок 4) видны (кроме суммарного вектора сил в зацеплении) 
еще и: две его нормальные составляющие, и две силы трения в каждой из 
этих двух точек контакта.  

 
Сравнивая виброактивность двух передач по рисункам 3 и 5, отметим: 

1) Коэффициент крутильной виброактивности kT у второй передачи больше, 
чем в типичной передаче почти в полтора раза. Причина: в ней больше ко-
эффициент потерь kP на трение (1,799%>0,97%) из-за большей средней 
удаленности точки контакта зубьев от полюса зацепления. 

2) Коэффициент силовой виброактивности kF у второй передачи меньше, чем 
в типичной передаче почти в два раза. Причина: полюс зацепления, в кото-
ром происходит мягкий удар, находится примерно в центре одного из уча-
стков двухпарного зацепления, и поэтому в нем сила между зубьями при-
мерно вдвое меньше, чем на участке однопарного зацепления. Поэтому и 
величина мягкого удара вдвое меньше – это видно и при сравнении годо-
графов на рисунках 2 и 4. 

3) График изменения силовой виброактивности на рисунке 5 показывают, что 
характер изменения возмущающей силы является импульсным, т.е. крат-
ковременным, при почти постоянной силе в течение большей части цикла. 
Поэтому: 
• Чем ближе полюс зацепления, находящийся на отрезке двухпарного за-

цепления, к границе линии зацепления, тем меньше будет в нем сила 

Рисунок 5 – Силовая и крутильная виброактивность в почти заполюсной передаче 

Рисунок 4 – Почти заполюсная передача, годограф сил и силы в текущем положении 
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мягкого удара и тем меньше коэффициент силовой виброактивности. 
Когда полюс зацепления окажется вне полюса зацепления, этот им-
пульс исчезнет, и коэффициент силовой виброактивности уменьшится 
на порядок. Но это при условии, что не будет мягких ударов при пере-
сопряжении зубьев. 

• Несмотря на значительный мягкий удар в полюсе зацепления (хотя и 
вдвое меньший, чем в типичной передаче), импульсный характер этого 
воздействия свидетельствует о том, что такой удар не должен является 
сильным вибровозбудителем, т.к. энергия этого удара невелика.  

 
Постановка проблемы. Как указывалось выше, мягкий удар, происхо-

дящий в полюсе зацепления из-за смены направления силы трения зубьев: а) 
является главной причиной виброактивности сил трения зубьев (что было яс-
но и до компьютерного моделирования); б) всегда действует на зубчатые ко-
леса практически точно в радиальном направлении, хотя сила трения направ-
лена по касательной к профилям зубьев (что вначале для нас оказалось не-
ожиданностью). Из-за радиальной направленности мягкого удара, представ-
ляется более информативным для анализа силовой виброактивности не коэф-
фициент kF изменчивости общей силы в зацеплении, а коэффициент kFr из-
менчивости радиальной силы. Задачи исследования: 

Задача 1. Следует ввести и использовать коэффициент радиальной виб-
роактивности kFr. Коэффициент же силовой виброактивности kF оставить для 
анализа до- и заполюсных передач, в которых в полюсе зацепления нет кон-
такта зубьев.  

Задача 2. Выполнить для конкретных передач гармонический анализ 
вибровозбуждающей радиальной силы (т.е. разложить коэффициенты kFr в 
ряды Фурье) и вибровозбуждающего крутящего момента (разложив в ряды 
Фурье kT). 

Задача 3. Т.к. коэффициенты kF, kT, (и kFr) не учитывают характер изме-
нения возбуждающей силы и крутящего момента, следует ввести качествен-
ные показатели, которые будут учитывать импульсность и степень плавности 
F, T2 и Fr. И сделать это, опираясь на результаты гармонического анализа. 

Задача 4. Дать полный перечень предложенных качественных показате-
лей, характеризующих виброактивность сил трения зубьев, и уточнить все 
термины. 

Задача 5. Наметить методику синтеза прямозубых цилиндрических пере-
дач, имеющих минимальную виброактивность, вызываемую трением зубьев. 

 
Коэффициент kFr радиальной виброактивности зацепления. Вычис-

ляем этот коэффициент по формуле: 
 

0

minmax

r

rr
Fr F

FFk −
= .                                              (2) 
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Здесь Frmax и Frmin – максимальное и минимальное значения суммарной ради-
альной силы в зацеплении; Fr0 – расчетная радиальная сила, вычисленная без 
учета сил трения зубьев. 

 
Гармонический анализ вибровозбуждающих усилий. Исследуя коле-

бания при наличии периодической возмущающей силы )(tQF , составляют и 
решают дифференциальные уравнения, в правой части которых возмущаю-
щее усилие, период которого равен t0, представляют в виде ряда Фурье [3]: 
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где a0, aj и bj (j=1, 2, …, ∞) – коэффициенты ряда Фурье, определяемые по извест-
ным формулам гармонического анализа [3]; t0 – время поворота колес на 1 шаг. 

На рисунках 6 и 7 представлены результаты гармонического анализа 
виброактивности двух передач, рассмотренных выше: а) графики виброак-
тивности; б) аппроксимирующие ряды Фурье; в) по 3-7 первых гармоник; чи-
словые значения коэффициентов рядов Фурье, амплитуд гармоник и их фаз. 
Эти рисунки иллюстрируют общие тенденции, характерные для виброактив-
ности сил трения зубьев во всех эвольвентных прямозубых цилиндрических 
передачах: 
• При аппроксимации крутильной виброактивности pT (крутящего момента 

T2 на ведомом колесе) достаточно удерживать 1-3 гармоники (на рисунках 
6 и 7 показаны ряды Фурье с удержанием 4-х гармоник).  

• При аппроксимации радиальной виброактивности pFr (суммарной ради-
альной силы Fr в зацеплении) нужно удерживать гармоник больше в 1.5-2 
раза (на рисунке 6 их удержано шесть, а на рисунке 7 – восемь).  

 
Коэффициенты приведенных виброактивностей зацепления. Перво-

начально попытались ввести энергетические коэффициенты виброактивно-
сти: радиальной kFrE и крутильной kTE, которые учитывали бы кратковремен-
ность действия возбуждающего усилия. Их смысл – отношение двух работ за 
время поворота зубчатых колес на один угловой шаг: 1AAk TTE ΔΔ= . Где 

TAΔ  – максимальная работа, которая может пойти за цикл на возбуждение 
крутильных вибраций с зубцовой частотой при некоторой базовой амплитуде 
колебаний на начальной окружности (например, равной 1мм или 1мкм); 1AΔ  
– работа ведущей шестерни за цикл. 

Чтобы найти TAΔ  находили угол фазы ϕΔ , при котором TAΔ =max. В 
последующем выяснилось, что kTE находится в линейной зависимости от ам-
плитуды первой гармоники разложения T2 в ряд Фурье. А угол фазы ϕΔ  ока-
зался равен фазе первой гармоники (см. таблицы на рисунках 6 и 7). 
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Поэтому от введения kFrE и kTE отказались. И предлагаем ввести вместо 
них коэффициенты приведенной виброактивности: радиальной kFrS и кру-
тильной kTS: 

Рисунок 1 – Изменение gradτ по мере 

Рисунок 6 – Гармонический анализ виброактивности типичной передачи 

Рисунок 7 – Гармонический анализ виброактивности в почти заполюсной передаче 
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где с1Fr и с1T – амплитуды первых гармоник разложения в ряды Фурье kFr и kT, 
соответственно; Fr0, и T2sred – те же сила и момент, что и в формулах (1) и (2). 
Здесь kFrSin и kTSin – поправочные коэффициенты, показывающие близость за-
кона изменения возбуждающей силы к гармоническому. Так, при kTSin=1 – за-
кон синусоидальный; при kTSin=0,5 – данной возмущающей силе эквивалентна 
по виброактивности гармоническая сила, меньшая в два раза. Вычисляем kFrSin 
и kTSin по формулам: 
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где Frmax, Frmin, T2max и T2min – пределы изменения радиальной силы Fr и крутя-
щего момента T2 за время поворота колес на один шаг (за цикл).  

Приведем значения всех коэффициентов виброактивности для двух передач:  
1) для типичной:                kFr=52,92%, kFrS=60,14%, kT=1,886%, kTS=1,638%. 
2) для почти заполюсной: kFr=24,9%, kFrS=5,72%, kT=2,703%, kTS=2,084%. 

Судя по kFr, радиальная виброактивность у второй передачи меньше, чем у 
первой в 52,92/24,97=2,1 раза; а судя по kFrS, – меньше уже в 60,14/5,72=10,5 раза. 

Полагаем, что коэффициенты приведенной виброактивности kFrS и kTS 
более адекватно отражают уровень радиальной и крутильной виброактивно-
сти сил трения в зацеплении, нежели предложенные ранее kFr и kT. И проще 
для понимания, чем kFrE и kTE. Но учитывают лишь возбуждение только на 
одной (первой) частоте. 

 
Описание всех предложенных критериев виброактивности сил тре-

ния. Уточним терминологию. Различаем понятия "виброактивность зацепле-
ния" и "качественные показатели виброактивности зацепления".  

Качественные показатели виброактивности зацепления – это три коэф-
фициента виброактивности: 1) силовой – kF; 2) радиальной – kFr, 3) крутиль-
ной – kT; и два коэффициента приведенной виброактивности: 4) радиальной – 
kFrS, 5) крутильной – kTS. Эти пять показателей численно оценивают силовую, 
радиальную и крутильную виброактивность сил трения зубьев в целом для 
передачи – см. подчеркнутую строчку над рисунком 4. Находим эти показате-
ли по формулам (1-2) и (4-5). 

Виброактивность зацепления также характеризуется пятью числами, но 
они оценивают величину возмущающего усилия (силы или крутящего момен-
та) в текущем положении – см. графики на рисунках 3 и 5: на них показаны 
силовая pF и крутильная pT виброактивности. Вычисляем эти параметры по 
формулам: 
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Здесь F, Fr и T2 – суммарная и радиальная силы в зацеплении, а также 

крутящий момент на колесе в текущем положении звеньев; Fmin – минималь-
ное значение суммарной силы в зацеплении; Fr0 – расчетная радиальная сила, 
вычисленная без учета сил трения зубьев. T2sred – среднеарифметическое зна-
чение крутящего момента T2 на колесе за цикл (при T1=const на ведущей шес-
терне). kFrSin и kTSin – поправочные коэффициенты, вычисляемые по формулам (4). 

 
О синтезе передач с минимальной виброактивности сил трения зубьев: 
1. Предложенные качественные показатели виброактивности зацепления 

(kF, kFr, kT, kFrS и kTS), характеризуя периодические возмущающие силы и кру-
тящий момент, зависят только: а) от закона распределения сил при много 
парном контакте зубьев (например, при пересопряжении зубьев); б) от коэф-
фициента трения между зубьями; в) и, главное, от геометрии зацепления. По-
этому, можно на этапе геометрического синтеза передачи оценить ее вибро-
активность, и получить минимально возможную виброактивность, обуслов-
ленную трением зубьев. 

2. При геометрическом синтезе оценивать виброактивность передачи 
можно: либо, "прогоняя" передачу через компьютерную программу анализа 
виброактивности, либо, используя "модернизированные" блокирующие кон-
туры с нанесенными на них линиями равных уровней приведенных виброак-
тивностей kFrS и kTS. 

3. Коэффициенты рядов Фурье, аппроксимирующих силы и крутящий 
момент в зацеплении, предназначены для использования в динамических мо-
делях при анализе вибраций в эвольвентных цилиндрических передачах. 
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УСКОРЕННЫЕ ИСПЫТАНИЯ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ  
И ТРАНСМИССИЙ НА ИХ ОСНОВЕ 
 

Рассматриваются вопросы организации и проведения ускоренных испытаний зубчатых передач, 
позволяющие на основе рассмотрения каждой пары зубьев как отдельного объекта испытаний на 
порядок и более сократить их длительность и трудоемкость при существенном повышении ин-
формативности. 
 
Розглядаються питання організації та проведення прискорених випробувань зубчастих передач, 
що дозволяють на основі розгляду кожної пари зубів як окремого об'єкта випробувань на порядок 
і більше скоротити їх тривалість та трудомісткість при істотному підвищенні інформативності. 
 
The problems of organization and realization of accelerated tests of gear drives are considered. Regard-
ing of every pair of engaging teeth as a separate object of tests permits to reduce the period of tests and 
to lower their labor intensity at essential increasing information content. 

 
Постановка задачи. Испытания нетрадиционных конструктивных ре-

шений зубчатых передач, а также результаты применения новых материалов 
и технологий изготовления до настоящего времени остаются наиболее досто-
верным способом оценки параметров их надежности. Вместе с тем, организа-
ция и проведение таких испытаний наиболее длительный и дорогостоящий 
этап создания трансмиссии с качественно новыми свойствами, достигаемыми 
на основе применения новых подходов к конструированию, выбору материа-
лов и технологий изготовления.  

При ускоренных испытаниях зубчатых передач условия взаимодействия 
отдельных пар зубьев могут существенно отличаться по динамической на-
груженности и трибологическим параметрам. В результате этого разрушается 
только часть зубьев, возрастает рассеивание  полученных результатов и сни-
жается их достоверность.  

Вместе с тем, при наличии технических возможностей определения ре-
альной динамической нагруженности и условий смазываемости каждой пары 
зубьев, последние могут рассматриваться как отдельные объекты исследова-
ний. Это позволяет существенно сократить трудоемкость, длительность и се-
бестоимость испытаний.  

В основу реализации данного подхода может быть положена методика 
комплексного контроля параметров динамической нагруженности и трибо-
технических характеристик взаимодействия каждой пары зуба испытуемой 
передачи с последующим или предварительным учетом механических 
свойств и параметров упрочненного слоя рабочих поверхностей зубьев.  
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Литературный обзор. Наиболее достоверная информация о реальной 
динамической нагруженности отдельных зубьев в зубчатых сопряжениях мо-
жет быть получена тензометрированием. Вместе с тем, реализация этого про-
цесса для каждого из зубьев трансмиссии и ее зубчатых колес в целом являет-
ся технически сложной и в значительной части случаев экономически мало 
целесообразной операцией.  

Вместе с тем, накопленный к настоящему времени опыт в области ис-
следований динамической нагруженности зубьев, возникающей в процессе 
функционирования передачи, показывает [1-5], что с достаточной для инже-
нерной практики точностью параметры силового взаимодействия зубьев мо-
гут быть определены путем анализа регистрируемых в реальном масштабе 
времени вибраций, генерируемых как отдельными парами зубьев, так и испы-
тываемой передачей в целом.  

Более сложным представляется определение характера смазывания зуб-
чатого сопряжения, оказывающего существенное влияние на основные пара-
метры взаимодействия зубьев, включая ресурс работоспособности, потери на 
механическое трение, тепловую нагруженность и виброакустическую актив-
ность [6-12]. При этом к одной из наиболее интегральных характеристик кон-
тактного взаимодействия смазываемых поверхностей можно отнести реаль-
ную толщину масляного слоя, величина которой тесно взаимосвязана с ре-
сурсом работоспособности зубчатого зацепления. 

Так, например, в работе [8] показано, что уменьшение износа контакти-
рующих поверхностей и увеличение толщины смазочного слоя связаны пока-
зательной функцией со степенью 2...2,5. Существенное влияние условия 
смазки оказывают и на контактную усталостную прочность. В работе [12] от-
мечено, что наиболее заметное проявление влияния толщины масляной плен-
ки на ресурс наблюдается при отношениях толщины масляной пленки слоев к 
среднеквадратическим величинам шероховатости взаимодействующих по-
верхностей в диапазоне 1,4...3,2. При этом существующие методики позволя-
ют ориентировочно оценить количественные величины этого влияния, однако 
не всегда учитывают особенности варьирования толщин масляных пленок в 
динамически нагруженных сопряжениях.  

Необходимо отметить, что к одной из наиболее важных составляющих 
достоверного прогнозирования ресурсных параметров по результатам уско-
ренных испытаний можно отнести оценку влияния и учет прочностных 
свойств и особенностей поверхностного слоя рабочих поверхностей зубьев, 
которая может быть осуществлена до установки зубчатых колес в испыты-
ваемую трансмиссию или после завершения испытаний и ее разборки с ис-
пользованием методических подходов к определению характеристик этого 
влияния, достаточно полно изложенных в источниках научно-технической 
информации и в нормативной документации, например, в [13]. 

 
Методика проведения исследований. Исследования проводились с ис-

пользованием прямозубой зубчатой передачи, имеющей стандартный зубча-
 14

тый профиль, восьмую степень точности по ГОСТ 1643-81, модуль m=3мм, 
числа зубьев z1=z2=40, рабочую ширину венца bω=10мм, шлифованные и при-
работанные до шероховатости Rz=0,4мкм рабочие поверхности [10]. 

Использование передаточного отношения, равного единице, позволяло 
обеспечить близкие к идентичным условия динамического взаимодействия 
каждой пары зубьев при каждом полном обороте испытуемой передачи. Ва-
риации их нагруженности в зоне однопарного зацепления не превышали 3%. 
С высокой степенью достоверности удавалось выделить зоны однопарного и 
двухпарного зацепления. 

При исследованиях использовался стенд с разомкнутым силовым конту-
ром, включающий электропривод, редуктор с испытуемой передачей и по-
рошковый тормоз, соединенные между собой упругими втулочно-пальцевы-
ми муфтами. Такое конструктивное исполнение стенда обеспечивало мини-
мально возможное число элементов кинематической цепи и узлов, колебания 
которых могли вносить искажения в амплитудные спектры исследуемых пара-
метров. На стенде обеспечивалось плавное управление угловой скоростью вра-
щения и бесступенчатое нагружение испытуемой передачи порошковым тормо-
зом. Конструктивное исполнение стенда обеспечило минимально возможные 
искажения, вносимые в регистрируемые виброакустические параметры колеба-
ниями элементов стенда. Сопряжение зубчатых колес с валами осуществлялось 
по цилиндрическим поверхностям с передачей крутящего момента шпоночным 
соединением. Валы  устанавливались в корпусе с использованием в подшипни-
ковых узлах роликовых конических однорядных подшипников.  

Исследования проводились при моментах нагружения Т=0-200Н·м, угло-
вых скоростях вращения ω=50; 100; 150 и 200рад/с, что соответствовало ок-
ружным скоростям V0=3; 6; 9 и 12м/с и средним мгновенным значениям ок-
ружных  скоростей качения взаимодействующих без скольжения поверхно-
стей зубьев в полюсе зацепления, равным V≈1; 2; 3 и 4м/с в режиме холостого 
хода и ступенчато увеличивающихся до σН=1150МПа контактных напряже-
ниях. Смазка зубчатых колес осуществлялась поливом масла "Индустриаль-
ное-20", имеющим в установившемся режиме работы объемную температуру 
30…35°С.  

При исследованиях использовался "открытый" кожух испытательного 
редуктора (крышка кожуха была выполнена из тонкого оргстекла толщиной 
5мм). В кожухе испытательного редуктора было выполнено окно, закрытое 
тонким оргстеклом, что обеспечивало приемлемый уровень шумопоглощения 
и искажений, возникающих при распространении звука от зубчатой передачи 
к измерительному микрофону, и, таким образом, влиянием которого на изме-
нения амплитудных спектров шума при сравнительной оценке акустических 
характеристик можно было пренебречь. 

Значения толщины масляной пленки определялись методом измерения 
падения напряжения в смазочной пленке h [8, 14], фиксируемом при стабили-
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зированном токе I=1,5А в измерительном тракте, включающем смазочную 
пленку, зацепляющиеся зубчатые колеса, токосъемники, источник питания. 
Для реализации этого способа измерения подшипниковые узлы зацепляю-
щихся зубчатых колес были электрически изолированы друг от друга.  

 
Результаты исследований и их обсуждение. Фрагмент типовой осцил-

лограммы регистрируемых на подшипниковых опорах виброускорений, гене-
рируемых с зубцовой частотой отдельными парами зубьев испытываемой пе-
редачи, и отношение колебаний толщины масляной пленки при повороте зуб-
чатых колес на угловой шаг к ее значению в полюсе зацепления показаны со-
ответственно на рисунках 1 и 2.  
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Рисунок 1 – Фрагмент осциллограммы колебаний, генерируемых отдельными 

парами зубьев при повороте зубчатых колес на угловой шаг [14] 
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Рисунок 2 – Отношение значений толщины масляной пленки при ее изменении  

вдоль линии зацепления к значению в полюсе зацепления [14] 
 
Анализ осциллограммы, приведенной на рисунке 1, и результатов иссле-

дований вибраций, генерируемых зубчатым зацеплением на зубцовых часто-
тах, показал следующее: 

– варьирование величин размахов или амплитуд колебаний с зубцовой 
частотой и их средних значений, генерируемых взаимодействующей парой 
зубьев при повороте на угловой шаг, в режиме холостого хода и относительно 
легкого режима нагружения (в испытанной передаче это были режимы на-
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гружения до моментов Т≈40Нм), а также при высоких окружных скоростях 
носит стохастический характер; 

– при нагружении варьирование величин размахов или амплитуд коле-
баний с зубцовой частотой носит стохастический характер, однако среднее 
значение этого параметра для каждой пары взаимодействующих зубьев при 
повороте на угловой шаг, как это видно из рисунка 3, детерминировано, прак-
тически линейно, зависит от нагружающего момента и суммарной величины 
погрешности шага зацепления и деформации зубьев, оказывающей влияние 
на реальный коэффициент торцевого перекрытия и градиент колебания жест-
кости зацепления вдоль линии зацепления;   

– отклонение линейности зависимости амплитуды вынужденных коле-
баний от нагруженности наблюдается в зоне изменения реальной "парности" 
зацепления и перехода от однопарного к двухпарному зацеплению. 
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Рисунок 3 – Результаты аппроксимации размахов колебаний на паре зубьев, 
имеющей разность шагов зацепления колеса и шестерни 12 мкм: 

а, 1 – аппроксимирующая прямая, полученная при обработке данных с исключением  
переходной зоны при Т=125÷165Н·м; а, б, 2 – то же при обработке всех данных; 
а, 3 – прямая, проведенная по точкам, соответствующим параметрам переходной 

зоны; б, 4 – прямая, проведенная по точкам максимальных напряжений с 
тензомоста у ножки шестерни, соответствующая окружной силе Р [6]  

 
Анализ измерений толщины масляной пленки h вдоль линии зацепле-

ния показал, что на реальную величину h существенное влияние оказывает 
характер динамического взаимодействия зубьев, характеризующийся деста-
билизирующими смазочную пленку кромочными или срединными ударами 
при входе или выходе зубьев из зацепления. В зонах пересопряжения зубьев 
вариации h достигали максимальных значений. В то же время, как это было 
отмечено в работах [8, 14], при входе новой или выходе передней по ходу 
вращения пары зубьев из зацепления находящийся между зубьями смазочный 
материал не выдавливался мгновенно, вследствие чего оставшаяся смазка не 
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только обеспечивает приемлемый режим смазывания контактирующих по-
верхностей, но и в определенной мере способствует демпфированию кромоч-
ных и срединных ударов.  

В целом, анализ результатов исследований динамической нагруженно-
сти, шума, вибраций и толщин смазочной пленки с позиций оценки возмож-
ности их использования при мониторинге технического состояния зубчатой 
передачи в процессе ускоренных испытаниях показал следующее [14]:  

– в амплитудных спектрах шума и вибраций, характеризующих динами-
ческие процессы взаимодействия прямозубых зубчатых колес, наиболее зна-
чимой является зубцовая составляющая, но в целом спектры различны по со-
ставу и использование одного из них не всегда позволяет обеспечить получе-
ние достоверной и полной информации о техническом состоянии зубчатой 
передачи; 

– более информативны, по сравнению с шумом и вибрациями, парамет-
ры колебаний толщины смазочной пленки в зубчатом зацеплении, однако при 
их принятии (в качестве основного информативного источника мониторинга) 
их регистрацию и обработку можно отнести к наиболее сложно методически 
и аппаратно реализуемым процессам, требующим проведения специальной 
тарировки и наличия или введения электроизолирующих элементов в конст-
рукцию подшипниковых узлов; 

– существенное повышение информативности и достоверности монито-
ринга и диагностирования в процессе ускоренных испытаний технического 
состояния зубчатых передач по параметрам генерируемого ими шума и виб-
раций может быть достигнуто при их совместном использовании, а в ряде 
случаев, для ответственных трансмиссий, с дополнениями средствами кон-
троля кинематических параметров, регистрацией и анализом (с учетом реаль-
ного масштаба времени) размахов колебаний на зубцовых частотах с выделе-
нием параметров взаимодействия отдельных пар зубьев; 

– выбор режимов функционирования трансмиссии и анализ результатов 
мониторинга целесообразно осуществлять с учетом собственных крутильных 
и радиальных колебаний, включая колебания приведенной массы зубчатой 
передачи в зацеплении и на подшипниковых опорах; 

– технические возможности приведенного выше подхода позволяют оп-
ределить при ускоренных испытаниях зубчатых передач соответствия реаль-
ных параметров нагруженности зубьев и генерируемых зубчатой передачей 
шума и вибраций соответствующим прогнозируемым параметрам, выявить 
источник их отклонений от регламентируемых технической документацией 
значений, оценить техническое состояние отдельных пар зубьев и зубчатых 
колес в процессе их функционирования с целью прогнозирование исходного 
и остаточного ресурсов для сокращения длительности и объема исследований. 

В совокупности, использование приведенного выше позволяет в процес-
се ускоренных испытаний рассматривать каждую пару зубьев как отдельный 
объект исследований. При организации и проведении испытаний могут быть 
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использованы следующие методические подходы: 
– на основе анализа показателей точности испытываемых зубчатых ко-

лес по критерию погрешности шага зацепления могут быть подобраны угло-
вые скорости вращения и нагружающие моменты, при которых диапазон из-
менения нагруженности зубьев в сочетании с учетом влияния на долговеч-
ность толщины смазочной пленки и упрочнения рабочих поверхностей зубьев 
позволит (с использованием результатов испытаний одной – двух пар зубча-
тых колес) построить кривую усталости [12]; 

– без проведения предварительного контроля параметров точности мож-
но определить по вибрационным параметрам динамическую нагруженность и 
триботехнические условия взаимодействия каждого зуба испытываемых зуб-
чатых колес и с их использованием построить участок кривой усталости, со-
ответствующей диапазону варьирования нагрузки. 

К особенностям использования предлагаемого подхода можно отнести 
то, что для реализации процесса мониторинга должны быть подобраны мак-
симально информативные режимы функционирования зубчатых передач, ус-
тановлена минимально необходимая и достаточная для идентификации ре-
зультатов обработки регистрируемой информации с диагностируемым объек-
том номенклатура контролируемых параметров, приняты методики регистра-
ции, обработки и представления полученных данных, позволяющие исполь-
зовать для их реализации наиболее рациональные технически и экономически 
обоснованные, вычислительные средства. При этом, в процессе создания ме-
тодических и аппаратно-программных средств мониторинга технического со-
стояния вновь создаваемых или существенно модернизированных трансмис-
сий на основе зубчатых передач для их ускоренных испытаний, целесообраз-
но предварительное формирование базы данных, позволяющей существенно 
повысить информативность и достоверность результатов их проведения. Ори-
ентировочная схема такой базы данных показана на рисунке 4. 

Реализация приведенной на рисунке 4 базы данных позволяет сформи-
ровать систему сбора и накопления информации о служебных свойствах раз-
рабатываемых и изготавливаемых трансмиссий, позволяющую сократить до 
технически и экономических целесообразного минимума объемы испытаний 
при существенном повышении их информативности и достоверности прогно-
зирования на основе полученных результатов ресурсных параметров, вибра-
ций и шума. 

С ее использованием могут быть определены технически и экономически 
обоснованные схемы поузловой и интегральной разбраковки изготавливаемых 
трансмиссий либо по принципу "годности и брака", либо, в более информатив-
ном, а иногда и реализуемом на более технически сложном оборудовании, ва-
рианте выявления причин отклонений, их идентификации с источником и при-
нятии решения о целесообразности и наиболее экономически и технически 
обоснованных способах устранения выявленных отклонений [14-16]. 
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ИНФОРМАЦИОННОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ МОНИТОРИНГА И ДИАГНОСТИКИ 

Банк данных об ус-
ловиях эксплуата-
ции и параметрах 
эксплуатационной 
надежности и безо-
пасности аналогов 

Банк данных о функциональ-
ных, сервисных и иных воз-
можностях аналогов испыты-
ваемого объекта, а  также его 
конструкционных особеннос-
тях 

Банк данных 
об особеннос-
тях техноло-
гических схем 
и процессов 
изготовления 
аналогов 

Банк данных мето-
дик расчета и про-
гнозирования пара-
метров надежнос-
ти и  безопасности 
аналогов 

Банк данных о свой-
ствах материалов, ис-
пользуемых в аналогах 
или перспективных 
для применения в 
данных конструкциях 

б

Банк данных о результатах всех видов исследований и 
испытаний (в том числе сертификационных) аналогов, их 
узлов, деталей и элементов фрикционных сопряжений 

Банк данных с  методиками, 
нормативно-технической доку-
ментацией и пакетами про-
грамм проведения сертифика-
ционных испытаний деталей и 
узлов аналогов на ПЭВМ 

Разработка или модифицирование методики испытаний, анализ и выявление 
номенклатуры элементов, деталей и узлов, ресурсные параметры которых 
должны быть определены в процессе проведения натурных испытаний, 
разработка комплекса мероприятий по проведению испытаний, формирование 
необходимого методического и аппаратно-программного обеспечения, подго-
товка образцов для проведения испытаний  

Проведение стендовых натурных испытаний  

Анализ результатов испытаний, корректировка конструкции и технологических 
схем изготовления, формирование номенклатуры объектов мониторинга , 
методического и аппаратного обеспечения мониторинга и диагностирования на 
стадиях изготовления, последующих испытаний и в эксплуатации  

ИНФОРМАЦИОННОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ УСКОРЕННЫХ ИСПЫТАНИЙ 

 

Рисунок 4 – Схема информационного обеспечения подготовки, проведения и  
обработки результатов ускоренных испытаний 

 
Ориентировочная схема стендового оборудования для реализации пред-

лагаемого подхода показана на рисунке 5. 
При создании показанного на рисунке 5 стендового комплекса могут 

быть использованы специализированные или сформированные на основе се-
рийной элементной базы средства мониторинга и созданное или адаптиро-
ванное к конкретному объекту, задачам и условиям применения специализи-
рованное программное обеспечение. 
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Рисунок 5 – Схема стендового комплекса для проведения ускоренных испытаний 
и контроля качества изготовления и сборки многоступенчатых 

трансмиссий на основе зубчатых передач 
 
Заключение. Современный уровень аппаратно-программных средств и 

существующая номенклатура первичных преобразователей, значительное 
число которых имеет встроенный аналого-цифровой преобразователь, прак-
тически снимает ограничения с объемов регистрируемой и обрабатываемой 
информации. Это позволяет существенно расширить возможности снижения 
длительности, трудоемкости и себестоимости проведения испытаний путем 
реализации методического подхода, основанного на рассмотрении каждой па-
ры зубьев как отдельного объекта исследований. При этом может быть исполь-
зование сочетание традиционных методов обработки амплитудных спектров с 
новыми способами, базирующимися на комплексном анализе параметров 
функционирования и различных типов генерируемых трансмиссией колебаний, 
регистрируемых и обрабатываемых с учетом реального масштаба времени.  

 
Список литературы: 1. А.с. СССР №1626101.Способ испытаний прямозубых зубчатых колес на 
контактную усталость зубьев / О.В. Берестнев, В.Л. Басинюк, Н.Н. Ишин, В.П. Гардовский // 
Опубл. в Бюл. изобр. – 1991. – №5. 2. Создание микропроцессорного комплекса для диагностики 
технических систем; ч.I. / О.В. Берестнев, Н.Н. Ишин, В.Л. Басинюк и др. – Минск: ИНДМАШ 
НАН Беларуси, 1997. – 60с. 3. Патент РБ № 4261. Способ вибрационной диагностики нагружен-
ности зубьев зубчатых передач при испытаниях // О.В. Берестнев, Н.Н. Ишин, В.Л. Басинюк и др. 
4. Вибромониторинг передач зацеплением / Я.В. Басинюк, Н.Н. Ишин, Е.И. Мардосевич, В.Л. Басинюк // 
Теоретические и технологические основы упрочнения и восстановления изделий машиностроения: Сб. 
научн. тр. / Под ред. С.А. Астапчика, П.А. Витязя. – Минск: УП "Технопринт", ПГТУ, 2001. – С. 502-507. 
5. Basiniuk Y.V., Mardosevich E.I. Vibromonitoring of Technical Conditions of Dynamically Loaded 
Drive System // Nonlinear Dynamics, Chaos, Catastrophes and Control. – Students ND CCC. – Riga, 
2001. – P.21-24. 6. Вибромониторинг внутренней динамической нагруженности, точностных па-
раметров и износов отдельных пар зубьев передач зацеплением / Я.В. Басинюк, Н.Н. Ишин, В.Л. 
Басинюк, Е.И. Мардосевич // Вестник БГТУ. Машиностроение, Автоматизация, ЭВМ. – 2001. – 
№4(10). – C.48-53. 7. Петрусевич А.И. Основные выводы из контактно-гидродинамической теории 
смазки. – М.: Изд-во АН СССР, ОТН, 1951. – № 2. – С.209-233. 8. Райко М.В. Смазка зубчатых пе-
редач. – Киев: Техника, 1970. – 196с. 9. Камерон А. Исследование масляной пленки между зубья-
ми шестерен и питтинга на роликовой машине // Трение и износ в машинах. – М.: Изд-во АН 



 21

СССР, 1962. – Вып.ХVII. – С.103-111. 10. McEwen E. The Effect of Variation of Viscosity with Pres-
sure on the Load Carrying Capacity of Oil Films Between Gear Teeth // Journal of Inst. Pet. Vol. 38. – 
1952. 11. Эдкинс Р. В., Радзимовский Е.И. Исследование смазки цилиндрических прямозубых колес; 
несущая способность, толщина масляной пленки и коэффициент полезного действия // Теоретиче-
ские основы инженерных расчетов. – №3. – М.: Мир, 1965. – С.133-146. 12. Трение, изнашивание и 
смазка. Справочник. В 2-х кн. – Кн.2. / Под ред. И.В. Крагельского и В.В. Алисина. – М.: Машино-
строение, 1979. – 358с. 13. Сусин А.А. Химико-термическое упрочнение высоконапряженных де-
талей. – Мн.: Беларуская навука, 1999. – 175с. 14. Басинюк, В.Л. Динамика, шум и смазка зубча-
тых передач / В.Л. Басинюк. – Гомель: ИММС, 2006. – 224с. 15. Методика ускоренных сравни-
тельных испытаний цилиндрических зубчатых колес // В.П. Гордовский, О.В. Берестнев, В.Л. Ба-
синюк, В.К. Дубовский. – М.: ГОСНИТИ, 1988 – 65с. 16. Басинюк Я.В., Мардосевич Е.И., Басинюк 
В.Л. Оценка качества изготовления и сборки редукторов передач зацеплением по внутренней дина-
мической нагруженности отдельных пар зубьев, определенной по вибрациям подшипниковых опор 
// Фундаментальные и прикладные проблемы теории точности процессов машин, приборов и сис-
тем: Тр. пятой сессии междунар. научн. школы / Под ред. д.т.н., проф. В.П. Булатова и д.т.н., проф. 
Л.В. Ефремова. – СПб: ИПМаш РАН, 2002. – С.213. 

Поступила в редколлегию 24.05.11 
 
 
 
 
УДК 621.833 
 

M. БOШАНСКИ, к.т.н., проф., институт транспортных технологий и инженер-
ного проектирования факультета инженерной механики Сло-
вацкого технологического университета, Братислава, Словакия 

П. TОКОЛИ, к.т.н., инж., институт транспортных технологий и инженерно-
го проектирования факультета инженерной механики Сло-
вацкого технологического университета 

A. ВАНЯ, аспирант, инж., институт транспортных технологий и инженерно-
го проектирования факультета инженерной механики Словацко-
го технологического университета 

И. КОЖУХ, к.т.н., институт транспортных технологий и инженерного про-
ектирования факультета инженерной механики Словацкого тех-
нологического университета 

 
ВОЗМОЖНОСТЬ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ НЕЭВОЛЬВЕНТНОГО 
ЗАЦЕПЛЕНИЯ В КОРОБКАХ ПЕРЕДАЧ 
СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННЫХ МАШИН 

 
В статье представлена математическая характеристика неэвольвентной выпукло-вогнутой зубча-
той передачи, ее геометрические параметры и соответствие основным условиям синтеза для дан-
ного вида зацепления. Также представлено: влияние основных геометрических характеристик на 
повышение нагрузочной способности в точке контакта; сравнение результатов интенсивности 
давления в точке контакта для выпукло-вогнутой зубчатой передачи и эвольвентной. 
 
У статті представлено математичну характеристику неевольвентної опукло-увігнутої зубчастої 
передачі, її геометричні параметри та відповідність основним умовам синтезу для даного виду 
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зачеплення. Також представлено: вплив основних геометричних характеристик на підвищення 
навантажувальної здатності у точці контакту; співставлення результатів інтенсивності тиску в 
точці контакту для опукло-увігнутої зубчастої передачі та евольвентної. 
 
The mathematical characterization of the non-involute convex-concave gearing, its geometrical parame-
ters and correctness basic conditions of generating with this gearing types are presented in this article. 
Influences of the basic geometrical characteristics on the enhancement carrying capacity at the point of 
contact and comparison results of convex-concave gearing and involute one from the point of contact 
pressure intensity view are presented as well. 
 

Введение. Образование повреждений на рабочей поверхности зуба коле-
са подразумевает под собой неравномерную работу зубчатого зацепления и, в 
связи с этим, дополнительные колебания во всех составных частях техниче-
ского оборудования. По этой причине вопрос, о повреждении поверхности 
зуба, постоянно находится в центре внимания профессионального интереса. 
Как только поверхность деформируется, происходят последующие частичные 
повреждения в течение работы зубчатого зацепления: изнашивание, заедание, 
усталостные повреждения рабочих поверхностей зубьев в результате биения 
и пластической деформации. Анализ указанных выше повреждений поверх-
ностей зубьев показывает, что уменьшение контактного напряжения, плав-
ность работы, использование масла играет важную роль в увеличении нагру-
зочной способности зубчатой передачи. При оценке этих параметров для раз-
ных типов зубчатых колес известно, что выпукло-вогнутая передача имеет 
гораздо лучшие результаты, чем эвольвентная [1-3]. Анализ аварийных по-
вреждений поверхностей зубьев, заедание и образование пластических де-
формаций показывают важность изменения радиуса кривизны. Что касается 
влияния конкретных геометрических параметров, максимальные значения 
радиуса кривизны в полюсе C выпукло-вогнутого зацепления и, одновремен-
но, в текущей точке зацепления не могут быть достигнуты. По этой причине 
необходимо определить не-
которые рациональные зна-
чения основных геометриче-
ских параметров. Для выпук-
ло-вогнутой зубчатой пере-
дачи данные рекомендации 
приведены в [4, 5]. 
 

Основная часть. Вы-
пукло-вогнутые зубчатые пе-
редачи относятся к группе 
прямозубых цилиндрических. 
Главной особенностью дан-
ных передач является то, что 
форма боковой кривой зуба 
состоит из двух основных 
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Рисунок 1 – Линия зацепления выпукло-вогнутой 

зубчатой передачи
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кривых – выпуклой и вогнутой. Из теории известно, что криволинейный про-
филь зубьев зависит от формы линии зацепления [6-8]. Линия зацепления вы-
пукло-вогнутой зубчатой передачи состоит из двух круговых дуг, см. рисунок 
1. Из рисунка видно, что приведенный профиль имеет точку перегиба C, движе-
ние которой по линии зацепления описывается параметрическим уравнением.  

Зубчатая передача такого вида образуется в результате того, что линия 
зацепления имеет форму "S" с симметрией дуг. Т.е., зубчатая передача явля-
ется симметричной выпукло-вогнутой – см. рисунок 2, а в случае несиммет-
ричных дуг зубчатая передача является несимметричной выпукло-вогнутой 
[5]. Координаты точек могут быть отображены математически двумя путями, 
а именно при помощи построения Альтмана [6], или при помощи векторного 
представления движения точки зацепления [9]. Второй способ более простой 
в расчете, в нем координаты точки профиля (1) и линия зацепления (2) явля-
ются точными функциональными зависимостями. 
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Первая запись соответствует верхней части линии зацепления, а вторая – 

нижней. Подобным об-
разом для расчета значе-
ния rkh будет замена 
верхней части линии 
контакта и для значения 
rkd будет замена нижней 
части. Удобство расчета 
формы профиля зубча-
той рейки и впоследст-
вии также формы про-
филя зуба по приведен-
ным уравнениям оче-
видно. Точность коор-
динат точек профиля за-
висит от шага, который 
отображает изменение 
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Рисунок 2 – Симметричная выпукло-вогнутая передача 
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Рисунок 3 – Правильное зацепление с выпукло-вогнутым контактом 

угла Cα . Отсюда вытекает, что чем больше частота шага в расчете, тем более 
точные данные для промышленного производства зубчатого колеса. Форма 
профиля зуба выпукло-вогнутой передачи, его основная кинематика и гео-
метрические характеристики могут влиять на изменения следующих пара-
метров:  

– угол зацепления в полюсе – Cα ;  
– радиус кривизны верхней части линии зацепления – khr ; 
– радиус кривизны нижней части линии зацепления – kdr ; 
– нормальный модуль, коэффициент высоты головки зуба и число зубьев 

шестерни или колеса.  
Изменение формы профиля зуба выпукло-вогнутой зубчатой передачи, а 

также изменение характеристик зацепления могут быть достигнуты измене-
нием любого из вышеприведенных параметров или их комбинаций. Измене-
ние характеристик не может быть произвольным, а только в пределах, кото-
рые будут обеспечивать создание таких зубьев, чтобы в передаче выпуклая 
часть зуба входила в зацепление с вогнутой частью противоположного зуба и 
наоборот – т.е. выпукло-вогнутый контакт был достигнут [1].  

В зубчатой передаче, у которой профиль зубчатого колеса представляет 
собой две кривые, вытекают очевидные условия выпукло-вогнутого контакта, 
приведенные на рисунке 3. Итак, зубья будут в выпукло-вогнутом контакте в 
том случае, если радиус кривизны в точках, которые образуют профиль нож- 
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ки зуба, будут на участке b, линия зацепления отрицательная – b1ρ , а радиус 
кривизны в точках, которые образуют профиль головки, зуба, будут на участ-
ке a, линия контакта положительна – a1ρ . В сопряженном колес радиус кри-
визны в точках, которые образуют профиль ножки зуба, будут на участке b, 
линия контакта положительная – b2ρ , а радиус кривизны в точках, которые 
образуют профиль головки зуба, будут на участке a, линия контакта отрица-
тельна – a2ρ . Основные геометрические параметры выпукло-вогнутых зуб-
чатых передач могут быть выбраны индивидуально или как взаимная комби-
нация. Но в определенной их комбинации ситуация может быть такой, что 
зубчатая передача не будет выпукло-вогнутой в пределах смысла выше ска-
занного определения [1, 2]. Следовательно, общие комбинации геометриче-
ских параметров выпукло-вогнутой передачи zmr nck ,,,α , могут быть выбра-
ны только тогда, когда зубья будут выпукло-вогнутые. Описание необходи-
мых условий выпукло-вогнутого профиля зуба шестерни или колеса основы-
вается на корреляции, приведенной в [1] и на рисунке 4. С точки зрения усло-
вий выпукло-вогнутой шестерни условие 01 <bρ  не вызывает сомнение и 
аналогично для колеса 02 <aρ . Следовательно, нижеследующее неравенство 
должно подходить для радиусов кривизны ножки шестерни: 
 

Зависимость числа зубьев z и угла зацепления αc 
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Рисунок 4 – Диаграмма для выбора радиуса кривизны линии зацепления 
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а последующее неравенство должно подходить для радиусов кривизны ножки 
колеса: 
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Мы подошли к выражению для взаимного влияния основных геометри-

ческих параметров выпукло-вогнутой зубчатой передачи, полученного реше-
нием неравенств (3) и (4). Оно может быть выражено следующим неравенст-
вом для ведущей шестерни при выполнении условия правильности зацепления: 
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Следующее неравенство также подходит для выпукло-вогнутого зуба 
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Неравенства (5) и (6) отображают условие выпукло-вогнутого зацепле-

ния, но в границах вышеприведенных неравенств, значения упомянутых гео-
метрических параметров могут быть взаимно изменены таким образом, что 
изменение условий зацепления выпукло-вогнутой передачи может быть дос-
тигнуто. Анализ влияния основных геометрических параметров выпукло-
вогнутой передачи на правильность зацепления, которое приведено в [5], яв-
но показывает, что упомянутые изменения значений результатов часто про-
тивоположно влиянию на изменения качественных характеристик выпукло-
вогнутой передачи. В их выборе необходимо основываться на конкретных 
требованиях, которые предъявляются к определенной зубчатой передаче. 

 
Результаты и обсуждение. Герц был первый, кто заинтересовался про-

блемой силового контакта двух упругих тел и, таким образом, образовалось 
определение напряжения по Герцу, которое заключается в следующем: вели-
чина напряжения есть результат влияния формы сопряженных зубьев колес, 
которые имеют зависимость между изменением радиуса кривизны rρ  и ука-
занными напряжениями Герца. Таким образом, уменьшение величины кон-
тактных напряжений может быть достигнуто посредствам изменения формы 
зуба, когда этим достигается изменение радиуса кривизны ножки зуба в заце-
плении. Однако, если мы хотим изменить форму кривой профиля зуба так, 
чтобы радиус кривизны увеличился, необходимо знать влияние геометриче-
ских параметров выпукло-вогнутой передачи на изменение формы зуба.  
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Если мы применяем условия противодействия зубчатой передачи вы-
крашиванию, заеданию и пластической деформации, то необходимо рассмот-
реть определенную взаимосвязь основных геометрических параметров в со-
ответствии с соотношениями (5) и (6) при их выборе для выпукло-вогнутой 
передачи. Тогда для конкретного значения угла зацепления в полюсе cα =18° 
применяются взаимозависимые значения модуля nm  и числа зубьев шестерни 
Z, указанные в таблице 1. Кроме того, они представлены в виде пространст-
венной диаграммы на рисунке 5. 

 
Таблица 1 – Зависимость rkh,d, m и z при αc=18° 

 m 
z 1,5 2,5 3,5 5 7 10 15 20 

12 4,279755 7,132924 9,986094 14,26585 19,97219 28,5317 42,79755 57,0634 
13 4,636401 7,727335 10,81827 15,45467 21,63654 30,90934 46,36401 61,81868
14 4,993047 8,321745 11,65044 16,64349 23,30089 33,28698 49,93047 66,57396
15 5,349693 8,916156 12,48262 17,83231 24,96524 35,66462 53,49693 71,32924
16 5,70634 9,510566 13,31479 19,02113 26,62958 38,04226 57,0634 76,08453
17 6,062986 10,10498 14,14697 20,20995 28,29393 40,41991 60,62986 80,83981
18 6,419632 10,69939 14,97914 21,39877 29,95828 42,79755 64,19632 85,59509
19 6,776278 11,2938 15,81132 22,58759 31,62263 45,17519 67,76278 90,35038
20 7,132924 11,88821 16,64349 23,77641 33,28698 47,55283 71,32924 95,10566
21 7,489571 12,48262 17,47566 24,96524 34,95133 49,93047 74,89571 99,86094
22 7,846217 13,07703 18,30784 26,15406 36,61568 52,30811 78,46217 104,6162
23 8,202863 13,67144 19,14001 27,34288 38,28003 54,68575 82,02863 109,3715
24 8,559509 14,26585 19,97219 28,5317 39,94438 57,0634 85,59509 114,1268
25 8,916156 14,86026 20,80436 29,72052 41,60873 59,44104 89,16156 118,8821
26 9,272802 15,45467 21,63654 30,90934 43,27308 61,81868 92,72802 123,6374
27 9,629448 16,04908 22,46871 32,09816 44,93742 64,19632 96,29448 128,3926
28 9,986094 16,64349 23,30089 33,28698 46,60177 66,57396 99,86094 133,1479
alfac 18   

 
Выводы. При выборе геометрических параметров выпукло-вогнутой 

передачи, необходимо взять за основу конкретные требования, которые при-
меняются к той или другой передаче. Анализ различных нарушений и повре-
ждений поверхности зуба – выкрашивания, заедания и возникновения пла-
стической деформации показало, что одним из основных факторов, который 
влияет на их возникновение, можно считать размер относительных радиусов 
кривизны зубьев [10, 11]. Что касается спорных взаимодействий различных 
геометрических параметров, невозможно достичь максимальных значений 
относительного радиуса кривизны выпукло-вогнутых зубьев в полюсе зацеп-
ления С и одновременно в крайних точках зацепления – B, D. Таким образом, 
это означает, что необходимо ввести некоторые рациональные значения пу-
тем варьирования радиуса кривизны khr  и угла зацепления cα  в полюсе, ко-
торые были бы оптимальными с точки зрения заданной цели. 
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Зависимость z, m, rkh,d при αc=18° 
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Рисунок 5 – Зависимость модуля, числа зубьев шестерни, кривизны линии 

зацепления для данного угла зацепления в полюсе 

Если исходить из происхождения выкрашивания, заедания и пластической 
деформации, то необходимо рассмотреть определенную взаимосвязь основных 
геометрических параметров в соответствии с соотношениями (5) и (6) при их 
выборе для выпукло-вогнутой передачи. В таблице 1 [5] даны взаимосвязанные 
значения модуля nm , числа зубьев шестерни Z для угла зацепления cα =18°. 
Кроме того, они показаны на пространственной диаграмме на рисунке 5. Таким 
же образом можно разработать аналогичные диаграммы для различных вариан-
тов угла зацепления cα  в полюсе. Основанный на подробном анализе влияния 
различных геометрических параметров выпукло-вогнутой зубчатой передачи 
по качественным показателям, этот метод больше всего подходит для выбора 
максимально возможного угла зацепления cα  в полюсе и максимально воз-
можного радиуса кривизны rk.. 

Максимально возможные значения угла зацепления cα  в полюсе позво-
ляют достичь максимальных значений относительных радиусов кривизны в 
полюсе и в близких к нему областях, а максимально возможная величина ра-
диуса кривизны линии зацепления rkh,d позволяют сделать выпукло-вогнутую 
передачу работоспособной – то есть обеспечить коэффициент перекрытия 
εα>1,1.  

Графическая и расчетная модели, указанные в [1, 12, 13], были исполь-
зованы для моделирования задачи контакта выпукло-вогнутой передачи. За-
дача моделирования контакта была решена при помощи системы ANSYS. 
Аналогичная модель была использована для решения задач контакта эволь-
вентного зацепления.  
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Результаты решения показывают, что в случае, когда форма зуба выпукло-
вогнутой передачи была разработана из условия максимальных величин радиу-
са кривизны в полюсе зацепления, контактные напряжения в точках B, D суще-
ственно ниже – минимум на 25% (см. таблицу 2) по сравнению с эвольвентным 
зубом [3]. В случае моделирования зуба выпукло-вогнутой формы с целью дос-
тижения максимальных значений приведенных радиусов кривизны в точках B, 
D, значения контактных на-
пряжений по сравнению с 
эвольвентным зацеплением 
еще ниже. Т.е. за счет выбора 
основных геометрических па-
раметров выпукло-вогнутой 
передачи мы можем достичь в 
зацеплении существенно более 
низких значений контактных 
напряжений по сравнению с 
эвольвентной передачей без 
кардинального ухудшения дру-
гих параметров зацепления. 
 
Работа была выполнена в рам-
ках решения проектов гранта 
VEGA 1/0189/09.  
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Таблица 2 – Величины контактных напряжений в 
выпукло-вогнутом и эвольвентном зацеплениях 
Зацепление σ1D[MПa] σ2D[MПa] σE[MПa] 

KK1 –404,17 28,55 779,78 
E1 20,26 64,219 1138 

KK2 –312,8 15,33 529,8 
E2 9,112 29,277 778,8 

KK3 –162,97 13,29 670,6 
E3 9,12 26,872 902,1 

KK4 –583,43 27,84 736,9 
E4 26,19 37,181 1023 

KK5 –126,05 9,05 883,4 
E5 5,36 13,373 1289 

KK – выпукло–вогнутое зацепление, E – эвольвентное за-
цепление, σ – величины контактных напряжений в точках 
D,E на линии зацепления выпукло-вогнутой и эвольвент-

ной передач 
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ПОВЕРХНОСТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ГИПЕРБОЛОИДНЫХ 
ИНСТРУМЕНТОВ В СИСТЕМЕ PowerSHAPE 

 
Разработаны математическое обеспечение и алгоритм поверхностного моделирования зубьев ги-
перболоидного инструмента. Полученные поверхностные модели позволяют контролировать 
точность изготовления зубьев гиперболоидного инструмента с помощью современных коорди-
натно-измерительных машин, проводить всесторонний анализ условий контактирования зубьев 
колеса и инструмента.  
 
Розроблено математичне забезпечення і алгоритм поверхневого моделювання зубців гіперболої-
дного інструменту. Отримані поверхневі моделі дозволяють контролювати точність виготовлен-
ня зубців гіперболоїдного інструменту за допомогою сучасних координатно-вимірювальних ма-
шин, проводити всебічний аналіз умов контактування зубців колеса та інструменту. 
 
Hyperbola instrument teeth mathematic support and surface modeling algorithm has been developed. Ob-
tained surface models allow to control precision of hyperbola instrument teeth manufacturing using modern 
coordinate-measuring machines and to conduct comprehensive analysis of wheel teeth and instrument contact. 
 

Введение. Условия конкуренции на современном рынке предъявляют по-
вышенные требования к качеству выпускаемой продукции, повышению произ-
водительности и снижению себестоимости изготовления конечных изделий. 

Одним из путей повышения качества зубчатых передач является выбор 
рациональной геометрии поверхностей зубьев, позволяющей повысить кон-
тактную прочность и износостойкость изготовляемых колес. В настоящее 
время исследовано и предложено большое количество исходных контуров 
для различных видов передач: эвольвентных, синусоидальных, циклоидаль-
ных, комбинированных, с зацеплением Новикова и других. Работы в этом на-
правлении продолжаются. 

Основной из причин, препятствующих внедрению таких передач, явля-
ется отсутствие универсальной математической базы, позволяющей прово-
дить сравнительный анализ передач с различной геометрией зубьев колес, 
проектировать прогрессивные виды инструментов, выбирать их рациональ-
ную геометрию, разрабатывать эталонные поверхностные и твердотельные 
компьютерные модели инструментов для их контроля на современных коор-
динатно-измерительных машинах. 

 
Целью данной работы является разработка математического обеспече-

ния и алгоритма поверхностных моделей рабочих участков зубьев гипербо-
лоидного инструмента. 
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Основная часть. В системах автоматизированного проектирования ши-
роко используется создание линий и поверхностей на основе сплайнов. Прак-
тически каждый, кто работал в этих системах, сталкивался с этой функцией. 
Однако до настоящего времени теория сплайнов практически не используется 
в теории формообразования и теории зубчатых зацеплений.  

Основным достоинством сплайнов является то, что с достаточной степе-
нью точности с их помощью можно представить любую гладкую ограничен-
ную кривую, т.е. любой из существующих исходных контуров производящей 
поверхности можно представить одной формулой, аппроксимировав его с 
помощью сплайна. Отличие будет только в значениях управляемых парамет-
ров, в качестве которых выступают опорные и управляющие точки сплайна. 

Использование теории сплайнов позволяет получить универсальное ма-
тематическое обеспечение для анализа и синтеза производящих поверхно-
стей, зубообрабатывающих инструментов и зубчатых передач с улучшенны-
ми геометро-кинематическими показателями. 

В качестве такого сплайна рассмотрим широко используемую кривую 
Безье третьего порядка. Радиус-вектор исходного контура производящей по-
верхности имеет вид: 
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где p0, p1, p2, p3 – радиус-векторы опорных и управляющих точек, опреде-
ляющих форму кривой, описывающей исходный контур производящей по-
верхности, 1...0=λ  – текучий параметр, определяющий точку на кривой. 

Разработанный и приведенный в работе [3] алгоритм, основанный на 
теории сплайнов и теории формообразования, позволяет выбрать рациональ-
ную кривую, описывающую контур поверхности производящего колеса и ав-
томатически передать ее в одну из CAD-систем. 

На рисунке 1 приведена кривая, разбитая на сто участков, каждый из ко-
торых представляет сплайн. Разработанная теория позволяет рассматривать 
каждый участок отдельно, но требования к точности геометрии инструмента 
позволяют упростить задачу синтеза, аппроксимировав весь участок кривой 
одним сплайном (рисунок 2). 

Причем, математическое описание вспомогательных кривых, скругляю-
щих исходный контур у корня и на головке зуба (рисунок 3) имеет точно та-
кое же описание в виде кривой Безье третьего порядка. На рисунках 3, 4 по-
казаны размеры, определяющие расстояние от осей системы координат до 
управляющих и опорных точек сплайновых кривых, описывающих исходный 
контур поверхности производящего колеса.  

Для удобства размеры увеличены в 10 раз. Координаты этих точек явля-
ются исходной информацией для построения поверхностей зубьев гипербо-
лоидного инструмента, колеса и поверхности зацепления. 
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Рисунок 1 – Точки контура Рисунок 2 – Аппроксимация сплайном 

 

 
а б 

Рисунок 3 – Координаты опорных и управляющих точек сплайна 
 

При выборе рациональной геометрии зубьев гиперболоидного инстру-
мента большое значение имеют параметры, определяющие угол скрещивания 
между осями и число заходов гиперболоидного инструмента, влияющие на 
передаточное отношение. Все эти параметры были учтены при получении ма-
тематических зависимостей и разработке алгоритма определения контактных 
линий. На рисунке 4 приведен интерфейс программы "Контактные линии", 
позволяющей определять точки контакта поверхностей зубьев гиперболоид-
ного инструмента, зубчатого колеса и поверхности зацепления. Координаты 
контактных точек автоматически сохраняются в текстовом файле (рисунок 5). 

Для моделирования поверхностей зубьев гиперболоидного инструмента 
будем использовать систему трибридного моделирования PowerSHAPE, раз-
работанную компанией Delcam (Великобритания). Алгоритм создания по-
верхности следующий. В заданной системе координат выбираем команду 
"Создать точку" . Дважды щелкаем левой кнопкой мыши в поле ввода 
координат, тем самым вызывая командное окно. Копируем координаты точек 
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контактной линии в полученном текстовом файле (рисунок 5) и вставляем 
после "Enter point >" в командное окно (рисунок 6). 
 

 
Рисунок 4 – Интерфейс программы "Контактные линии" 

 

 
Рисунок 5 – Координаты контактных точек 

 

 
Рисунок 6 – Командное окно 

 
В результате этих действий на экране отрисовывается группа контакт-

ных точек, описывающих контактную линию в заданной системе координат 
(рисунок 7). 
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Рисунок 7 – Отрисовка контактных точек 

 
Соединяя контактные точки сплайнами, получаем контактные линии на 

рабочей поверхности зуба (рисунок 8,а). 
На рисунке 8,б показаны так же контактные линии на вспомогательных 

участках зуба.  
 

  
а б 

Рисунок 8 – Контактные линии 
 
Далее по контактным линиям строим поверхность. На рисунке 9,а пока-

зано построение поверхности рабочего участка зуба, а на рисунке 9,б – по-
верхности зуба, включая вспомогательные участки. 

 
Выводы. Разработанное математическое обеспечение и предложенный 

алгоритм поверхностного моделирования зубьев гиперболоидного инстру-
мента позволяет не только контролировать точность изготовления зубьев ги-
перболоидного инструмента с помощью современных координатно-
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измерительных машин и специального программного обеспечения, но и про-
водить всесторонний анализ условий контактирования зубьев колеса и инст-
румента, анализировать поведение точек контакта в заданной области, тем 
самым подтверждая или опровергая результаты теоретических расчетов. 

 

 
а 

 
б 

Рисунок 9 – Построение поверхности зуба 
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гиперболоидными инструментами: Монография. – Луганск: изд-во ВНУ, 1994. – 112с. 2. Вітренко 
В.О. Гіперболоїдні інструменти для обробки і обладнання прямозубих зубчатих коліс: Автореф. 
дисс… докт.техн.наук. – Київ, 1995. – 32с. 3. Воронцов Б.С. Моделирование гиперболоидных инст-
рументов с использованием CAD – систем / Б.С. Воронцов, В.А. Витренко, И.А. Бочарова, И.А. Ки-
риченко // Надійність інструменту та оптимізація технологічних систем// Збірник наукових праць. – 
Краматорськ: ДДМА, 2005. – Вип.№17. – С.318-323. 4. Воронцов Б.С. Компьютерное формообразо-
вание твердотельных моделей гиперболоидных инструментов // Надійність інструменту та оптимі-
зація технологічних систем. Збірник наукових праць. – Краматорськ, 2007. – Вип.№21 – С.298-302. 
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УДК 621.83 
 

В.Н. ВЛАСЕНКО, к.т.н., председатель ТК-47 "Механічні приводи", г. Киев 
 
РАБОТЫ ТК-47 ПО РАЗВИТИЮ НОРМАТИВНОЙ БАЗЫ  

  
Рассмотрены работы, выполненные за последний год техническим комитетом Украины по стан-
дартизации ТК-47 "Механічні приводи" по развитию нормативной базы. 
 
Розглянуто роботи, виконані за останній рік технічним комітетом України зі стандартизації ТК-
47 "Механічні приводи" з розвитку нормативної бази. 
 
Considered work done over the last year the TC-47 Ukraine Technical Committee on standardization 
"Mechanical drives" to develop of normative base. 
 

В технический комитет Украины по стандартизации ТК-47 "Механічні при-
води", созданный в 1994г. с целью ускорения технического прогресса в области 
конструирования, изготовления и испытания механических приводов общема-
шиностроительного и специального применения, входит 23 коллективных члена. 
Выполнение функции секретариата технического комитета возложено на голов-
ную организацию Минпромполитики Украины в области редукторостроения на-
учно исследовательский институт "Редуктор" (АОЗТ "НИИ "Редуктор"). 

За годы функционирования ТК-47 разработаны более 160 стандартов 
(ГКНД, ГОСТ, ДСТУ, ДСТУ ISO). Работа комитета осуществляется на осно-
вании годовых программ работ. На начальном этапе разработки велись по 
созданию стандартов вида ГОСТ (ДСТУ), затем акцент работ был смещен в 
сторону разработки национальных стандартов, гармонизированных со стан-
дартами ISO. В настоящий момент с нормативной базой ТК-47 можно озна-
комиться на сайте: http://www.i.com.ua/-niiredut. 

К сожалению, предложения членов ТК-47 по включению в проект плана 
на 2010г. очередной тематики не были приняты, в связи с сокращением объе-
мов финансирования, а также принятием директивы Госпотребстандартом 
Украины о необходимости срочной реализации плана по разработке комплек-
са стандартов гармонизированных с международными стандартами содержа-
щих требования безопасности. 

Работы ТК-47 в 2010г. проводились по следующим направлениям: 
– расширение базы гармонизированных с ISO стандартов по номенкла-

туре землеройных машин – 13 стандартов ДСТУ ISO [1, 2 и др.]; 
– расширение базы гармонизированных с ISO стандартов по номенкла-

туре текстильных машин – 17 стандартов ДСТУ ISO [3, 4 и др.]; 
– расширение базы гармонизированных с ISO стандартов по номенклатуре 

пищевого перерабатывающего оборудования – 8 стандартов ДСТУ ISO [5, 6 и др.]. 
Работы выполнялись сотрудниками АОЗТ "НИИ "Редуктор", НПФ 

"ВИГТЕК", МП ООО "Редуктор-сервис" АО "Механика" и ООО "Редут". Не-
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смотря на очень большой объем работ, впервые с 1994г. финансирование Гос-
потребстандартом не было проведено. Работы в полном объеме перенесены в 
план работ на 2011г. Следует отметить, что стандарты (с полным перечнем ко-
торых можно ознакомиться на вышеуказанном сайте) содержат много требова-
ний по безопасности, которые представляют интерес и для специалистов зани-
мающихся проектированием и производством механических приводов. 

Учитывая сложность приобретения стандартов в различных регионах 
Украины, в ТК-47 созданы подразделы нормативной базы (по методам испы-
таний, техническим требованиям, расчетным методикам), с которыми спе-
циалисты могут ознакомиться по запросу в АОЗТ "НИИ "Редуктор" (по элек-
тронным адресам: niireductor@yandex.ru, niiredut@I.com.ua). 

 
Список литературы: 1. EN 474-1:2006; A1:2009 Землерийні машини. Безпека. Частина 1. Загальні 
вимоги. – 52с. 2. EN ISO 3471:2008 Землерийні машини. Захисні пристрої від перекидання. Експлу-
атаційні вимоги та лабораторні методи випробування. – 45с. 3. EN ISO 9902 1:2001; А1:2009 Маши-
ни текстильні. Методи випробування на шум. Частина 1. Загальні вимоги. – 21с. 4. EN ISO 9902-
2:2001; А1:2009 Машини текстильні. Методи випробування на шум. Частина 2. Підготовчо-
прядильні та прядильні машини. – 26с. 5. EN 12041:2000; А1:2009 Харчове переробче устатковання. 
Тісто-формувальні машини. Вимоги щодо безпеки і гігієни. – 55с. 6. EN 13954:2005 Харчове пере-
робче устатковання. Машини для нарізання хліба. Вимоги щодо безпеки і гігієни. – 49с.  
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СУЧАСНІ МЕТОДИ РОЗРАХУНКУ НА ТЕРМІЧНУ ЗДАТНІСТЬ 
МЕХАНІЧНОГО ПРИВОДА ЗАГАЛЬНОМАШИНОБУДІВНОГО 
ТА СПЕЦІАЛЬНОГО ПРИЗНАЧЕННЯ 

 
В статье представлены современные методы расчета та термическую способность механического 
привода общемашиностроительного и специального назначения. 
 
В статье представлены современные методы расчета та термическую способность механического 
привода общемашиностроительного и специального назначения. 
 
Modern methods of calculating the thermal ability mechanical occasion of general and special purpose. 

 
Потреба промисловості в високонавантажених механічних приводах за-

гальномашинобудівного та спеціального призначення постійно зростає. Це 
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спонукає розробників вирішувати питання створення зубчастих приводів за 
умови виконання вимог високої навантажувальної здатності та довговічності, 
а також вимог відносно перевірки термічної здатності зубчастих передач різ-
ного типу. 

В ТК-47 розроблені ДСТУ ISO гармонізовані з міжнародними стандар-
тами стандарти на розрахунок термічної здатності зубчастих передач [1, 2], 
які прийняті до використання конструкторським підрозділом АТЗТ "НДІ "Ре-
дуктор". 

Частина [1] є американською версією. Вона використовує аналітичну 
модель балансу тепла для обчислення термічної потужності, що передається 
одно- або багатоступінчастим редуктором, змащеним мінеральним маслом. 
Багато із коефіцієнтів в аналітичній моделі показують їх походження з опуб-
лікованих робіт різних авторів. Методика базується на методі розрахунку, 
представленому в технічному документі 96FTM9 AGMA (Американська асо-
ціація виробників передач). Втрати в підшипниках розраховані із інформації 
каталогів, що надані виробниками підшипників, яка в свою чергу наведена в 
роботі Палмгрена. Формулювання втрат передачі на опір повітря і збовтання 
масла спочатку з'явилося в праці, представленої Дадлі і було видозмінене в 
частині ефектів від зміни в'язкості масла і кількості занурень передачі. Втрати 
в зачепленнях отримані із ранніх досліджень тертя кочення і ковзання, які 
моделюють дію зуба передачі за допомогою роликових машин тертя. Коефі-
цієнти в рівнянні втрат в зачепленнях були удосконалені від багатократного 
регресивного аналізу параметрів експериментальних даних із великої кілько-
сті випробувань типових промислових редукторів. Ці редуктори були піддані 
випробуванням з змінюванням експлуатаційних умов в широкому діапазоні. 
Параметри експлуатаційних умов в випробувальній матриці включали швид-
кість, потужність, напрям обертання і кількість масла. Формулювання підтве-
рджене перехресною перевіркою прогнозованих результатів з експеримента-
льними даними для різноманітних типів редукторів від різних виробників. 

Частина [2] основана на німецькій версії, за допомогою якої розрахована 
термічна рівновага між втратою потужності і розсіянням тепла. Із цієї рівно-
ваги можна розрахувати очікувану температуру масляної ванни зубчастої пе-
редачі для даної передаваної потужності, так і максимальну передавану по-
тужність для даної максимальної температури масляної ванни. Це також дає 
можливість обчислити, при змащенні розбризкуванням, кількість зовнішньо-
го охолодження, необхідного для підтримки температури заданої подачі мас-
ла. Методом розрахунку є процес ітерації. 

Втрату потужності циліндричних, конічних, гіпоїдних і черв'ячних пере-
дач можна розрахувати відповідно до теоретичних і експериментальних до-
сліджень різних типів зубчастих передач, здійснених в Технічному універси-
теті Мюнхена. Втрата потужності зубчастої передачі, залежна від наванта-
ження, закінчується розрахунком коефіцієнта тертя в зачепленні. Вплив осно-
вних параметрів навантаження, швидкості, в'язкості і шорсткості поверхні на 
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коефіцієнт тертя був виміряний індивідуально на здвоєних дискових контро-
льно-вимірювальних приладах і перевірений експериментами передач. Такі 
рівняння для коефіцієнта тертя були використані в [1] при обчисленні зношу-
вальної здатності передач від навантаження і використані в методах німець-
ких стандартів для розрахунку відносного ступеню нагріву від товщини плів-
ки масла, щоб оцінити ризик зношування і мікропітінгу. Втрата потужності, 
не залежної від навантаження, отримана із систематичних експериментів з рі-
зноманітними параметрами із виданих науково-дослідних робіт. Розрахунок 
втрати потужності антифрикційних підшипників був взятий із досвіду вироб-
ників підшипників, опублікований в їх найсвіжіших каталогах. 

Рівняння для теплового розсіяння базуються на теоретичних міркуван-
нях, об'єднаних з експериментальними дослідженнями на зразках корпусів 
зубчастих передач, використовуючи різні конфігурації стінки при вільній і 
примусовій конвекції. Випромінювання із корпуса базується на законі Стефа-
на-Больцмана, з виміряними величинами відносного коефіцієнта випроміню-
вання, виміряного для різної поверхневої обробки і покриттів поверхні кор-
пуса передачі. Також включені рівняння для розрахунку теплопередачі від 
обертових деталей і до фундаменту. Результати були перевірені з вимірами 
теплового розсіяння на практичних приводах зубчастих передач. Комп'ютер-
на програма "WAEPRO" з запропонованим методом термічного розрахунку, 
була розроблена в межах науково-дослідної роботи FVA (Forschungsvereini-
gung Antriebstechnik e.V., Франкфурт) і широко використовується в німецькій 
приводній промисловості. 

Частина [1] використовує аналітичну модель балансу тепла, щоб дати 
способи розрахунку термічної потужності, що передається одноступінчастим 
або багатоступінчастим редуктором, змащеним мінеральним маслом. Розра-
хунок базується на стандартних умовах при максимальній навколишній тем-
пературі 25°С і максимумі температури масляної ванни 95°C в великому об'-
ємі приміщення, але наводить коефіцієнти модифікації і для інших умов. 

Підтримування прийнятної температури в масляній ванні редуктора є 
вирішальним для його довговічності. Тому при виборі редуктора потрібно 
розглядати не тільки механічну здатність, але і термічну здатність. 

Первинним критерієм термічної здатності є максимально допустима те-
мпература масляної ванни. Неприйнятно високі температури масляної ванни 
впливають на роботу редуктора збільшенням ступеня окислення масла і зме-
ншенням його в’язкості. Зменшена в’язкість приводить до меншої товщини 
плівки масла на зубцях передачі і на контактуючих поверхнях підшипників та 
може знизити довговічність цих елементів. Щоб досягти необхідної довговіч-
ності і характеристик редуктора, робочі температури масляної ванни повинні 
бути оцінені і обмежені. 

Термічні здатності редукторів, встановлені за цим методом, обмежені 
максимально допустимою температурою масляної ванни 95°C. Проте, осно-
ваний на досвіді виробників редукторів або вимогах застосування, вибір може 
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бути зроблений для температури масляної ванни вище або нижче 95°C. Дода-
ткові критерії, що повинні застосовуватись при установленні термічної здат-
ності для конкретного редуктора з заданим типом охолодження, пов'язані з 
режимом роботи редуктора. Основна номінальна термічна потужність PT вста-
новлюється випробуванням (Метод А) або розрахунком (Метод В) при наступ-
них умовах: температура масляної ванни 95°C; температура навколишнього 
повітря 25°C; швидкість навколишнього повітря ≤1,4м/с в великому об'ємі 
приміщення; густина повітря на рівні моря; безперервний режим роботи. Ко-
ефіцієнти модифікації для відхилення від цих критеріїв наведені додатково. 

Для переривистої роботи, вхідна потужність може перевищувати термі-
чну потужність виробника при умові, якщо температура масляної ванни не 
перевищує 95°C. 

Здатність редуктора працювати в межах його термічної потужності може 
зменшитися за несприятливих умов. Деякі приклади несприятливих умов на-
вколишнього середовища такі: замкнутий простір; надбудова, що може на-
крити редуктор і зменшити теплове розсіяння; висока навколишня темпера-
тура, типу приміщень бойлера або турбіни, або в поєднанні з устаткуванням 
гарячої обробки; висока висота над рівнем моря; присутність сонячної енергії 
або променистого тепла. 

Термічна здатність може збільшитися коли експлуатаційні режими 
включають підвищений рух повітря або низьку навколишню температуру. 

Допоміжне охолодження повинно використовуватись, коли термічна 
здатність є недостатня для експлуатаційних режимів. Масло може бути охо-
лоджене багатьма способами, такими як: охолодження вентилятором, в цьому 
випадку вентилятор буде забезпечувати здатність термічної потужності з вен-
тиляторним охолодженням; теплообмінник, котрий при використанні буде 
здатний поглинати утворене тепло, яке не може бути розсіяне від редуктора 
конвекцією і випромінюванням. 

В АТЗТ "НДІ "Редуктор" розроблено проект методики випробування з 
використанням рекомендацій метода А, а також проведені проектні розрахун-
ки згідно рекомендацій метода В. 

Стандарт [2] встановлює спосіб для визначення термічної навантажува-
льної здатності зубчастих передач, який включає вимірювання на оригіналь-
них зубчастих редукторах при практичних режимах. Він приймає форму або 
вимірювання втрати потужності, розсіяння тепла чи обох разом, або в випад-
ку зубчастих редукторів із змащенням розбризкуванням визначення квазіста-
ціонарної температури масляної ванни. 

Методи розрахунку всіх окремих складових втрат потужності і розсіяння 
тепла, що описані в [2], вважаються альтернативними методами. Конкретний 
приклад розрахунку трьохступінчастого конічно-циліндричного редуктора 
дозволяє проектувальникам та випробувачам значно скоротити термін отри-
мання висновку відносно термічної здатності механічного привода. 

Розроблені стандарти [1, 2], на наш погляд, дозволяють розробникам в 
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значній мірі отримати більш точні висновки ніж застарілі рекомендації в тех-
нічній літературі [3, 4]. 
 
Список літератури: 1. ДСТУ ISO/TR 14179-1 Зубчасті передачі. Термічна здатність. Частина 1. 
Термічна здатність зубчастих передач при температурі масляної ванни 95°С. 2. ДСТУ ISO/TR 
14179-2. Зубчасті передачі. Термічна здатність. Частина 2. Термічна навантажувальна здатність. 
3. Кудрявцев В.Н.,Державец Ю.А., Глухарев Е.Г. Конструкция и расчет зубчатых редукторов. – 
Л.: Машиностроение, 1977. – 256с. 4. Михеев И.И., Попов Г.И. Смазка заводского оборудования. 
– Л.: Машиностроение, 1967. – 155с. 

Надійшла до редколегії 16.05.11 
 
 
 
 
УДК 621.833.38 

 
Е.А. ГУДОВ, инженер-конструктор по редукторостроению ОАО "ЭЗТМ", 

Электросталь, Московская обл., Россия 
С.А. ЛАГУТИН, к.т.н., ведущий конструктор ОАО "ЭЗТМ" 
Б.Ф. ФЕДОТОВ, к.т.н., старший научный сотрудник НПО "ЦНИИТМАШ", 

Москва, Россия 
 
НАГРУЗОЧНАЯ СПОСОБНОСТЬ  
МОДИФИЦИРОВАННЫХ ГЛОБОИДНЫХ ПЕРЕДАЧ 
 

Рассмотрены методы геометрического и технологического расчета глобоидных передач, модифици-
рованных методом "аи"; при нарезании зубьев колеса двух- и четырехрезцовыми летучками. Пока-
зано, что такие передачи отличаются от передач с цилиндрическими червяками более высокой на-
грузочной способностью, особенно при больших межосевых расстояниях. Детально описан алго-
ритм оценки нагрузочной способности. Все предложенные методы и алгоритмы проверены практи-
кой проектирования и производства передач, применяемых в нажимных механизмах прокатных 
станов, нефтяных насосах, мешалках и другом оборудовании ВАТ "ЭЗТМ" и ряда машинострои-
тельных заводов. 
 
Розглянуті особливості геометричного і технологічного розрахунку глобоїдних передач, модифіко-
ваних методом "au", при нарізанні зубів колеса двох- і чотирьохрезцовими летучками. Показано, що 
такі передачі відрізняються від передач з циліндричними черв'яками більш високою навантажува-
льною здатністю, особливо при великих міжосьових відстанях. Докладно описаний алгоритм оці-
нювання навантажувальної здатності. Усі запропоновані методи та алгоритми перевірені практикою 
проектування і виробництва передач, застосованих у натискних механізмах прокатних станів, наф-
тових насосах, мішалках та іншому обладнанні ВАТ "ЕЗТМ" і ряду машинобудівних заводів. 
 
The technique of geometrical and technological design is considered for the globoid gears modified by an 
increase of machine center distance and gear ratio at the worm cutting in relation to the same parameters of 
worm drive. It is shown that they differ from one-enveloping worm gears with higher loading capacity, es-
pecially at the big center distances. The algorithm for the assessment of loading capacity of gears is de-
scribed in details. All offered methods and algorithms are verified by practice of design and manufacture of 
modified globoid gears for adjustment devices of rolling mills, oil pumps, mixers and other equipment at 
the Joint Stock Co "EZTM" (Electrostal Plant of Heavy Machines) and a number of other plants. 
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Актуальность задачи. Глобоидная передача является одной из разновид-
ностей червячной передачи общего вида [1]. Ее червяк в осевой плоскости име-
ет вогнутую форму, охватывающую колесо. Это приводит к многопарности за-
цепления: в зацеплении с витками находится столько зубьев, сколько шагов ко-
леса умещается в дуге обхватывающего делительного глобоида. Если в переда-
чах с цилиндрическим червяком коэффициент перекрытия, как правило, мень-
ше двух, то в глобоидных передач аналог этого коэффициента, именуемый ра-
бочим обхватом глобоидного червяка Кс, достигает значений 4-6 и более.  

Глобоидные передачи отличаются от передач с цилиндрическими червя-
ками более высокой нагрузочной способностью, особенно при больших ме-
жосевых расстояниях. Это обусловлено помимо многопарности зацепления 
благоприятными свойствами контакта в каждой паре зубьев. 

Во-первых, в глобоидной передаче линии мгновенного контакта актив-
ных поверхностей расположены поперек зубьев, а не вдоль, как в передачах с 
цилиндрическим червяком. Это создает более благоприятные условия для об-
разования гидродинамического смазочного слоя, приводит к повышению 
КПД передачи и предотвращает появление зон, опасных по заеданию. 

Во-вторых, радиус приведенной кривизны поверхностей в направлении, 
перпендикулярном контактным линиям, в глобоидной передаче больше, чем 
у передачи с цилиндрическим червяком, Это позволяет увеличить нагрузку на 
контакт и тем самым увеличить передаваемую мощность или уменьшить раз-
меры передачи при сохранении величины передаваемой мощности. 

Применение глобоидных передач известно с конца XIX века. В ХХ веке 
в разных странах проводились многочисленные работы по выбору геометрии 
глобоидных передач, конструкции, технологии. В начале 30-х годов ХХ века 
больших успехов достигла американская фирма "Мичиган Тул", разработав-
шая технологию, инструмент и оборудование для производства передач Кона. 
Эти разработки позволили создать передачи, успешно конкурирующие с пе-
редачами других производителей более 70-ти лет [2]. 

В России первые глобоидные передачи были изготовлены в 1904 году на Бал-
тийском заводе для лебедок военных кораблей. В 40-х годах в СССР началось ши-
рокое применение глобоидных передач в металлургическом, горно-шахтном, подъ-
емно-транспортном, судовом машиностроении и других отраслях. Успешной по-
становке производства глобоидных передач в отечественном машиностроении 
способствовали Я.И. Дикер, Л.И. Сагин [3] Б.А. Гессен, П.С. Зак [4], В.А. Шишков, 
А.К. Карцев, И.А. Лебедев, Б.Ф. Федотов, В.Л. Журавлев и другие. 

Сложная геометрия глобоидной передачи, специфические условия смаз-
ки и формирование поверхности зуба колеса, состоящего из нескольких зон, 
вдохновили многих исследований разработать аналитические аспекты зацеп-
ления червяка с зубом колеса. Среди них были Н. И. Колчин, Ф.Л. Литвин [5] 
и Л.В. Коростелев [6].  

В этой статье авторы обсуждают последние достижения в области гео-
метрии, технологии и оценки грузоподъемности глобоидных передач. 



 43

Естественная модификация классической глобоидной передачи. В 
классической глобоидной передаче Кона основная часть активной поверхно-
сти витков формируется вращением прямолинейной образующей, располо-
женной в средней плоскости колеса и касательной к некоторой профильной 
окружности, центр которой лежит на оси колеса. 

В такой передаче пятно первоначального контакта активных поверхностей 
представляет собой узкую полоску, расположенную поперек зуба колеса вблизи 
его средней плоскости. По мере приработки происходит износ поверхностей, как 
зуба колеса, так и витка червяка. При этом на поверхности зуба колеса образуется 
так называемая обкатная зона, распространяющаяся в процессе естественного 
износа на значительную часть его площади. Износ витка червяка также происхо-
дит неравномерно. Максимальный износ имеет место на входном участке витка. 
В средней части витка и зоне, прилегающей к ней со стороны выхода из зацепле-
ния, износ минимален и вновь увеличивается к выходу витка. Такая приработка 
продолжается 150…200 часов, после чего геометрия активных поверхностей вит-
ков и зубьев стабилизируется, и скорость износа уменьшается во много раз. 

Изменение геометрии витка в процессе износа называется естественной 
модификацией, и в функции угла φ поворота образующей от средней плоско-
сти передачи приближенно описывается квадратной параболой: 

 

)2()( ssa ϕϕϕϕ −=Δ , (1)
 

где φs=0,4νc – угол, определяющий положение вершины параболы, т.е. экс-
тремума модификации, смещенного относительно средней плоскости в на-
правлении выхода червяка из зацепления (см. рисунок 1), νс – рабочий угол 
обхвата, as=ΔS/(νc–φs)2 – постоянный коэффициент, ΔS – полная величина от-
клонения образующей между крайней точкой входа витка в зацепление и 
вершиной кривой модификации. 

Получение естественной модификации за счет длительной приработки – 
процесс слишком дорогой. Если в процессе нарезания витка червяка ему при-
дать отклонение, близкое к естественной модификации, то продолжитель-
ность процесса приработки многократно сокращается, и передача может ра-
ботать с максимальной для себя нагрузкой с самого начала. Поэтому моди-
фицирование витков и зубьев производят в процессе нарезания. 

 
Станочная модификация глобоидного червяка. Способы получения от-

клонений на витке глобоидного червяка при его нарезании могут быть разделены 
на две группы [4]. К первой группе относятся способы, в основе которых поло-
жено применение различного вида коррекционных или кинематических уст-
ройств, встраиваемых в кинематическую цепь станка или монтируемых на столе. 
В результате этого в процессе резания обеспечивается требуемое изменение ско-
рости вращения инструмента при равномерном вращении нарезаемого червяка. 

Ко второй группе относятся способы нарезания модифицированных червя-
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ков, основанные на использовании преднамеренных отклонений в наладках зу-
борезного станка от номинальных. Вводя отклонения одновременно по несколь-
ким элементам наладки и складывая законы отклонения поверхности витка от ее 
классической формы, можно получить закон модификации, очень близкий к за-
данному [6]. Способы этой группы получили название бескоррекционных или 
наладочных. Известен и опробован целый ряд таких способов. К ним относятся: 
расположение резца выше или ниже средней плоскости колеса (способ h), увели-
чение межосевого расстояния и сдвиг червяка вдоль оси (способ АМ) и др. 

В России наиболее широко используется способ, при котором выполняется 
одновременное отклонение межосевого расстояния и передаточного числа в 
большую сторону от номинальных значений [7]. Поскольку при этом способе 
можно при одной наладке станка модифицировать обе противоположные стороны 
витка, он получил название "двухстороннего бескоррекционного способа АU". 

На рисунке 1 представлена схема станочного зацепления при обработке 
червяка методом АU. На этом рисунке: d1 и d2 – делительные диаметры гло-
боидного червяка и колеса; aw=0,5(d1+d2) – рабочее межосевое расстояние пе-
редачи; a0=aw+Δa0 – станочное межосевое расстояние; αx – угол профиля вит-
ка червяка в осевом сечении; Dp=d2sinαx и Dp0 – диаметры рабочей и станоч-
ной профильных окружностей. 

Закон модификации методом AU описывается выражением: 
 

[ ] xxuxu kakd ααϕϕαϕϕ cossin)sin(5,0)( 02 −−+Δ−=Δ . (2)
 
Здесь коэффициент ku=(z20–z2)/z20 характеризует изменение станочного 

передаточного числа по отношению к передаточному числу рабочей пары; 
z2 и z20 числа зубьев рабочего и производящего колес. 

При расчете модификации по методу АU определяются такие параметры 
как число зубьев станочного производящего колеса z20, увеличение станочного 
межосевого расстояния при зубообработке червяка Δa0, делительный диаметр 
производящего колеса d0 и диаметр профильной окружности Dp0.  

При использовании для нарезания зубьев колеса глобоидных фрез или 
многорезцовых летучек число зубьев станочного производящего колеса опре-
деляется в соответствии с ГОСТ 17696-89 по формуле: 

 

u
zz
0074,091,0
2
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+

= . (3)

 
В случае нарезания колес двухрезцовой летучкой модификацию червя-

ка рекомендуется [8] принимать минимально возможной, а именно: 
- если z1=1 и z2<=44, то z20=z2+1; 
- если z1=1 и z2>44, то z20=z2+2; 
- если z1>1, то z20=z2+1, но при этом должно соблюдаться условие не 

кратности числа зубьев производящего колеса к числу заходов червяка, в 
противном случае к получившейся величине z20 добавляется еще один зуб.  
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Рисунок 1 – Глобоидная передача, модифицированная методом АU 

 
Во всех случаях увеличение станочного межосевого расстояния при зу-

бообработке червяка Δa0 определяется по формуле, несколько отличной от 
формулы, приведенной в ГОСТ 17696-89: 

 

)cos()1(2/cos20 sxxu kkda ϕαα +−=Δ . (4)
 
Станочное межосевое расстояние a0=a+Δa20, делительный диаметр произ-

водящего колеса d0=d2+2Δa20, диаметр профильной окружности Dp0=d0sinαx1, 
зубоизмерительные и все остальные геометрические параметры передачи рас-
считываются согласно ГОСТ 17696-89. 

 
Вопросы нарезания зубьев глобоидного колеса. Производство глобоид-

ных передач связано с серьезными технологическими трудностями. Во-первых, 
если цилиндрический червяк может использоваться с разными колесами с раз-
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ным числом зубьев, то глобоидный червяк должен охватывать сопряженное ко-
лесо. Поэтому требуется проектирование полного комплекта инструмента и ос-
настки под каждую конкретную глобоидную пару. Это обстоятельство резко 
увеличивает потребную номенклатуру режущего инструмента по сравнению с 
цилиндрическими, коническими и червячными передачами.  

Во-вторых, для производства сопряженной глобоидной передачи произ-
водящая поверхность фрезы должна быть идентична активной поверхности 
колеса или отличаться от нее в сторону, обеспечивающую профильную и 
продольную модификацию контакта [1]. Глобоидные фрезы являются очень 
дорогостоящим инструментом и могут использоваться только в условиях 
крупносерийного и массового производства.  

В условиях индивидуального производства, как правило, используются 
двухрезцовые летучки, режущие кромки которых совпадают с крайними об-
разующими крайних витков глобоидного червяка [3]. Однако в процессе на-
резания колеса этими летучками имеет место подрезание поверхности зубьев 
червячного колеса входной кромкой резца-летучки.  

В результате на зубе червячного колеса можно выделить три характерные 
зоны. На среднем участке II поверхность зуба колеса является геометрически 
сопряженной с производящей поверхностью инструмента, на крайних участках 
I и III поверхность зуба колеса является линейчатой, подрезанной входной ре-
жущей кромкой. Линия А′В′, общая для участков II и III, находится в средней 
плоскости колеса и является переломом поверхностей указанных участков, то 
есть в точках этой линии нет общих нормалей для обеих поверхностей.  

В связи с такими особенностями процесса зубонарезания, когда более 
половины площади поверхности зубьев после изготовления являются не со-
пряженными с поверхностью витка червяка, передачи, нарезанные двухрез-
цовыми летучками, необходимо достаточно длительно прирабатывать для 
обеспечения номинальной нагрузочной способности. 

Более прогрессивным методом нарезания зубьев глобоидных колес явля-
ется использование трех- и четырехрезцовых летучек. Такой инструмент был 
разработан в НПО "ЦНИИТМАШ" (патент РФ №965652, B23F 21/20) и ус-
пешно используется в последние годы на машиностроительных заводах. 

На рисунке 2 показан зуб червячного колеса, нарезанный четырехрезцо-
вой летучкой производства ЭЗТМ. 

В этих летучках два крайних резца образуют указанные выше подрезные 
участки I и III поверхности зуба, а два средних резца выбирают "лунки" на 
участке II, достаточно близкие к требуемой форме обкатной поверхности. 

 
Геометрический расчет глобоидной передачи. В Российской Федера-

ции существует разработанная в 80-е годы система государственных стандар-
тов, представляющих собой группу взаимоувязанных нормативных докумен-
тов и регламентирующих расчет и производство модифицированных глобо-
идных передач. В эту группу входят следующие стандарты: 
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Рисунок 2 – Зубья глобоидного колеса, нарезанные четырехзубой фрезой-летучкой 

 
ГОСТ 9369-77 Передачи глобоидные. Основные параметры. К числу 

основных параметров отнесены межосевые расстояния а мм, номинальные 
передаточные числа uном, а также делительные диаметры червяка d1 и ширины 
венцов червячных колес b2.  

ГОСТ 24438-80 Передачи глобоидные. Исходный червяк и исходный 
производящий червяк. Стандарт устанавливает делительный угол профиля 
витка в осевом сечении в середине червяка αх1 равным 25°, основные пара-
метры витков, боковые и радиальные зазоры, радиусы кривизны переходной 
кривой. Все линейные размеры даются в виде коэффициентов, т.е. в долях 
модуля: 

- высота головки витка червяка ha1
*=0,9; 

- радиального зазора c1
*=c2

*=0,2; 
- высоты витка h1

*=1,8+c1
* и т.д. 

Коэффициент делительной осевой толщины витка s*
х1 равен 0,45 шага, 

т.е. толщина витка принята меньше половины шага. За счет этого увеличива-
ется толщина зуба и срок службы передачи по критерию износа зубьев [7]. 

ГОСТ 16502-83 Передачи глобоидные. Основные нормы взаимоза-
меняемости. Допуски. Стандарт устанавливает нормы точности элементов 
глобоидных передач, червяков и колес. 

ГОСТ 17696-89 Передачи глобоидные. Расчет геометрии. Стандарт 
устанавливает метод расчета геометрических параметров глобоидной переда-
чи, а так же расчет параметров наладки станочного зацепления при модифи-
цировании червяка по методу АU. Исходными данными для расчета являются 
параметры, установленные по ГОСТ 9369-77 и ГОСТ 24438-80. 

Методика геометрического расчета модифицированной глобоидной пе-
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редачи, изложенная в ГОСТ 17696-89, разрабатывалась около тридцати лет 
назад и не учитывает новые теоретические исследования в этой области, воз-
можность использования более совершенного инструмента и опыт эксплуата-
ции, который был накоплен за последние годы. 

В этой связи авторы усовершенствовали предложенную в стандарте ме-
тодику расчета геометрических параметров передачи, внеся в нее некоторые 
уточнения, прежде всего в части определения делительного диаметра червяка 
d1, ширины венца глобоидного колеса b2 и параметров станочной модифика-
ции при нарезании червяка по методу АU [8]. 

Делительный диаметр червяка согласно ГОСТ 17696-89 определяется 
выражением d1=Kдaw, где Kд – коэффициент, значения которого приводятся в 
стандарте в зависимости только от межосевого расстояния передачи. Однако 
в результате детального анализа эксплуатируемых и вновь проектируемых 
передач, авторы пришли к заключению о необходимости учета, при назначе-
нии Kд, передаточного числа u=z2/z1, и модуля передачи m. При этом реко-
мендуемый диапазон значений Kд был несколько расширен, и зависимость Kд 
от a и u приобрела вид, показанный в таблице 1. 
 

Таблица 1 – Рекомендуемые значения Kд 
a≤125 125<a≤315 a>315      aw 

u Kд 
<27 0,45        0,45 0,4 
≤35 0,4        0,4 0,355 
≤40 0,45        0,45 0,4 
≤50 0,4        0,4 0,355 
≤63 0,4        0,355 0,355 
>63 0,355        0,315 0,315 

 
Аналогично был решен вопрос с коэффициентом ширины зубчатого ко-

леса Kb, который выбирается из ряда 0,315; 0,28; 0,25; 0,225. Меньшее значе-
ние коэффициента целесообразно назначать при расчете глобоидных передач 
с большим передаточным числом и малым межосевым расстоянием. Большие 
коэффициенты, как правило, назначаются для крупных передач с межосевым 
расстоянием aw>315 и передаточным числом u<50. 

После определения делительного диаметра червяка определяется ряд 
контурных размеров колеса и червяка: 

- делительный диаметр колеса d2=2aw–d1; 
- осевой модуль передачи m=d2/z2; 
- диаметр вершин витков червяка da1=d1+2ha1

*m; 
- диаметр впадин витков червяка df1=da1–2h1

*m; 
- диаметр вершин зубьев колеса da2=d2+m(h1

*–С1
*) и т.д. 

Все остальные геометрические и зубоизмерительные параметры переда-
чи рассчитываются согласно ГОСТ 17696-89. 
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Оценка несущей способности. На несущую способность глобоидной пе-
редачи оказывает влияние сочетание различных факторов, к которым в первую 
очередь стоит отнести габаритные размеры передачи, материалы венца колеса 
и червяка, характеристики смазки, скорости скольжения червяка и колеса, ка-
чество зацепления и точность изготовления передачи в целом. Также важную 
роль играют правильно назначенные коэффициенты условия работы передачи. 

Основным из указанных факторов является межосевое расстояние aw. 
Зависимость нагрузочной способности глобоидной передачи от ее межосево-
го расстояния была подробно рассмотрена в работе П.С. Зака [4]. Выполнен-
ный им вывод главной зависимости основан на рассмотрении состояния сма-
зочного слоя в контакте сопряженных поверхностей и решении упрощенной 
гидродинамической задачи. При этом экспериментальным и аналитическим 
путем были получены показатель степени n=2,9 при межосевом расстоянии и 
постоянный коэффициент C=5,6·9,81·10-5. Допустимый крутящий момент T2, 
Н·м, на глобоидном колесе, в таком случае, определяется из уравнения: 

 

tpzmnu KKKKKKaT 9,25
2 1055 −⋅= , (5)

 
где Ku – коэффициент передаточного отношения глобоидной передачи; Kn –
коэффициент, учитывающий частоты вращения червяка; Km – коэффициент 
материала венца глобоидного колеса; Kz – коэффициент, учитывающий мо-
дификацию зацепления; Kp – коэффициент режима работы передачи; Kt – ко-
эффициент, учитывающий степень точности передачи. 

Несущая способность глобоидных передач, рассчитанная по уравнению (5), 
неоднократно подтверждалась многолетним опытом их успешной эксплуатации 
в самых различных условиях и на разнообразных машинах и агрегатах. Однако 
совершенствование методов модификации глобоидных передач, с одной сторо-
ны, и новые возможности САПР, с другой, потребовали уточнения и изменения в 
методиках определения некоторых входящих коэффициентов. 

Выбор коэффициентов Ku и Kn, согласно методике П.С. Зака осуществляется 
по кривым, построенным на графиках с логарифмической шкалой, при этом такие 
кривые определены лишь для нескольких стандартных межосевых расстояний и 
передаточных чисел, что затрудняет расчет передач, не охваченных графиками. 

В данной работе предложено выполнять расчет коэффициентов Ku и Kn 
аналитическим способом с помощью математических редакторов, таких как 
MathCAD или его аналоги. Это позволяет с достаточно высокой практической 
точностью рассчитывать значения указанных коэффициентов для глобоидных 
передач с любыми межосевыми расстояниями и передаточными числами. 

При передаточном отношении глобоидной передачи меньшем или равном 30, 
коэффициент передаточного отношения Ku определяется однозначно по формуле: 

 

135,0log79,2log79,0 2 −+−= uuKu . (6)
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Для передаточного отношения u>30, коэффициент Ku определяется пу-
тем последовательного решения нескольких простых уравнений: 
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Аналогичным набором уравнений осуществляется расчет коэффициента, 

учитывающего частоту вращения червяка Kn: 
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(7)
 
Зависимость коэффициентов Ku и Kn от передаточного числа и скорости 

вращения червяка показана на рисунках 3 и 4. 
 

 
Рисунок 3 – Коэффициент передаточного числа глобоидной передачи 
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Рисунок 4 – Коэффициент частоты вращения червяка 

 
В предлагаемой методике расширен диапазон значений коэффициента 

сервис-фактора Kp, состоящего из произведения коэффициентов Kpv продолжи-
тельности (цикла) работы и условий Krw работы глобоидной передачи. При этом: 

- коэффициент продолжительности цикла варьируется в диапазоне от 
Kpv=1 при 100% загрузке до Kpv=1,25 при ПВ=25%; 

- коэффициент Krw условий работы назначается в пределах от 0,65 для 
тяжелых условий со значительными (до 200%) перегрузками до 1,15 для лег-
ких условий без толчков и кратковременных перегрузок, не превышающих 
125% от номинальной нагрузки.  

Коэффициенты Kz и Kt оставлены неизменными и могут варьироваться в за-
висимости от передаточного числа или степени точности передачи, в пределах: 

- K=1,1…1,2, где меньшее значение соответствует передаточному числу 
меньше 10, а большее для передаточного числа превышающего 25; 

- Kt=1 для 7-й, 0,9 – для 8-й и 0,8 – для 9-й степеней точности по ГОСТ16502-83. 
Не изменился и коэффициент, учитывающий материал венца колеса Km, 

который для оловянных и железистых бронз находится в пределах 1…0,8, а 
для чугуна составляет 0,5. Отметим, что очень важно осуществлять выбор ма-
териала венца глобоидного колеса в комплексе с материалом и термообра-
боткой червяка. Так относительно твердые венцы из железистой бронзы 
должны работать в паре с червяком, закаленным до твердости 45…55HRC. В 
то же время высокооловянные бронзы и чугун хорошо зарекомендовали себя 
в работе с червяками, улучшенными до твердости 290…320HB. 
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Дополнительно в формулу расчета несущей способности был введен по-
правочный коэффициент Kd=(0,05L0,25)–1, учитывающий заданный ресурс L 
работы передачи в часах. 

Формулы (5) не учитывает ряд таких существенно влияющих на несу-
щую способность передачи факторов, как относительная толщина червяка, 
диаметр профильной окружности, высота зуба и д.р. Предполагается, что все 
эти размеры рассчитывались исходя из рекомендаций, приведенных в [7]. 

Заметим, что формула определения несущей способности для передач с 
цилиндрическим червяком похожа на формулу (5). Обе формулы различаются 
лишь значениями некоторых коэффициентов, в частности, показателем степени 
n=2,8 при межосевом расстоянии. Таким образом, преимущество глобоидных 
передач особенно заметно на больших межосевых расстояниях. Этот факт под-
тверждается сравнением паспортных данных цилиндрических и глобоидных 
редукторов производства различных российских и иностранных заводов. 

 
Выводы:  
1. Описан метод нарезания глобоидного червяка путем увеличения ста-

ночного межосевого расстояния и передаточного отношения в обработке. 
Этот метод позволяет получать активные поверхности витков в форме, близ-
кой к устойчивой форме естественной модификации, имеющей место при из-
носе в результате приработки. 

2. Показано, что обработка зубьев колеса четырехрезцовыми фрезами-
летучками позволяет получить поверхность зуба, близкую к требуемой форме 
огибающей поверхности. В совокупности эти два метода дают возможность 
выполнять пуск редуктора при полной нагрузке без предварительной прира-
ботки, а также увеличивают срок службы передачи. 

3. Разработаны методики и написана компьютерная программа для вы-
полнения геометрического и технологического расчетов, а также оценки не-
сущей способности глобоидных передач. Показано, что глобоидные редукто-
ры имеют более высокие эксплуатационные характеристики, чем передачи с 
цилиндрическими червяками. 

4. Все предлагаемые методики и методы обработки были испытаны на про-
изводственной практике ОАО "ЭЗТМ" и других машиностроительных заводов. 
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НАЗНАЧЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ИСХОДНОГО КОНТУРА 
ЭВОЛЬВЕНТНЫХ ЗУБЧАТЫХ КОЛЁС 
С НЕСИММЕТРИЧНЫМИ ЗУБЬЯМИ 

 
Приводится основное правило расчета несимметричных зубьев, описан метод назначения пара-
метров исходного контура для несимметричных зубьев; отмечается то, что каждому углу основ-
ной стороны исходного контура отвечает такой угол направляющей стороны, при котором проч-
ность несимметричных зубьев по изгибу наиболее высока; по результатам расчета прочность 
зубчатых передач с несимметричными зубьями на 14-28% выше, в сравнении с зубчатыми пере-
дачами, имеющими традиционные симметричные зубья. 
 
Приводиться основне правило розрахунку несиметричних зубів, описаний метод призначення 
параметрів початкового контурі для несиметричних зубів; наголошується те, що кожному куту 
основної сторони початкового контурі відповідає такий кут направляючої сторони, при якому мі-
цність несиметричних зубів по вигину найбільш висока; по результатам розрахунку міцність зу-
бчастих передач з несиметричними зубами на 14-28% вище, в порівнянні із зубчастими переда-
чами що мають традиційні симетричні зуби. 
 
The key rule of designed of asymmetrical teeth, the method of appointment of parameters’ of an initial con-
tour for asymmetrical teeth is described; that to each corner of the basic party of an initial contour there cor-
responds such corner of the directing party at which durability of asymmetrical teeth on a bend is highest is 
noticed; by results of calculation bending stress of asymmetrical tooth with asymmetrical teeth on 14-28% less.  

 
Введение. По сравнению с зубчатыми колесами с симметричным про-

филем зубчатые колеса с несимметричным профилем имеют более высокий 
коэффициент перекрытия и по этой причине меньший шум и более высокую 
прочность. Метод построения несимметричных зубьев показан на рисунке 1. 

 

 
a)                                                           б) 

Рисунок 1 – Схема построения зубьев с несимметричным контуром 
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Исходным является контур зубьев с симметричным профилем. На этом 
контуре определяется начальная окружность и точки пересечения этой ок-
ружности с эвольвентами. Основное правило построения несимметричного 
профиля заключается в том, что толщина зубьев на начальной окружности sw 
не зависит от того симметричный зуб или несимметричный. Поэтому толщи-
ну зубьев по начальной окружности можно рассчитывать по тем же форму-
лам, которые используются для расчета традиционных симметричных зубьев.  

Будем называть профиль зубьев, по которому выполняется основные 
расчеты – основным, а профиль зубьев, который изменяется для улучшения 
качественных показателей зубчатой передачи – направляющим. Обозначать 
этот профиль будем символом N.  

Две эвольвенты (рисунок 1,a), образующие симметричный контур, раз-
ворачиваются с общей окружности 1. В точке D эвольвента, развернутая с ос-
новной окружностью, пересекает начальную окружность. 

На вершине зуба две эвольвенты основного и вспомогательного профиля 
могут пересекаться, ограничивая тем самым высоту зуба.  

Для устранения пересечения эвольвент на вершине зубьев направляю-
щую эвольвенту надо "повернуть" относительно точки D и направить так, 
чтобы толщина зуба на вершине увеличилась. Это выполняется путем назна-
чения второго угла профиля исходного контура αnN для направляющей эволь-
венты. При уменьшении угла профиля направляющей эвольвенты т.е. αnN<αn, 
диаметр основной окружности 3 (рисунок 1,б) увеличивается, а угол профиля 
αnN в точке D уменьшается, и направляющая эвольвента изменяет свое поло-
жение, при этом толщина зубьев на вершине увеличивается. Важно, чтобы 
направляющая эвольвента проходила через точку D, лежащую на начальной 
окружности. Только в этом случае зацепление будет сопряженным, это связа-
но с необходимостью обеспечить равенство шагов. 

Толщину зубьев sw несимметричных зубьев можно изменять, применяя 
для расчёта стандартные формулы, путем применения коэффициента смеще-
ния x исходного контура.  

 
1. Краткий обзор публикаций по расчёту зубчатых передач с несим-

метричным профилем зубьев. Наиболее полно теория эвольвентных зубча-
тых передач с несимметричными зубьями разработана Э.Б. Вулгаковым и из-
ложена в работе [1, 2]. Для ознакомительных целей В.Л. Дорофеев разработал 
программу, алгоритмы которой построены на формулах, полученных 
Э.Б. Вулгаковым. Исходные тексты этой программы приведены в работе 
[3, 4]. Зубья с несимметричным профилем не имеют общей нормали, поэтому 
потребовалось искать иной способ измерения зубчатых колес. A.L. Kapelevich 
получил необходимые формулы для измерения толщины зубьев с помощью 
шариков и роликов [5]. В.П. Котельников в книге [6], описал метод расчёта 
геометрических размеров колес с несимметричными зубьями, используя па-
раметры исходного контура. Дорофеев Д.В. [11] разработал метод анализа 
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контактной выносливости зубчатых передач, который может применяться как 
к симметричным, так и к несимметричным зубьям, основанный на новом ме-
тоде построения блокировочных контуров с отображением на нем коэффици-
ентов контактной выносливости.  

Методика расчета напряжений и деформаций, а также анализ динамических 
процессов в передачах дан В.М. Ананьевым, В.Л. Дорофеевым и А.Л. Капелеви-
чем в работе [7]. Промышленное использование зубчатых колес с несимметрич-
ным профилем для авиационного редуктора двигателя ТВ7-117 описано в работе 
[8]. Фотография зубьев одного из колес этого двигателя показана на рисунке 2. 

 

 
Рисунок 2 – Зубья колеса с несимметричными профилями: 

основной профиль 33°, направляющий 25° 
 

2. Назначение параметров исходного контура для несимметричных 
зубьев. Вместо "обобщающих параметров" предложенных в работе [1], в на-
стоящее время применяются традиционные параметры: коэффициент высоты 
головки зубьев и коэффициент смещения исходного контура, и новые поня-
тия: вместо одного угла исходного контура теперь задается два для основного 
и направляющего контура. Термин, направляющий профиль введен для того, 
чтобы отразить сущность коррекции зубчатого зацепления. Появилась воз-
можность вместо коэффициента высоты головки зубьев задавать толщину 
зубьев на вершине [12, 13].  

Применять значения угла αn>35° для основного профиля нецелесообраз-
но, поскольку прочность зубчатой передачи в таком случае будет лимитиро-
ваться подшипниками качения.  

Назначение угла αnN для направляющего профиля рассмотрим на кон-
кретном примере зубчатой передачи с параметрами: zv1=20, zv2=102; коэффи-
циенты смещения: xn1=+0,227; xn2=0.  

 
3. Метод определения угла направляющей стороны исходного конту-

ра при фиксированном угле основной стороны. Для повышения контактной 
прочности зубьев угол исходного контура принимается равным 33°. Далее на-
значаем ряд значений углов профиля для направляющего профиля и для каж-
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дого угла вычисляем значения коэффициента формы зубьев YFS. Расчет коэф-
фициентов может быть выполнен методом конечных элементов (МКЭ). Но бо-
лее точным и быстрым оказался специально разработанный метод комплекс-
ных интегральных уравнений (МКИУ) [7]. Погрешность расчета коэффициен-
тов YFS методом (МКИУ) не превышает 0,25%, что позволяет применять его в 
системах автоматизированного проектирования зубчатых передач.  

Радиус кривизны вершины контура, определяющего форму галтели, на-
значаем так, чтобы этот радиус был максимальным, и достигалось полное 
скругление впадины зубьев. Полученные значения заносим в таблицу 1. 

 
Таблица 1 – Результаты расчета коэффициента YFS при разных 

значениях направляющего угла исходного контура  
αnN  7° 12° 18° 19° 20° 22° 33° 
YFS 3,38 3,32 3,31 3,3 3,29 3,31 3,73 

 
Из таблицы 1 выбираем значение угла αnN, при котором коэффициент YFS 

минимален. При αn=33° минимальный коэффициент формы зубьев для на-
правляющей стороны αnN=20°. При всех других значениях по названной при-
чине коэффициент формы зубьев YFS имеет большие значения и, следователь-
но, передача будет иметь более низкую прочность.  

 

 
Рисунок 3 – Зацепление зубьев, имеющих наиболее высокую прочность: 

αn=33°, αnN=20° 
 

Полученные углы исходного несимметричного контура αnN=33° для ос-
новного профиля и αnN=20° для направляющего можно рекомендовать для 
применения в различных машинах. Общим для зубчатых передач c несиммет-
ричным профилем может быть исходный контур, показанный на рисунке 4.  

 

 
Рисунок 4 – Теоретический исходный контур для несимметричных зубьев 
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В таблице 2 приведены параметры трёх исходных контуров, каждый из 
которых рекомендуется для определенного класса зубчатых передач. 

 
Таблица 2 

№ αnN αn ha
* sa

* ρf
* ρfN

* C* 
1 33° 20° 1,0 var 0,2 0,2 0,25 
2 25° 20° var 0,35 0,3 0,3 0,25 
3 33° 25° 1,0 var 0,3 0,3 0,2 

 
Здесь символ var означает переменную изменяемую величину. В зубча-

тых передачах с исходными контурами №1 и №3 таковой является толщина 
зубьев на вершине зуба. В зубчатых передачах с исходным контуром №2 
толщина зубьев на вершине – величина постоянная, но коэффициент высоты 
головки зубьев – величина изменяемая. 

Исходный контур №1 рекомендуется для высоконагруженных передач, 
например для подъемного механизма. Исходный контур №2 – для быстро-
ходных редукторов. Исходный контур №3 для зубчатых колес планетарных 
механизмов, в которых как основной, так и направляющий профили зубьев 
передают нагрузку.  

Коэффициент hf
*, в таблице 2 не приводится, поскольку зависит от ко-

эффициента ha
* сопряженного колеса. 

Назначение уменьшенных радиусов ρf
* и ρfN

* в исходном контуре №1 
связано с тем, что при иных параметрах не удается реализовать правильное: 
без подрезания и интерференции зацепление колес во всём диапазоне изме-
нения чисел зубьев и коэффициентов смещения. Но для конкретной зубчатой 
передачи радиусы ρf

* и ρfN
* могут быть вычислены оптимально по критерию 

минимума изгибных напряжений, что позволит дополнительно уменьшить их 
на 10-15%. Форма переходной кривой таких зубьев показана на рисунке 3. 

Толщина вершины зубьев sa передач с исходным контуром №2 для бы-
строходных редукторов задается постоянной величиной, равной sa=sa

*m. Та-
кое решение позволяет создавать зубчатые передачи с максимально большим 
коэффициентом перекрытия и высокой плавностью работы.  

Расчет коэффициентов формы выполнен методом, описанным в работе 
[7], при условиях: сила приложена к вершине зуба; метод обработки – обкатка 
фрезой без протуберанца. 

Так для зубчатого колеса z=20, x=0,226 при угле исходного контура αn=33° 
и αnN=20° коэффициент YFS равен 3,29, при этом для стандартных зубьев с уг-
лом профиля αn=20° коэффициент YFS равен 3,77 по стандартам [9, 10]. 

Таким образом, изгибная прочность при применении зубьев с несиммет-
ричным контуром может быть повышена 14-28%. 

 
4. Метод определения угла направляющей стороны исходного конту-

ра при разных значениях угла основной стороны. В машиностроении при-
меняются зубчатые колеса с различными углами исходного контура от 15  до 
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35 . Рассмотрим, какое значение направляющего угла будет наиболее опти-
мальным для основного угла, назначенного по условию максимального коэф-
фициента перекрытия, контактной или изгибной прочности. Применим метод, 
аналогичный описанному в предыдущем разделе. Расчетные данные представим 
в виде таблицы 3. Для множества пар значений углов основной и направляющей 
сторон от 15  до 45  данные расчета коэффициентов YFS, занесены в таблицу 3. 

 
Таблица 3 – Результаты расчета коэффициента YFS 

  Угол основной стороны исходного контура 
Угол направляющей 
стороны исходного 

контура 15° 20° 25° 30° 33° 35° 40° 45° 
10° 4,3 4,12 3,91 3,68 3,6 3,52 3,4 3,54 
15° 4,1 3,93 3,74 3,54 3,47 3,4 3,4 3,71 
20° 3,96 3,78 3,6 3,45 3,29 3,37 3,5   
25° 3,8 3,65 3,49 3,4 3,42 3,44     
30° 3,7 3,55 3,45 3,44 3,51 3,57     
33° 3,65 3,48       
35° 3,6 3,54 3,56 3,64         
40° 3,7 3,76 3,7           

 
Из результатов расчета, отраженных в таблице 3 видно, что оптималь-

ные углы основной и направляющей сторон будут αn=33° и αnN=20°. Важно 
также то, что если рабочей будет направляющая сторона профиля зуба, то и в 
этом случае изгибные напряжения будут минимальны. 
 

5. Изготовление зубчатых колес с несимметричным профилем. Э.Б. 
Вулгаковым [1] получены основные формулы для точного образования зубьев 
методом обкатки. Процесс обкатки, полученный методом моделирования на 
компьютере, показан на рисунке. 5,a. На рисунке 5,б показано поле напряжений 
на несимметричном зубе. На нем видно, что контактные напряжения макси-
мальны не на поверхности, а на некотором расстоянии от поверхности внутри 
тела зуба. Это позволяет определить необходимую глубину слоя цементации. 

Для обработки колес с несимметричными зубьями более целесообразно 
применять станки, работающие методом копирования. В этом случае в ком-
пьютер зубошлифовального станка вводятся координаты точек профиля и пе-
реходной кривой, что позволяет полностью реализовать преимущества зубча-
тых колес с несимметричными зубьями.  

 
Выводы: 
1. Зубчатые передачи с зубьями, имеющими несимметричный профиль, 

позволяют повысить прочность зубьев за счет увеличения приведенных радиу-
сов кривизны и увеличенной толщины зубьев в основании. Несимметричные 
зубья имеют большую толщину зубьев на вершине, что уменьшает сколы зубь-
ев и при большей высоте зубьев достигается большая плавность зацепления.  
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a)                                                                  б) 

Рисунок 5 – Моделирование: a) образования зубьев с несимметричным профилем 
зубьев и углами профиля αn=33°, αnN=20° методом обкатки; б) поля напряжений 

 
2. В настоящее время имеется опыт серийного изготовления авиацион-

ных зубчатых колес с несимметричным профилем зубьев.  
3. Применение зубьев с несимметричным профилем позволяет умень-

шить изгибные напряжения на 14-28% и контактные напряжения на 18%. 
4. Наименьшие изгибные напряжения достигаются при полном сглажи-

вании переходной кривой. 
5. Углы исходного контура зубчатых колес несимметричным профилем 

во всех случаях не равны углам профиля инструментального производящего 
контура. Это должно учитываться при разработке технологии изготовления 
зубчатых колес с несимметричным профилем. Для измерения толщины зубь-
ев колес с несимметричным профилем нельзя применять метод измерения по 
длине общей нормали.  

6. Для каждого основного угла исходного контура αn существует такой 
направляющий угол αnN, при котором изгибающие напряжения на стороне ос-
новного контура минимальны. Углы основной и направляющей сторон 
αn=33° и αnN=20° являются оптимальными для зубчатых передач с несиммет-
ричным профилем зубьев. 
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ПРОДОЛЬНАЯ МОДИФИКАЦИЯ АРОЧНЫХ ЗУБЬЕВ ПЕРЕДАЧ 
НОВИКОВА КАК ФАКТОР СНИЖЕНИЯ ИХ НАПРЯЖЁННОСТИ 
 

Приведена система, содержащая уравнения упругого равновесия и совместности упругих пере-
мещений, дана зависимость для определения жёсткости арочных зубьев Новикова. Показано 
влияние технологических погрешностей зацепления на реальное количество контактных точек. С 
помощью разработанной программы дан анализ контактной и изгибной напряжённости зубьев 
при продольной модификации их поверхностей. 
 
Приведена система, що містить рівняння пружної рівноваги і спільності пружних переміщень, 
дана залежність для визначення жорсткості арочних зубів Новікова. Показаний вплив технологі-
чних погрішностей зачеплення на реальну кількість контактних крапок. За допомогою розробле-
ної програми даний аналіз контактної і вигинистої напруженості зубів при подовжній модифіка-
ції їх поверхонь. 
 
Shows a system containing an equation of elastic equilibrium and the compatibility of the elastic dis-
placements, given the dependence for determining the stiffness of the Novikov arched teeth. Shows the 
influence of technological errors in engagement to the actual number of contact points. With using the 
developed program was given the analyzes the contact stress and bending stress of teeth with longitudi-
nal modification of their surfaces.  
 

Известны достоинства цилиндрических зубчатых передач с арочными 
зубьями, особенно применительно к зацеплению Новикова [1]. Тем не менее, 
исследований по таким передачам явно недостаточно. Особенно это относит-
ся к работе передач в условиях технологических погрешностей зацепления 
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(перекосы и т.д.). Благодаря повышенной податливости околоторцовых уча-
стков арочных зубьев по ширине зубчатого венца негативное влияние раз-
личных перекосов в определённой степени компенсируется. Это происходит 
лишь при достаточно высоких степенях точности изготовления и сборки, и в 
таких случаях продольная модификация, заключающаяся в преднамеренном 
отводе торцов взаимодействующих поверхностей при нарезании, может ока-
заться бессмысленной и даже вредной. Однако при снижении точности на-
грузка начинает сосредотачиваться у одного из торцов зубчатого венца, вы-
зывая повышенную напряжённость, и тогда продольная модификация играет 
положительную роль, разгружая торцовые участки. 

Ниже предпринята попытка дать в первом приближении анализ напря-
жённости арочных зубьев Новикова в условиях действия технологических по-
грешностей при различных степенях точности изготовления колёс передачи и 
различных параметрах модификации (отвода) поверхностей. Исследование про-
ведено применительно к используемому на практике исходному контуру РГУ-5. 

Анализируя напряжённое состояние арочных зубьев, можно было бы вес-
ти расчёт по среднему сечению зубчатого венца, как это иногда делается при-
менительно к коническим колёсам [2], [3]. Однако, как показано в [4], это при-
водит к неверным результатам, поскольку игнорируется фактор переменности 
ряда параметров по ширине зубчатого венца. Такой же фактор переменности 
имеет место и в арочных зубьях цилиндрических колёс, и его учёт является 
принципиальным, т.к. в этом случае представляется возможным определить 
фактическое число контактных точек (площадок контакта) в любой фазе зацеп-
ления, найти "опасные" сечения, лимитирующие нагрузочную способность пе-
редачи и, главное, оценить влияние продольной модификации при работе пере-
дачи с технологическими погрешностями. Поскольку за неимением достаточ-
ных данных по арочным зубьям приходится в каждой контактной точке рас-
сматривать их как косозубые (с переменными параметрами – углом наклона, 
приведенным числом зубьев и т.д.), то, разумеется, некоторая условность рас-
чёта остаётся, однако достоверность получаемых при этом результатов сущест-
венно выше, чем при рассмотрении только среднего сечения. 

Запишем систему, содержащую уравнения упругого равновесия и совме-
стности перемещений контактирующих зубьев [4] без учёта податливости со-
путствующих деталей конструкции привода: 
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Здесь обозначено: W  – суммарное (контактное и изгибно-сдвиговое) пе-
ремещение зуба, uδ  – приведенная технологическая погрешность в зацепле-
нии, lδ  – параметр модификации (отвод) взаимодействующих поверхностей, 
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ΣT  – суммарный вращающий момент передачи, iT  – вращающий момент на 
i -ой площадке контакта, n  – теоретическое количество контактных точек на 
полушевроне. 

Рассмотрим подробнее входящие в систему (1) элементы. 
Условимся все переменные параметры, зависящие от положения кон-

тактной точки по ширине зубчатого венца (и, следовательно, от соответст-
вующего угла наклона зуба), помечать индексом " z ". 

В рамках высказанных выше представлений запишем выражение для 
суммарного (контактного и изгибно-сдвигового) перемещения W зуба [4]: 

 

  64,067,0
1

13,0*93,0
0

64,164,0 )(cos)(cos)( −−−−−− ⋅⋅⋅= uzmKTKAW zzkbzzикz βρα β .  (2) 
 

В формуле (2): A  – некоторый коэффициент, зависящий от номинального ра-
диуса 0r  резцовой головки и равный [5] BA 4,06,0 += , где 44,0

0 )/(214,0 tmrB = , 

tm  – торцовый модуль передачи ( 165,0 ≤≤ B ); икK  – коэффициент, завися-
щий от исходного контура, для РГУ-5 равный 0,0651; zT  – доля вращающего 
момента, приходящаяся на данную площадку контакта; bK  – коэффициент, 
учитывающий влияние торца и изменяющийся по экспоненциальному закону 
от 1 до 2 [6]; kα  – угол давления; 0m  – модуль резца инструмента; βρ  – при-
веденный главный продольный радиус кривизны взаимодействующих поверх-
ностей зубьев; β – угол наклона зуба; 1z  – число зубьев шестерни; 12 / zzu =  – 
передаточное число. 

(Здесь и далее звёздочка означает отнесение параметра к модулю инст-
румента или передачи). 

Поскольку стандартов по нормам точности для передач Новикова (тем 
более с арочными зубьями) до сих пор не существует, приходится технологи-
ческие отклонения принимать из стандарта для эвольвентных передач [7]. В 
качестве основных влияющих факторов учитывались: перекос и непараллель-
ность осей передачи, подчиняющиеся линейному закону по ширине зубчатого 
венца, разность окружных шагов шестерни и колеса (учитывалась при пере-
ходе от одного зуба к другому), отклонения профиля зуба шестерни и колеса 
(учитывались при переходе контакта с головки на ножку зуба и наоборот од-
ного и того же элемента пары).  

При определении zuδ  принимался во внимание вероятностный характер 
распределения отклонений по нормальному закону с заданием определённой 
"степени риска" [4] применительно к серийному производству. 

Задаваясь величиной тlδ  преднамеренного отвода взаимодействующих 
поверхностей на торцах зубьев, называемого степенью продольной модифи-
кации, получим отвод поверхностей в любой рассматриваемой точке по ши-
рине зубчатого венца в виде: 
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                                       т
2)5,0( lbl zz δδ = ,                                               (3) 

 

где zb  – выраженное в долях ширины wb  зубчатого венца расстояние от рас-
сматриваемой точки до середины зубчатого венца, измеренное в направлении 
осей зубчатых колёс пары в сторону торца. 

Заданная величина отвода тlδ  легко обеспечивается увеличением диа-
метра d  резцовой головки, нарезающей вогнутую сторону зуба, на величину 

0dΔ  по сравнению с номинальным диаметром 0d  резцовой головки, наре-
зающей выпуклую сторону зуба, так что 

 

                          )4/(4 т0
22

0т00 ldbdlddd w δδ −=−=Δ .                              (4) 
 
Решая систему (1), получают число фактических точек (площадок) кон-

такта, в которых определено не равное нулю отношение вращающего момен-
та, приходящегося на данную точку, к суммарному (подводимому) моменту: 

 

                                         Σ= TTK zTz / .                                                  (5) 
 
Чтобы провести анализ напряжённости зуба в различных точках, запишем 

выражения для текущих значений изгибного Fzσ  и контактного Hzσ  напряжений: 
 

     [ ]3
2,12,12,12,12,12,12,1 )cos(/2000 βσ ttazVzbzTzFz mzKYYTKK Σ= ;           (6) 

[ ] 063,1*312,0*063,2
0

687,0
2,12,1 )()()cos/( −−−

Σ= lKZmzTKZ llzkKzHHz βρασ .      (7) 
 
(Индексы "1" и "2" относятся соответственно к шестерне и колесу). 
Здесь обозначено [4]: bK  – коэффициент, учитывающий влияние торца 

на изгибные напряжения; VY  – объёмный коэффициент формы зуба; aY  – ко-
эффициент учёта продольной протяжённости площадки контакта; tK  – экс-
периментально установленный [8] параметр, учитывающий разное сопротив-
ление изгибу в зависимости от того, с какой стороны – вогнутой или выпук-
лой – приложена нагрузка к головке зуба шестерни или колеса: в первом слу-
чае 1=tK , во втором – 8.0=tK ; параметры lKZZ llH ,,,  зависят от исход-
ного контура и твёрдости поверхностей зубьев [4]; KK  – коэффициент, учи-
тывающий влияние торца на контактные напряжения, он зависит от длины 
пятна контакта и его удалённости от торца [4]. 

Из структуры формул (6) и (7) можно выделить переменную часть, зави-
сящую от упомянутого выше положения zb  контактной точки вдоль осей колёс 
или от величины угла zβ  наклона зуба. Переменную часть назовём параметром 
соответственно изгибной FzK  и контактной HzK  напряжённости зуба: 
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- для шестерни            1
3

11111 sec ztazVzbzTzFz KYYKKK β= ;                                (8) 

- для колеса                1
3

22222 sec ztazVzbzTzFz KYYKKK β= ; 
312,0*687,0 )()( −= zKzHz KK βρ .                                       (9) 

 

Для вычисления параметров напряжённости разработана специальная 
программа. Весь период зацепления разбивается на любое заданной количество 
фаз, отыскиваются максимальные значениям параметров напряжённости, по 
которым можно судить о степени напряжённости зубьев передачи и проводить 
анализ для различных степеней точности и продольной модификации. 

 
Таблица 1 – Результаты расчёта параметров напряжённости для варианта 1=t  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
,тlδ  мм Степ. 

точн. 
FzK  ф2n  zb  k  HzK  ф2n  zb  k  

0 0,098 10 0,278 1 0,069 10 0,278 1 
6 0,158 10 0,494 1 0,080 10 0,278 1 
8 0,231 10 0,494 1 0,099 10 0,492 2 

10 0,414 5 0,494 1 0,161 10 0,484 2 

 
 

0 

12 0,747 6 0,497 2 0,266 10 0,476 2 
0 0,127 10 0,278 1 0,083 10 0,278 1 
6 0,151 10 0,278 1 0,094 10 0,278 1 
8 0,165 10 0,494 1 0,095 10 0,278 1 

10 0,336 6 0,494 1 0,134 6 0,468 2 

 
 

0,03 

12 0,645 6 0,497 2 0,250 5 0,476 2 
0 0,146 10 0,278 1 0,092 10 0,278 1 
6 0,171 10 0,278 1 0,103 10 0,278 1 
8 0,173 10 0,278 1 0,104 10 0,278 1 

10 0,285 6 0,494 1 0,124 6 0,468 2 

 
 

0,05 

12 0,577 6 0,497 2 0,234 5 0,476 2 
0 0,163 10 0,278 1 0,099 10 0,278 1 
6 0,189 9 0,278 1 0,111 9 0,278 1 
8 0,192 9 0,278 1 0,112 9 0,278 1 

10 0,234 6 0,494 1 0,115 6 0,278 1 

 
 

0,07 

12 0,510 5 0,494 1 0,217 5 0,476 2 
0 0,184 8 0,278 1 0,109 8 0,278 1 
6 0,212 8 0,278 1 0,120 8 0,278 1 
8 0,217 8 0,278 1 0,123 8 0,278 1 

10 0,230 6 0,278 1 0,128 6 0,278 1 

 
 

0,1 

12 0,432 5 0,494 1 0,189 5 0,476 2 
0 0,195 6 0,278 1 0,113 6 0,278 1 
6 0,223 6 0,278 1 0,125 6 0,278 1 
8 0,232 7 0,278 1 0,128 7 0,278 1 

10 0,250 6 0,278 1 0,136 7 0,278 1 

 
 

0,12 

12 0,380 5 0,494 1 0,174 7 0,468 2 
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Продолжение таблицы 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 0,208 6 0,278 1 0,119 6 0,278 1 
6 0,237 5 0,278 1 0,131 5 0,278 1 
8 0,249 6 0,278 1 0,135 6 0,278 1 

10 0,278 7 0,278 1 0,147 7 0,278 1 

 
 

0,15 

12 0,305 5 0,494 1 0,160 5 0,468 2 
 

Таблица 2 – Результаты расчёта параметров напряжённости для варианта 2=t  
,тlδ  мм Степ. 

точн. FzK  ф2n  zb  k  HzK  ф2n  zb  k  

0 0,105 8 0,267 2 0,069 8 0,267 2 
6 0,148 10 0,495 2 0,093 8 0,472 1 
8 0,224 10 0,495 2 0,121 8 0,472 1 

10 0,407 5 0,495 2 0,185 5 0,472 1 

 
 
0 

12 0,722 6 0,498 1 0,273 4 0,472 1 
0 0,131 8 0,267 2 0,081 8 0,267 2 
6 0,148 10 0,248 2 0,088 10 0,198 1 
8 0,149 10 0,248 2 0,102 8 0,472 1 

10 0,320 6 0,495 2 0,166 5 0,472 1 

 
 

0,03 

12 0,618 5 0,495 2 0,258 4 0472 1 
0 0,148 8 0,267 2 0,089 10 0,198 1 
6 0,167 10 0,248 2 0,097 9 0,198 1 
8 0,169 9 0,248 2 0,099 8 0,198 1 

10 0,263 6 0,495 2 0,153 5 0,472 1 

 
 

0,05 

12 0,561 5 0,495 2 0,247 4 0,472 1 
0 0,163 8 0,267 2 0,096 6 0,198 1 
6 0,184 9 0,248 2 0,105 7 0,198 1 
8 0,187 8 0,248 2 0,107 8 0,198 1 

10 0,229 5 0,472 1 0,140 5 0,472 1 

 
 

0,07 

12 0,502 5 0,495 2 0,236 4 0,472 1 
0 0,181 6 0,267 2 0,105 6 0,198 1 
6 0,202 6 0,248 2 0,113 6 0,198 1 
8 0,209 7 0,248 2 0,117 6 0,198 1 

10 0,222 6 0,248 2 0,125 5 0,198 1 

 
 

0,1 

12 0,428 4 0,472 1 0,219 4 0,472 1 
0 0,190 6 0,267 2 0,109 6 0,198 1 
6 0,210 5 0,248 2 0,117 5 0,198 1 
8 0,220 6 0,248 2 0,121 5 0,198 1 

10 0,240 6 0,248 2 0,131 5 0,198 1 

 
 

0,12 

12 0,396 4 0,472 1 0,207 4 0,472 1 
0 0,199 4 0,267 2 0,113 4 0,198 1 
6 0,219 4 0,248 2 0,121 4 0,198 1 
8 0,231 5 0,248 2 0,125 4 0,198 1 

10 0,265 6 0,248 2 0,139 5 0,198 1 

 
 

0,15 

12 0,346 4 0,472 1 0,188 4 0,472 1 
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В качестве типичного примера проведём анализ зубчатой передачи с ис-
ходным контуром РГУ-5, имеющей следующие параметры: 15,30 =m мм, 

=tm 3,5мм, 151 =z , 462 =z , коэффициенты смещения исходного контура 

1,0*
2,1 ±=x , 140=wb мм, 2200 =d мм, "степень риска" – 3% [4]. Пусть, к при-

меру, мН30002 ⋅=ΣT . Теоретическое количество точек (площадок) контакта 
на полной ширине зубчатого венца на разных фазах зацепления этой переда-
чи колеблется от 8 до 12.  

Весь период зацепления разбит на 21 фазу, а расчёты проведены для 
разных степеней точности по [7], разных величин тlδ  продольной модифика-
ции и двух вариантов: варианта с вогнутой стороной зуба шестерни и выпук-
лой стороной зуба колеса (обозначен 1=t ) и варианта с вогнутой стороной 
зуба колеса и выпуклой стороной зуба шестерни (обозначен 2=t ). Степень 
точности "0" означает передачу, изготовленную без технологических  по-
грешностей. Некоторые результаты сведены в таблицы 1 и 2. Помимо макси-
мальных значений параметров напряжённости 2,1FzK  и HzK  в таблицах пока-
заны соответствующие положения zb  "опасных" сечений, фактическое коли-
чество ф2n  контактных точек по обоим полушевронам, а также показатель 

k , равный 1, если в "опасном" сечении имеем контакт головки зуба шестерни 
с ножкой зуба колеса, и равный 2, если имеем контакт головки зуба колеса с 
ножкой зуба шестерни. 

Обработка большого объёма данных позволяет сделать следующие выводы. 
1) Характер изменения параметров напряжённости примерно одинаков 

для обоих вариантов ( 1=t  и 2=t ). 
2) При любом значении отвода тlδ  понижение точности передачи ведёт 

к росту напряжённости. 
3) При понижении точности передачи уменьшается фактическое количе-

ство ф2n  контактных точек, а "опасные" сечения приближаются к торцу 

( 5,0→zb ). 
4) При степени точности "0" с ростом тlδ  неуклонно нарастает напря-

жённость, из чего следует, что для высокоточных передач (степень точности 
выше 6-й) продольная модификация бессмысленна и даже вредна; при степе-
нях точности 6…10 обычно существуют некоторые оптимальные значения 

тlδ , при которых напряжённость минимальна; при грубых степенях точности 
(11,12) с ростом тlδ  до некоторых достаточно высоких значений, как прави-
ло, происходит неуклонное снижение напряжённости.  

Выполненное исследование позволяет дать некоторые предварительные 
рекомендации: 
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1. Для передач степени точности выше 6-й применять продольную мо-
дификацию поверхностей зубьев не следует. 

2. Для передач степеней точности 6…12 можно ориентировочно руково-
дствоваться рекомендательными данными из таблицы 3, в которой Fλ  и Hλ  
показывают, во сколько раз снижается соответственно изгибная и контактная 
напряжённость модифицированных зубьев по сравнению с немодифициро-
ванными ( тlδ =0) при прочих равных условиях. 
 

Таблица 3 – Ориентировочные рекомендации по назначению величины тlδ  

Степень 
точности по [7] 

Рекомендуемое значение тlδ  
в долях модуля tm  Fλ  Hλ  

6…8 0,008…0,011 до 1,4 до 1,1 
9…10 0,014…0,020 1,6…1,8 1,2…1,4 

11 0,035 до 2 до 1,6 
12 свыше 0,045 свыше 2  свыше 1,6  

 
Таким образом, продольная модификация поверхностей арочных зубьев 

является мощным инструментом снижения их напряжённости, при этом эф-
фект тем больше, чем ниже точность передачи. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 10-08-00031 
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УДК 621.771  
 

П.В. КРОТ, к.т.н., ИЧМ им. З.И. Некрасова НАН Украины, г. Днепропетровск 
 
СИСТЕМА МОНИТОРИНГА ДИНАМИЧЕСКИХ НАГРУЗОК В 
ЛИНИЯХ ПРИВОДА СТАНОВ ГОРЯЧЕЙ ПРОКАТКИ 
 

Выполнены теоретические исследования и разработана система мониторинга динамических на-
грузок в линиях привода станов горячей прокатки. Разработаны динамические модели и про-
граммное обеспечение, позволяющие формировать базы данных о накопленных циклах нагрузок 
и отказах элементов линии привода и представлять статистическую информацию в удобном виде 
для принятия решений в подразделениях по эксплуатации прокатных станов. 
 
Виконано теоретичні дослідження и розроблено систему моніторингу динамічних навантажень у 
лініях приводу станів гарячої прокатки. Розроблені динамічні моделі та програмне забезпечення, 
що дозволяють формувати бази даних про накопичені цикли навантажень та відмови елементів 
лінії приводу й представляти статистичну інформацію у зручному вигляді для прийняття рішень 
у підрозділах з експлуатації прокатних станів. 
 
Theoretical research has been carried out and monitoring system is developed of the dynamic loads in 
the drivelines of hot rolling mills. Dynamic models and software are developed, which allow to support 
databases with history of loading cycles and failures of driveline elements and to represent statistical in-
formation in convenient form for decision making in maintenance departments of rolling mills. 

 
Введение. Согласно действующим правилам технической эксплуатации 

станов горячей прокатки [1], их текущее обслуживание, включающее замены 
узлов и деталей, производится на основе планово-предупредительных ремон-
тов (ППР) по текущим величинам износа, как основного параметра техниче-
ского состояния оборудования (ТСО). При назначении сроков ППР учитыва-
ют общий износ в виде полных угловых и радиальных зазоров, хотя только 
открытая их часть, зависящая от текущих настроек и конструктивных осо-
бенности линий привода, определяет динамические нагрузки, приводящие к 
наиболее частым поломкам и отказам оборудования. Если зазор оказывается 
закрытым к моменту приложения нагрузки и не раскрывается при последую-
щих колебаниях, то он никак не влияет на динамику системы и не может быть 
критерием для выполнения текущего ремонта. С другой стороны, открытая 
часть зазоров влияет на пиковые нагрузки, но не является критерием для на-
значения сроков технического обслуживания или замены узлов. Возникаю-
щее противоречие с правилами технической эксплуатации может быть раз-
решено в автоматизированной системе мониторинга, реализующей функции 
диагностики, как полной величины зазоров, так и открытой части [2]. Однако, 
такие измерения на крупногабаритном прокатном оборудовании сложной 
технической задачей в связи с изменчивым характером проявления зазоров и 
многими факторами, влияющими на величину их открытой части.  

 
Анализ публикаций. За рубежом широко применяются автоматизиро-

ванные системы управления активами на предприятиях (EAM – Enterprise As-
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set Management), которые в основном выполняют функции планирования за-
грузки ремонтных цехов и формирования заказов на закупку запасных частей 
с учетом необходимого резервирования. Наблюдение за технологией и обо-
рудованием, включая прогнозирование остаточного ресурса отдельных узлов 
прокатных станов, реализуется на основе телеметрических измерителей кру-
тильных моментов и датчиков вибрации, установленных в отдельных точках 
по линии привода, например, в системе фирмы SMS Siemag (PPMS – Plant and 
Process Management System) [3] или разрабатываемой в России [4]. Большин-
ство же систем мониторинга используют токовые сигналы электроприводов 
[5], которые более доступны для регистрации стандартными техническими 
средствами. Некоторое приближение к реальным уровням механических на-
грузок дают специальные методы обработки токовых сигналов электроприво-
дов, предложенные в работе [6], но только если контуры регулирования име-
ют достаточно высокую частоту среза, включающую диапазон первых двух 
собственных частот линии привода.  

В станах горячей прокатки по условиям работы наблюдается большая по 
отношению ко всему циклу прокатки продолжительность переходных про-
цессов при захватах, выбросах и ударах раската на транспортирующем роль-
ганге. Это вызывает колебания элементов линии привода и создает опреде-
ленные трудности применения стандартных средств и методов диагностики 
[7] на прокатных станах, особенно зазоров. Предложены методы диагностики 
износа в переходных режимах [8, 9]. Экспериментальные исследования, вы-
полненные на нескольких станах горячей и холодной прокатки, показали, что 
измерение суммарных зазоров может быть выполнено датчиками угловых 
положений магнитного или оптического типа, установленными на элементах 
линии привода в стационарном или съемном исполнении. С другой стороны, 
по параметрам колебаний на собственных частотах можно не только судить о 
величинах пиковых нагрузок, но и диагностировать зазоры [10].  

 
Постановка проблемы. Измерение токовых или механических нагрузок 

на одном из валов не позволяет получать достоверные данные о динамиче-
ских нагрузках в различных элементах редукторных линий привода прокат-
ных станов. В отличие от систем без редукторов, динамика может в несколь-
ко раз отличаться по сравнению с точкой, где установлен стационарный из-
меритель моментов (обычно на шпинделях или моторном валу). Поэтому не-
обходимы динамические модели для оценки нагрузок в недоступных для из-
мерения точках по линии привода. Алгоритмы системы мониторинга должны 
учитывать влияние настроек оборудования (шпиндельных узлов), параметров 
прокатки (соотношения скорости и уровня раската по отношению к валкам) и 
текущий износ элементов привода в виде угловых и радиальных зазоров, что 
требует реализации функций диагностики. Это позволит адаптировать пара-
метры нелинейной динамической модели для более точного расчета накоп-
ленных повреждений и одновременно планировать сроки обслуживания кле-
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тей. Технические средства измерений моментов и зазоров должны функцио-
нировать в тяжелых условиях прокатного производства и основываться на 
бесконтактном принципе передачи данных и питания. 

 
Цель исследования. Целью исследований является разработка матема-

тического и программного обеспечения, технических средств измерения мо-
ментов, составляющих основу стационарных автоматизированных систем 
мониторинга и диагностики линий привода прокатных станов. Принципы по-
строения и функционирования таких систем должны обеспечивать надежную 
эксплуатацию прокатных станов под действием нестационарных технологи-
ческих нагрузок и повышенном уровне износа оборудования.  

 
Методы решения задачи. Основная идея разработанных методов мони-

торинга и диагностики состоит в использовании нелинейных свойств механи-
ческих систем прокатных станов, которые при наличии зазоров искажают 
пропорциональную (для линейных систем) зависимость выходных (измеряе-
мых) сигналов от входных воздействий (статической нагрузки на валках). Для 
расчета идеальных характеристик линейных систем (эталонных образов) и их 
изменений при появлении износа (зазоров) применяются динамические моде-
ли. В качестве информативных параметров для оценки динамических нагру-
зок и диагностики зазоров использованы: амплитуда и фаза сигнала момента 
и вибрации в диапазоне собственных частот, значения самих частот, изме-
няющихся при появлении нелинейностей, декремент свободных колебаний, 
отклонения статистических характеристик нагрузки, зависимость динамиче-
ского отклика от статической нагрузки. Отличием разработанной системы яв-
ляется использование динамической модели, включающей адаптацию ее па-
раметров по данным измерения податливости участков линий привода и их 
текущего износа в виде зазоров.  

 
Интерфейс и функции системы мониторинга нагрузок*. При проек-

тировании системы исходили из того, что повышение надежности прокатного 
оборудования может быть достигнуто только с помощью стационарных авто-
матизированных систем, включающих функции управления техническим об-
служиванием и ремонтами (АСУ ТОиР). Система разрабатывалась согласно 
конструкции черновых и чистовых клетей широкополосного стана горячей 
прокатки 1680 ОАО "Запорожсталь", но может быть адаптирована к любому 
составу оборудования. В первую очередь, предусмотрена визуализации ос-
новных элементов линии привода клети кварто, включающей шпиндели, шес-
теренную клеть, редуктор и электродвигатель. По каждой из клетей и отдель-
ным элементам линии привода персонал может оперативно получать инфор-
мацию, которая представлена (см. Рисунок 1) для одной из муфт моторного 

                                                 
* Программное обеспечение разработано совместно с м.н.с. Соловьевым К.В. 
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вала. Наряду со статистической информацией по заменам данного узла или 
детали, наработке и текущему износу могут строиться также графики пере-
ходных процессов в различных местах линии привода на основе расчета по 
модели системы и данных измерений износа элементов привода. 

Накопленные за время эксплуатации прокатного стана данные о циклах 
нагрузок используются для построения статистических распределений напря-
жений в основных деталях (см. Рисунок 2). По этим данным система произво-
дит расчет вероятности наступления отказа по соотношению накопленных цик-
лов максимальных нагрузок (σ_max) заданного поставщиком оборудования до-
пускаемому пределу (σ_lim). Статистические параметры свойств материала за-
цеплений редуктора и других элементов (σ_lim) устанавливаются по данным 
поставщика оборудования в пределах 15-20% или путем измерений фактиче-
ской твердости поверхности по длине зубьев и по периметру шестерен. 

 

 
Рисунок 1 – Окно визуализации линии привода клети с данными по износу и ресурсу 
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Рисунок 2 – График распределений максимальных значений момента сил упругости: 

σ_max – максимальная нагрузка (3σ); σ_lim – средняя допускаемая нагрузка 
 

В системе реализована поддержка базы данных по учету отказов и сро-
ков замены деталей и узлов. Структура базы данных системы разрабатыва-
лась совместно со службой эксплуатации стана 1680 и учитывает специфику 
проведения ремонтных воздействий и соответствует терминологии записей 
агрегатных журналов (см. Рисунок 3). Использованы следующие виды воз-
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действий на оборудование: 1) ввод в действие; 2) текущий ремонт; 3) капи-
тальный ремонт; 4) аварийный ремонт. Структура оборудования имеет четы-
ре уровня: 1) клеть; 2) агрегат; 3) узел; 4) деталь. Причины отказов классифи-
цированы в три вида: 1) технологические; 2) конструктивные; 3) эксплуата-
ционные. Отказы ранжированы по степени тяжести тремя уровнями: 1) по-
вреждение; 2) поломка; 3) отказ. База данных может быть расширена на лю-
бое количество клетей стана и вспомогательное оборудование (моталки, нож-
ницы, эджеры, рольганги). Запросы формируются на основе языка SQL, кото-
рый легко поддается интерпретации и может быть использован персоналом 
службы эксплуатации. Например, строятся запросы такого вида: 

• ресурс подшипников одного вида на разных валах редукторов; 
• ресурс зубчатых зацеплений входных валов редукторов в клетях; 
• периодичность обтяжки болтовых креплений на опорах валов; 
• периодичность замены вкладышей на шпинделях. 
 

 
Рисунок 3 – Окно визуализации и ввода информации в базе данных отказов 

и ремонтов элементов оборудования прокатного стана 
(выбран фильтр вида ремонта "аварийный", агрегат "кл. 03") 

 
В системе предусмотрено формирование отчетов по данным о нагрузках: 
• диаграммы нагрузок по различным видам сортамента; 
• загрузка оборудования клетей по мощности прокатки и времени; 
• статистика нагрузок для каждого элемента линий привода; 
• прогноз износа и остаточного ресурса оборудования; 
• поиск сортамента с превышением допускаемого уровня нагрузок. 
• построение трендов уровней вибрации в частотных диапазонах; 
• выдача аварийных предупреждений по уровням нагрузок. 
Система определяет фактический ресурс и износ элементов оборудова-

ния на момент измерения вибрации, а также выводит значения кинематиче-
ских частот зубчатых зацеплений и подшипников качения валков, шестерен-
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ных клетей и редукторов. Использование накопленной статистики о нагруз-
ках при анализе записей вибрации существенно ускоряет адаптацию методов 
диагностики и облегчает построение прогнозных моделей отказов.  

 
Методы анализа и представления нагрузок. Эффективность анализа тех-

нологических нагрузок зависит от формы их представления пользователям сис-
темы и учета специфики процессов прокатки. Пример обработки данных показан 
для клети дуо стана 1680 (см. Рисунок 4). Правая шкала графика соответствует 
количеству слябов, прокатанных при данном уровне статической нагрузки (сред-
ней по слябу), а левая шкала – это нагрузка привода, измеренная на моторном ва-
лу. Большую роль при этом играет алгоритм выбора значений для построения 
графиков нагрузок: мгновенные значения (исходные данные); средние значения 
по длине сляба, по одной плавке или группе плавок одного сортамента; по всему 
сортаменту за определенный период времени. Расчеты показали, что в качестве 
представительной выборки при расчетах прочности и долговечности оборудова-
ния клетей достаточно взять недельный интервал времени работы. 

Анализ средних значений нагрузок по длине сляба внутри одной плавки 
характеризует стабильность нагрева слябов. Средние значения по плавкам 
одного сортамента показывают, в чем причина возможных перегрузок: не-
правильная схема обжатий или нарушения в режимах нагрева или задержки 
при транспортировке слябов по рольгангу. Чем большее количество слябов 
фиксируется с превышением нагрузок (вертикальные столбцы на Рисунок 4) 
на одном из номеров сортамента (выведены по горизонтальной оси и опреде-
ляется в отдельной таблице), тем больше вероятность неправильной схемы 
обжатий, а не разовых выбросов нагрузки при низкой температуре металла.  

 

 
Рисунок 4 – Средняя по слябам статическая нагрузка в клети дуо стана 1680 
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Статистический анализ нагрузок на различном сортаменте позволяет 
оценить влияние отклонений в технологическом режиме прокатки на отказы 
отдельных узлов и совершенствовать (изменять) режимы прокатки по усло-
виям надежности стана, снизить аварийные поломки и повысить эффектив-
ность эксплуатации оборудования.  

Идентификация причин повышенных нагрузок на основе реальных дан-
ных измерений проводится, как во временной, так и в частотной области (по 
амплитудным и фазовым частотным характеристикам системы). В качестве 
примера на Рисунок 5а приведены расчетная амплитудная частотная характери-
стика (АЧХ) по каналу "момент на валках – момент на входе редуктора" и спектр 
технологической нагрузки на рабочих валках в клети дуо стана 1680. Построения 
для остальных клетей выполняются аналогично. Фазовые характеристики пока-
зывают места наибольших нагрузок по линии привода, соответствующие узлам 
крутильных колебаний по первым формам. В узлах колебаний, если они попада-
ют в зубчатые зацепления, происходит раскрытие зазоров в переходных режимах 
нагрузок. Применение такого представления данных в большей степени соответ-
ствует задачам динамического анализа механических систем, чем обычное рас-
пределение нагрузок, представленное на Рисунок 5б или применяемые для расче-
та цикловой прочности оборудования кривые Вёллера. Термин "спектр нагрузки" 
применяется, как правило, для обычного распределения, которое показывает рас-
сеяние нагрузки только по одному из параметров – амплитуде (вертикальная ось 
на Рисунок 5а). Второй важный параметр – время нарастания нагрузки, или об-
ратная ей величина – частота, остается неучтенным (горизонтальная ось на 
Рисунок 5а), хотя существенно влияет на динамику линии привода.  

 

  
      а)     б) 

Рисунок 5 – Спектр технологической нагрузки в клети дуо стана 1680:  
а) спектр входной нагрузки и расчетный график АЧХ линии привода; 

 б) стандартное распределение входной нагрузки 
 

В реальных условиях нагрузка на валках прикладывается за время за-
полнения очага деформации металлом. На Рисунок 6 приведены расчетные 
зависимости нагрузки по различным участкам линии привода от времени на-
растания момента прокатки. Левая граница графиков соответствует мгновен-
ному захвату. Правый график по оси абсцисс размечен по частоте (f=1/2T, где 
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T – время нарастания нагрузки при захвате). Согласно статистике по обжати-
ям и скорости валков в черновой группе клетей стана 1680, время захвата со-
ставляет: 0,13; 0,14; 0,12; 0,06 и 0,03с.  

 

 
        а)     б) 

Рисунок 6 – Зависимость KД по линии привода от времени захвата: 
а) система без зазоров (эталон); б) система с зазорами в обоих шпинделях (0.012рад=6мм) 

 
В среднем из-за увеличения времени захвата по клетям максимальные 

нагрузки в два раза меньше, чем при ступенчатом воздействии, но наиболь-
шее увеличение нагрузок (в 2 раза) наблюдается при малом времени захвата 
(до 0,02с). С увеличением времени захвата (уменьшением частоты), например 
в последних клетях, увеличение нагрузок от зазоров меньше (в 1,5 раза). 
Спектр нагрузки в его динамическом толковании позволяет системно оцени-
вать влияние технологических факторов и находить оптимальные пути сни-
жения перегрузок. При попадании области рассеяния нагрузок в спектре на 
одну из первых собственных частот линии привода клети, разброс динамиче-
ской нагрузки существенно возрастает [11]. Время нарастания момента про-
катки можно изменить (сместить частоту воздействия) несколькими техноло-
гическими способами: 

• изменением (перераспределением) обжатий по клетям; 
• повышением температуры передней кромки раската; 
• формированием фигурной передней кромки раската; 
• изменением скорости захвата раската или ускорением привода. 
С ростом обжатия изменяется как амплитуда статической нагрузки, так и 

время ее нарастания при захвате, поэтому данный способ требует более 
сложных построений, чем остальные. Формирование фигурной передней 
кромки раската требует конструктивных изменений оборудования станов, а 
изменение скорости захвата требует постоянного согласования скорости вал-
ков и рольганга, что мало приемлемо на практике. Наиболее простым и опро-
бованным на практике способом является автоматическое включение систе-
мы гидросбива окалины после прохождения передней кромки слябов на дли-
ну очага деформации (50-150мм). При этом качество поверхности металла не 
ухудшается, а нагрузки снижаются на 20-30%. 

 76

Совершенствование методов расчета динамических нагрузок. Рас-
пределение нагрузок по линии привода определяется формами колебаний по 
низшим собственным частотам крутильной системы. Узлы колебаний соот-
ветствуют максимальным крутильным нагрузкам и уровням сигнала в линии 
привода. В качестве примера представлена зависимость динамической на-
грузки (KД, Ммах) по участкам линии привода клети дуо стана 1680, с двумя 
одноступенчатыми редукторами в зависимости от зазоров в шпинделях (см. 
Рисунок 7). Кривые получены путем численного моделирования системы. 
Демпфирование принято линейно зависящим от скорости закручивания вала с 
одинаковым коэффициентом для всех упругих связей. Соответствие номеров 
по оси абсцисс: 1 – моторный вал, 2 – зацепление первого редуктора, 3 – про-
межуточный вал между редукторами, 4 – зацепление второго редуктора, 5 – 
коренная муфта, 6 – зацепление шестеренной клети, 7 – нижний шпиндель, 8 
– верхний шпиндель. На графике Рисунок 7а нижняя кривая – система без за-
зоров, верхняя – зазоры в обоих шпинделях 0,012рад (6мм). На графике 
Рисунок 7б нижняя кривая – статическая нагрузка, верхние кривые – макси-
мальный момент сил упругости по линии при тех же зазорах в шпинделях, 
что и на левом графике (0…6мм). 

 

 
      а)     б) 
Рисунок 7 – Распределение KД и Mmax по линии привода клети стана 1680 

 
Можно заметить, что в данной клети, восприимчивость к крутильным 

нагрузкам вала коренной муфты (5) и шестеренной клети (6) больше, чем за-
цепления редукторов (2 и 4) при увеличении зазоров в обоих шпинделях. На 
участке коренной муфты располагаются узлы колебаний одного знака по 
двум собственным частотам 32 и 75Гц, что вызывает повышенный уровень 
динамики. Узлы колебаний на частотах 13 и 28Гц находятся на моторном ва-
лу и в зацеплении первого редуктора, что также приводит к увеличению на-
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грузок на этом участке, сопоставимых с динамикой на шпиндельных валах. 
Все технологические параметры режима прокатки с точки зрения динами-

ки при захвате заготовок могут быть сведены к изменению только двух пара-
метров: времени нарастания нагрузки, рассмотренного ранее, и величине ста-
тического момента прокатки. Экспериментально и теоретически было установ-
лено влияние уровня статической нагрузки на динамический отклик нелиней-
ной системы линии привода при наличии зазоров. При отсутствии зазоров, их 
малой величине или полном закрытии к моменту захвата зависимость 
Ммах=Ммах(Мст) является практически линейной (KД=const). В нелинейных сис-
темах с открытыми зазорами применяемый для оценки динамики коэффициент 
KД содержит при вычислении неопределенность, особенно при раскрытии зазо-
ров после первого периода колебаний и превышении второго пика над первым, 
а также при колебаниях статической нагрузки после захвата. По сути KД явля-
ется производной функции Ммах=Ммах(Мст), поэтому необходимо учитывать, 
при каком значении Мст он измерялся или рассматривается, иначе применение 
этого термина теряет смысл. В качестве примера приведены зависимости KД и 
Ммах от статической нагрузки Мст для вала коренной муфты (см. Рисунок 8). 
Кривые имеют аналогичный вид для любой из упругих связей по линии приво-
да, но с различными углами наклона. Нижние линии на графике – это линейная 
система без зазоров (эталон), верхние – максимальные зазоры в обоих шпинде-
лях 0,012рад (6мм). Используя построенные зависимости, производится оценка 
динамических нагрузок в элементах линий привода с учетом износа. 

 

 
Рисунок 8 – Зависимости KД и Mmax в коренной муфте клети дуо стана 1680 от 
статической нагрузки на валках при увеличении зазоров в обоих шпинделях 
 
Нелинейные динамические модели позволяют вычислять также нагрузки 

не только в крутильной системе, но и в подшипниковых опорах валко, шесте-
ренных клетей и редукторов. В отличие от известных моделей [12], учитыва-
ются круговые зазоры в опорах и различные податливости в горизонтальном 
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и вертикальном направлении крышек и болтовых креплений. Расчет переход-
ных колебаний в опорах редукторов необходим для определения периодично-
сти обтяжки болтовых креплений редукторов и шестеренных клетей, при ос-
лаблении которых происходят поломки на внешних участках зубчатых зацеп-
лений за счет перекосов валов. 

Зависимость Ммах=f(Мст) отклика нелинейной системы линии привода на 
входное воздействие при наличии зазоров можно приближенно описать квадра-
тичной зависимостью вида: 

Ммах=А2Мст
2+А1Мст+А0,                                          (1) 

 
где А0, А1, А2 – постоянные коэффициенты для данного конструктивного ис-
полнения, технического состояния и режима работы оборудования; Мст – мо-
мент статической нагрузки на валках (момент прокатки).  

Коэффициент А0 соответствует механическим потерям в линии привода, 
А1 отражает зависимость реакции линейной системы на входное воздействие, 
который в общепринятой трактовке имеет смысл KД – коэффициента динамич-
ности. Для линейной (идеальной) системы без зазоров величина А1(KД) в каж-
дой упругой связи зависит только от соотношения упруго-массовых парамет-
ров линии привода, времени нарастания нагрузки и частично демпфирования (в 
том числе от электропривода). При появлении зазоров система становится нели-
нейной, ее реакция Ммах проявляет непропорциональную зависимость от величи-
ны момента статической нагрузки Мст, которая учитывается коэффициентом А2. 

Регистрируемые значения нагрузок имеют большой (до 50%) разброс 
даже при постоянном режиме прокатки и состоянии оборудования. Случай-
ные изменения времени нарастания (за счет формы передней кромки металла) 
и состояние зазоров к моменту захвата приводит к необходимости статисти-
ческого подхода при анализе динамических нагрузок. Представляют практи-
ческий интерес зависимости между статистическими параметрами входной 
нагрузки (момент прокатки на валках) и отклика в линиях привода.  

Случайная величина входной нагрузки Мст на валках считается распреде-
ленной по нормальному закону. Среднее значение [Мст] и среднеквадратичное 
отклонение σМст определяется по статической токовой нагрузке на достаточно 
представительной выборке. Тогда среднее значение [Ммах] отклика определяется 
по известной формуле: 

cmcm MdMPMM ∫
∞

∞−

⋅⋅= )(][ maxmax ,                                 (2) 

 
где P(Mcт) – функция нормального закона распределения плотности вероят-
ностей входной нагрузки Мст (для простоты выводов взята центрированная 
переменная Мст с нулевым средним значением, что не влияет на общность ре-
зультата). Подставляя в (2) вместо Ммах его значение из (1) и интегрируя по 
Мст от 0 до ∞, получим: 
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.][ 2
20max МстAAM σ⋅+=                                          (3) 

 
Анализ формулы (3) показывает, что среднее значение Ммах нелинейной 

системы линейно зависит от дисперсии σ2
Мст входной нагрузки Мст. Аналогич-

но можно показать, что и дисперсия σМмах также зависит от дисперсии входной 
нагрузки σМст по формуле: 

.2 42
2

2
1max McmMcmM AA σσσ ⋅+=                                      (4) 

 
Полученные зависимости связывают отклонения технологических ре-

жимов прокатки с разбросом нагрузок в элементах линий привода. 
 
Методы диагностики зазоров в линиях привода. На сегодняшний день, 

основным методом, применяемым в практической диагностике, является выде-
ление амплитудной огибающей высокочастотного сигнала вибрации. Обязатель-
ным условием применимости метода является постоянная нагрузка и скорость 
привода (отклонение не более 5% при повторных измерениях). Многократное 
усреднение спектральных отсчетов в нестационарных режимах нагрузок и скоро-
сти может часто приводить к ложному диагнозу, а измерения на холостом ходе 
не выявляют скрытые дефекты. При этом каждая ложная ревизия снижает долго-
вечность редуктора примерно на 10% из-за нарушения приработанных контак-
тов. В связи с этим разработаны специальные методы диагностики зазоров в эле-
ментах линии привода, а для диагностики локальных дефектов зубчатых зацеп-
лений и подшипников применяется синхронный анализ сигналов вибрации, что 
позволяет устранить зависимость от скорости привода. Предложены также мето-
ды диагностики в переходных режимах, когда появляются характерные по виду и 
частотному составу колебания (см. Рисунок 9). Раскрытие зазора в зацеплении 
редуктора аналогично небольшому ступенчатому возмущению на входном валу, 
в результате которого на осциллограмме момента нагрузки моторного вала появ-
ляется характерный диагностический признак. По виду переходного процесса с 
помощью модели можно точно определить, что "полочка" при переходе через 
ноль – это зазоры в муфтах моторного вала, а затухающие высокочастотные 
всплески – это зазоры в зацеплении редуктора.  

 

 
  а)     б) 
Рисунок 9 – Расчетные моменты сил упругости при раскрытии зазоров:  

а) в муфтах на моторном валу; б) в зацеплении входной ступени редуктора 
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Телеметрический бесконтактный измеритель моментов*. Анализ су-
ществующих телеметрических систем различных производителей, выполнен-
ный в работе [13], а также собственный опыт эксплуатации аналогового изме-
рителя моментов, разработанного ранее в ИЧМ, позволил разработать новый 
цифровой измеритель моментов с бесконтактным питанием на основе тензоре-
зистивных датчиков в качестве первичных преобразователей деформации валов 
(см. Рисунок 10).  

 
Рисунок 10 – Телеметрический измеритель моментов, установленный 

на нижнем шпинделе прокатного стана 
 

В состав системы мониторинга кроме телеметрических измерителей с 
блоками бесконтактного питания входят также бесконтактные датчики угло-
вого положения валов (оптические и магнитные) в различных точках по ли-
нии привода, с помощью которых производится адаптация коэффициентов 
моделей (податливость упругих связей) по значениям деформаций участков 
линии привода при заданном уровне статической нагрузки [14].  

 
Выводы и перспективы дальнейших исследований.  
1. Повышение надежности оборудования прокатных станов может быть 

достигнуто только на основе стационарных автоматизированных систем мо-
ниторинга механических нагрузок с использованием динамических моделей 
крутильных колебаний и вибрации подшипников. 

2. Разработанная система мониторинга согласует интересы заказчиков и 
поставщиков оборудования при проектировании и назначении гарантийных 
сроков. Заказчики, имея данные о фактических нагрузках, могут обоснованно 
выдвигать требования по пределам прочности агрегатов, а поставщики, смо-
гут проверять условия эксплуатации при гарантийном обслуживании, выяв-
лять отклонениями технологии или качества монтажа узлов у заказчика. 

3. Предложенные методы обработки и формы представления данных о 
нагрузках в станах горячей прокатки раскрывают механизмы их формирова-
ния и дают возможность технологам и механикам совместными усилиями оп-
тимизировать режимы обработки металла с точки зрения надежности отдель-
ных клетей и всего непрерывного стана в целом. 

                                                 
* Разработка схемы измерителя выполнена совместно с инж. Рахно Е.П. 
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Перспективным является направление исследований по снижению ди-
намических нагрузок в прокатных станах путем введения обратной связи в 
системе управления главного электропривода от измерителя крутильных мо-
ментов. Такое техническое решение уже было известно ранее, но его практи-
ческая реализация сдерживалась отсутствием надежных с малым уровнем 
шума телеметрических измерителей крутильных колебаний в стационарном 
исполнении и бесконтактным питанием, которые могут работать на шпинде-
лях прокатных станов при повышенной температуре, влажности, металлизи-
рованной пыли и масляных испарений.  

Необходима также разработка методической базы (возможно в виде 
ДСТУ) регламентирующей процедуры измерения крутильных колебаний в 
линиях привода прокатных станов различного типа и методов ее нормирова-
ния для оценки нагрузочной способности и долговечности оборудования, как 
это выполнено в стандартах для судовых приводов [15]. 
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ВЛИЯНИЕ ИЗНОСА ДВОЯКОВЫПУКЛО-ВОГНУТЫХ ЗУБЬЕВ 
КОНИЧЕСКИХ ПЕРЕДАЧ НА КОНТАКТНУЮ ПРОЧНОСТЬ 

 
Исследовано влияние износа зубьев конических колес с двояковыпукло-вогнутыми зубьями на 
радиусы кривизны боковой поверхности зубьев и контактные напряжения в передаче. Приведены 
модели зубьев изношенной зубчатой передачи угольного комбайна РКУ10. 
 
Досліджено вплив зношування зубців конічних коліс із двоопукло-ввігнутими зубцями на радіу-
си кривизни бічної поверхні зубців і контактні напруги в передачі. Наведено моделі зубців  зно-
шеної зубчастої передачі вугільного комбайна РКУ10. 
 
The influence of biconvex-concave teeth wear of bevel gears on the curvature radiuses of the teeth lat-
eral surface and contact stresses in gear was investigated. A model of the worn gear teeth of coal shearer 
RKU10 is shown. 
 

Постановка проблемы. Конические зубчатые передачи с двояковыпук-
ло-вогнутыми зубьями (ДВВ-зубьями) [1] в последнее время стали активно 
применять для повышения надежности редукторов горных машин. Преиму-
ществами конических колес с ДВВ-зубьями являются высокая нагрузочная 
способность, большая плавность зацепления и значительное снижение шума. 
В настоящее время исследования износа зубьев конических передач с ДВВ-
зубьями не производятся в отличие от цилиндрических эвольвентных передач 
[2]. В связи с тем, что износ зубьев оказывает значительное влияние на дина-
мику зубчатых передач, прогнозирование изменения качественных характе-
ристик конических зубчатых передач с ДВВ-зубьями в зависимости от време-
ни их эксплуатации является актуальным. 

 
Цель работы – оценить влияние износа зубьев конических передач с 

ДВВ-зубьями на контактную прочность рабочих поверхностей зубьев. 
 
Основное содержание работы. Для решения поставленной задачи были 

определены координаты изношенной поверхности зуба методом лазерного 
сканирования, предложенным учеными института робототехники и управле-
ния технологическими процессами технического университета Брауншвейга 
Симоном Вилькенбахом, Свеном Молкенстраком, Фридрихом М. Войле [3]. 

В данной работе исследование износа зубьев проводились на базе анали-
за зацепления зубчатой передачи угольного комбайна РКУ10 производства 
ЗАО "Горловский машиностроитель" (г. Горловка, Донецкая обл., Украина). 
Параметры исследуемой передачи представлены в таблице. 

Трехмерные модели зубчатых колес изношенной зубчатой пары (рису-
нок 1) реализованы с помощью системы автоматизированного трехмерного 
проектирования. 
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Таблица – Основные параметры исследуемой зубчатой передачи 
Параметр шестерня колесо 

Средний нормальный модуль 13мм 
Внешний окружной модуль 15,4647мм 
Число зубьев 13 24 
Коэффициенты смещения исходного контура 0,55 0,95 
Межосевой угол 90° 
Средняя арифметическая шероховатость 6,3мкм 
Ширина зубчатого венца 70мм 
Угловая скорость ведущего вала 27,69рад/сек 
Вращающий момент на ведущем валу 10420Н·м 
Удельная нагрузка по длине зуба 1866,9Н/мм 

Материал и термическая обработка сталь 20Х2Н4А 
цементация, закалка 57÷63HRCЭ

Предел текучести материала зубчатых колес 1080 МПа 
 

 
Рисунок 1 – Исследуемая коническая передача с ДВВ-зубьями 

 
С помощью созданных трехмерных моделей были вычислены радиусы 

кривизны боковой поверхности зубьев. Характер изменения радиусов кри-
визны в процессе зацепления по длине зуба нового и изношенного профилей 
представлен на рисунке 2. 

Графики изменения радиусов кривизны в среднем сечении зубьев шес-
терни и колеса в функции времени зацепления зубчатой пары для нового и 
изношенного профилей представлены на рисунке 3.  
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а) 

 
б) 

Рисунок 2 – Изменение радиусов кривизны ρ по длине зуба b  
в функции времени зацепления t зубчатой пары:  
а) неизношенный профиль, б) изношенный профиль 

 
Из рисунков 2-3 следует, что износ зубьев оказывает значительное влия-

ние на радиусы кривизны профиля. Изменение знака радиуса кривизны сви-
детельствует о том, что поверхность зуба становится вогнутой. В зонах пере-
хода от выпуклой части к вогнутой и наоборот радиус кривизны принимает 
значения, равные бесконечности, то есть, образуются плоские участки на бо-
ковой поверхности зуба. Вследствие изменения радиусов кривизны профилей 
меняется приведенный радиус кривизны, который в свою очередь, оказывает 
непосредственное влияние на величину контактных напряжений.  

Определение контактных напряжений в зацеплении производилось по 
формуле Герца: 

r

r
H

qE
ρ

σ 418,0= , 
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где rE  – приведенный модуль упругости (для стальных зубчатых колес 

rE =203000МПа); ρ1 и ρ2 – радиусы кривизны зуба шестерни и колеса соот-
ветственно, мм; )( 2121 ρρρρρ +=r  – приведенный радиус кривизны профи-
лей зубьев в точке их контакта, мм.  

 

 

 
Рисунок 3 – Изменение радиусов кривизны ρ в функции времени зацепления t зубчатой пары: 

1 – неизношенный профиль; 2 – изношенный профиль 
 

Результаты определения контактных напряжений в процессе зацепления 
зубчатой передачи представлены на рисунке 4.  
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а)                                                                                  б) 

Рисунок 4 – Изменение контактных напряжений σН по длине зуба b 
в функции времени зацепления t зубчатой пары: 
а) неизношенный профиль; б) изношенный профиль 

 
Результаты определения контактных напряжений для среднего по длине 

зуба сечения представлены на рисунке 5. 
 

 
Рисунок 5 – Изменение контактных напряжений в функции времени зацепления t зубчатой пары: 

1 – неизношенный профиль, 2 – изношенный профиль 
 
В результате непостоянства и значительного увеличения контактных на-

пряжений по высоте и длине зубьев следует ожидать по мере эксплуатации 
передачи увеличение степени искажения профилей, так как износ в большей 
мере зависит от значений контактных напряжений. 
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Выводы. Результаты проведенных исследований показали, что вследст-
вие износа зубьев профиль зуба искажается по отношению к исходному не-
равномерно по высоте зуба. Даже малый износ вызывает значительное изме-
нение радиусов кривизны, а при большом износе радиус кривизны может ме-
нять свой знак. Изменение кривизны контактирующих поверхностей зубьев 
существенно влияет на мгновенное значение контактных напряжений в про-
цессе зацепления. 

 
Список литературы: 1. СТП 12.44.28.028-76. Передачи зубчатые конические с круговыми двояко-
выпукло-вогнутыми зубьями. – М.: 1976. – 28с. 2. Онищенко Валентин. Прогнозирование долговечно-
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ОПТИМИЗАЦИЯ МНОГОСТУПЕНЧАТОГО ПЛАНЕТАРНОГО 
МЕХАНИЗМА AI  ПО КРИТЕРИЮ ОБЪЕМА КОНСТРУКЦИИ 
 

Рассмотрен вопрос разработки методики оптимизации общего объема многоступенчатого планетарно-
го механизма AI  с учетом условий прочности при изгибе и контакте. Оптимальное распределение 
передаточного отношения механизма по ступеням учитывает возможные значения чисел зубьев од-
ной ступени. Приведен пример проектирования многоступенчатого планетарного механизма. 
 
Розглянуто питання розробки методики оптимізації загального об’єму багатоступінчатого плане-
тарного механізму AI  з урахуванням умов міцності при згині та контакту. Оптимальний розпо-
діл передаточного відношення механізму по ступеням враховує можливі значення чисел зубців 
одної ступені. Наведено приклад проектування багатоступінчатого планетарного механізму  

 

The method of finding of the optimum result volume of planetary transmission AI  from the conditions of 
the bending strength and contact strength is considered. The optimum distribution transfer attitude from the 
area of existence of number of teeth is given. Example optimization of planetary transmission is given. 

 
Постановка проблемы. Основным требованием, которому должна удов-

летворять конструкция электромеханического привода системы управления ле-
тательного аппарата является минимальность значения ее массы. Существенное 
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влияние на массу привода оказывают его габаритные размеры. В свою очередь 
габаритные размеры привода зависят от объема занимаемого звеньями его кон-
струкции. Для уменьшения габаритных размеров в конструкциях приводов 
применяют многоступенчатые планетарные механизмы, например, типа 

AI...AI ×× . Эти механизмы по сравнению с другими схемами при одинаковом 
значении общего передаточного отношения имеют меньшие габариты в осевом 
направлении. Кроме того из этих механизмов проще составлять многоступен-
чатые схемы с большим передаточным отношением. Масса такого механизма с 
учетом конструктивных ограничений на его объем зависит от распределения 
общего передаточного отношения по его ступеням. При этом значения возмож-
ных передаточных отношений ступеней механизма выбирают из условий проч-
ности. Поэтому разработка методики оптимизации величины объема многосту-
пенчатого планетарного механизма типа AI...AI ××  представляет собой акту-
альную задачу для целей проектирования вышеназванных приводов. 

 
Анализ литературы. Минимизации массы планетарных механизмов по-

священо достаточно много работ, в частности [1-3]. В работе [2] приведены 
примеры определения распределения общего передаточного отношения по 
ступеням составных планетарных механизмов, обеспечивающие минимум их 
массы из условий равнопрочности его зубчатых зацеплений. Там же приводят-
ся блок-схемы некоторых алгоритмов, которые применялись автором при ре-
шении этих примеров. Вопросы оптимизации по габаритам и массе многосту-
пенчатых рядных механизмов приведены в работе [4]. Однако в этих работах не 
рассмотрены вопросы реализации методик оптимизации объема механизма, 
учитывающие ограничения на возможные значения чисел зубьев. 

 
Цель статьи. Разработка программной методики минимизации суммар-

ного объема многоступенчатого планетарного механизма AI...AI ××  с учетом 
рекомендаций по распределению общего передаточного отношения по его сту-
пеням, обеспечивающего выполнение условий изгибной и контактной прочно-
сти зубчатых зацеплений. При этом в качестве основы методики выбраны под-
ходы, рассмотренные в работах [6-7]. 

 
Раздел. Структурная схема построения многоступенчатого планетарного 

механизма AI...AI ××  с числом ступеней n приведена на рисунке 1а [7]. Ну-
мерация зубчатых колес в пределах i-ой ступени механизма и формула, по ко-
торой определяют ее передаточное отношение ui, показаны на рисунке 1б. 

Величину суммарного объема ΣV  многоступенчатого планетарного ме-
ханизма, схема которого показана на рисунке 1, определяют по формуле 
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где iV  – значение объема i-ой ступени механизма. 
 

 
Рисунок 1 – Многоступенчатый планетарный механизм AI...AI ××  

 
В работе [5] приведены допущения, согласно которым получена сле-

дующая формула для вычисления значения iV   
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где 
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31
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+=
i

i
i z

z
u  – передаточное отношение i-ой ступени механизма; ik  – 

число сателлитов i-ой ступени механизма; 2323 , −− ii bd  – диаметр делительной 
окружности и ширина зубчатого венца подвижного центрального колеса z3i-2 
i-ой ступени механизма; Min  – коэффициент приведения объема корпуса, во-
дила и неподвижного центрального зубчатого колеса i-ой ступени механизма 
к объему условного диска, диаметр которого равен удвоенному межосевому 
расстоянию ведущего центрального зубчатого колеса z3i-2 и сателлита z3i-1, а 
толщина равна ширине зубчатого венца зубчатого колеса z3i-22. 

С учетом формулы (2) соотношение (1) перепишем в виде 
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В формуле (3) коэффициент 11 =B . 
В кинематических приводах, которые часто используют в системах 
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управления летательных аппаратов, прочность, как правило, не является ос-
новным фактором, влияющим на значения коэффициентов iB . Исходя из 
технологических и экономических условий, при конструировании таких при-
водов обычно принимают равными модули и ширины зубчатых венцов z3i-2, 
что дает 1=iB . При этом условия прочности зубчатых колес привода обеспе-

чивают за счет выбора параметра 2
11db . 

Изгибная прочность зубчатых колес привода обеспечена, если выполне-
но условие [1] 
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Обозначения всех величин, записанных в правой части условия (4), такие же, 
как в работах [6, 7]. Данное замечание справедливо и для последующих фор-
мул, которые будут приведены в этой работе. 

Введем следующую величину 
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Соотношение (3) с учетом (5) представим в безразмерном виде 
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Если коэффициенты 1=iB  и приняты условия kkkk n ==== ...21  и 

MMnMM nnnn ==== ...21 , то выражение (6) примет вид 
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Из соотношения (7) следует, что значение относительного суммарного объ-

ема n-ступенчатого планетарного механизма AI...AI ××  является функцией пе-
редаточных отношений отдельных его ступеней, т.е. ( )nFF uuuVV ,...,, 21= . 

Итак, при заданных параметрах n , ΣU , z1, k  и Mn  минимум функции 
(7) зависит от распределения суммарного передаточного отношения меха-
низма AI...AI ××  по его ступеням. 

Оптимальные значения передаточных отношений ступеней определяют 
из решения следующей системы 
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Решение системы (8) имеет вид [2] 
 

n
noptoptopt Uuuu Σ====  2 1 ... .                                   (9) 

 
Подставив (9) в (7), получим значение минимального относительного 

суммарного объема механизма AI...AI ××  при расчете на изгибную прочность 
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Значение (10) получено с учетом ограничений, которые были приняты 

при выводе выражения (7). 
При значениях оптимального передаточного отношения 4 ≤ioptu , полу-

ченное из формулы (9), в соотношение (10) следует подставлять число зубьев 
z1, которое находят по формуле 

2
36
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Если значение оптимального передаточного отношения 4i >optu  то в соот-
ношение (10) следует подставлять число зубьев z1=18 [3]. 

В качестве оптимального значения ioptu   рекомендуется принимать 4 =ioptu , 
так как при этом значении число зубьев z1 будет равно 18, т.е. минимальному значе-
нию. Тогда параметр относительного объема FV  достигнет минимального значения. 

Контактная прочность зубчатых колес привода обеспечена при выпол-
нении следующего условия [1] 

 
( ) ( )

( ) 2)tg(cos

7.0

1

1
2
11

2
1

1112
11 −

⋅
⋅

Ω
≥

Σ u
u

kU

ZKKT
db

HPw

EHHvHвых

σαα
β .                        (12) 

 
Введем следующий коэффициент при расчете на контактную прочность 
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С учетом (13) выражение (3) запишем в безразмерном виде, подобно то-

му, как это было сделано при рассмотрении изгибной прочности 
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Принимаем условия, для которых было получено соотношение (7), тогда 

соотношение (14) примет вид 
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Подобно безразмерной величине FV  безразмерный объем (15) тоже яв-
ляется функцией передаточных отношений отдельных ступеней механизма 

AI...AI ×× . 
Оптимальное распределение передаточных отношений ioptn   по ступе-

ням механизма определяют решением следующей системы уравнений 
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Решение системы (16) такое же, как и решение системы (8). 
Минимальное значение относительного объема HV  при расчете на кон-

тактную прочность достигается при распределении передаточных отношений 
по закону (9). В этом случае получим 
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Применение закона (9) должно учитывать то обстоятельство, что пере-

даточное отношение одной ступени механизма AI...AI ××  не может быть 
произвольным. Для заданного диапазона чисел зубьев вkн ZZZ ≤≤  множест-



 93

во возможных передаточных отношений одной ступени iu  конечно и дис-
кретно. 

Поэтому при конструировании многоступенчатого планетарного меха-
низма AI...AI ×× , имеющего минимальный относительный объем FV  или 
НV  и суммарное передаточное отношение ΣU  близкое к заданному значе-

нию *
ΣU  приходится решать следующие две основные задачи: 

- определение необходимого числа ступеней  optn ; 

- выбор такого передаточного отношения одной ступени ioptu  , чтобы 

выполнялось условие ( ) ΣΣ Δ≤− u
n

iopt
optuU  

* , где ΣΔ u  – допуск на реализацию 
требуемого общего передаточного отношения механизма. 

Решение перечисленных задач выполняют при ограничениях, которые 
были приняты при выводе формул (7) и (15) соответственно. 

Таким образом, для обеспечения минимального габарита (объема) мно-
гоступенчатого планетарного механизма AI...AI ××  нужно принять одинако-
вые значения передаточного отношения отдельных ступеней механизма, при-
чем выполненных с одинаковым модулем.  

Необходимое число ступеней n многоступенчатого планетарного меха-
низма типа AI...AI ××  находят из неравенства 

 

 lg
lg

optu
Un Σ≤ ,                                                  (17) 

 

где optu  – принятое значение передаточного отношения отдельной ступени ме-
ханизма. 

Заданное передаточное отношение *
ΣU  после назначения числа ступеней 

механизма n можно обеспечить постановкой рядной зубчатой передачи на вхо-
де механизма. Передаточное отношение этой передачи рядu  находят по формуле 
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ряд u
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Σ= .                                                 (18) 

 
Рассмотрим пример проектирования двухступенчатого планетарного ме-

ханизма AI...AI ×× , кинематическая схема которого приведена на рисунке 2. 
Рядная зубчатая передача z00-z01 поставлена для подгонки значения передаточ-
ного отношения механизма ΣU  к требуемому значению *

ΣU . Планетарные сту-

пени типа AI  имеют общее неподвижное центральное зубчатое колесо z3. На 
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этом рисунке подвижные зубчатые колеса первой и второй ступеней показаны, 
как колеса с различными числами зубьев. По условиям проектирования механизм 
– кинематический, а все зубчатые колеса выполнены с модулем 1≤m . Парамет-
ры зубчатых колес механизма определяют из условия контактной прочности. 

 

 
Рисунок 2 – Кинематическая схема проектируемого механизма 

 
Исходные данные на проектирование механизма следующие: требуемое 

передаточное отношение 778,21* =ΣU ; число ступеней 2=n ; число сателлитов 
k=3; коэффициент 5=Mn ; возможные числа зубьев 103,18 == вн zz ; мини-
мальное число зубьев сателлита 182 =нz ; число зубьев неподвижного централь-
ного колеса 993 =z  (выбрано из конструктивных соображений); все зубчатые 
колеса выполнены без смещения. 

В заданном диапазоне чисел зубьев найдено 8 вариантов исполнения од-
ной планетарной ступени AI , а именно следующие значения передаточного 
отношения ступени: 5,714; 4,667; 4; 3,538; 3.2; 2,941; 2,737; 2,571. 

Для двухступенчатого планетарного механизма AI...AI ××  система 
уравнений (16) имеет вид 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=

=
∂

∂

778,21

0

21

1

uu
u

V H

.                                               (19) 

 

Решение системы (19) следующее: 815,21 =optu ; 736,72 =optu . При этом 

значение относительного объема составило 989,0min =HV . 
Двухпараметрическую целевую функцию ( )21,uuVV HH =  можно пред-

ставить в виде однопараметрической функции ( )1uVV HH = , так как незави-
симым параметром является передаточное отношение 1u . В этом случае по-
лучим 
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Функция (20) для значений передаточного отношения 21 >u  имеет один 
минимум. Этот минимум получают при значении 815,21 1 == optuu .  

Из 8-ми вариантов исполнения одной планетарной ступени AI , приве-
денных выше, можно с достаточной степенью точности выбрать 4 варианта 
исполнения двухступенчатого планетарного механизма AI...AI ×× . Резуль-
таты выбора представлены в таблице. 

 
Таблица 

Номер варианта исполнения Параметр Теория 1 2 3 4 
z00  18 18 18  
z01  25 19 24  
z1  57 39 33 27 
z2  21 30 33 36 
z3  99 99 99 99 
z4  21 21 33 27 
z5  39 39 33 36 

u01=z01/z00 1 1,389 1,056 1,333 1 
u1=1+z3/z1 2,815 2,737 3,538 4 4,667 
u2=1+z3/z4 7,736 5,714 5,714 4 4,667 

2101 uuuU =Σ  21,778 21,72 21.339 21,333 21,778 
d, %  0 –0,27 –2.01 –2,042 0 

НV  0,989 1,015 1,181 1,469 1,798 
 

В столбце "Теория" приведено решение системы (19). Необходимость в 
применении рядной ступени передачи z00-z01 отпадает в 4-ом варианте испол-
нения. В других вариантах исполнения эта передача присутствует. За счет со-
ответствующего выбора значений чисел зубьев этой передачи можно подог-
нать общее передаточное отношение ΣU  проектируемого механизма к тре-

буемому значению *
ΣU . 

Итак, оптимальным будет вариант исполнения №1. 
Заметим, что в таблице представлены варианты исполнения, для кото-

рых справедливо условие 21 uu ≤ . В случае распределения общего передаточ-
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ного отношения механизма при условии 21 uu >  имеем исполнение далекое 
от оптимального варианта. Поэтому такие варианты здесь не приведены. 

 
Выводы. На основе подходов, примененных для задач оптимизации 

суммарной массы, разработана эффективная программная методика миними-
зации суммарного относительного объема многоступенчатого планетарного 
механизма AI...AI ×× . Методика учитывает условия прочности первой сту-
пени. При этом поиск оптимального распределения общего передаточного 
отношения механизма по его ступеням учитывает как ограничения на значе-
ния чисел зубьев, так и ограничения конфигурационного характера.  
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МЕТОД ГЕССЕНА В ЦИЛІНДРИЧНИХ ПЕРЕДАЧАХ НОВІКОВА  
 

В статье представлена реализация метода обобщенной развертки для передач Новикова. 
 
У статті представлена реалізація методу узагальненої розгортки для передач Новікова. 
 
In article realization of a method of the generalized development of B.A.Gessen for Novikov tooth gear-
ings is shown.  
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Вступ. Зубчасті передачі, будучи однією з найважливіших складових ча-
стин приводу сучасних машин, мають широке застосування в усіх галузях 
машинобудування України. У сучасній техніці застосовуються різні системи 
зачеплення, проте пануючою є евольвентна система, геометрична теорія якої 
була закладена двісті років тому в Росії Леонардом Ейлером. При евольвент-
ному зачепленні поверхня зуба одного колеса є такою, що огинає сімейства 
поверхонь зуба іншого колеса у відносному русі, а лінія торкання є лінією 
дискримінанта цього сімейства. В цьому випадку, по поверхні одного зуба, а 
також заданому відносному розташуванню осей обертання і співвідношенню 
кутових швидкостей однозначно визначається геометрія зв'язаної поверхні.  

Існують інші методи аналітичної побудови зв'язаних поверхонь, напри-
клад, метод Х.И. Гохмана, Б.А. Гессена та ін. 

По методу Б.А. Гессена поверхня зуба складається з деякої послідовнос-
ті ліній, слід яких при обертанні поверхні в нерухомому просторі дає нову 
поверхню, що є узагальненою розгорткою поверхні зуба. При зворотному 
обертанні розгортки в просторі колеса сімейство ліній на розгортці описує 
поверхню зуба. Розгортки поверхонь зубів мають одну загальну лінію. Поєд-
нання утворень Б.А. Гессена з методами векторного аналізу дозволяє вести 
дослідження зубчастих передач Новікова; розкривати і досліджувати багато 
диференціальних властивостей поверхонь біля точок контакту.  

 
Постановка задачі. Зубчасте колесо А знаходиться в зачепленні із зу-

бчастим колесом В. Поверхня Пa колеса А з поверхнею Пb колеса В має зага-
льну точку М (для передач ОЛЗ), або дві (для передач ДЛЗ). Виділимо основ-
ну нерухому систему декартових координат О0x0y0z0. Тоді ar

r
 – радіус-вектор 

точки М в системі координат; aV
r

 – швидкість точки М на поверхні Пa. 
 

aaa rV
rrr

×= ω . 
 
З колесом А пов'язаний простір QА; з колесом В – Qb і з нерухомим прос-

тором полюсної системи – Qp. Виділимо в Qp гладку класу C2 криву λГ . У 
довільній точці М, положення якої визначається завдовжки дуги λS , одинич-

ні вектори основного тріедра [5] є λλλτ bn
rrr

,,  і вектор Дарбу: 
 

λλλλ
ο
λ τ KbT

rrr
+=ℵ , 

 

де λT  та λK  – кручення і кривизна кривої λГ . 
У реальній передачі [3] простори QА та Qp знаходяться у відносному русі 

так, що QА обертається відносно Qp з кутовою швидкістю aω
r

. Повідомимо 
системі простору кутову швидкість – aω

r
. Тоді QА виявиться нерухомим, а Qp  
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– що обертається з кутовою швидкістю – aω
r

. Точка М кривої λГ  бере участь 
в двох рухах: одне з яких є переміщення уздовж кривої λГ ; інше – обертання 
разом із Qp з кутовою швидкістю – aω

r
. В результаті такого руху точка М 

опише в QА деяку криву vГ , яка перетинається з кривою λГ  в точці М. Ха-
рактер кривої vГ  залежить від характеру кривої λГ  і закону руху точки М по 
кривій vГ . Крива vГ  є відображенням кривої λГ  в просторі QА, причому це 
відображення є узагальненою розгорткою кривої λГ . Аналогічно вищевикла-

деному вводимо в розгляд вектор Дарбу ο
Vℵ
r

, пов'язаний з кривою vГ  за до-
помогою основного триедра. Якби на самому початку була виділена крива vГ  
в просторі QА і визначений по ній рух точки М, то при обертанні QА з кутовою 
швидкістю aω

r
 відносно простору Qp в останньому слідом точки М була б 

крива vГ . Це означає, що криві vГ  та λГ  взаємно зворотні, тобто одна є уза-
гальненою розгорткою інший при відповідному відносному обертанні прос-
торів QА та Qp. 

Розглянемо тепер систему просторів Qp та QB, останнє з яких обертається 
відносно першого з кутовою швидкістю βω

r
. Точка М опише в просторі QB деяку 

криву μГ , яка також буде узагальненою розгорткою лінії λГ  в просторі QB. Рух 
точки М на кривій μГ  визначений функціональною залежністю )(tSS μμ = . У 

точці М виділяються вектори основного триедра і вектор Дарбу ο
Vℵ
r

. 
У просторі Qp рухається деяка лінія αГ , увесь час перетинаючи в точці 

М лінію λГ . З огляду на те, що твірна αГ  увесь час перетинає в точці М, що 

направляє, віднесемо лінію αГ  до системи координат простору ο
λQ  основно-

го триедра кривої λГ . У точці М твірна має одиничні вектори основного три-

едра і вектор Дарбу ο
αℵ
r

. У системі ο
λQ  швидкість точки кривої αГ , співпа-

даючою в даний момент з точкою М, може відрізнятися від швидкості λV
r

 за 
рахунок ковзання уздовж ατ

r
. Але тоді можна вибрати іншу нульову, що на-

правляє, таку щоб ковзання кривої αГ  по напряму ατ
r

 було відсутнє. Нехай 
такою нульовою, що направляє є αГ . Положення довільної точки М* кривої 

визначається в системі ο
λQ  радіус-вектором αρ

r
, проведеним з точки М в точ-

ку М*. При незмінному положенні точки М радіус-вектор αρ
r

 буде функцією 
дуги αS  кривої αГ , що змінюється від точки М до точки М*. При русі ж точ-
ки М, тобто зі зміною дуги λS , одна і та ж точка М* ( αS =const) в загальному 

випадку мінятиме своє положення в просторі ο
λQ . Отже радіус-вектор αρ

r
 у 
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загальному випадку має бути функцією двох дуг αS  і λS . Тоді абсолютний 

радіус-вектор *
λr
r

 точки М* буде 
 

),()(*
αλαλλλ ρ SSSrr

rrr
+= .                                        (1) 

 

При русі уздовж λГ  крива αГ  може обертатися і деформуватися в про-

сторі ο
λQ . Інакше кажучи, якщо визначити рух точки М в часі )(tSS λλ =  і 

розглядати одну і ту ж точку М* лінії αГ , то для неї буде 
 

α
α

α
α

λο
λαλλλ ε

ε
ρ

ρω
∂
∂

+×ℵ++=
r

rrrrr
)(* dt

dS
VV , 

 

де 
dt

dS
dt
rd

V *
*

* λ
λ

λ
λ τ

r
rr

==  – швидкість руху точки М* ( αS =const); αλω
r

 – кутова 

швидкість обертання кривої αГ  відносно ο
λQ ; αε  – параметр, що враховує 

деформацію кривої αГ . 
Криву αГ  можна вибрати так, що одночасно виконуватимуться дві рівності: 
 

αλω
r

=0;    αε =0, 
 

тобто крива αГ  залишається нерухомою в просторі ο
λQ . 

Рівняння (1) задає деяку поверхню αП , яку можна представити набором 
кривих αГ , що рухаються, якщо зробити заміну )(tSλ : 

 

( ) ( )tStrr ,*
ααλλ ρ+=

rr
. 

 

Розглянемо систему просторів pQ  та AQ , останнє з яких обертається 

відносно першого з кутовою швидкістю aω
r

. Повідомимо системі кутову 
швидкість – aω

r
. Простір AQ  виявиться нерухомим, а простір pQ  – що обер-

тається з кутовою швидкістю – aω
r

. Відмітимо в AQ  слід лінії αГ  при її русі 
уподовж λГ  і одночасному обертанні разом із pQ з кутовою швидкістю – aω

r
. 

В результаті такого складного руху у AQ  визначиться набір кривих αГ  у ви-
гляді поверхні Па. Ця поверхня є узагальненою розгорткою поверхні Па – по-
верхні зуба колеса А. Поверхні Пα  та Па взаємні, тобто якщо одна з повер-
хонь є розгорткою інший при прямому русі pQ  та AQ , то при зворотному ру-
сі поверхні міняються ролями. Тому поверхню Па будемо називати поверх-
нею зуба колеса А; поверхню Пα  – розгорткою поверхні Па. 
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Аналогічно міркуючи, отримуємо радіус-вектор поверхні П β , що явля-
ється узагальненою розгорткою поверхні ПВ зуба колеса В. У працюючій пе-
редачі існують такі області, в яких пара поверхонь зубів різних коліс мають 
одну (для передач ОЛЗ) і дві (для передач ДЛЗ) точки контакту. Більше того, 
контакт між цими поверхнями має бути безперервним, інакше положення ве-
деного колеса виявляється невизначеним. У такому разі ми можемо в полюс-
ному просторі відмітити слід точки контакту поверхонь. В результаті отрима-
ємо лінію зачеплення – нульову, що направляє λГ . 

 

Висновки. Методом допоміжних поверхонь, виділених в полюсному 
просторі, за допомогою перетворення у вигляді узагальненої розгортки, утво-
рені поверхні зубів обох коліс. Такого типу складання, стосовно циліндрич-
них передач Новікова ДЛЗ, дають можливість отримати такі локально-
диференціальні характеристики передачі, як співвідношення дериватів, які є 
теоретичною базою для гідродинаміки мастила передачі. 
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МЕТОД СИНТЕЗА ВЫСОКОНАГРУЖЕННЫХ  
ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ  

 
В работе разработан метод синтеза зубчатых передач с использованием значения параметра, ока-
зывающего основное влияние на величину критериев работоспособности зацепления. Синтези-
рован исходный контур, обеспечивающий улучшение критериев работоспособности зубчатых 
передач. 
 
У роботі розроблено метод синтезу зубчастих передач із використанням значення параметра, що 
робить основний вплив на величину критеріїв працездатності зачеплення. Синтезовано вихідний 
контур, що забезпечує поліпшення критеріїв працездатності зубчастих передач. 
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In operation the method of synthesis of gears with use of the parameter value, making the basic impact 
on magnitude of criteria of working capacity of linkage is developed. The initial head loop ensuring im-
provement of criteria of working capacity of gears is synthesized. 

 
Постановка задачи. Создание высоконагруженных передач зацеплени-

ем связано с нахождением геометрии рабочих поверхностей, обеспечиваю-
щей высокие значения критериев работоспособности [1…7]. В данном на-
правлении проведены и проводятся широкие исследования с использованием 
различных способов отыскания рациональной геометрии зубьев [1, 2, 4-7]. Зна-
чительное количество работ посвящено синтезу рациональной геометрии зубь-
ев по заданным значениям геометро-кинематических и комплексных критериев 
работоспособности [1-3]. Другим направлением создания зубчатых передач с 
высокой нагрузочной способностью является синтез геометрии зубьев зубча-
тых передач по заданной линии зацепления [6, 7]. В данном случае необходимы 
дополнительные исследования по определению рациональной геометрии линии 
зацепления для обеспечения высоких значений критериев работоспособности. 
Следует заметить, что создание высоконагруженных передач можно обеспе-
чить применением способа основанного на решении дифференциального урав-
нения, полученного на основе геометрических исследований условий сопря-
женности рабочих поверхностей [7]. Однако и этот метод не приводит без до-
полнительных исследований к получению рациональных параметров поверхно-
стей зубьев, обеспечивающих высокие значения критериев работоспособности. 

Исходя из сказанного, для нахождения рациональной геометрии поверх-
ностей зубьев необходимо использовать значение такого параметра при син-
тезе, который влияет на все геометро-кинематические и комплексные крите-
рии работоспособности и позволит синтезировать высоконагруженные пере-
дачи без дополнительных исследований. 

 
Цель статьи. Разработать метод синтеза высоконагруженных зубчатых 

передач с использованием значения критерия, оказывающего основное влия-
ние на величину критериев работоспособности зацепления. 

 
1. Геометро-кинематические критерии. Согласно [1, 2, 8] геометро-

кинематические критерии прямозубых цилиндрических зубчатых передач 
имеют значения: 

- относительная скорость (при угловой скорости шестерни 1
1 1 −= cω ) 

 

( ) ;111
2

1
2

1
12 +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛+
=

fu
ufV    (1) 

 
- скорость точек контакта поверхности зуба шестерни в направлении, 

перпендикулярном линии контакта (при 1
1 1 −= cω ) 
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- скорость точек контакта поверхностей зуба колеса в направлении, пер-

пендикулярном линии контакта (при 1
1 1 −= cω ) 
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- суммарная скорость точек контакта (при 1
1 1 −= cω ) 
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- приведенная кривизна рабочих поверхностей зубьев 
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- удельные скольжения 
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В равенствах (1)…(6) введены обозначения: 

21 , ff  – функции, определяющие геометрию исходного контура зубьев 

зацепляющихся колес; '
2f  – первая производная функции 2f  по 1f ; u  – пе-

редаточное число передачи; 21 , RR  – радиусы начальных окружностей шес-

терни и колеса; ( )2'
21 fn +=  – модуль нормали к профилю исходного конту-

ра; '
2Ω  – производная функции 2Ω  по 1f , равная  
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f
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"
2f  – вторая производная функции 2f  по 1f . 

В (6) и (8) верхний знак и 1=i  – для зубьев шестерни (ведущего колеса), 
нижний знак и 2=i  – для зубьев колеса (ведомого колеса). 

 
2. Комплексные критерии работоспособности. При больших значени-

ях 1R  и 2R , когда величина  

,11 '
2

2

1 ≈Ω±
iRf

f     (8’) 

 
комплексные критерии работоспособности прямозубых передач [1] будут 
равны (с использованием (1)…(8)) 

- критерий контактной прочности (по Герцу) 
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- критерий износа [9] (по Крагельскому И.В.) 
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- критерий толщины масляного слоя между рабочими поверхностями 

зубьев [10] (по Кодниру Д.С.) 
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- температурный критерий (по Блоку) [9] (без учета равенства (8’)) 
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- критерий потерь в зацеплении на мгновенной контактной линии 
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- критерий удельной работы сил трения для мгновенной контактной ли-

нии [11] (по Кудрявцеву В.Н.) 
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Дополнительно к приведенным выше в (9)…(14) введены обозначения: 

aззмсиRRRRx ΩΩΩΩΩ+= ,,,,;)( 21210  – величины, не зависящие от 
геометрии исходного контура (от функций 1f  и 2f  и их производных); f  – 
коэффициент трения скольжения равный [9] 
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где nq  – нагрузка на единицу длины контактной линии; HB  – твердость 
наименее твердого и контактирующих зубьев; aR  – шероховатость более 
твердого из контактирующих зубьев; npE  – приведенный модуль упругости 
материалов зацепляющихся колес; x  – приведенная кривизна контактирую-
щих поверхностей; ν  – вязкость масла. 

Анализ показывает, что при одинаковых значениях 1f , такие величины 

как 12'
2 ,, Vnf  слабо влияют на значения геометро-кинематических и ком-

плексных критериев работоспособности. Основное влияние на эти значения и 
коэффициент трения скольжения оказывает критерий '

2Ω , определяемый ра-
венством (7). Поэтому синтез геометрии исходного контура высоконагружен-
ных передач следует производить по заданному значению '

2Ω  меньшему (по-
скольку его уменьшение улучшает критерии работоспособности передачи) 
его значения для прямобочного исходного контура (эвольвентное зацепле-
ние), для которого .3'

2 ≈Ω Следовательно, пределы изменения '
2Ω  имеют 

значения .30 '
2 <Ω<  При этом следует учитывать, что коэффициент пере-

крытия в зацеплении должен быть, по крайней мере, больше единицы 
( )2,1≥αε  и толщина вершин зубьев колес mSa 25,0≥  ( m  – модуль зацепле-
ния) [11]. Кроме того, должно отсутствовать подрезание зубьев. 
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3. Метод синтеза. На рисунке 1 изображена схема исходного контура. 
Ось переменной 1f  – направлена перпендику-
лярно НП, а ось функции ( )12 ff  – по начальной 
прямой. Пусть при 101 ff =  функция ,02 =f  а 
значение первой производной в точке 10f  рав-

но 0
'
20

'
2 tgα== ff , где 0α  – профильный угол 

инструмента при 101 ff =  (рисунок 1). Можно 

задать значение '
2Ω  в виде функции ( )1fK  в 

зависимости от 1f . Наиболее простым получа-
ется решение, когда ( ) .const1 == kfK  В этом 
случае имеем 

.const'
2 ==Ω k                                                (16) 

 
Интегрируя (16) получаем дифференциальное уравнение 
 

сkf +=Ω 12 ,                                                (17) 
где c  – произвольная постоянная. 

Учитывая, что функция 2Ω  равна [1], 
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1
2 f

f
f

+=Ω ,                                                (18) 

 
имеем дифференциальное уравнение 
 

( ) '
2211 ffckff −+= .   (19) 

 

Поскольку при ,02101 == fff  а 0
'

20
'

2 tgα== ff  из (19) определяем 
 

( )kfc −= 010 ctgα .   (20) 
 

Решение уравнения (19) представлены в виде 
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f
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где ( )rf 20  – производная порядка r  функции 2f  при 101 ff = . Их значения  на-
ходим последовательным дифференцированием (19) при 101 ff = . При задан-
ном "k" получаем значения шести первых производных  

 
Рисунок 1 – Схема исходного 

контура 
(НП – начальная прямая)
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Для увеличения точности решения можно увеличить число членов ряда 

(21). 
В качестве примера рассмотрим случай, когда синтез исходного контура 

производится при следующих данных: 2=k ; 5,0tg 0 =α ; 5,010 =f  (рисунок 
1). С использованием (22) получаем коэффициенты ряда (21): 5,01 =a ; 

25,02 =a ; 625,03 −=a ; 6875,24 =a ; 3437,165 −=a ; 3906,1286 =a . Основные 
параметры исходного контура представлены на рисунке 2. 

Уравнение кривой АВ исходного контура (рисунок 2) имеет вид 
 

( )∑
=

+−=
6

1
1012 1988,0

!r

rr ff
r
a

f . (23) 

 

Для кривой АС значения 2f  из 
(23) следует принимать с отрица-
тельным знаком. 

Данный исходный контур 
обеспечивает коэффициент пере-
крытия 2,1>αε  для распростра-
ненных чисел зубьев шестерни и 
колеса. 

При этом подрезание зубьев 
отсутствует при числе зубьев шестерни больше семи. В сравнении с эволь-
вентными передачами (при угле зацепления °20 ) синтезированный исходный 
контур обеспечивает в среднем (исключая полюс зацепления): увеличение 
критерия контактной прочности в два раза, увеличение толщины масляной 
пленки в 1,87 раза, уменьшение износа зубьев в 1,9 раза, уменьшения крите-
рия заедания в 1,55 раза, уменьшение потерь в зацеплении в 1,27 раза, 
уменьшение удельной работы сил трения в 1,9 раза. 

 
Выводы:  
1. Разработан новый метод синтеза высоконагруженных зубчатых пере-

дач с использованием параметра, оказывающего основное влияние на их кри-
терии работоспособности. 

 
Рисунок 2 – Параметры исходного контура 
( °= 34,9nα ; °= 7,30maxα ; 312,05,0 =aS ) 
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2. Синтезирован исходный контур, обеспечивающий улучшение крите-
риев работоспособности зубчатых передач в 1,27…2 раза по всему полю за-
цепления (исключая околополюсную зону зацепления). 
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Е.В. НАДЄЇНА, здобувач, КІК, м. Кіровоград 
 

МЕТОДИКА НАСТРОЮВАННЯ ВЕРСТАТНОГО 
ЗАЧЕПЛЕННЯ ДЛЯ НАРІЗУВАННЯ ПЛОСКИХ 
КОЛІС НАБЛИЖЕНИХ СПІРОЇДНИХ ПЕРЕДАЧ 

 
Експериментальні дослідження наближених циліндричних спіроїдних передач показали, що такі 
передачі мають достатньо високі технічні характеристики, в результаті чого вони можуть мати ши-
роке застосування у промисловості. У статті викладена методика налаштування верстатів для нарі-
зування коліс таких передач методом копіювання різцевими головками з нахиленими різцями. 
 
Экспериментальные исследования приближённых цилиндрических спироидных передач показали, что 
такие передачи имеют достаточно высокие технические характеристики, в результате чего они могут 
иметь широкое применение в промышленности. В статье изложена методика настройки станков для 
нарезания колес таких передач методом копирования резцовыми головками с наклонными резцами. 
 
Experimental studies of the approximate cylindrical spyroid gears have shown that such programs have 
a fairly high technical characteristics, which they can be widely used in industry. The paper setting out 
the methodology of machine tools for cutting wheels of such transfers by copying the cutting head with 
inclined incisors. 
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Взаємне розташування у верстатному зачепленні різцевих головок і об-
роблюваного плоского колеса наближеної спіроїдної передачі є дуже важли-
вим елементом процесу формоутворення зуб'їв. 

Це пояснюється наступним. Відповідно до результатів дослідження [1], 
від точності настроювання розмірів В і Г положення точки ділильного кола 
плоского колеса, в якій задано кут β  нахилу його зуба, залежить положення 
площадки контакту поверхонь витків черв’яка і зуб'їв спіроїдного колеса пе-
редачі. 

Збільшення вертикальної В і зменшення горизонтальної Г координат од-
ночасно або окремо приводить до збільшення кута нахилу лінії зуба спіроїд-
ного колеса і зміщення площадки контакту. Протилежні зміни координат В і 
Г призводить до зміщення площадки контакту в іншу сторону. Великі змі-
щення можуть бути причиною несприятливих умов працездатності передачі. 
Від точності настроювання кута нахилу осі різцевої головки δ  залежить по-
ложення центра площадки контакту активних поверхонь ланок передачі. Це 
пояснюється тим, що похибка настроювання кута δ  збільшує або зменшує 
кут профілю зуба спіроїдного колеса (якщо вважати, що похибки виготовлен-
ня різцевих головок відсутні) і точка дотику активних поверхонь ланок пере-
дачі буде зміщатися або до вершини зуба, або до його основи. Такі зміщення 
центру миттєвої площадки контакту призводить до концентрації навантажен-
ня на зуб через зменшення площі миттєвої площадки контакту.  

До цього треба додати, що різцеві головки також мають похибки станов-
лення, які негативно впливатимуть на якість зачеплення. 

Виходячи із сказаного, оснащення для настроювання верстатного зачеп-
лення, яке реалізується на універсальному вертикально-фрезерному верстаті, 
повинно забезпечити таку ж точність його параметрів, яка регламентована на 
верстатах для обробки конічних коліс нормальної точності. На верстатах фір-
ми Гліссон і Саратовського заводу зуборізних верстатів для обробки конічних 
коліс з діаметром до 400мм точність налагоджуваних параметрів не переви-
щує ціни поділки відповідного лімбу і складає в середньому 0,02мм. 

 Враховуючи те, що на зуборізних верстатах для обробки конічних коліс 
з криволінійними зуб'ями не можна реалізувати верстатне зачеплення для на-
різування плоских коліс наближених спіроїдних передач, актуальною є не-
обхідність створення методики настроювання верстата для реалізації вказано-
го в [1] верстатного зачеплення, так як такі передачі можуть мати високу пра-
цездатність. 

 Задача, яка вирішується в даній статті, спрямована на створення при-
строю для настоювання верстата і послідовності дій при настроюванні, при-
чому оснащення для налагоджування верстатного зачеплення треба проекту-
вати так, щоб похибки настоюваних величин не перевищували 0,02мм для лі-
нійних і 5´ для кутових розмірів. 

 Методика настроювання розроблена для вертикально-фрезерного верс-
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тата з поворотною шпиндельною головкою і ділильною головкою, так як це 
оснащення підходить для обробки розглядуваних коліс без їх модернізації. 

 Для настроювання положення різцевої головки відносно оброблюваного 
колеса в робочому просторі верстата в площині, яка перпендикулярна руху 
повздовжньої подачі і співпадаючою з ним віссю ділильної головки, необхід-
но визначити точку, яка має координати В і Г в системі координат, початок 
який лежить на осі ділильної головки, а осі В і Г знаходяться в площині D, 
при чому вісь Г паралельна, а вісь В перпендикулярна площині столу верста-
та (рисунок 1). 

 

 
Рисунок 1 – Координатна система робочої зони верстата: 

1 – різець різцевої головки для угнутої сторони зуба колеса; 
2 – різець різцевої головки для опуклої сторони зуба колеса 

 
Для вирішення цієї задачі необхідно матеріалізувати вказану систему 

координат, в якій з точністю до 0,005мм можна встановити значення коорди-
нат В і Г. Пристрій, який є розв’язком цієї задачі, показано на рисунку 2. Вал 
1 є базовою деталлю пристрою. В отвір вала, виконаний перпендикулярно до 
його осі, запресовано штангу 2, яка виконує функцію осі Г. На штанзі 2 пер-
пендикулярно до неї і вала 1 розташована штанга 3, яка виконує функцію осі 
В. Вона може рухатись вздовж штанги Г і жорстко фіксуватися в потрібному 
положенні. На рухомій штанзі 3 установлено кронштейн 4, рухомий вздовж 
штанги 3 і паралельний осі вала 1. Із штангою 3 нерухомо зв’язаний крон-
штейн 5, поверхня Б якого перпендикулярна штанзі 3 і паралельна осі Г. На 
кронштейні 4 установлено рухомий кронштейн 6, на якому закріплено інди-
катори 7 і 8. Вісі штоків індикаторів 7 і 8, кронштейнів 4 і 6 лежать в одній 
площині з віссю штанги 3 і ця площина паралельна осі вала 1. Надалі індика-
тори 7 і 8 будемо називати горизонтальним і вертикальним відповідно. Гори-
зонтальний індикатор призначений для контролю розміру головки зуба вихі-
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дного контуру різців, а вертикальний – для контролю висотної координати В. 
При установленні пристрою в ділильну головку ця площина буде перпе-

ндикулярна ділильній площині плоского спіроїдного колеса, яке будуть обро-
бляти після настройки верстата. Переміщуючи штангу 3 вздовж штанги 2 
встановлюють розмір Г. Для цього необхідно визначити розмір набору кінце-
вих мір довжини (рисунок 3) 

ГГ СГL −= ,                                                   (1) 
 

де ГL  – розмір набору кінцевих мір; Г  – проекція ділильного радіуса колеса 

1r на вісь Г , Г = 11 cos βr ; 1r – радіус ділильного кола колеса [2]; 1β – кут на-
хилу зуба колеса; ГС  – стала пристрою, яка дорівнює відстані між вісями ва-
ла 1 і штанги 3 в початковому її положенні. 

 

  
Рисунок 2 – Пристрій для імітації 
верстатної системи координат 

Рисунок 3 – До визначення розміру 
набору кінцевих мір ГL  

 

Набір кінцевих мір установлюють на лиску штанги 2 між базовими пло-
щинами вала 1 і штанги 3, притискають штангу до вала і закріпляють її на 
штанзі 2. Після фіксації штанги 3 набір кінцевих мір видаляють. Після уста-
новлення розміру Г  площина, в якій лежать осі вимірювальних штоків інди-
каторів 7 і 8, буде проходити через точку П лінії зуба майбутнього колеса. 

Для настройки різцевої головки на розмір В будемо вважати суміщеними 
в кінцевому положенні при обробці зуба оброблювання спіроїдне колесо, рі-
зець в западині зубчастого кінця і пристрій для настроювання положення різ-
цевої головки.  

В площині D (рисунок 1) розташовується різальна кромка cd різця (роз-
глядається різець зовнішній, яким утворюється угнута сторона зуба), яка кон-
тактує точкою П ділильної лінії зуба колеса з точкою П різальної кромки, яка 
належить номінальному діаметру різцевої головки і розташована від вершини 
різця на відстані висоти головки 0ah  вихідного виробляючого контуру. 

В такому положенні вісь штока індикатора 8 повинна лежати в ділильній 
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площині колеса. На схемі (рисунок 4) видно, що із-за нахилу різальної кромки 
під кутом α  контакт її із сферичним наконечником штока індикатора зміщу-
ється з осі штока. В такому положенні між точками П і К виникає зазор 

)1cos1( −= αrCr . На величину rС  треба розмір ВL  набору кінцевих мір дов-
жини збільшити. Тоді  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= 1

cos
1

α
rСВL ВВ ,                                       (2) 

 

де ВL  – розмір набору кінцевих мір довжини; В  – вертикальна координата 
точки П, В = 11 sin βr ; ВС  – стала пристрою, яка дорівнює відстані між уста-
новчою площиною кронштейна і віссю вала 1; α  – кут профілю вихідного 
контуру; r  – радіус сферичного наконечника штока індикатора: r =2мм 
(ГОСТ 577). 

Алгоритм настроювання вертикально-фрезерного верстата для нарізу-
вання плоского спіроїдного колеса наступний. 

1. Настроювання пристрою на розміри Г і В (далі будемо називати цей 
пристрій "пристрій ВГ") для установлення різцевої головки для обробки 
угнутої сторони зуба. Для цього визначають розмір набору кінцевих мір ГL  і 
установлюють вертикальну штангу в необхідне положення відносно базового 
вала. Далі на місце вертикального індикатора установлюють центрошукач, 
складають набір кінцевих мір hL = 0ah  і установлюють горизонтальний інди-
катор на відстані 0ah  від осі індикатора вертикального з похибкою не більше 
половини поділки шкали, тобто 0,005мм. 

Після цього визначають розмір набору кінцевих мір довжини ВL , за-
мість центрошукача установлюють вертикальний індикатор і встановлюють 
його на розмір ВL . Для простоти запам‘ятовування показів стрілок індикато-
рів пристрою ВГ бажано на обох шкалах в настроєному положенні встанов-
лювати стрілки на нулі. 

 2. Настроювання кута δ  нахилу осі різцевої головки, кута профілюα  і 
горизонтальної координати Г. Для цього пристрій для настроювання розмірів 
на розмір Г і В установлюють в шпинделі ділильної головки і виміряють пер-
пендикулярність осі штанги 3 і паралельність осі штанги 2 площині стала ве-
рстата. За цим за допомогою штангового патрона в шпинделі верстата уста-
новлюють точну шліфовану циліндричну оправку, перевіряють її радіальне 
биття, яке не повинне бути більше 0,015мм. Далі на установчу площину при-
строю ВГ установлюють кутомір, настроєний з точністю 2´ на кут (90°+δ ) і 
суміщають вимірювальну кромку кутоміра з по верхньою оправки. Просвіт 
між ними повинен бути рівномірним шириною 0,2...0,3мм. Після цього на 
оправку опирають ніжку вертикального індикатора і, переміщаючи стіл верс-
тата в поперечному напрямку по максимальному відхиленню стрілки індика-
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тора суміщають вісь шпинделя верстата з площиною, яка проходить через то-
чку П ділильного кола колеса на відстані Г від осі ділильної головки. В цьому 
положенні стіл верстата затискають. Далі оправку видаляють із шпинделя, на 
її місце встановлюють різцеву головку для обробки угнутої сторони зуба ко-
леса. На установчу площину пристрою Б пристрою ВГ установлюють кутомір 
(або шаблон), настроєний на кут (180° α ), і суміщають його вимірювальну 
кромку з різальною кромкою зовнішнього різця, яка має максимальне раді-
альне биття і проходить через точку П. Просвіт між цими кромками повинен 
бути мінімальний, а його ширина вздовж різальної кромки однакова і визна-
чається візуально. При різниці ширини на кінцях просвіту в 0,01мм похибка 
кута профілю зуба спіроїдного колеса становить 6 кутових мінут для модуля 
2мм і пропорційно його збільшенню зменшується. Момент настроювання ку-
та δ  для нарізування угнутої сторони зуба показано на рисунку 5. 

 

  
Рисунок 4 – Визначення розміру 

кінцевих мір ВL  
Рисунок 5 – Настроювання верстату для 

оброблення угнутої сторони зуба 
 
3. Настроювання розміру В верстатного зачеплення. Для цього з устано-

вчої бази прибирають кутомір і переміщаючи стіл у поздовжньому і вертика-
льному напрямку установлюють його так, щоб вершина різця торкалась опо-
рної площини штока горизонтального індикатора і на шкалі його було уста-
новлено висоту головки зуба 0ah . 

Далі опускають стіл верстата до дотику шарового наконечника штока 
вертикального індикатора з задньою поверхнею верхнього різця і плавним 
поворотом шпинделя суміщають різальну кромку різця з віссю штока індика-
тора. В такому положенні різцевої головки стіл верстата опускають вниз до 
моменту установки стрілок індикатора на поділці, відповідній розміру В. В 
такому стані стіл верстата фіксується затискачами.  

4. Установлення заготовки плоского спіроїдного колеса проводять після 
видалення пристрою ВГ. Замість нього на шпиндель ділильної головки уста-
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новлюють оправку для базування і закріплювання заготовки. Биття базових 
поверхонь оправки не більш 0,01мм. Після встановлення на оправку заготов-
ки настроюють глибину врізання різцевої голівки, яка дорівнює висоті зуба 
спіроїдного колеса, і фіксують в цьому положенні упор повздовжнього пере-
міщення столу на станині, а стрілки шкал індикатора в зручному для читання 
показу положення. Величину врізання на висоту зуба спіроїдного колеса ба-
жано установлювати за допомогою набору кінцевих мір довжини.  

5. Настроювання ділильної головки для нарізування заданого числа 
зуб‘їв проводиться відповідно з її паспортом.  

6. Призначають режими різання за загальними машинобудівними норма-
тивами.  

Після нарізування всіх зубів з угнутою лінією замінюють першу різцеву 
головку для головку для нарізування опуклої сторони зуба спіроїдного коле-
са. Знімають зі шпинделя ділильної головки оправку із спіроїдним колесом і 
на її місце установлюють пристрій ВГ, попередньо настроєний так, як це опи-
сано в п.1 алгоритму, але для опуклої сторони. Відмінність полягає лише в 
тому, що індикатор В розташовано знизу різця (рисунок 1). Послідовність дій 
для підготовки верстата для обробки опуклої сторони не змінюється, а дода-
ється технологічний перехід щодо контролю товщини зуба. Для передач, в 
яких боковий зазор в зачепленні не менший 0,003…0,05мм, товщину зуба з 
достатньою точністю можна контролювати тангенціальним зубоміром з вузь-
кою вимірювальною губкою.  

 
Висновки: 
1. Запропонований пристрій для настроювання параметрів верстатного 

зачеплення при обробці плоских коліс наближених спіроїдних передач дозво-
ляє з високою точністю реалізувати теоретичну схему формоутворення.  

2. Методика і алгоритм настроювання верстата легко реалізується на 
універсальному обладнанні і без ускладнень може бути використана при 
створенні спеціального верстата. 
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СИСТЕМНЫЙ ВЕРОЯТНОСТНЫЙ РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ 
ТРЕХСТУПЕНЧАТОГО ПАКЕТНОГО РЕДУКТОРА 

 
Предлагается методика системного вероятностного расчета на прочность по основным критери-
ям работоспособности зубчатого цилиндрического пакетного редуктора с учетом флуктуации 
случайных факторов, влияющих на их несущую способность. 
 
Пропонується методика системного імовірнісного розрахунку на міцність по основних критеріях 
працездатності зубчастого циліндрового пакетного редуктора з врахуванням флуктуації випадко-
вих факторів, що впливають на їх здатність, що несе. 
 
New methodology of system probability calculation on stress by main efficiency criterions of cylindrical 
gear package reducer with regard to random factor fluctuations influencing their load-carrier capacity 
has been offered. 
 

Актуальность задачи. В конструкторской практике при проектирова-
нии редукторов обычно бывают известны мощность и частота вращения на 
выходном валу, передаточное отношение и условия работы (срок службы) 
механизма. В связи с тем, что наиболее изученным в отношении характера 
протекания процесса повреждений является усталостное изнашивание по-
верхности зубьев, то в большинстве случаев размеры зубчатых колес зубча-
тых редукторов определяют при расчете на контактную прочность активных 
поверхностей зубьев. При таком расчете необходимая изгибная прочность 
зубьев обеспечивается за счет подбора модуля зацепления с помощью варьи-
рования числа зубьев колес. 

Разработанный на кафедре "Детали машин и ПТМ" Азербайджанского 
Технического Университета пакетный редуктор на двух валах с цилиндриче-
скими зубчатыми колесами [1], отличающийся компактностью, малой метал-
лоёмкостью, повышенной надёжностью и высокими эксплуатационными по-
казателями (рисунок 1), представляет собой сложную многоэлементную сис-
тему, все элементы которой определенным образом связаны между собой. 
Основным качественным показателем пакетного редуктора, как и любого 
другого редуктора, является его несущая способность. Поэтому комплексный 
подход к оценке несущей способности основных конструктивных элементов 
пакетных редукторов (зубчатых колес) при их проектировании представляет 
большой теоретический и практический интерес. 

Существующая на практике методика расчета зубчатых редукторов, ба-
зирующаяся в основном на материалах ГОСТ 21354-87 не в состоянии долж-
ным образом оценить их несущую способность и надежность, поскольку эти 
методы приближены и не учитывают влияние случайных факторов, сущест-
венно влияющих на конечный результат. 
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Рисунок 1 – Двухпоточный трехступенчатый пакетный редуктор  

для станков-качалок 
 

Под случайными факторами понимаются те величины и параметры, зна-
чения которых имеют некоторое рассеивание. В связи с вышеизложенным, 
обособленные детерминированные методы расчета редукторов не позволяют 
должным образом оценить их несущую способность и надежность, в то время 
как целью любого прочностного расчета должно являться доказательство то-
го, что за время эксплуатации не наступит разрушение составных элементов и 
механизма в целом. 

Неточность расчетных зависимостей в традиционных детерминирован-
ных методах расчета компенсируется с помощью коэффициентов запасов 
прочности. Однако, существующая практика выбора коэффициентов запаса 
прочности не всегда себя оправдывает. Таким образом, вся приближенность 
традиционных методов расчета зубчатых механизмов и их обособленность в 
конечном итоге может привести к неверной оценке несущей способности 
элементов механизма и неправильной оценке ее надежности. Это, в свою оче-
редь, может привести или к увеличению габаритов и массы всей передачи, 
или же к преждевременному выходу ее из строя. 

Поскольку проектирование, производство и эксплуатация пакетных ре-
дукторов осуществляется в полном соответствии с техническим заданием и 
нормативно-техническими положениями, то удовлетворение всем требовани-
ям должно производиться с учетом флуктуации всех случайных факторов, 
влияющих на его работоспособность. 
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Цель работы. Создание методики системного вероятностного расчета 
пакетных редукторов, позволяющей учесть в заданном диапазоне случайных 
характер рассеивания возмущающих факторов.  

Следует отметить, что вероятностные методы расчета не требуют созда-
ния принципиально новой системы инженерных расчетов. Существующие 
уравнения объективно отражают связи между явлениями с достаточной точ-
ностью, но входящие в них случайные величины необходимо трактовать в ве-
роятностном аспекте. 

К случайным факторам можно отнести: дисперсии механических харак-
теристик материалов составных деталей; влияние смазочных материалов; по-
грешности изготовления и монтажа; неравномерность распределения нагруз-
ки и т. д. При этом, несущая способность элементов пакетного редуктора 
представляется как случайное событие, состояние которого характеризуется 
совокупностью входных ;...);;( iii γβα , выходных di и возмущающих (случай-
ных) ix  параметров, принятых в качестве определяющих с точки зрения вы-
полнения их назначений: 

 

[ ] ).,...3,2,1();...3,2,1();~;;;......;;;(1 nkNiSxdfT iikiiiii i
=== γβα                  (1) 

 
Одной из основных задач этапа проектирования пакетного редуктора  

является построение такой конструктивной схемы, чтобы основные характе-
ристики его элементов и самого механизма в целом находились в состоянии, 
гарантирующем выполнение возложенных на них функций с требуемым 
уровнем надежности с учетом экономических факторов. Для анализа надеж-
ности пакетного редуктора он разбивается на составные блоки и далее моду-
ли, которые характеризуются самостоятельными входными  и выходными 
данными. Системный вероятностный подход к расчету пакетного редуктора 
предопределяет расчет отдельных блоков во взаимосвязи с другими блоками, 
что позволяет, в отличие от детерминированных методов расчета, вести про-
ектирование с требуемым уровнем надежности. 

В общем случае, модель надежности какой-то механической системы 
должна устанавливать функциональную связь между показателями надежно-
сти ее составных блоков во взаимосвязи их с производственно-эксплуатаци-
онными факторами. 

Пусть пакетный редуктор имеет n блоков, между которыми имеется ста-
тистическая связь. Если для каждого блока в отдельности известны показате-
ли надежности Рi, то вероятность безотказной работы (надежность) системы – 
пакетного редуктора – будет выражена в следующей форме: 

 

∏ ∏−+==
N N

Nici KPPPtQP
1 1

,)~(~)(~                                    (2) 
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где KN – коэффициент, учитывающий статистическую взаимосвязь между от-
казами блоков пакетного редуктора. 

Очевидно, что если составные элементы зависимы, то вероятность без-
отказной работы (надежность) всей системы определяется надежностью "сла-
бого" звена (коэффициенты корреляции равны единице) cPP =

~ . При отсутст-
вии статистической связи между элементами системы (коэффициент корре-
ляции равен нулю): ∏=

N

iPP
1

~~ . 

Условие успешного функционирования элементов механической систе-
мы формулируется в виде соотношений, отражающих требования непревы-
шения некоторой функцией ее допустимого значения. При анализе надежно-
сти считается, что функциональная связь, отражающая структуру, принцип 
действия и назначения механической сиcтемы, задана или устанавливается из 
условия равенства нагрузочной способности отдельных элементов, представ-
ленной в виде функции случайных аргументов kiik xx )1(; − . 
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kiikijj
i

i
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d
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+
+ =≡ εψ                                           (3) 

где 

)~;~();;;;...;;( 141113 ++++ == iiijiiiiiiij SSffB εγβαγβα ; 
 

jjB ε, – вспомогательные параметры; 1
~;~

+ii SS – статистические коэффициенты 
запаса работоспособности элементов. 

При рассмотрении аналитического описания для наиболее распростра-
ненного случая, когда плотности вероятностей случайных аргументов подчи-
нены нормальному закону, не представляется возможным точное определе-
ние числовых характеристик распределения функции. Поэтому производится 
аппроксимация нелинейной связи между входными и возмущающими пара-
метрами системы линейной, статистически эквивалентной исходной. 

Замечая, что массы вероятностей распределения возмущающих парамет-
ров сконцентрированы в весьма малой окрестности общего центра 

kiik xx mm
)1(

;
+

, функция jψ  разлагается в ряд Тейлора [2]: 
 

),......( 2)1(221102 jkijijiijjijjj AxAxAxAAfB ++++++= ++εψ  
 

где jjjijj AAAAA 2210 ,,...,...,  – коэффициенты случайных аргументов (возму-
щающих факторов). 

Как правило, механическая система (пакетный редуктор) работает в 
сложных условиях. При этом различные процессы, климатические факторы, 
гидравлические и механические воздействия изменяют во времени значения 
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функциональных параметров. В поставленной задаче выходные параметры 
системы взаимосвязаны, вследствие чего удается ограничиться одним из па-
раметров состояния – "обобщенной координатой". Для обеспечения высокой 
надежности системы на этапе проектирования это обстоятельство позволяет 
воздействовать на нагрузочную способность системы и условия работы "сла-
бого" звена 

Twa . Тем самым, нет сомнения в том, что с применением модели 
"слабого" звена теоретически может быть обосновано численное определение 
вероятности безотказной работы данной механической системы (пакетного 
редуктора) в целом на основе законов теории надежности [3, 4]. 

Замечая, что параметры, характеризующие возмущающие факторы меха-
нической системы статистически независимы, т.е. справедлив принцип супер-
позиции, что между возмущениями и выходными параметрами имеется линей-
ная зависимость, и что кривая распределения возмущающих факторов близка к 
нормальному закону, то, используя метод "несущая способность-нагрузка", ус-
ловие непревышения (безотказного состояния) представится в виде: 

 
[ ]ii TT < .                                                       (4) 

 
Сущность метода "несущая способность-нагрузка" раскрывается при 

помощи теоремы Лапласа [2], являющейся частным случаем центральной 
предельной теоремы. Очевидно, что несущая способность ][ iT  и нагрузка iT  
вследствие совокупности влияния различной природы возмущающих факто-
ров, являются случайными величинами или функциями, распределенными по 
нормальному закону с плотностью распределения )]([ iTϕ  и )( iTϕ : 
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где [ ] [ ]iiii TTTT mm σσ ,,,  – соответственно математическое ожидание и средне-

квадратическое отклонение нагрузки и несущей способности. 
При этом, если производить оценку снизу, то вероятность безотказной 

работы – надежность Qi(t) элементов пакетного редуктора в общем виде оп-
ределится следующим образом: 
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где ai – абсцисса точки пересечения нагрузки несущей способностью; Ф* – 
нормальная функция распределения. 

Задача определения степени воздействия возмущающих факторов на на-
грузочную способность элементов пакетного редуктора с целью доведения ее 
надежности до прогнозируемого уровня решается в три этапа. 

I. Определяется математическое ожидание несущей способности расчет-
ных блоков пакетного редуктора с учетом флуктуации возмущающих факто-
ров, обеспечивающих передачу номинальной нагрузки T0, соответствующей 
паспортной (проектной) мощности с прогнозируемым уровнем надежности. 
Математическая модель сводится к определению вероятности попадания но-
минального вращающего момента на участок несущей способности элемен-
тов редуктора, характеризующей их предельное состояние. Несущая способ-
ность элементов принимается распределенной нормально, что подтверждает-
ся многочисленными литературными данными. 

Отказ – достижение номинальной нагрузкой несущей способности: 
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Решая это уравнение относительно [ ]iTm , получим 
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где up – фактор, обеспечивающий требуемый уровень надежности (квантиль 
вероятности). 

II. Определяется статистический коэффициент запаса работоспособности 
из условия вероятности охвата расчетной нагрузкой (нагрузочной способно-
стью) несущей способности элементов механической системы с требуемым 
уровнем их надежности. При этом вероятность неразрушения (надежности) 
элементов определяется следующим выражением: 
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Решая это уравнение относительно 
ipT , получим: 
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Откуда 
[ ] [ ]iii TpTP umT υ+= 1( .                                           (11) 

 
Очевидно, что между статистическим коэффициентом запаса работоспо-

собности и уровнем надежности (вероятностью безотказной работы) существует 
функциональная связь: 

[ ][ ] ),...,2,11(,);(~
5 ktQfS

iTiii == υ . 
 
Коэффициент запаса работоспособности можно определить, используя 

метод "несущая способность-нагрузка". Действительно, пакетный редуктор 
будет до тех пор работоспособным, пока расчетная нагрузка (нагрузочная 
способность) будет выше несущей способности элементов.  

Коэффициентом запаса работоспособности называется отношение мате-
матического ожидания расчетной нагрузки (нагрузочной способности) к ма-
тематическому ожиданию номинальной нагрузки: 0

~ TTS
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Из этой формулы видно, что если параметры пакетного редуктора строго 

детерминированы, то коэффициент запаса работоспособности в идеальном 
случае равен единице. Поскольку несущая способность элементов по сути яв-
ляется функцией случайных аргументов, то статистический коэффициент за-
паса работоспособности должен быть больше единицы и увеличивается с 
ростом уровня надежности и дисперсии возмущающих факторов.  

III. Определяется расчетная нагрузка с заранее заданным уровнем надежности 
элементов пакетного редуктора и с учетом флуктуации возмущающих факторов:  
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где kd – динамический коэффициент режима работы. 

Опыт эксплуатации зубчатых механизмов станков-качалок свидетельст-
вует о том, что наибольшее число их отказов связано с нарушением работо-
способности зубчатого зацепления. В большинстве случаев размеры зубчатых 
колес зубчатых механизмов станков-качалок выявляются при расчете на кон-
тактную прочность активных поверхностей зубьев. 
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Так как по конструктивным соображениям межосевое расстояние пакет-
ного редуктора определяется по его выходной – наиболее нагруженной – зуб-
чатой передаче, то его прочностной расчет ведется по тяжелонагруженному 
выходному зацеплению. Кроме того, основные параметры пакетного редук-
тора связаны друг с другом через условия собираемости. Все это дает воз-
можность связать все конструктивные параметры механизма с "обобщенной 
координатой", в качестве которого выбирается межосевое расстояние тяже-
лонагруженного выходного зацепления – (аw)т. 

Следует отметить, что при этом, в связи со статистической природой воз-
мущающих факторов, оказывающих существенное влияние на несущую спо-
собность элементов пакетного редуктора, значение основных его конструктив-
ных параметров не является однозначно определенным, как это имеет место 
при традиционных методах расчета, а характеризуется некоторым рассеянием. 
Поэтому при проектировании по предлагаемой методике определяются матема-
тические ожидания значений основных конструктивных параметров и их коэф-
фициенты вариации. При этом имеется возможность выбора наиболее оптималь-
ных значений конструктивных параметров с учетом требований производства. 

Несущую способность тяжелонагруженной ступени пакетного редуктора 
по критерию контактной выносливости активных поверхностей зубьев можно 
оценить по известному выражению: 
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Здесь и далее все обозначения соответствуют ГОСТ 21354-87. Черта над 

параметром указывает, что величина является случайной. 
Как видно из выражения (14), несущая способность является функцией 

от случайных аргументов. Так как было принято, что случайные параметры 
распределены по нормальному закону, то и функция от этих случайных аргу-
ментов также будет подчиняться нормальному закону. 

Каждый из этих случайных (возмущающих) факторов имеет  свои чи-
словые характеристики (математическое ожидание, среднеквадратическое от-
клонение, коэффициент вариации). В общем случае для случайных величин, 
подчиненных нормальному закону распределения [57]: 
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где xixixim υσ ,, , ii xx inf,sup  – соответственно математическое ожидание, сред-
неквадратическое отклонение, коэффициент вариации, верхняя и нижняя гра-
ницы случайной величины х.  

К случайным факторам, существенно влияющим на несущую способ-
ность пакетного редуктора по критерию контактной выносливости поверхно-
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стей зубьев, относятся: предел контактной выносливости поверхностей зубь-
ев, соответствующей эквивалентному числу циклов перемены напряжений 

limHσ , и коэффициенты неравномерности распределения нагрузки в зацепле-
ниях .,,, HvHHA KKKK βα  

В свою очередь предел контактной выносливости поверхностей зубьев 
по эквивалентному числу циклов перемены напряжений также является 
функцией от случайных величин: предела контактной выносливости поверх-
ностей зубьев, соответствующей базовому числу циклов перемены напряже-
ний bH lim0σ , исходной шероховатости сопряженных поверхностей зубьев 

RZ ; перепада твердостей материалов сопряженных поверхностей зубьев wZ ; 
базы контактных напряжений NZ ; влияния смазки LZ . Иными словами: 

 

bHLwRNXVH ZZZZZZ limlim 0σσ = .                                (15) 
 
Линеаризируя выражение (15) и разлагая его в ряд Тейлора в окрестно-

стях точки 
wLNRbH

ZZZZ mmmmm ,,,,
lim0σ , получим числовые характеристики 

распределения величины limHσ : 
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Здесь XV ZZA =1 . Или в связи с тем, что двойные производные от вели-
чин 

bHLwRN ZZZZ lim0,,,, σ  равны нулю можно записать: 
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mmmmmAm ZZZZ σσ = .                            (17) 

 

Для среднеквадратического отклонения величины limHσ , учитывая ра-
венство нулю двойных производных случайных величин, запишем: 
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Для случайных величин, распределенных по закону, близкому к нор-

мальному, после некоторых преобразований можно записать: 
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bHwLNRbHwLNRH ZZZZZZZZ mmmmmA σσσ υυυυυσ  

 
Для коэффициента вариации предела контактной выносливости поверх-

ностей зубьев по эквивалентному числу циклов перемены напряжений после 
некоторых преобразований получим: 
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Здесь 
bHwLNR ZZZZ

lim0
,,,, συυυυυ  – коэффициенты вариаций случайных пара-

метров. 
Математического ожидание нагрузочной способности элементов пакетно-

го редуктора по критерию контактной выносливости поверхностей зубьев 
HTm : 
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Здесь 3
23
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+

=  – вспомогательный коэффициент. 

 
После введения значений частных производных, для величин подчинен-

ных нормальному распределению, и некоторых преобразований:  
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Второй член этого выражения представляет собой поправку на нелиней-

ность функции. С достаточной для практических целей точностью: 
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Среднеквадратическое отклонение величины ТН: 
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Подставляя значения частных производных случайных величин и после 

некоторых преобразований получим: 
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Коэффициент вариации несущей способности выходного зацепления по 

критерию контактной выносливости поверхностей зубьев: 
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Два последних члена в выражении (22) представляют собой поправку на 

нелинейность функции и служат для оценки точности метода линеаризации и 
являются членами высшего порядка малости.  

С достаточной для практических целей точностью можно записать: 
 

.4 222222
lim HMHvHHAHH KKKKKT υυυυυυυ

βασ +++++=                    (23) 
 
Очевидно, что аппроксимация нелинейной связи между случайными па-

раметрами и нагрузочной способностью элементов пакетного редуктора, а 
также несовпадение условий работы механизма с условиями эксперимента и 
приближенность оценки влияния случайных факторов вносит определенную 
погрешность на конечные результаты. В результате фактическое значение на-
грузочной способности элементов пакетного редуктора может отличаться от 
действительного. Это обстоятельство требует введения в расчетные зависи-
мости коэффициента модели 

HMKm , компенсирующего вышеуказанные рас-
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хождения [5]. Числовые характеристики "коэффициента модели" можно при-
нять по работе [5]: 0,1=

HMKm ; 04,0=
HMKυ . 

Аналогичным образом оценивается влияние случайных (возмущающих) 
факторов на несущую способность выходного зацепления по критерию из-
гибной выносливости зубьев. Причем, в этом случае, для компенсации рас-
хождения теории и эксперимента также вводится "коэффициент модели" по 
напряжениям изгиба 

FMKm  [5]: 0,1=
FMKm ; 03,0=

FMKυ . 
Несущая способность элементов пакетного редуктора по критерию вы-

носливости зубьев при изгибе оценивается по известному выражению: 
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К случайным факторам, влияющим на несущую способность пакетного 

редуктора по критерию выносливости зубьев при изгибе, относятся: предел 
выносливости зубьев при изгибе, соответствующий эквивалентному числу 
циклов перемены напряжений и коэффициенты неравномерности распреде-
ления нагрузки в зацеплении .,,, FvFFA KKKK βα  

В свою очередь, предел выносливости зубьев при изгибе по эквивалентному 
числу циклов перемены напряжений также является функцией от случайных ар-
гументов: предела выносливости зубьев при изгибе, соответствующий базовому 
числу циклов перемены напряжений bF lim0σ ; коэффициента влияния шлифова-

ния переходной поверхности зуба gY ; влияния деформaциoнного упрочнения 

или электрохимической обработки переходной поверхности dY ; базы изгибных 
напряжений NY ; влияния шероховатости переходной поверхности RY :  

 

.limlim 0 dgNRbFxAZTF YYYYYYYYY σσ δ=                              (25) 
 
Линеаризируя выражение (25) и разлагая в ряд Тейлора в окрестностях 

точки 
dgNRbF

YYYY mmmmm ,,,,
lim0σ , можно получить числовые характеристики  

распределения величины bF limσ : 
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Или в связи с тем, что двойные производные случайных параметров рав-
ны нулю, можно записать:  

 

).(
lim0lim 3

bFdgNRF
mmmmmAm YYYY σσ =                               (26) 

 

где 
limF

mσ  – математическое ожидание предела выносливости зубьев при из-

гибе; 
bFdgNR

mmmmm YYYY
lim0

,,,, σ  – математические ожидания случайных фак-

торов; A3 – вспомогательный коэффициент, xAZT YYYYYA δ=3 . 
Учитывая, что частные производные второго порядка равны нулю, то 

для среднеквадратического отклонения величины limFσ  можно записать:  
 

.)()(

)()()()(

222
2

lim22

lim

lim

22lim22lim22lim22lim2

lim0
0

lim

dgbF

dgNRF

YYm
dg

F
m

bF

F

Ym
d

F
Ym

g

F
Ym

N

F
Ym

R

F

YY

YYYY

σσσσ
σ
σ

σσσσσσσσσ

σ

σ

∂∂
∂

+
∂
∂

+

+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=

 

 
Или после подстановок и некоторых преобразований, получим: 
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Коэффициент вариации предела выносливости зубьев при изгибе:  
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где 
bFdgNR YYYY

lim0
,,,, συυυυυ  – коэффициенты вариации возмущающих (случайных) 

факторов. 
Определим числовые характеристики несущей способности тяжелона-

груженного выходного зацепления по критерию выносливости зубьев при из-
гибе FT . Математическое ожидание 

FTm : 
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Здесь 2min
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=  – вспомогательный коэффициент. После 

некоторых преобразований: 
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Или в более простой форме без поправки на нелинейность: 
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Среднеквадратическое отклонение величины FT : 
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После подстановок и некоторых преобразований получим: 
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Для определения коэффициента вариации нагрузочной способности вы-

ходного зацепления по критерию выносливости зубьев при изгибе: 
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Два последних члена в выражении (31) представляют собой поправку на 
нелинейность, являются членами высшего порядка малости и потому с доста-
точной для практических целей точностью можно записать: 
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lim FMFvFFAFF KKKKKT υυυυυυυ

βασ +++++=                    (32) 
 
Таким образом, несущая способность основных статистических блоков 

пакетного редуктора имеет некоторое рассеяние, не учитываемое в традици-
онных методах их расчета. 

Таким образом, математическое ожидание межосевого расстояния зуб-
чатого зацепления по критерию контактной выносливости активных поверх-
ностей зубьев с учетом флуктуации возмущающих факторов при требуемом 
уровне его надежности Qi(t) определяется по формуле: 
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Коэффициент вариации межосевого расстояния по пределу контактной 

выносливости поверхностей зубьев будет равен: 
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Аналогичным образом из расчета на изгиб зубьев определяются матема-

тическое ожидание и коэффициент вариации модуля зацепления при уровне 
надежности Qi(t): 
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Коэффициент вариации нормального модуля по пределу выносливости 

зубьев при изгибе будет равен: 
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Таким образом, из выражений (33)-(36) следует, что и межосевое рас-

стояние, и модуль зацепления имеют некоторый разброс значений, и, тем са-
мым, основные конструктивные размеры пакетного редуктора также будут 
иметь некоторый разброс, из которых можно будет выбрать наиболее опти-
мальный в зависимости от потребностей производства и условий работы. 
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Выводы: 
1. В связи со статистической природой возмущающих факторов, оказы-

вающих существенное влияние на несущую способность элементов пакетного 
редуктора, значение основных его конструктивных параметров не являются 
однозначно определенными. 

2. Представлена методика системного вероятностного расчета трехсту-
пенчатых пакетных редукторов и формулы для их расчета на прочность по 
основным критериям их работоспособности с учетом флуктуации возму-
щающих факторов, влияющих на их несущую способность. 
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КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ ДЕТАЛЕЙ МАШИН З 
ВИТЯГНУТИМИ КОНТАКТНИМИ ОБЛАСТЯМИ 

 
Для випадку контакту тіл з близькими радіусами кривизни вздовж одного з головних напрямів запро-
поновано загальну постановку контактної задачі. Здійснено параметризацію задачі відносно геомет-
ричних розмірів контактуючих тіл та радіусів їх кривизни. Проілюстрована поведінка розмірів кон-
тактних зон і розподілу контактного тиску при контактній взаємодії тіл з близькими радіусами. 
 
Для случая контакта тел с близкими радиусами кривизны вдоль одного из главных направлений 
предложено общую постановку контактной задачи. Осуществлено параметризацию задачи отно-
сительно геометрических размеров контактирующих тел и радиусов их кривизны. Проиллюстри-
ровано поведение размеров контактных зон и распределение контактного давления при контакт-
ном взаимодействии тел с близкими радиусами. 
 
General formulation of contact problem was proposed for the bodies with the close radius of curvature 
along one of the main directions. Geometric dimensions of the contacting bodies and the curvature ra-
dius were parameterized. Behavior of contact zones and the distribution of contact pressure during the 
contact interaction of the bodies with close radius was illustrated. 
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Вступ. Аналіз контактної взаємодії є дуже розвиненою областю механіки 
деформованого твердого тіла [1, 2]. Для визначення контактних зон та розподі-
лу контактного тиску застосовуються різні методи: модель Герца [3], метод 
граничних елементів (МГЕ) [4], метод скінченних елементів (МСЕ) [5]. Вони 
мають свої переваги та недоліки [1], які проявляються у тому числі за різних гео-
метричних форм поверхонь, уздовж яких здійснюється контакт деталей машин.  

 
Постановка задачі. Ставиться задача аналізу контактної взаємодії дета-

лей машин з різними кривизнами поверхонь, які перебувають у контакті.  
Контактна взаємодія елементів машинобудівних конструкцій здійсню-

ється через поверхні різної геометричної форми. При цьому гладкі поверхні 
забезпечують або початковий (у ненавантаженому стані) контакт через пло-
щадки ненульової площі (тобто через частини поверхонь узгодженої, конгру-
ентної форми), або точковий. За деяких додаткових припущень останній варі-
ант локально досить точно описується моделлю Герца. Крім того, можливий 
також варіант лінійчастого початкового контакту тіл. Його можна розглядати, 
наприклад, як перехідний випадок при дослідженні контакту параболоїду 2П  
з напівпростором 1П  (див. рисунок 1). Якщо збільшувати головні радіуси 
кривизни 21, RR  у точці первинного контакту параболоїду з напівпростором, 
одночасно спрямовуючи їх до нескінченності, то у граничному випадку ма-
тимемо контакт поверхонь узгодженої форми (два напівпростори). Якщо ж 
при цьому зафіксувати, наприклад, 1R , збільшуючи 2R , то у граничному ви-
падку отримаємо контакт циліндричного тіла з напівпростором, який реалізу-
ється у ненавантаженому випадку через лінію.  

 

 

 

Рисунок 1 – Контактна взаємодія напівпростору 1П  (границя площина 01 =− zГ ) з тілом 

2П , обмежений параболоїдом 2П , а також контакт їх обмежених областей Λ
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Розглядаючи описану модельну контактну задачу у термінах кривизн 
)/1,/1( 2211 RrRr == , можна записати згадані випадки так: 021 == rr  – кон-

такт узгоджених поверхонь; 0,0 21 ≠= rr  – лінійчастий контакт; 0,0 21 ≠≠ rr  – 
точковий контакт. Якщо при ненульових rrr ≡≤ 21  ввести параметр 

] ]1;0/ 21 ∈= rrα , то виникає задача дослідження контактної задачі при 0→α . 
При цьому важливо зазначити, що поведінка розв’язку цієї задачі при скінчен-
ному α  і про нульовому його значенні відомі. Таким чином, потрібно визначи-
ти якраз тенденцію у поведінці, наприклад, максимального контактного тиску 

maxp  як функції параметру α в околиці нуля. 
 
Метод розв’язання задачі. Враховуючи, що насправді мова йде про 

розв’язання саме модельних задач, варто також розглянути і випадки, які ма-
ють більш практичне значення. Це стосується скінченності розподілів конта-
ктуючих тіл у плані. Для машинобудівних конструкцій це величини скінчен-
ні. Тому у розгляд потрібно ввести ще й параметр rb ⋅=β , який масштабує 
розміри тіла в плані до характерного геометричного параметра. Таким чином, 
потрібно розглядати ще й параметричну залежність )(max βp . Оскільки мож-
на заздалегідь прогнозувати, що при малих α  розміри контактної плями бу-
дуть великі, і вона вийде за межі тіла розміром b , то, відповідно, класична 
"герцівська" залежність maxp  від α  спотвориться. Отже, з’являється ще й 
третій параметр γ , який описує ступінь відхилення "обрізаної" плями від ви-
падку герцевського контакту. Наприклад, якщо взяти за цей параметр відно-
шення b  до розміру плями при контакті з необмеженим тілом, то при 0→γ  
та при ∞→γ  маємо граничні випадки, причому перший представляє значно 
більший інтерес. Звичайно, введена параметризація не є вичерпною. Проте 
дослідження розподілу контактного тиску та ),,(maxmax γβαpp =  дає змогу 
визначити характерні тенденції контактної взаємодії при контакті по витягну-
тих площадках. При цьому контактні задачі були розв’язані різними методами 
(модель Герца, метод граничних елементів, метод скінченних елементів).  

При цьому із застосуванням МСЕ задача зводиться до мінімізації функ-
ціоналу  

∫ ∫
ΛΓ

→Γ−=
),( 21

min,)()(
2
1)(

ÏÏ
iiijij duPdvuuuI εσ  (1) 

 

де εσ ,  – компоненти тензорів напружень і деформацій; Puk ,  – компоненти 
вектора переміщень та навантажень. 

Тут 
∫
ΛΓ

=Γ
)(

,PdPz  (2) 
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де P  – загальна сила притискання другого тіла до першого. 
Обмеженнями буде умова 
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Із застосуванням метода граничних елементів розв’язувальна система рі-

внянь виглядає наступним чином (див. рисунки 2, 3): 
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Рисунок 2 – Кінематика контактної вза-

ємодії тіл 1 і 2 
Рисунок 3 – Базові функції для апроксимації 
шуканого розподілу контактного тиску 
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У співвідношеннях (7) nmC  – коефіцієнти впливу, які дорівнюють пере-
міщенню у вузлі m  при дії одиничного розподілу )1( =np  контактного тис-
ку, зосередженого навколо вузла n  (див. рисунок 3). 

Модель Герца (див. рисунок 4) дає змогу визначити для випадку контак-
ту двох параболоїдів розподіл контактного тиску по еліпсу з напівосями ba,  
та його максимальне значення: 

 

 
Наведені моделі МСЕ, МГЕ дають можливість визначити розподіл кон-

тактного тиску при різноманітних наборах параметрів γβα ,,  тощо. Отже, 
з’являється інструмент аналітичних і числових досліджень. Це дає змогу ста-
вити задачу і досліджувати аналіз впливу різних чинників на розподіл конта-
ктних зон і тиску, зокрема, при взаємодії тіл з різко відмінними радіусами 
кривизни у двох головних напрямах. 

 
Тестова задача. Розв’язується задача про контакт плоского тіла з части-

ною параболоїда (див. рисунок 5). Розміри тіл: b =0,015м, c =0,025м, d =0,01м 
(див. рисунок 1). Притискне зусилля – 100Н. 

 

 
 

Рисунок 4 – До контакту двох 
параболоїдів 

Рисунок 5 – Контакт плоского тіла з 
частиною параболоїда 

 

Один із радіусів кривизни тіла Λ
2П (див. рисунок 1) зафіксований і дорі-

внює 100м. Другий радіус змінюється: var/ 12 ==αRR . Зміна радіусу 2R  
призводить (див. рисунок 6) до суттєвої зміни конфігурації контактної плями. 
Вона з ростом співвідношення α  збільшується у напрямі більшого радіусу 
кривизни, а розподіл контактного тиску стає більш вирівняним на більшій час-
тині плями (на відрізках, паралельних більшій напівосі). За деякої величини 
притискної сили та радіусу 2R  контактна пляма виходить на периферію конта-
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ктуючих тіл (у даному випадку – при 30>α ). Розв’язання даної задачі здійс-
нено за допомогою методу скінченних елементів. 

 
  

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

Рисунок 6 – Розподіл контактного тиску при різних співвідношеннях радіусів 
кривизни тіла Λ

2П (див. рисунок 1) 
 
Висновки. Одержані сімейства контактних плям та розподілів контакт-

ного тиску свідчать про швидко прогресуюче зростання розмірів плями з рос-
том одного із радіусів кривизни. У подальших дослідженнях планується уста-
новити за допомогою метода скінченних елементів, метода граничних елеме-
нтів та моделі Герца шукані залежності розмірів цих плям та максимального 
контактного тиску від геометричних та силових параметрів в досліджуваній 
механічній системі. 
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4. Крауч С. Методы граничных элементов в механике твердого тела. – М.: Мир, 1987. – 328с. 
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УДК 621.833 
 

П.Н. ОНИШКОВ, вед. инженер ОАО ГСКБ Алмаз-Антей, г. Москва, Россия 
Д.В. ОСТРОВСКИЙ, магистр РГСУ, г. Ростов-на-Дону, Россия 
 
К ОЦЕНКЕ КОНТАКТНО-УСТАЛОСТНОЙ ДОЛГОВЕЧНОСТИ 
ПОЛЮСНОЙ ЗОНЫ (Сообщение 2) 

 
Обосновывается предположение о возникновении первичных дефектов вблизи границ раздела 
областей проскальзывания и сцепления и соответствии экстремального характера изменения кон-
тактно-усталостной долговечности изменению градиента касательных напряжений при вырож-
дении области сцепления. 
 
Обґрунтовується припущення про виникнення первинних дефектів поблизу кордонів розділу об-
ластей прослизання і зчеплення і відповідності екстремального характеру зміни контактно-
втомної довговічності зміні градієнту дотичних напружень при виродження області зчеплення. 
 
Substantiates the hypothesis of the origin of the primary defects near the boundaries of areas and slip 
and grip under extreme nature of the change of contact-fatigue life changing gradient of shear stress in 
the degeneration of the field of adhesion. 

 
В предыдущем сообщении [1] было обосновано предположение, что из-

менение величины касательной нагрузки при постоянной нормальной связано с 
наличием в пределах мгновенного пятна контакта областей проскальзывания и 
сцепления. В этом случае процесс разрушения поверхностей логично связывать 
не только (и не столько) с величиной касательных напряжений трения – доста-
точно незначительной, но и с концентрацией этих напряжений вблизи границ 
раздела областей Е+ и Е0. В экспериментах [2] – пульсирующий контакт "шар-
плоскость" – в центральной зоне площадки контакта, где давления максималь-
ны, сохранились следы инструментальной обработки поверхностей. Области 
разрушения локализовались ближе к периферии площадки, при этом были от-
мечены следы оплавления. В рассматриваемых экспериментах первичные тре-
щины имели охватывающий дуговой характер, согласующийся с ожидаемыми 
границами раздела областей сцепления и проскальзывания. Кольцевые следы 
фреттинга в области проскальзывания отмечены в работах [3, 4], причем в ра-
боте [4] эти повреждения возникли под действием чисто нормальной нагрузки. 

Известно, что скольжение сопряжен-
ных поверхностей даже в микрообъемах 
начинается, лишь пройдя стадию упругого 
и упруго-пластического смещения. Тогда 
gradτ будет во многом определяться поло-
жением границ раздела зон. Пусть в на-
чальном положении область Е0 достаточно 
велика, как показано на рисунке 3 сообще-
ния 1. Рассмотрим изменение эпюры каса-

1 
2 

3 
τ 

Рисунок 1 – Изменение gradτ по мере 
вырождения области сцепления 

Рисунок 1 – Изменение gradτ по мере 
вырождения области сцепления 
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тельных напряжений при вырождении области сцепления (рисунок 1). В по-
ложении 1 границы раздела Е0 и Е+ соответствуют зонам пятна контакта с от-
носительно небольшими удельными нагрузками (как нормальными, так и ка-
сательными). Сужение Е0 ведет не только к некоторому увеличению ТΣ, но и к 
смещению границ раздела в область повышенных давлений, определяя воз-
растание gradτ – положение 2. Однако при дальнейшем возрастании скорости 
v, область сцепления, вырождаясь, вновь выходит своими границами на пе-
риферию пятна контакта, и эффект концентрации касательных напряжений 
снижается.  

Подобное изменение gradτ довольно четко соответствует изменению 
долговечности образцов в интервале изменения коэффициента сопротивления 
качению "k" от 0,01до 0,04 (рисунок 1 сообщения 1). 

Влияние остаточных деформаций [5] может сказываться двояко – как 
снижением действующих контактных напряжений вследствие более плотного 
прилегания контактирующих поверхностей, так и усилением влияния каса-
тельных – в результате появления в области контакта знакопеременного про-
скальзывания. Для трех уровней нормальной нагрузки РΣ были получены сле-
дующие величины полуосей контактного эллипса – aн, bн и остаточной де-
формации δ (по Пальмгрену): 

 
РΣ (Н) 1190 1670 2340 
aн (мм) 0,382 0,431 0,479 
bн (мм) 0,234 0,263 0,293 
δ (мм) 0,015 0,030 0,057 

 
Полученные результаты показывают – вследствие пластической прира-

ботки уже после нескольких десятков циклов имеются основания рассматри-
вать контакт как "качение шара по прилегающему желобу". В этом случае об-
ласть контакта делится на три подобласти (рисунок 2) – центральную, где про-
скальзывание положительно, и две внешние с отрицательным проскальзывани-
ем. Границами разделения являются линии нулевого проскальзывании уso. 
Вблизи этих линий направление касательных напряжений меняется на проти-
воположное, что, естественно усиливает эффект их концентрации. Суммарная 
касательная нагрузка снижается, но имеет место отмеченный рядом авторов 
"жесткий удар" касательных напряжений в контакте подшипников качения. 

В эвольвентных зубчатых передачах переход скорости проскальзывания 
"через ноль" с изменением направления неизбежен. Локализация первичных 
контактных повреждений наблюдается несколько ниже полюса на отстающей 
поверхности, что качественно согласуется с возможной границей раздела об-
ластей Е+ и Е0. В передачах Новикова имеет место режим стационарного ка-
чения с геометрическим проскальзыванием и верчением. Влияние упругих 
смещений на скорость проскальзывания пренебрежимо мало. Распределение 
касательных напряжений близко к эллипсоидальному, с некоторым смещени-
ем центра по направлению качения (рисунок 3,а).  
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В эвольвентных 
зубчатых передачах 
переход скорости про-
скальзывания "через 
ноль" с изменением 
направления неизбе-
жен. Локализация пер-
вичных контактных 
повреждений наблю-
дается несколько ниже 
полюса на отстающей 
поверхности, что каче-
ственно согласуется с 
возможной границей 

раздела областей Е+ и Е0. В передачах Новикова имеет место режим стационар-
ного качения с геометрическим проскальзыванием и верчением. Влияние упру-
гих смещений на скорость проскальзывания пренебрежимо мало. Распределе-
ние касательных напряжений близко к эллипсоидальному, с некоторым смеще-
нием центра по направлению качения (рисунок 3,а).  

Однако при определенных условиях, как показано в работах [6, 7] в пре-
делах площадки даже теоретически внеполюсного контакта может появиться 
точка с v=0, вокруг которой формируется область сцепления (рисунок 3,б), 
что резко изменяет характер распределения напряжений, а вектор τ, вследст-
вие наличия верчения, меняет направление (рисунок 4).  

 

Рисунок 3 – Распределение касательных напряжений по поверхности кон-
такта. Цилиндрическая передача Новикова ДЗП-07-15: m=3,0; z1=49; z2=51; 

β=0,356рад; ω1=191,082с-1; Р=3000Н; f=0,05 [6] 
(а) – Х1=Х2=0; полное проскальзывание. 

(б) – Х1=–0,3; Х2=0,3; проскальзывание и сцепление 

τ y y 
x 

S=0 S=0 

ySo ySo 

x 

Рисунок 2 – Знакопеременное проскальзывание. 
Распределение касательных напряжений 
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Показателем того, что "нулевая" точка – точка с нулевым значением от-
носительной скорости проскальзывания – лежит на границе контактного эл-
липса, является расстояние от полюса до теоретической точки контакта в 
торцовой плоскости 

Lкр=cosα·aнbн/[bн2сos2β+aн2sin2α]–0,5, 
 

где α – угол давления в теоретической точке контакта, β – угол наклона линии зуба. 
При L>Lкр особая точка лежит вне площадки контакта; при L≤Lкр – в 

пределах площадки. 
Разумеется, полученные результаты можно рассматривать как сугубо 

ориентировочные (хотя бы вследствие известной неээлиптичности площадок 
контакта в передачах Новикова и малую вероятность отрицательного смеще-
ния меньшего из колес зубчатой пары). Однако и они, на наш взгляд, свиде-
тельствуют о целесообразности принципиального исключения зон  теорети-
чески чистого качения в условиях силового контакта. 
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Рисунок 4 – Поле касательных напряжений в передаче Новикова  
при Х1=–0,3; Х2=0,3 
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г. Ростов-на-Дону, Россия 

 
ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧ С ПЕРЕМЕННОЙ 
ГРАНИЦЕЙ 
 

Разработан численный алгоритм решения плоской контактной задачи, заключающейся в опреде-
лении минимума некоторого квадратичного функционала, заданного в области, содержащей за-
ранее неизвестную границу. Последняя определяется из условия минимальности функционала. 
Рассмотрены задачи для плоской области. Двумерная задача решается методом сеток. Положение 
границы находится из условия минимума. Для поиска минимума использованы различные мето-
ды, в частности, генетические алгоритмы. 
 
Розроблений чисельний алгоритм рішення плоскої контактної задачі, що полягає у визначенні мініму-
му деякого квадратичного функціонала, заданого в області, що містить заздалегідь невідому межу. 
Остання визначається з умови мінімальності функціонала. Розглянуті завдання для плоскої області. 
Двовимірне завдання вирішується методом сіток. Положення межі знаходиться з умови мінімуму. 
Для пошуку мінімуму використані різні методи, зокрема, генетичні алгоритми. 
 
The numerical algorithm of the flat contact problem decision consisting in definition of a minimum 
some square-law functional, set in the area containing in advance unknown border is developed. It is de-
fined from a minimality condition of functional. Problems for flat area are considered. The two-
dimensional problem dares a method of grids. Border position find from a minimum condition. For 
minimum search various methods, in particular, genetic algorithms are used. 

 
Введение. Математические модели многих физических процессов при-

водят к плоским задачам о контакте полупространств с сухим трением, при 
котором поперечные эффекты и нормальное давление распределены по Гер-
цу. Примером такой задачи является плоская задача для двух цилиндров, ка-
тящихся друг по другу с сухим трением. 

Для решения таких контактных задач используются методы линейного 
программирования, также для решения задач с неизвестной границей широко 
применяются вариационные методы. Идея решения такой задачи состоит в 
определении экстремального или стационарного решения соответствующего 
функционала. Особенностью данного класса задач является то, что при варь-
ировании нужно рассматривать не только неизвестные функции, но и поло-
жение неизвестной границы. Таким образом, математическая задача состоит в 
том, чтобы найти такие ( ) ( )ГuIu*,Ã*Iu*,Ã*

H,Гu
,min  :

∈
= , где u – некоторые 

функции из определенного пространства H, а Г – положение неизвестной гра-
ницы. Математическая теория такого класса задач в определенной степени 
развита [8]. Вместе с тем, численное исследование таких задач встречает зна-
чительные сложности. В данной работе предложен некоторый численный ал-
горитм для решения задач с неизвестными границами.  
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Идея метода состоит в следующем.  
Предположим, что нам известно какое-то положение Ã~ . Тогда, решая 

задачу поиска u ( )ÃuI
u

~,min , можно найти u~ , соответствующей Ã~ . Подстав-

ляя u~  в I, получим функционал, зависящий только от Г: 
 

( ) ( )ÃÃuIÃI ),(~~  = . 
 

Далее решаем задачу поиска минимума I~   
 

( )ÃÃuI
Ã

),(~~min . 
 
Шаги алгоритма можно условно представить следующим образом: 
1) Задается начальное положение границы: Г0. 
2) Находится соответствующее решение u0. 
3) Вычисляется ( )000 ,ÃuII = . 
4) Выверяется следующее приближение Гn. 
5) Находится решение ( )nun ÃuIu ,min  : . 

6) Вычисляется ( )nnn ,ÃuII = . 
7) Проверяется условие сходимости. 
Ключевыми вопросами являются: 
а) выбор следующей итерации Г; 
б) выбор условия сходимости минимизационной последовательности In. 
В работе рассмотрены реализации данного метода двумерным задачам 

(Г задается линией на плоскости). Показано, что в каждом из этих случаев 
предложенный алгоритм позволяет найти решение, т.е. как неизвестную 
функцию, так и положение границы. 

 
1. Постановка задачи. Рассмотрим два тела, соприкасающихся по 

поверхности Р, называемой зона контакта (см. рисунок 1). 
Сила сцепления, прикладываемая телом 1 к телу 2, является функцией ко-

ординаты и раскладывается на Z(x) и X(x), где Z(x) – нормальная составляющая, 
перпендикулярная поверхности контакта, X(x) – касательная сила сцепления (x 
– радиус-вектор точек поверхности), которая подчиняется закону Кулона-
Амонтона, по которому зона контакта (Е) делится на зоны скольжения (Е+) и 
сцепления (Е0): 

Е=Е+ ∪Е0. 
 
Для Z(x) известно: Z(x)≥0 в R, Z(x)=0 вне зоны контакта.    
В зоне скольжения: 

X(x)=µZ(x)e(x), 
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где e(x)=v(x)/||v(x)|| – единичный вектор в направлении скольжения (v≠0, v(x) – 
местная скорость тела 1 относительно тела 2); µ – постоянный коэффициент 
трения (в общем случае переменный). 

 

 
Рисунок 1 – Два прижатых друг к другу цилиндра 

 
В области сцепления v(x)=0. 
Кроме того, ||X(x)||≤µZ(x).  
Нормальное давление распределено по Герцу: 
 

Z(x,t)=Q(t) ( )[ ] 22 xta − ;    Q(t)=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
21

11
2
1

RRA
, 

  
где Ri – радиус кривизны тела i в начале координат. 

Задача состоит в минимизации разности между мощностью, рассматри-
ваемой кулоновой силой сцепления, обусловленной скольжением, и мощно-
стью, рассеиваемой силой сцепления, вызывающей это скольжение. Таким 
образом, неизвестная граница находится из условий минимума функционала 

 
.)}()(||)(||)({∫ ⋅−=

контактазона
dxxvxXxvxZF μ  

 
2. Генетический алгоритм. Отметим, что в результате мы решаем зада-

чу минимума многих переменных. Для двумерной задачи число переменных 
равно удвоенному числу узлов, используемых для аппроксимации неизвест-
ной границы. Поэтому существенным является вопрос о выборе метода поис-
ка минимума. Перспективным классом алгоритмов являются так называемые 
генетические алгоритмы. 

Генетический алгоритм – это метод решения задач оптимизации на ос-
нове естественного отбора, аналогично тому, как это происходит в процессе 
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биологической эволюции. В генетическом алгоритме происходит многократ-
ная модификация семейства отдельных решений. На каждом шаге в генетиче-
ском алгоритме проводится отбор выбранных наугад субъектов из получен-
ного текущего решения, называемого родительским и которое используется 
для генерации последующего дочернего поколения. Посредством последова-
тельного отбора поколений происходит "эволюция" по направлению к опти-
мальному решению. 

В отличие от существующих методик, ГА начинает работу с некоторого 
случайного набора исходных решений, который называется популяцией. Ка-
ждый элемент из популяции называется хромосомой и представляет некото-
рое решение проблемы в первом приближении. Хромосома представляет со-
бой строку символов некоторой природы, не обязательно бинарных. Хромо-
сомы эволюционируют на протяжении множества итераций, носящих назва-
ние поколений (или генераций). В ходе каждой итерации хромосома оценива-
ется с использованием некоторой меры соответствия (англ. fitness function), 
которую мы будем называть функцией соответствия. Для создания следую-
щего поколения новые хромосомы, называемые отпрысками, формируются 
либо путем скрещивания (англ. crossover) двух хромосом – родителей из те-
кущей популяции, либо путем случайного изменения (мутации) одной хромо-
сомы. Новая популяция формируется путем (а) выбора согласно функции со-
ответствия некоторых родителей и отпрысков и (б) удаления оставшихся для 
того, чтобы сохранять постоянным размер популяции. 

Хромосомы с большей функцией соответствия имеют больше шансов 
быть выбранными (выжить). После нескольких итераций алгоритм сходится к 
лучшей хромосоме, которая является либо оптимальным, либо близким к оп-
тимальному решением.  

Таким образом, используются два вида операций: 
1. Генетические операции: скрещивание и мутация; 
2. Эволюционная операция: выбор. 
Генетические операции напоминают процесс наследования генов при 

создании нового отпрыска в каждой генерации.  
Скрещивание является главной генетической операцией. Эта операция 

выполняется над двумя хромосомами- родителями и создает отпрыск путем 
комбинирования особенностей обоих родителей.  

Этот метод работает очень хорошо, если хромосомы представляют собой 
битовые строчки. Кроме того, производительность всего генетического алго-
ритма в первую очередь зависит от производительности используемой опера-
ции скрещивания. 

Мутация – это фоновая операция, производящая случайное изменение в 
различных хромосомах. Наипростейший вариант мутации состоит в случай-
ном изменении одного или более генов. В ГА мутация играет важную роль 
для (а) восстановления генов, выпавших из популяции в ходе операции выбо-
ра, так что они могут быть опробованы в новых комбинациях, (б) формирова-
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ния генов, которые не были представлены в исходной популяции.  
Поиск является одним из наиболее универсальных методов нахождения 

решения для случаев, когда априори не известна последовательность шагов, 
ведущая к оптимуму. 

Существуют две поисковые стратегии:  
1. Эксплуатация наилучшего решения, например, градиентный метод 
2. Исследование пространства решений. Примером является случайный 

поиск – метод, который исследует пространство решений, игнорируя иссле-
дование перспективных областей поискового пространства.  

Генетический алгоритм представляет собой класс поисковых методов 
общего назначения, которые комбинируют элементы обоих стратегий. Ис-
пользование этих методов позволяет удерживать приемлемый баланс между 
исследованием и эксплуатацией наилучшего решения. В начале работы гене-
тического алгоритма популяция случайна и имеет разнообразные элементы. 
Поэтому оператор скрещивания осуществляет обширное исследование про-
странства решений. С ростом значения функции соответствия получаемых 
решений оператор скрещивания обеспечивает исследование окрестностей ка-
ждого из них. Другими словами, тип поисковой стратегии (эксплуатация наи-
лучшего решения или исследование области решений) для оператора скрещи-
вания определяется разнообразием популяции, а не самим этим оператором. 

 
3. Алгоритм решения. 
1. –a≤x≤a. Задаем a, h – шаг разбиения, µ. 
2. Принимаем, что сила сцепления описывается кусочно-линейной 

функцией. 
3. Путем преобразований в [1] получаем выражение для интеграла 
 

minF = ∑ μα Zα(aα+bα) – v(fV ∑ μi Zi) – ∑ KAi Zi(pi–qi), 
 

где переменными являются aα, bα, pα, qα, v1, v2. 
4. Запускаем для функционала генетический алгоритм. 
 
4. Преимущество данного метода перед другими. Существуют два 

главных преимущества применения генетических алгоритмов перед 
классическими оптимизационными методиками: 

1. ГА не имеет значительных математических требований к видам целе-
вых функций и ограничений. Исследователь не должен упрощать модель объ-
екта, теряя ее адекватность и искусственно добиваясь возможности примене-
ния доступных математических методов. При этом могут использоваться са-
мые разнообразные целевые функции и виды ограничений (линейные и нели-
нейные), определенные на дискретных, непрерывных и смешанных универ-
сальных множествах. 

2. При использовании классических пошаговых методик глобальный оп-
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тимум может быть найден только в том случае, когда проблема обладает 
свойством выпуклости. В тоже время эволюционные операции генетических 
алгоритмов позволяют эффективно отыскивать глобальный оптимум. 

 
Заключение:  
1. Для двумерных задач со свободной (заранее неизвестной) границей 

разработан численные алгоритм, позволяющий найти ее положение, которое 
определяется из условия минимальности соответствующего функционала. 

2. Выявлено, что увеличение скорости проскальзывания приводит к вы-
рождению области сцепления Е0 (см. рисунок 2) и возрастанию коэффициен-
та трения. 

3. Разработанный алгоритм позволяет определить области сцепления Е0. 
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рик. Общества инженеров-механиков. – 1971. – С.160-166. 3. Bhattacharya K., Kohn R.V. // Arch. Ra-
tional Mech. Anal. 1997. 139, 99-180. 4. Mielke A., Theil F., Levitas V.I. // Arch. Rational Mech. Anal. 
2002, 162, 137-177. 5. Бахвалов Н.С. Численные методы. – М.: Наука, 1985. 6. Калиткин Н.Н. Чис-
ленные методы. – М.: Наука, 1978. 7. Бахвалов Н.С., Жидков Н.П., Кобельков Г.М. Численные мето-
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СПб.: Изд. БХВ-Петербург, 2005. 

Поступила в редколлегию 04.05.11 

Рисунок 2 – Распределение касательных напряжений 
при качении цилиндров 
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ДИНАМИЧЕСКИЕ НАГРУЗКИ В СИЛОВЫХ ВОЛНОВЫХ 
ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧАХ ГЕРМЕТИЧНОГО ТИПА С УЧЕТОМ 
МЕХАНИЧЕСКОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭЛЕКТРОДВИГАТЕЛЯ 

 
Разработаны расчетные зависимости, позволяющие оценить динамические нагрузки в силовых 
волновых зубчатых передачах герметичного типа при пусковых и переходных режимах с учетом 
механической характеристики электродвигателя по Клоссу. Теоретически и экспериментально 
определены динамические нагрузки, возникающие в металлополимерном гибком колесе при пус-
ке и в переходных режимах работы асинхронного электродвигателя. 
 
Розроблено розрахункові залежності, що дозволяють оцінити динамічні навантаження в силових 
хвильових зубчастих передачах герметичного типу при пускових і перехідних режимах з ураху-
ванням механічної характеристики електродвигуна по Клоссу. Теоретично і експериментально 
визначені динамічні навантаження, які виникають в металополімерному гнучкому колесі при пу-
ску і в перехідних режимах роботи асинхронного електродвигуна. 
 
Formulas to assess the dynamic loads in the power wave gearing of hermetic type during start-up and 
transient condition are developed, taking into account the mechanical characteristics of the electromotor 
to Kloss. Dynamic loads, which resulting in metal-polymer flexible wheel at start up and transition 
modes of induction electromotor are determined theoretically and experimentally. 
 

Цель статьи – создать расчетные зависимости, позволяющие оценить 
динамические нагрузки в силовых волновых зубчатых передачах герметично-
го типа (ГСВЗП) в пусковых и переходных режимах с учетом механической 
характеристики электродвигателя.  

 
1. Динамические нагрузки в пуско-

вых режимах с учетом механической ха-
рактеристики электродвигателя. Меха-
ническая характеристика электродвигателя 
описывается формулой Клосса [1, 2]  
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и имеет вид, показанный на рисунке 1. 
Рассматриваем двухмассовую расчетную схему.  
Для первого случая нагружения системы дифференциальные уравнения 

движения имеют вид: 

Рисунок 1 – Механическая характе-
ристика асинхронного двигателя 
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Для второго случая нагружения системы дифференциальные уравнения дви-

жения имеют вид: 
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Полученные дифференциальные уравнения нелинейны. 
В дальнейшем для их решения на ЭВМ воспользуемся методом кусочно-

линейной аппроксимации, заменяя сложный закон изменения момента двига-
теля рядом прямолинейных отрезков, как показано на рисунке 1.  

 
2. Пример расчета динамических нагрузок в гибком колесе при пус-

ке двигателя. Используя полученные результаты, определим на конкретном 
примере динамические нагрузки, возникающие в гибком колесе при прямом 
пуске асинхронного двигателя. 

Параметры рассчитываемого привода: передаточное число редуктора 
и=101; момент инерции двигателя и соединенных с ним муфт Iφ=8,63×10–4 
кг×м2; момент инерции генератора Iq=7×10–6кг×м2; момент инерции частей 
привода, жестко соединенных с тихоходным валом редуктора IT=1,3кг×м2; 
момент нагрузки равен MH=450Н×м; коэффициент жесткости системы 
CП=3,1×103Н×м/рад; коэффициент диссипации энергии μ=15Н×м×с/рад. На 
приводе установлен двигатель АОЛ 12-2, механическая характеристика кото-
рого, рассчитанная по паспортным данным, показана на рисунке 1.  

Рассмотрим второй случай нагружения системы. Расчет динамических 
нагрузок при постоянном моменте двигателя без учета диссипации энергии 
производим по формуле [2] 
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а с учетом диссипации энергии – по формуле [2] 
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Расчет динамических нагрузок с учетом механической характеристики 
электродвигателя произведен по исходным дифференциальным уравнениям 
(3) на ЭВМ. При этом момент двигателя аппроксимировался прямолинейны-
ми участками, рисунок 1. При расчете динамических нагрузок момент двига-
теля принимается равным пусковому. 

Результаты расчета представлены на рисунке 2. Там же даны и результа-
ты эксперимента, методика которого приведена в [2]. Из рисунка видно, что 
изменение упругого момента для теоретических кривых 2 и 3 близко к экспе-
рименту. Дальнейшие исследования показали, что наибольшее приближение 
к действительным нагрузкам в приводе, как по их максимальным величинам, 
так и по характеру протекания переходного процесса дает формула (5), кри-
вая 2. При этом погрешность в определении максимального упругого момен-
та лежит в пределах 10…16%, а погрешность в определении частоты колеба-
ний 5…15%. Расчеты динамических нагрузок по формуле (4) дают погреш-
ность при определении максимального упругого момента в пределах 
20…32% в сторону завышения. Расчеты динамических нагрузок с учетом ме-
ханической характеристики двигателя дают заниженные результаты по срав-
нению с экспериментом на 15…35%.  

 

 
Рисунок 2 – Изменение упругого момента в гибком колесе при пуске двигателя: 

1 – момент, рассчитанный без учета диссипации энергии; 2 – момент, рассчитанный с учетом 
диссипации энергии; 3 – момент, рассчитанный с учетом механической характеристики; 4 – экс-
периментальное значение момента для параметров, соответствующих рассмотренному примеру 

 
3. Параметрические исследования. Сравнение методик расчета. Как по-

казано выше, для определения динамических нагрузок в силовой волновой гер-
метичной передаче в пусковых режимах можно применить различные методики, 
в которых по-разному учитываются моменты двигателя и диссипации энергии. 

С целью определения влияния параметров системы на динамические на-
грузки и выбора методики расчета, которая дает наибольшее приближение к 
эксперименту, проведены параметрические исследования. Определены также 
границы применения полученных формул. 
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Параметрические исследования проводились для привода, показанного на 
рисунках 3, 4. 

 

 
Рисунок 3 – Опытный двухволновой силовой герметичный редуктор (ДВГР) 

 

 
Рисунок 4 – Общий вид привода с ДВГР: 

1 – рама; 2 – корпус ДВГР; 3 – электродвигатель УЛ-061; 
4 – генератор волн; 5 – сменные гибкие колеса; 6 – штифты 

 
Параметры расчетной схемы менялись в следующих пределах:  
момент инерции ведущей массы – Iq=3,2…10,1кг×м2; 
момент инерции ведомой массы – IT=1,3…3,9кг×м2; 
полный коэффициент жесткости системы – Cn=0,8×103…2,1×104Н×м/рад; 
момент нагрузки – MH=0…450Н×м;  
коэффициент диссипации системы μ12=5…40 Н×м×с.  
При исследовании влияния какого-либо параметра он изменялся, а ос-

тальные оставались постоянными.  
Определение упругих моментов производилось: при расчете с учетом 

диссипации энергии, без учета диссипации энергии: при расчете с учетом ме-
ханической характеристики электродвигателя по исходным дифференциаль-
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ным уравнениям (3). 
Влияние момента инерции и ведомой масс, момента нагрузки, коэффи-

циента жесткости системы. Характер изменения упругого момента в пере-
ходном режиме при изменении отдельных параметров системы при расчете с 
учетом механической характеристики двигателя (уравнение 3) показаны на 
рисунках 5, 6. Во всех случаях максимальное значение упругого момента дос-
тигает в первой полуволне колебаний. Затем его колебания затухают.  

 

 
Рисунок 5 – Влияние момента нагрузки 

на динамические нагрузки 
Рисунок 6 – Влияние коэффициента 
жесткости на динамические нагрузки 

 
Изменения упругого момента при расчете по формуле (5) по характеру 

близки к показанным на рисунках. Изменения упругого момента, рассчитан-
ного по формуле (4), представляют собой незатухающие колебания, что вно-
сит большие погрешности при определении, как максимальных нагрузок, так 
и времени переходного процесса. 

Изменение величины максимального значения упругого момента в зави-
симости от изменения параметров системы для второго случая нагружения 
показаны на рисунках 7-8.  

Анализ полученных зависимостей показывает, что увеличение момента 
инерции ведомого звена, увеличение момента нагрузки и уменьшение момен-
та инерции ведущего звена приводит к увеличению динамического упругого 
момента при пуске двигателя.  

Исследования влияния момента инерции ведущей массы, рисунок 9, по-
зволили установить, что конструкция генератора в силовых волновых переда-
чах практически не влияет на динамические нагрузки ввиду малой величины 
его момента инерции по сравнению с моментом инерции двигателя. У иссле-
дуемого редуктора, например, момент инерции дискового генератора соста-
вил около 1% от момента инерции двигателя, а у равнозначного ему генера-
тора принудительной деформации около 5%, что привело к уменьшению ди-
намического момента на 3%. 
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Рисунок 7 – Влияние момента инерции 
ведомого звена на максимальное 
значение динамических нагрузок: 

1 – момент, рассчитанный по формуле (4);
2 – момент, рассчитанный по формуле (5);

3 – момент, рассчитанный по уравнениям (3); 
4 – экспериментальное значение момента Mmax, Н×м

Рисунок 8 – Влияние момента нагрузки на 
максимальное значение динамических 

нагрузок: 
1 – момент, рассчитанный по формуле (4); 
2 – момент, рассчитанный по формуле (5); 

3 – момент, рассчитанный по уравнению (3); 
4 – экспериментальное значение момента 

 

Рисунок 9 – Влияние момента инерции 
ведущего звена на максимальное 
значение динамических нагрузок: 

1 – момент, рассчитанный по формуле (4);
2 – момент, рассчитанный по формуле (5); 

3 – момент, рассчитанный по уравнению (3)

Рисунок 10 – Влияние коэффициента жест-
кости систему на максимальное 
значение динамических нагрузок: 

1 – момент, рассчитанный по формуле (4); 
2 – момент, рассчитанный по формуле (5); 

3 – момент, рассчитанный по уравнению (3) 
 
С увеличением коэффициента жесткости системы, рисунок 10, динами-

ческие нагрузки возрастают. Для исследуемого редуктора при изменении же-
сткости системы от 0,8×103 до 2,1×103Н×м/рад, что соответствует частоте 
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собственных колебаний системы fc=4,2…22,3с–1, динамические нагрузки воз-
растают на 18%. Было выяснено, что наиболее опасный режим в приводе с 
асинхронным двигателем наблюдается при частоте собственных колебаний 
системы fc=50с–1. В этом случае наступает резонанс, связанный с совпадением 
частоты собственных колебаний системы с колебаниями электромагнитного 
момента двигателя при его пуске. Такое явление наблюдалось при экспери-
ментальных исследованиях. Но так как колебания электромагнитного момен-
та носят кратковременный характер [1, 2] и волновой редуктор обладает хо-
рошим демпфированием, колебания упругого момента быстро затухают. При 
изменении частоты собственных колебаний в большую или меньшую сторону 
этих явлений не наблюдается. 

Ввиду того, что у волнового редуктора имеется возможность изменения 
коэффициента жесткости в широких пределах за счет изменения как толщины 
гибкого колеса, так и его длины, то для исключения резонанса и уменьшения 
динамических нагрузок при пуске при проектировании привода необходимо 
выдержать условие, чтобы fc≠50с–1.  

 
4. Влияние коэффициента диссипации. Демпфирование в приводе 

объясняется действием сил неупругого сопротивления – трения, которые ог-
раничивают амплитуды колебаний. Точный учет трения в системе при расче-
тах крутильных колебаний связан с большими трудностями [1, 2]. Поэтому 
применяют приближенный метод, основанный на предположении о сравни-
тельно малом демпфирующем сопротивлении. 

Рассеяние энергии колебаний в приводе определяется электромагнитным 
демпфированием в электродвигателе и демпфированием в механических эле-
ментах привода, которое происходит в стыках механической системы, в мате-
риале деталей и в специально введенных в привод демпфирующих элементах. 

Как показали наши исследования, демпфированием электродвигателя 
можно пренебречь ввиду его малости по сравнению с демпфированием в вол-
новом редукторе. Рассеянием в материале деталей также можно пренебречь, 
т.к. относительное рассеяние энергии φ в металлах очень мало, φ=0,01…0,02 
[1, 2]. Основное рассеяние в волновой передаче происходит в зубчатом со-
единении и генераторе деформации. Экспериментальные исследования пока-
зали, что для волновых передач ψ=0,8…1,0. Это соответствует рассеянию 
энергии в шлицевых соединениях и значительно выше коэффициента рассея-
ния для обычных зубчатых передач, у которых φ=0,21…0,42 [1, 2]. Такое уве-
личение относительного рассеяния энергии в приводе с волновым редуктором 
приводит к снижению динамических нагрузок по сравнению с обычными 
зубчатыми передачами на 20…30% и обусловливает необходимость учета 
демпфирования при расчетах.  

Параметрические исследования показали, что как по величинам упругих 
моментов, так и по характеру протекания переходного процесса наилучшие 
результаты дают формулы (4) и (5) [2]. Было выяснено, что в приводах с вол-
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новыми передачами всегда соблюдается условие 100 <pn . Это позволило 
получить более простые формулы для определения упругого момента.  

При пуске системы с предварительным нагружением максимальный мо-
мент необходимо определять по формуле [2] 

 

( )
21

2

21

12
max12

0

II
IMM

e
II

IMIM
M Hgp

nHg

+

−
+

+

+
=

−
π

.                      (6) 

 
При пуске системы без предварительного нагружения максимальный 

момент необходимо определять по формуле [2] 
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При пуске системы без предварительного нагружения упругой связи 

формулы для определения максимального момента имеют вид:  
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Погрешность в определении максимального момента по приближенным 

формулам по сравнению с точным значением не превышает 3…5%. 
Время затухания колебаний упругого момента с точностью до 15% оп-

ределяется формулой [2, 3] окончательно:  
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5. Влияние величины зазора. На рисунке 11 показаны рассчитанные по 
формуле [2]  
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графики изменения максимального момента в гибком колесе в зависимости 
от величины приведенного к тихоходному валу зазора.  

Как указывалось выше, в волновой передаче люфт практически отсутст-
вует. Поэтому в приводе с волновым редуктором зазоры наблюдаются только 
в соединительных муфтах. 

Конструктивно значение зазора в муфтах может быть сведено до 
0,01рад. Тогда зазор в муфте между двигателем и генератором не будет ска-
зываться на величине динамического момента. Зазор в муфте между тихо-
ходным валом редуктора и рабочим органом при соотношении моментов 
инерции 0,1521 <II  приводит к повышению динамического момента на 
10…17% и его также можно не учитывать. 

 
Выводы. Основные результаты ком-

плексных исследований динамики волно-
вой передачи в пусковых и переходных 
режимах:  

1. На основании анализа конструкции 
привода с волновым герметичным редук-
тором разработана расчетная динамическая 
схема системы. 

2. Составлены дифференциальные 
уравнения движения системы. Получено 
их решение при воздействии на систему 
пускового момента двигателя, изменяюще-
гося по разным законам. 

3. Проведено сравнение полученных решений. Определена степень их 
приближения к эксперименту. 

4. На основании параметрических исследований найдены пути упроще-
ния полученных зависимостей, что дало возможность вывести формулы, при-
годные для проведения практических расчетов динамических нагрузок в пус-
ковых режимах.  

 
Список литературы: 1. Швырев Н.П. Исследование привода с волновой герметичной передачей в 
динамических режимах: Автореф. дисс… канд. техн. наук. – Харьков, 1981. – 22с. 2. Приймаков А.Г., 
Приймаков Г.А., Швырев Н.П. Расчет и проектирование герметичных силовых волновых зубчатых пе-
редач. Монография. – Харьков: Обериг, 2010. – 112с. 3. Полетучий А.И. Волновые зубчатые передачи. 
Учебное пособие. – Харьков: Изд. ХАИ, 1979. – 166с. 
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Рисунок 11 – Влияние зазора на ве-
личину максимального значения 

момента М12 
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ИССЛЕДОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ПЕРЕКРЫТИЯ 
ЭВОЛЮТНЫХ ПЕРЕДАЧ 
 

Рассмотрено определение коэффициента перекрытия для всех типов эволютных прямозубых пе-
редач с выпукло-вогнутым контактом. Описана методика его определения в случае модификации 
исходного профиля. Проведен сравнительный анализ коэффициента перекрытия исходного и мо-
дифицированного профилей и их сравнение с аналогичным эвольвентным.  
 
Розглянуто коефіцієнт перекриття усіх типів еволютних прямозубих передач з опукло-увігнутим 
контактом. Описана методика його визначення у разі модифікації початкового профілю. Прове-
дено порівняльний аналіз коефіцієнта перекриття початкового та модифікованого профілів та їх 
порівняння з аналогічним евольвентним. 
 
The contact ratio of all of types of evolute spur gear with a convex-concave contact is considered. The method 
of his solutions is described in the case of modification of basic rack. The comparative analysis of contact ratio 
basic and modified racks and their comparing is conducted to the similar involute gear.  

 
Введение. Актуальной задачей современного машиностроения является 

увеличение несущей способности зубчатых передач.  
Выпукло-вогнутый контакт (ВВК) зубьев позволяет снизить контактные 

напряжения и, тем самым, улучшить массогабаритные показатели. Эволют-
ное зацепление с ВВК, предложенное А.И. Павловым, является обкатным по 
высоте зуба, т.е. может быть прямо- и косозубым. Однако прямозубые пере-
дачи при определенных преимуществах имеют небольшой коэффициент пе-
рекрытия, что негативно сказывается на их несущей способности. А в случае, 
если коэффициент перекрытия меньше 1, зубчатая передача становится нера-
ботоспособной. Поэтому подробное исследование этого параметра для эво-
лютных передач является важной задачей. 

Дифференциальное уравнение профиля инструментальной рейки эволют-
ной передачи имеет вид [1, 2]: 
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где 0x , 0y  – декартовы координаты точек профиля исходного контура; k – 
коэффициент разновидности передачи. При k>1 зацепление парное (двусто-
роннее), при этом шестерня и колесо нарезаются одной и той же инструмен-
тальной рейкой. При k<1 зацепление получается непарным (одностороннее), 
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т.е. для нарезания шестерни и колеса требуется разный инструмент. В по-
следнем варианте получается 2 разновидности зацепления – с выпукло-
вогнутым и вогнуто-выпуклым контактом. [3, 4] 
 

   
a) б) в) 

Рисунок 1 – Профили боковых поверхностей шестерни и колеса: 
а) двустороннее зацепление; б), в) одностороннее зацепление 

 
Целью данной работы является определение коэффициента перекрытия 

нескольких видов эволютного зацепления и его анализ в сравнении с анало-
гичным эвольвентным. 

 
Построение линии зацепления. Перед определением коэффициента пере-

крытия необходимо построить линию зацепления. Будем основываться на урав-
нении профиля эволютной инструментальной рейки в следующем виде [1, 3]: 
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Пределы изменения 0x  в относительных единицах обусловлены обла-
стью существования профиля, которая на начальном этапе ограничивается 
особыми точками и зависит от параметров конкретной передачи (числа зубь-
ев и передаточного отношения). 

Линию зацепления зубчатой передачи можно получить несколькими 
способами. 

В частности, согласно [5], прежде чем определить линию зацепления, не-
обходимо записать уравнения рабочего профиля зуба шестерни. В работе [6] 
для этого был использован метод профильных нормалей: 
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Затем строим линию зацепления в координатах ),( zz yx , используя сле-
дующую систему уравнений: 
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В работе [1] предлагается более простой вариант построения линии за-

цепления. Для ее нахождения необходимо лишь взять производную уравне-
ния инструментальной рейки (2) и подставить ее в следующую формулу: 
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В качестве примера будем использовать следующие уравнения рейки. 
1. Одностороннее зацепление: 
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2. Для двустороннего зацепления рассмотрим четыре различных профи-

ля: 
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У всех профилей, как и ранее ].,[ **
0 af hhx −∈  

Для сравнения на рисунках 2-4 покажем линию зацепления как иссле-
дуемой эволютной передачи (сплошная линия), так и аналогичной эвольвент-
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ной (штриховая линия). Параметры передачи: число зубьев шестерни z1=40, 
передаточное число u=2, модуль m=10мм. 

 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 2 – Линия зацепления эвольвентной и односторонней эволютной передачи: 
а) с выпукло-вогнутым контактом, б) с вогнуто-выпуклым контактом. 

Угол зацепления в полюсе °= 9,15α  
 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 3 – Линия зацепления эвольвентной и двусторонней эволютной передачи. 
Угол зацепления в полюсе °=15α . Коэффициент разновидности: а) k=3, б) k=5 
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а) 

 
б) 

Рисунок 4 – Линия зацепления эвольвентной и двусторонней эволютной передачи. 
Угол зацепления в полюсе °= 20α . Коэффициент разновидности: а) k=3, б) k=5 

 
Определение коэффициента перекрытия. Непрерывность работы зуб-

чатой передачи должна обеспечиваться перекрытием одной пары зубьев дру-
гой, т.е. последующая пара зубьев должна войти в зацепления до выхода из за-
цепления предыдущей пары зубьев. В этом случае в зацеплении будут нахо-
диться не менее одной пары зубьев. При этом, чем больше пар зубьев одновре-
менно находится в зацеплении, тем более плавной будет работа зубчатой пере-
дачи. Однако это происходит при условии точного изготовления зубчатых колес. 

 

 
Рисунок 5 – Определение коэффициента перекрытия в общем случае 
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На рисунке 5 показаны положения двух сопряженных профилей в начале и 
в конце зацепления. Отметив точки 1a  и 2a  в начале зацепления и точки 1b  и 2b  
в конце зацепления, получим, что за время работы одной пары зубьев точки 1a  и 

2a  сопряженных профилей, описав дуги 2211 baba ∪=∪ , перейдут в положение 

1b  и 2b . При этом шестерня за это же время повернется на угол εψ . Отсюда ко-
эффициент перекрытия зубчатой передачи определим как отношение угла пово-
рота шестерни εψ  к шагу зацепления 1/2 zP π= : 

 

Pεα ψε = . (8)
 

Угол εψ  состоит из суммы углов: 
 

paz ψψψψ ε ++= . (9)
 
Так как профили зубчатых колес, показанных на рисунке 5, ограничены 

окружностями вершин 
1ad  и 

2ad , то линия зацепления используется только 
частично. Часть LK  линии зацепления, заключенная между точками пересе-
чения ее с окружностями выступов, является рабочей.  

Угол aψ  найдем, решая совместно уравнение линии зацепления (4) и 
уравнение окружности вершин шестерни: 

 
2*

1
22 )(

11
mhrydxd aaa +=+ , (10)

 

где 1r  – радиус делительной окружности шестерни,  
В результате получим координаты ),( 11 zz yx  точки пересечения линии 

зацепления с окружностью вершин шестерни, тогда угол aψ : 
 

( )11arctg zza yx=ψ . (11)
 

Аналогично найдем угол pψ , но при этом будет использоваться уравне-
ние окружности вершин колеса: 

 
2*

2
22 )(

22
mhrydxd aaa +=+ , (12)

 

где 2r  – радиус делительной окружности колеса. 
Решая совместно уравнения (4) и (12), получим координаты ),( 22 zz yx  точки 

пересечения линии зацепления с окружностью выступов колеса, тогда угол pψ : 
 

( )22arctg zzp yx=ψ . (13)
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Для нахождения угла zpzaz ψψψ −=  необхо-

димо найти координаты точек ),( aa yx  и ),( pp yx . 
Для этого требуется дважды решить уравнение 
(3), подставляя соответствующие значения пара-
метра 0x  и задав при этом смещение инструмен-
тальной рейки вдоль оси x  на значение 4/π . 

Для определения угла zaψ  задаем *
0 ahx =  и на-

ходим координаты точки ),( aa yx . Тогда угол zaψ : 
 

 

Для угла zpψ  значение параметра 0x  возьмем из ранее полученного совме-

стного решения уравнений (4) и (12). Определив координаты точки ),( pp yx , 
найдем 

 
Коэффициент перекрытия в случае модификации профиля. В работах [1, 
7] было показано, что в приполюсной зоне двусторонних эволютных передач 
имеется зона двояковыпуклого контакта. От этой зоны предлагалось избав-
ляться путем модификации профиля инструментальной рейки в "тело" наре-
заемого зуба с тем, чтобы в этой зоне не было контакта. Поэтому при рас-
чете коэффициента перекрытия для двусторонних эволютных передач необ-
ходимо учесть эту модификацию. 

 

 
Рисунок 7 – Определение коэффициента перекрытия в случае 
модификации профиля двусторонней эволютной передачи 

 
Рисунок 6 – Определение 

угла zψ  ( )aaza yxarctg=ψ . (14)

( )ppzp yxarctg=ψ . (15)
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На рисунке 7 на боковых профилях зубьев штриховой линией показана 
зона ДВК для общего случая. Точки 

1mh  и 
2mh  обозначают начало и конец 

модифицированного участка. Так как уравнения профилей боковых поверх-
ностей зубьев записаны в параметрическом виде, то каждой точке 

1mh  и 
2mh  

соответствует определенное значение параметра 0x . Подставив эти значения 
в уравнение (4) или (5), можно получить участок линии зацепления, ограни-
ченный точками 

1mz  и 
2mz , где, в связи с модификацией профиля, не будет 

происходить контакт. 
Угол поворота шестерни, соответствующий модифицированному участ-

ку, состоит из суммы углов 
1mψ  и 

2mψ . 

Получив координаты точки ),(
111 mmm yxz , можно найти соответствую-

щий ей угол 
1mψ : 

( )
111

arctg mmm yx=ψ . (16)
 

Аналогично находим угол 
2mψ . Тогда формула коэффициента перекры-

тия примет вид: 

z
mm

/2
)(

21

π
ψψψ

ε ε
α

+−
= . (17)

 
На рисунках 8-13 покажем графики изменения коэффициента перекры-

тия эволютной передачи и ее сравнение с аналогичной эвольвентной. 
 

 
Рисунок 8 – Коэффициент перекрытия односторонней эволютной передачи и
аналогичной эвольвентной (угол зацепления в полюсе )1,9,15 =°= uα  
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Рисунок 9 – Коэффициент перекрытия односторонней эволютной передачи 

с выпукло-вогнутым и вогнуто-выпуклым контактом 
 

 
Рисунок 10 – Коэффициент перекрытия односторонней эволютной передачи 

для различных передаточных чисел 
 
Анализируя графики на рисунках 8-10 можно заключить, что при одинаковом 

угле зацепления в полюсе передачи коэффициент перекрытия эволютного зацепле-
ния несколько ниже эвольвентного, однако 1>αε , а при 1201 >z  2>αε . 

Коэффициент перекрытия выпукло-вогнутого типа одностороннего за-
цепления несколько больше вогнуто-выпуклого. Но учитывая, что первый 
тип зацепления является менее металлоемким [1], то он более предпочтителен 
при выборе односторонней передачи. 

С изменением передаточного числа αε  меняется незначительно, что по-
зволяет использовать односторонние передачи во всем диапазоне u . 

Из графиков на рисунках 11-12 видно, что, как и в случае с односторонним 
зацеплением, коэффициент перекрытия двустороннего несколько ниже анало-
гичного эвольвентного, однако находится в допустимых пределах 1>αε . 
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Рисунок 11 – Коэффициент перекрытия двусторонней эволютной передачи и

аналогичной эвольвентной (угол зацепления в полюсе )2,15 =°= uα  
 

 
Рисунок 12 – Коэффициент перекрытия двусторонней эволютной передачи

для различных передаточных чисел 
 

 
Рисунок 13 – Коэффициент перекрытия двусторонней эволютной передачи

с исходной и модифицированной рейкой 
 164

Также заметим, что данный тип зацепления можно применять для широ-
кого диапазона передаточных чисел, но, несмотря на малый угол зацепления 
в полюсе °= 15α , коэффициент перекрытия при всех u небольшой: 5,1<αε . 

Анализируя рисунок 13 можно заключить, что предлагаемый в работе 
[5] вариант модификации исходного контура приводит к неработоспособно-
сти передачи, т.к. для ее реализации необходимо, чтобы в исходной (немоди-
фицированной) передаче коэффициент перекрытия был больше 2. Это связа-
но с тем, что удаляемый участок профиля практически полностью совпадает с 
зоной однопарного зацепления. Однако двусторонняя эволютная передача 
может работать и без данной модификации.  

 
Выводы: 
1. Проведен сравнительный анализ линии зацепления трех типов эво-

лютных передач с различными коэффициентами разновидности k  и углами 
зацепления α  в полюсе и аналогичной эвольвентной. 

2. Разработана методика определения коэффициента перекрытия для 
эволютных передач. 

3. Для двусторонних эволютных передач, ввиду их предлагаемой моди-
фикации в приполюсной зоне, в зависимость для коэффициента перекрытия 
введены дополнительные параметры, учитывающие ее высоту.  

4. Показано, что предложенный ранее способ модификации для двусто-
роннего типа эволютной передачи приводит к ее неработоспособности по пере-
крытию зубьев. Однако целью предлагаемой модификации являлось только ис-
ключение зацепления в приполюсной зоне с высокими контактными напряже-
ниями. Поэтому отказ от нее не приведет к значительному ухудшению геомет-
ро-кинематических показателей передачи. Целесообразным, на наш взгляд, яв-
ляется сочетание рассматриваемой модификации с косозубым зацеплением при 
обеспечении суммарного коэффициента перекрытия 2,11,1 K≥+= βαγ εεε . 
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СОЗДАНИЕ ТРАНСМИССИЙ ТРАКТОРОВ С ЗУБЧАТЫМИ 
ПЕРЕДАЧАМИ МНОГОПАРНОГО ЗАЦЕПЛЕНИЯ  
 

Прямозубые зубчатые передачи с коэффициентом торцового перекрытия больше двух характери-
зуются увеличенной нагрузочной способностью. Коэффициенты формы зубьев определены ме-
тодом граничных элементов. Корпус коробки передач с многопарным зацеплением остался се-
рийным. 
 
Прямозубі зубчасті передачі з коефіцієнтом торцевого перекриття більше двох характеризуються 
підвищеною навантажувальною здатністю. Коефіцієнти форми зубців визначені методом грани-
чних елементів. Корпус коробки передач з багатопарним зачепленням залишився серійним. 
 
Gearing with high contact ratio (HCR) has another properties then gearing formed with the standard 
shape profile. These gears are characterized by increased strength capacity. In the present paper the 
problem of stress concentration at the root of gear based on the boundary element method (BEM). HCR-
gearboxes designed by the use of presented improved calculation will not be oversized.  

 
Введение. К зубчатым передачам предъявляют все более высокие требо-

вания в отношении их несущей способности, обусловленные передачей 
большей мощности в прежних габаритах. Перспективным направлением по-
вышения нагрузочной способности зубчатых передач является применение 
передач с многопарным зацеплением – зацеплением, в течение времени кон-
такта которого происходит взаимодействие двух и более пар зубьев.  

Известны передачи с многопарным зацеплением в новом поколении трак-
торов John Deere серии 6020, семействе коробок передач Eaton Twin Splitter 
грузовых автомобилей, редукторах авиационных двигателей и др. [1-3]. 

В настоящей работе представлено решение по созданию силовых пере-
дач тракторов "Беларус" на основе применения зубчатых передач с много-
парным зацеплением без изменения габаритов корпусных деталей (рисунки 1, 
2). Многопарность зацепления зубчатых передач достигнута за счет высотно-
профильной модификации зубьев с исходным контуром, отличным от стан-
дартного. Синтез передач осуществлялся выбором рациональных параметров 
зацепления прямозубых колес: меньшим модулем, большей высотой зуба 
(при условиях отсутствия подрезания ножки зуба, интерференции, заострения 
вершин зубьев) и удовлетворением требований прочностной выносливости. 
Параметры закругления вершины зуба производящей рейки выбраны таким 
образом, чтобы переходная кривая зуба являлась наименьшим концентрато-
ром напряжений. 
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Методы исследования. Представление о несущей способности эволь-
вентных зубчатых передач долгое время ограничивалось исследованиями пе-
редач, в основу которых положен стандартный исходный контур по ГОСТ 
13755-81. Как известно, исходный контур определяет конфигурацию зубьев и 
тем самым устанавливает номинальный уровень несущей способности зубча-
той передачи.  

Величина торцевого перекрытия εα зависит от параметров производяще-
го контура зуборезного инструмента. Для стандартного исходного контура 
предельное значение коэффициента перекрытия εα=1,98. 

Применение передач с нестандартным профилем зуба выявило недоста-
точность известных методик по расчету напряжений в зубьях. В расчетах из-
гибной выносливости ГОСТ 21534-87 приведены данные коэффициента фор-
мы зуба и концентрации напряжений YFS только для зубьев стандартного ис-
ходного контура. Одним из направлений совершенствования расчетов зубча-
тых передач является определение напряженного состояния зубчатых колес ме-
тодами теории упругости, и в частности методом граничных элементов (МГЭ) 
[4-6]. Посредством МГЭ определены коэффициенты формы зубьев, нарезанных 
инструментом реечного типа для исходных контуров с полностью скругленной 
впадиной и профильными углами α=14,5°;17,5°;20°;25° при коэффициенте вы-
соты головки *

ah =1 и α=28° при *
ah =0,9; а также с α=20° и *

ah =1,25. Границы 
изменения коэффициента смещения инструмента (x=–0,8…+0,8) и диапазон 
чисел зубьев (z=10…500) определены при условии отсутствия подрезания 
ножки зуба и заострения вершины.  

Посредством полиномиальной аппроксимации получены формулы YFS 
для указанных выше контуров. 

 
№ α *

ah  c* *
fρ  YFS 

1 14º30´ 1,0 0,408 0,544 YFS=3,96+11,89/z–27,47x/z–0,015x2 
2 17º30´ 1,0 0,345 0,493 YFS=3,62+13,12/z–27,38x/z+0,028x2 
3 20º 1,0 0,25 0,38 YFS=3,57+10,46/z–23,36x/z+0,038x2 
4 25º 1,0 0,203 0,352 YFS=3,08+9,85/z–20,76x/z+0,049x2 
5 28º 0,9 0,184 0,347 YFS=2,70+8,32/z–19,19x/z+0,063x2 
6 20º 1,25 0,23 0,352 YFS=3,91+15,89/z–30,69x/z+0,29x2 
 
Основные расчетные зависимости для определения контактной прочно-

сти активных поверхностей зубьев и изгибной прочности зубьев при много-
парном зацеплении приняты согласно стандартной методике. Особенности 
многопарного зацепления учтены через коэффициент YFS и коэффициенты 
распределения нагрузки между двумя парами зубьев KHα и KFα. В цилиндри-
ческих передачах с εα<2 нагрузочная способность определяется в большинст-
ве случаев зоной однопарного контакта и на одну пару передается 100% на-
грузки. В передачах с εα>2 передаваемая нагрузка распределяется поперемен-
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но между двумя и тремя парами зубьев, находящимися в зацеплении. Нагруз-
ка на одну пару составляет в зависимости от степени точности, жесткости за-
цепления ~63% от общей передаваемой нагрузки. При движении зубьев на 
входе в зацепление и выходе из него в зависимости от характера деформаций 
зубьев и распределения погрешностей могут возникать пики контактных на-
пряжений, которые устраняются профильной модификацией [2, 7-10].  

 

 
Рисунок 1 – Кинематическая схема серийной коробки передач 

 

Рисунок 2 – Кинематическая схема опытной коробки передач с двухпарным зацеплением 
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Зубчатые колеса изготовлены из стали 15ХГН2ТА, цементованы и закалены 
до твердости поверхности зубьев 59…65HRC, сердцевины 29…45HRC, точность 
обработки соответствовала степени 7-6-6Сс (шлифование) по ГОСТ 1643-81. 
Точность серийных пар – 8Сс (шевингование). Нарезание зубчатых колес 
осуществлялось специальными фрезами с углом исходного контура α=15°. 

 

 

 

 
Рисунок 4 – Распределение удельной нагрузки и напряжений по линии зацепления в зубча-

тых парах z1/z2=19/45; m=4,5мм; εα=1,42 слева и z1/z2=29/69; m=3мм; εα=2,12 справа 
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Для определения и подтверждения работоспособности изготовленных 
передач были проведены ускоренные стендовые испытания опытных транс-
миссий и полевые испытания в условиях рядовой эксплуатации трактора "Бе-
ларус-1523" тягового класса 3. Результаты испытаний опытных трансмиссий 
на стендах, в том числе на стенде инерционного типа с воспроизведением ди-
намических нагрузок, возникающих в трансмиссии при включении муфты 
сцепления в объеме 30000 циклов включений, а также работа трактора "Бела-
рус-1523" с опытной трансмиссией в условиях рядовой эксплуатации под-
твердили работоспособность прямозубых цилиндрических колес с многопар-
ным зацеплением для силовых передач тракторов. Наработка трактора соста-
вила 4282ч, из них 1520ч трактор использовался на выполнении энергоемкой 
работы (пахота с четырехкорпусным оборотным навесным плугом XMS-950). 

 
Заключение. Применение передач многопарного зацепления в транс-

миссиях тракторов становится возможным благодаря увеличению точности 
изготовления зубчатых колес и совершенствованию методов расчета. В каче-
стве методик расчета геометрии и прочности можно использовать действую-
щие стандарты, в частности ГОСТ 16532-70 и ГОСТ 21534-87 с учетом осо-
бенностей многопарного зацепления. 

Создана и испытана коробка передач с многопарным зацеплением на 
стендах и в условиях рядовой эксплуатации трактора "Беларус-1523". Достиг-
нута увеличенная передаваемая мощность в том же пространственном объеме. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ОБОЛОЧКИ 
ГИБКОГО КОЛЕСА КРУПНОЙ ВОЛНОВОЙ ПЕРЕДАЧИ 

 
Представлена методика составления уравнений напряженно-деформированного состояния обо-
лочки гибкого колеса волновой передачи. Силовые факторы, действующие на выделенный эле-
мент оболочки, сводятся к уравновешенной системе нормальных и касательных напряжений, ко-
торые заменяется эквивалентной системой сил и моментов. Напряженно-деформированное со-
стояние оболочки получено в перемещениях и решено методами теории упругости. 
 
Представлено методику складання рівнянь напружено-деформованого стану оболонки гнучкого 
колеса хвильової передачі. Силові фактори діючі на виділений елемент оболонки  зводяться до 
врівноваженої системи нормальних і дотичних напружень, які заміняється еквівалентною систе-
мою зусиль і моментів. Напружено-деформований стан оболонки отримано в переміщеннях і ви-
рішено методами теорії пружності. 
 
The technique of the equations estimating tensely-deformed condition of a cover of a flexible wheel of 
wave gear is presented. Power factors covers operating on an allocated element are reduced to the coun-
terbalanced system normal and tangents of pressure which it is replaced with equivalent system of ef-
forts and the moments. The stress-deformed condition of a cover is received in movings and is solved by meth-
ods of the theory of elasticity. 

 
Гибкое колесо волновой передачи можно рассматривать как тонкостен-

ную цилиндрическую оболочку. Отношение толщины стенки гибкого колеса 
к диаметру окружности, делящей стенку колеса пополам, составляет 0,012 
(рисунок 1) [1]. Пусть цилиндрическая оболочка с толщиной стенки h и ра-
диусом срединной поверхности a защемлена концами в толстые плиты, пово-
рачивающиеся относительно друг друга на некоторый угол. При этом сохра-
няется расстояние между плитами, равное длине недеформированной обо-
лочки. В процессе поворота плиты не испытывают деформации. 

При деформации оболочки точка ,0M  лежащая на ее поверхности, полу-
чает перемещение U  и переходит в некоторую точку M, радиус которой равен 

 

;Urr +=∗     ,21 nvUU ωττ ++=  
 

где U, v, ω – составляющие вектора перемещения U  по осям .,, 21 nττ  
Выделим элемент оболочки двумя плоскостями, проходящими через ось 
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Рисунок 1 – Оболочка гибкого колеса волновой передачи 

 
цилиндра, и двумя плоскостями, перпендикулярными этой оси. Со стороны 
отброшенной части оболочки на выделенный элемент действуют усилия, ко-
торые сводятся к системе нормальных и касательных напряжений, уравнове-
шивающих выделенный элемент [1]. Система нормальных и касательных на-
пряжений, действующих на выделенный элемент, заменяется эквивалентной 
системой усилий и моментов (рисунок 2) Nх, Nθ, Nхθ, Мх, Мθ, Мхθ, приложен-
ных по его боковым плоскостям 
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где ν – коэффициент Пуассона; Е – модуль упругости первого ряда. 
Напряженно-деформированное состояние оболочки представляется урав-

нениями [2] 
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Рисунок 2 – Положительные направления усилий и моментов, действующих на 

выделенный элемент оболочки со стороны отброшенной части оболочки 
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В силу равномерности передачи крутящего момента от плит к попереч-
ному сечению оболочки производные перемещений w,v,U  по θ равны нулю, 
а также равны нулю нагрузки Р1=Р2=Р3=0, с учетом чего уравнения (2) при-
мут вид 
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Решение второго уравнения системы (3) позволяет определить смещение ν 

 

                               .21 CxCv +=                                                    (4) 
 

Постоянная интегрирования С2 равна нулю при выборе начала коорди-
нат на середине длины оболочки и уравнение (4) примет вид 
                                                            
                                                            .1 xCv =                                                       (5) 

 
Поворот образующей цилиндрической оболочки ψ связан с углом пово-

рота концевого сечения ϕ следующим образом (рисунок 3)  
 

.
1

2
ϕ

ϕψ aaa
⋅==

 
 

Постоянная интегрирования С1 в уравнении (5) определяется с учетом 
связи угла поворота образующей цилиндра со смещением точки, лежащей на 
образующей v (рисунок 4) 

  
.1 ψ=

∂
=

dx
v

С                                                     (6) 

 

 
Рисунок 3 – Связь углов поворота образую-
щей цилиндра и концевого сечения оболочки 

Рисунок 4 – Зависимость угловых и линей-
ных перемещений образующей цилиндра 
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В третье уравнение системы (1) подставим значения (6) 0=∂∂ θU , по-
следнее указывает на независимость смещений от угла θ 

 

     .1ChGN x ⋅⋅=
θ

                                                 (7) 
 

Усилие N xθ
 является результирующим касательных напряжений τ бо-

ковой плоскости выделенного элемента единичной длины  
 

   .hN x ⋅= τ
θ                                                      (8) 

 
Совместным решением (7) и (8) определяется постоянная интегрирования С1 
 

.1 GC
τ

=                                                        (9) 
 
Смещение v определяется подстановкой значения постоянной интегри-

рования С1 (9) в (5) 

.
G

xv ⋅
=

τ

 
 

Величина крутящего момента, приложенного к оболочке 
 

τπ haМкр
22 ⋅=  

 
вызывает касательные напряжения 

 

                           
,

2 2 W

М
ha

М

p
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⋅⋅

=
π

τ
                                          

(10) 

 
где Wp – момент сопротивления при кручении. 

Используя выражения (6), (9) и (10), можно установить угловое смеще-
ние оболочки 

                               
.

GW

М

p
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⋅
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Из условия равенства перемещений ϕψ ax =  и с учетом выражения (11), 
определяется угол относительного смещения нормальных сечений оболочки ϕ  
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где haIP
32π=  – полярный момент инерции оболочки; G= ( )ν+12Е  – мо-
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дуль упругости при сдвиге. 
Из шестого уравнения системы (1) и с учетом зависимостей (6), (9), (10) 

и равенства 0
2

=
∂∂

∂
θ

ω
x

 определяется момент ,θxM  действующий на выделен-

ный элемент оболочки 
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                                           (12) 
 

Момент M xθ
 приложен к сечению оболочки единичной длины. Полный 

момент ,
θхМ∑  действующий по всему нормальному сечению оболочки 
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При кручении оболочки с защемленными концами (рисунок 5) возникают 

расшивающие усилия, направленные по образующей цилиндра. Установим зави-
симость между крутящим моментом, действующим на оболочку Мкр, и величи-
ной растягивающих напряжений, направленных вдоль образующей цилиндра. 
 

 
Рисунок 5 – Схема нагрузки оболочки гибкого колеса волновой передачи 

 
Из соотношения ϕαψ ⋅=⋅ l  определяется угол закручивания ψ 

 

,0ϕαψ ⋅=
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где lϕϕ =0  – угол закручивания на единицу длины оболочки. 
Растяжение волокон оболочки lΔ  при закручивании на угол ψ  

 

,
2cos

2ψ
ψ

ε lllll ≈−=⋅=Δ  

 

где ε  – относительное удлинение оболочки, определяется из предыдущего 
равенства 
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В соответствии с законом Гука находим растягивающие напряжения в по-
перечных сечениях оболочки 
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Угол закручивания, приходящийся на единицу длины оболочки  
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Подставляя значения ϕ 0  из предыдущего выражения (14) в уравнение 
(13), получим 

                                           
.

1
422

2)(
ahE

M KP ⋅⋅⋅
=

+
π

ν
σ

                                         (15) 
 
При достижении касательных напряжении τ максимально допустимых 

значений ][τ  записываем выражение допустимого крутящего момента ][M KP
 

приложенного к оболочке 

                                                [ ] [ ].2 2 τπ haM KP
⋅=                                             (16) 

  
В соответствии с выражениями (15) и (16) получим формулу определе-

ния нормальных напряжений 

                                                  
[ ].1(4 )2

τ
ν

σ
E
+

=
                                               

(17) 
 

Из соотношения (17) определяем [ ] .32,0 τσ =  
Растягивающие напряжения, возникающие в оболочке, направленные 

вдоль образующей цилиндра, слишком малы, и их можно не учитывать. 
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Диски генератора волн, гибкое и жесткое зубчатые колеса образуют уз-
лы, подвергающиеся наиболее интенсивному силовому воздействию в про-
цессе работы волновой зубчатой передачи. 

Крутящий момент формируется в результате деформации зубчатого вен-
ца гибкого колеса при контакте с дисками генератора волн. Благодаря этому 
осуществляется зацепление зубчатого венца гибкого колеса с неподвижным 
зубчатым колесом на участке, имеющем значительную протяженность. Воз-
никающие усилия воспринимаются дисками генератора волн и гибким коле-
сом. Величина этих усилий определяется крутящим моментом на выходном 
валу волновой зубчатой передачи. Усилия в зацеплении являются внешней 
нагрузкой для дисков генератора волн и гибкого колеса. Под их воздействием 
в дисках генератора волн и элементах гибкого колеса возникают напряжения.  

Интенсивность распределения касательных усилий, приложенных к зуб-
чатому венцу гибкого колеса, аппроксимируем параболической зависимостью 
(рисунок 6) 
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где ∗θ  – половина центрального угла, про-
веденного к крайним точкам линии зацепле-
ния; θ  – текущий угол, отсчитываемый от 
большой оси генератора волн; maxtq  – мак-
симальная интенсивность нагрузки.  

Максимальная интенсивность касатель-
ной нагрузки выражается через крутящий 
момент М2 
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где 1a  – радиус начальной окружности гиб-
кого колеса. 

Венец зубчатого колеса воспринимает 
радиальную нагрузку, распределенную по 
параболическому закону. Интенсивность радиальной нагрузки  

 

 

,1 2*

2

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

θ
θqq Rr

                                             

(18) 

 

где qR2
 – максимальная величина радиальной нагрузки. 

Величина максимальной нагрузки зависит от угла зацепления α  и опре-
деляется по формуле  

Рисунок 6 – Эпюра распределения 
касательных усилий в зацеплении 
зубчатого венца гибкого колеса 
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   .
*8

tg3
2
1

2
2 θ

α
⋅

=
a

MqR                                               (19) 

 
Вследствие малой изгибной жесткости зубчатого венца можно принять, что 

радиальная нагрузка определяется по формулам (18), (19) и полностью передает-
ся на цилиндрическую поверхность внешнего обода дисков генератора волн. 

Крутящий момент, возникший в зацеплении, передается на шлицевый венец 
посредством цилиндрической оболочки, в которой выравнивается распределение 
касательных усилий от крутящего момента. Деформация зубчатого венца диска-
ми генератора воли создает в оболочке краевой эффект и дополнительное поле 
напряжений. Уровень интенсивности последних не должен превышать уровня 
интенсивности касательных напряжений при передаче крутящего момента. 

Для обеспечения прочности и оптимизации конструктивных форм необ-
ходим уточненный расчет напряженного состояния основных деталей волно-
вой зубчатой передачи. 

Методики уточненных расчетов были получены из решения уравнений 
теории упругости. Разработанные методики позволили выполнить на прочно-
стные расчеты гибких колес крупных волновых зубчатых редукторов, а также 
рассчитать ряд вариантов, связанных с оптимизацией параметров конструкции.  

В оболочке выделим поле напряжений, связанное с передачей крутящего 
момента, и поле напряжений от краевого эффекта. Поле напряжений от крутя-
щего момента определяется через компоненты смещения срединной поверхности 
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где WVU 000 ,,  – соответственно осевые, окружные и радиальные смещения то-
чек, срединной поверхности оболочек; a – радиус срединной поверхности; h – тол-
щина оболочки; х – осевая координата, отсчитанная от торца оболочки, сопряжен-
ного с зубчатым венцом. Величина 2ξ  вычисляется по формуле .12 222 ah=ξ

 Смещениям (20) соответствуют напряжения 
 

                                  

,
)31(2

1

;0

;0

22

2

0

0

0

ξπ

σ

σ

τ

θ

+⋅⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

=

=

ha
a
ZM

x

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

                                      
(21)

 



 179 

где Z – нормальная координата, отсчитанная от срединной поверхности обо-
лочки. 

Решениям (21) соответствуют краевые условия для свободных торцов, 
загруженных касательной нагрузкой, распределенной по тому же закону, что 
и касательные напряжения в третьей формуле системы (25). Эти напряжения 
невелики. Так для волновых редукторов привода перефутеровки рудораз-
мольных мельниц, где а=548,3мм, h=13,5мм, М2=500кН·м, максимальные ка-
сательные напряжения, рассчитанные по третьей формуле системы уравнений 
(25), получились равными 20МПа. 

 
Выводы: 
1. Разработана методика численного определения силовых факторов дей-

ствующих на гибкое колесо волновой передачи с дисковым генератором волн. 
2. Выполнен анализ напряженно-деформированного состояния гибкого 

колеса, в результате которого определены нормальные и касательные напря-
жения, линейные и угловые деформации в соответствии с силовыми и конст-
руктивными параметрами.  
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Изложена математическая модель и порядок синтеза геометрии зубьев полуобкатных цилиндри-
ческих прямозубых передач по заданным значениям геометро-кинематических критериев рабо-
тоспособности.  
 
Викладено математичну модель та порядок синтезу геометрії зубців напівобкатних циліндричних 
прямозубих передач за заданими значеннями геометро-кінематичних критеріїв працездатності.  
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The mathematical model and sequence of synthesis of teeth geometry halfrolled cylindrical spur 
transmissions on set values of geometric and kinematic criteria of serviceability are explained. 

 
Постановка проблемы. Зубчатые передачи на протяжении последних 

десятилетий неизменно входят в состав механических приводов большинства 
машин различного назначения, оказывая влияние на их качественные показате-
ли. Поэтому задача повышения нагрузочной способности и долговечности зуб-
чатых передач является актуальной и может быть отнесена к проблеме 
многокритериальной оптимизации машиностроительных конструкций [1]. 

 
Анализ литературы. К настоящему времени накоплен значительный 

опыт в изучении и эксплуатации передач на базе эвольвентного зацепления 
[2, 3], и они заслуженно считаются традиционными. При этом общеизвестно, 
что резервы совершенствования традиционных передач исчерпаны. Поэтому 
за последние десятилетия появились новые виды зацеплений на базе выпук-
ло-вогнутого контакта рабочих поверхностей, обладающие большей нагру-
зочной способностью [4-7]. Исследования передач зацеплением [2-7] свиде-
тельствуют, что высокая нагрузочная способность может быть обеспечена 
применением рациональной геометрии зубьев зацепляющихся колес. В част-
ности, ее можно обеспечить синтезом по геометро-кинематическим критери-
ям работоспособности, к которым относят [8]: скорость скольжения, скорости 
качения сопряженных поверхностей зубьев, приведенную кривизну рабочих 
поверхностей, удельные скольжения. Такой подход применим как для тради-
ционных передач, например [9], так и для новых видов передач зацеплением 
[10]. В работе [10] для цилиндрических передач получены дифференциаль-
ные уравнения для синтеза геометрии исходного контура режущего инстру-
мента реечного типа. Применительно к передачам, изготовленным по второ-
му способу Т. Оливье, дифференциальные уравнения для синтеза геометрии 
получены в работе [11] в общем виде, что затрудняет практическую реализа-
цию синтеза таких передач.  

 
Цель статьи. Получить математическую модель и разработать порядок 

синтеза полуобкатных цилиндрических прямозубых передач по заданным 
значениям геометро-кинематических критериев. 

 
1. Обобщенный профиль зуба инструментального колеса. Будем по-

лагать, что для профилирования зуба инструментального колеса (долбяка) 
при нарезании колес по второму способу Т. Оливье используется обобщен-
ный профиль. Таковым будем называть профиль, очерченный произвольной 
кривой (см. рисунок).  

Уравнение обобщенного профиля зададим в системе координат кS  (ось 

ккXO  направлена по касательной к начальной окружности (н.о.) рассматривае-
мого сечения зуба инструментального колеса) и представим в следующем виде: 
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)(1 λfX к = ;  )(2 λfYк = ;  0=кZ ,       (1) 
 

где )(1 λf , )(2 λf  – произвольные, необходи-
мое число раз дифференцируемые функции; λ  
– переменная величина, значения которой 

const=λ  соответствуют поверхности цилинд-
ра заданного радиуса. 

В последующих уравнениях для их со-
кращения параметр λ  будем исключать. То-
гда, с учетом (1) уравнение поверхности зубьев 
инструментального колеса в собственной сис-
теме координат 1S  будет иметь вид: 

 

11 fX = ;  121 RfY += ;  μ=1Z ,         (2) 
 

где 1R  – радиус начального цилиндра инстру-
ментального колеса, μ  – параметр, определяющий торцовое сечение зуба. 

Для реализации поставленной цели процесс изготовления можно пред-
ставить как зацепление двух колес – инструментального и нарезаемого. В 
торцовом сечении поверхности зубьев инструментального колеса описаны 
обобщенным профилем (1), а нарезаемого – огибающей профиля (1). Для оп-
ределения параметров такого зацепления воспользуемся кинематическим ме-
тодом [3], согласно которому уравнение станочного зацепления инструмен-
тального колеса с нарезаемым имеет вид: 

 

 ( ) 01
12 =⋅= eVF , (3) 

 

где 1e  – орт нормали к поверхности (2), проекции которого определяются 
уравнениями: 

n
fex

'2
1 = ;  

n
fey

'1
1 −= ;  01 =ze .                                   (4) 

 

Здесь ( ) ( )2
2

2
1 '' ffn +=  – модуль вектора нормали к поверхности (2), '1f , 

'2f  – первые производные функций 1f , 2f  по λ . 
( )12V  – относительная скорость в станочном зацеплении инструментального 

колеса с нарезаемым ( 1
1 c1 −=ω ): 

 

( )[ ]112
12

1 cos11 ϕ−+
+

−= Rf
u

uVX ;  [ ]111
12
1 sin1 ϕRf

u
uVY −

+
= ;  012

1 =ZV .    (5) 

 

Рисунок – Обобщенный  
исходный контур 

инструментального колеса 
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Здесь 1ϕ  – угол поворота инструментального колеса; u  – передаточное число 
передачи. 

Подставляя в (3) значения (4) и (5), получаем уравнение станочного за-
цепления в виде: 

 

 ( ) ( )[ ] 0'sin'cos'''1, 21112111221 =−+−+
+

−= fffRffff
un

uF ϕϕϕλ . (6) 

 
2. Дифференциальные уравнения для синтеза передач. Получим 

уравнения для синтеза полуобкатной цилиндрической зубчатой передачи с 
обобщенной геометрией по критериям, характеризующим зубчатую пару: 
скорости скольжения рабочих поверхностей 12V ; скоростям перемещения то-
чек контакта на зубьях шестерни и колеса 1V  и 2V  в направлении, перпенди-
кулярном линии мгновенного контакта; суммарной скорости перемещения 
точек контакта ΣV  в направлении, перпендикулярном линии мгновенного 
контакта; приведенной кривизне поверхностей зубьев χ  в направлении, пер-
пендикулярном линии контакта; коэффициентам удельных скольжений зубь-
ев шестерни и колеса 1η  и 2η . При этом примем  

 

 ( )211 fff = , 1'2 =f , 0''2 =f . (7) 
 

Для синтеза передач по скорости скольжения рассмотрим случай, когда 
функции 1f  и 2f  требуется определить при заданной скорости скольжения в 
виде: 

 ( ) ( )[ ]112111
2
1

2
12

2
11

12 cossin21 ϕϕω RffRRRff
u

uV ++−+++
+

−= . (8) 
 

При этом значения 1sinϕ  и 1cosϕ  связаны известными зависимостями: 
 

 
1

2
1

1
tg1

tgsin
ϕ

ϕ
ϕ

+
= ;  

1
21

tg1

1cos
ϕ

ϕ
+

= . (9) 

 
Подставив в (8) выражения (9) и разрешив уравнение относительно 

1tgϕ , получим: 

 
( ) ( ) ( )

2
1

2

22
12

2
1121

1tg
fA

ARffRff

V

V

−

−++±+
=ϕ , (10) 

 

где VA  – параметр, зависящий от скорости скольжения: 
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Значение 1tgϕ  может быть также определено из уравнения зацепления: 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
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(11)

 

 
а искомая функция определится как: 
 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2

1
2
1

2
111

1
2

1
2

111
2

1
2''

22''
2

tg
RRffR

RRfRfn

+−++

+−+−+
⋅=

ξξξ

ξξξξ
ϕ . (12) 

 
В соотношениях (11) и (12) в соответствии с условием (7) приняты обо-

значения 211 ' fff +=ξ  и ( )2
1

2 '1 fn += . 
Приравняв правые части выражений (10) и (12), получим дифференци-

альное уравнение, в котором с одной стороны функция ( )211 fff = , а с другой 
ее первая производная '1f . Такая форма записи делает уравнение удобным 
для решения приближенными методами [12]. 

Для синтеза по заданной скорости перемещения точек контакта на зубь-
ях шестерни уравнение имеет вид: 

 

 
( )[ ] ( )

111
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ϕ

ϕϕ

Rf

f
V
Rf

f
−

⎥
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−−⋅+

= . (13) 

 

Здесь и в последующих дифференциальных уравнениях функции 1sinϕ  
и 1cosϕ  определяются из (11). 

Дифференциальное уравнение (13) не имеет решения при выполнении 
условия 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 022''2 1
2

1
2

1111 =+−+++− RRfRff ξξξξ . (14) 
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Поэтому точки профиля, удовлетворяющие условию (14) должны быть 
исключены. 

Для синтеза по заданной скорости перемещения точек контакта на зубь-
ях колеса: 

 
( )[ ]{ } 111

2

11111212

111

111
1

1 sinsincos1''1
sin

sincos'
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ϕϕϕ

ϕ
ϕϕ

Rf
n

fRfff
un
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= . (15) 

 
Уравнение (15) не будет иметь решения при равенстве нулю знаменате-

лей, следовательно, ограничивать область значений функции ''1f  кроме усло-
вия (14) будет равенство 

 

 ( )[ ]{ }11111212 sincos1''1 ϕϕ +−−−
+

= fRfff
un

uV . (16) 

 
Для синтеза по заданной суммарной скорости перемещения точек кон-

такта: 
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Уравнение (17) не будет иметь решения при выполнении условия (14) и 

равенства: 

 ( )[ ]{ }1111121 sincos1''1 ϕϕ +−−−
+

=Σ fRfff
un

uV . (18) 

 
При оценке контактной прочности поверхностей зубьев с линейным 

контактом определяющей является приведенная кривизна в направлении, 
перпендикулярном линии контакта. Поэтому, получим дифференциальные 
уравнения для синтеза по приведенной кривизне в этом направлении: 
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Очевидно, что решение уравнения (19) не существует при выполнении 
условия (14) и равенства 

 
 ( )[ ]1111121 sincos1'' ϕϕ +−−− fRfff . (20) 

 
Поэтому, для реализации синтеза геометрии передачи по приведенной 

кривизне точки профиля, удовлетворяющие условиям (14) и (20) должны 
быть исключены. 

Для синтеза передач по коэффициентам удельных скольжений получим 
дифференциальные уравнения в виде: 
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При синтезе передач необходимо задать коэффициент удельного скольже-

ния зубьев шестерни или колеса и линию на поверхности зацепления, вдоль ко-
торой задается 1η  или 2η . Это могут быть линии const=μ , const=λ , 

const=z , const=ϕ  или другие. Уравнения этих линий будут служить уравне-
ниями связи между параметрами λ  и μ , а решение дифференциального урав-
нения (21) позволяет определить обобщенный профиль зуба, обеспечивающий 
заданный коэффициент удельного скольжения для шестерни или колеса. 

Ограничением при синтезе, как и в случае с приведенной кривизной, бу-
дет исключение точек профиля, удовлетворяющих условиям (14) и (20). 

 
3. Порядок синтеза передач по геометро-кинематическим критери-

ям. Из изложенного в п. 2 следует, что дифференциальные уравнения для 
синтеза исходного контура режущего инструмента по заданным значениям 
критериев работоспособности передач имеют вид 

 
 ( )KPfffFf ,,',,'' 1121 = , или ( )KPffFf ,,,' 121 = , (22) 
 

где K  – критерий работоспособности; P  – параметры зубчатой передачи 
(например 1R ). 

Из (22) следует, что решение дифференциальных уравнений зависит от 
геометрических параметров передачи и критерия работоспособности K . По-
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этому для получения определенного решения следует задавать, кроме пара-
метров передачи, значение критерия. При этом K  могут быть постоянными 
или заданными в виде функций, зависящих от переменных, определяющих 
геометрию исходного контура.  

При решении дифференциальных уравнений можно использовать любой 
приближенный метод [12]. Однако, учитывая структуру и сложный характер 
зависимостей, наиболее рациональным является метод рядов, когда решения 
уравнений вида (13), (15), (17), (19) и (21) представляется в виде рядов: 

 

 ( ) ( ) ( ) ...
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~~~~
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+−′+= fffffffffff , (23) 

 

где ...
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,
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,
~

,
~

1111 ffff ′′′′′′  – значения функции ( )21 ff  и ее производных в точке 2
~
f . 

При этом 21
~

,
~

ff  должны быть заданы, как начальные условия, в пределах 
поля зацепления с обеспечением необходимых критериев работоспособности 
и приемлемой геометрии исходного контура режущего инструмента. Другие 
производные определяются последовательным дифференцированием соот-
ветствующих дифференциальных уравнений.  

Полученный таким способом профиль кроме условий (14), (16), (18) и 
(20) проверяется по ряду обязательных для зубчатых передач условий. К та-
ковым можно отнести отсутствие подрезания и заострения зубьев цилиндри-
ческих колес, а также обеспечение требуемого коэффициента перекрытия. 

Подрезание зубьев цилиндрических колес ослабляет основание зубьев, и, 
тем самым, приводит к снижению изгибной прочности нарезаемых колес. По-
этому при синтезе зубчатых передач необходимо ограничивать профиль, ис-
ключая из него точки, вызывающие подрезание. Оно связано с появлением на 
огибающей поверхности особых точек, в которых выполняется условие [3, 10]: 

 

 ( ) ,012
11 =− λλϕ FVrEF  (24) 

 

где ϕF  и λF  – производные по ϕ  и по λ  уравнения станочного зацепления 

(6); λ
1r  – производная по λ  радиус-вектора поверхности (2); 1E  – коэффици-

ент первой квадратичной формы поверхности (2), равный 2
1 nE =  [13]. 

После соответствующих преобразований и подстановки в (24) получим 
условие подрезания в виде: 

 

 ( )[ ] ( ) ( )[ ] ϕλϕ ρξρρξ 1
22

121112 1
''' Rn

u
unfRfR ⋅
+

=+−−⋅−+ , (25) 

где  
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1211 sin'cos' ϕϕρϕ ff −= ; 1112 sin''cos'' ϕϕρ λ ff += ; 
'''' 22111 ffff +=ξ ; 21212 '' ffff −=ξ . 

 
Следовательно, для предотвращения подрезания зубьев нарезаемых ко-

лес, необходимо на производящей поверхности исключить точки, определяе-
мые решением уравнений (25). 

Заострение зубьев характеризуется пересечением их боковых поверхно-
стей, когда толщина зуба в точках заострения равна нулю. Из условий прочно-
сти передач, толщина зубьев на вершинах не должна быть меньше допустимой 
величины, обычно не менее ( )m3,0...25,0 , где m  – модуль зацепления [14]. 

Условия заострения получим на основе уравнений для определения тол-
щины зубьев: 

( )
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Значения функций *11 ff =  и *22 ff =  определяются из уравнений: 
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(26)
 

 

подстановкой вместо biR  значения радиусов окружностей вершин колес 1aR  
и 2aR . Значения углов 1ϕ  находятся из уравнений (11) для тех же значений 
функций *11 ff =  и *22 ff = . 

Коэффициент перекрытия является важным критерием работоспособно-
сти, характеризующим плавность работы зубчатой пары. Его значение долж-
но быть не менее 1,1…1,2 [14]: 

 
π

ϕϕεα 2
1112

1
−

= z , (27) 
 

где 11ϕ  и 12ϕ  – углы поворота инструментального колеса, соответствующие 
положению точки контакта на его вершине и основании зуба соответственно; 

1z  – число зубьев инструментального колеса. 
Граничные значения углов поворота колеса 11ϕ  и 12ϕ , которые подстав-

ляются в (27), можно определить из уравнения зацепления (6). Для этого не-
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обходимо в уравнение (6) подставить значения функций *11 ff =  и *22 ff =  
и их производных, соответствующие вершинам зубьев производящего и наре-
заемого колес. Их можно найти из уравнений (26), если в их левые части под-
ставить значения радиусов вершин колес 1aR  и 2aR . 

 

Выводы. В работе получены дифференциальные уравнения для синтеза 
обобщенного профиля зуба инструментального колеса цилиндрических полу-
обкатных передач. Определен порядок синтеза с проверкой условий, обеспе-
чивающих отсутствие подрезания, заострения и заданный коэффициент пере-
крытия. Полученные дифференциальные уравнения и зависимости позволяют 
синтезировать передачи, изготовленные по второму способу Т. Оливье, по за-
данным значениям геометро-кинематических критериев. 
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