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ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СТРУКТУРНОЙ СИСТЕМЫ 
КОРПУСА ДВС 
 

Запропоновано підхід до динамічного аналізу складної структурної системи двигуна внутрішнього 
згоряння. На прикладі корпусу ДВС тепловоза досліджено вплив зміни геометрії на резонансні ча-
стоти і амплітуду коливань. 

 
It is suggested an approach to dynamic analysis of complex structural systems of internal combustion en-
gine. Influence of the varying geometry on the resonance frequency and amplitude of oscillation is inves-
tigated for a locomotive engine body sample. 

 
Введение. При создании экономичных и надежных в эксплуатации ДВС 

на стадии конструкторского проектирования необходимы точные оценки сте-
пени оптимальности разработки.  Особое значение в таких случаях приобрета-
ет  виртуальное проектирование  всей сложной функциональной системы, ее 
подсистем и  отдельных составных частей оригинальных узлов, деталей и т.д. 

Для полного прогноза состояния и поведения во  времени  такой сложной 
системы, прежде всего, требуется провести структурный анализ связанных 
подсистем. При анализе структуры важно выявить взаимосвязь между ее под-
системами и элементами, с учетом воздействия одного элемента на другой и 
характера их физического взаимодействия. Далее, необходимо провести 
функциональный анализ – теоретическое исследование системы, в рамках ко-
торого, каждая подсистема рассматривается исключительно с позиции ее 
внешнего аспекта, поскольку в иерархически организованных сложных систе-
мах сущность функций какого-либо элемента в подсистеме определяется не 
столько структурой этого элемента, сколько ролью его в структуре самой сис-
темы. Таким образом, прочностной и динамический анализ ее подструктур, 
элементов, имеющий многоуровневый  характер, выполняется с целью выяс-
нения влияния отдельных параметров на формирование исследуемых динами-
ческих характеристик системы. 

В общем случае силы, действующие при работе двигателя на различных 
режимах, влияют, помимо прочностных свойств узлов и деталей,  на уравно-
вешенность двигателя, характер и амплитуду колебательных процессов, воз-
никающие в механизмах. Так при  расчете подсистем ДВС необходимо  знать 
характер и амплитуды колебательных процессов для учета их влияния на 
прочность системы, уменьшения уровней вибрации ДВС с применением сис-
тем снижения активности источников вибрации, а также специальных техно-
логических и конструкторских решений на стадии предварительного проекти-
рования. 
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Постановка задачи. Динамический анализ ДВС обычно имеет многова-
риантный характер и позволяющий определить отдельные параметры, влияю-
щие на формирование исследуемых динамических характеристик всей систе-
мы. Наиболее трудоемкие задачи анализа связаны с оценками напряженно-
деформированного состояния при колебаниях, вызванных регулярными воз-
мущениями. Такие оценки требуют многократного определения собственных 
частот и форм динамической модели, включая  как ее подсистемы, так и от-
дельные элементы на каждом шаге вариации упруго-инерционных парамет-
ров. При этом, зависящие от времени нагрузки, нестационарные реакции ме-
ханизмов (подсистем) в значительной степени усложняют динамический ана-
лиз крупногабаритных ДВС [1]. Для прогнозирования поведения и состояния 
этой системы используются традиционные методы анализа: расчет напряже-
ний при статической нагрузке, анализ собственных колебаний,  частотный от-
клик  отдельных узлов и элементов, в том числе и для предотвращения появ-
ление усталостных трещин во всей  конструкций ДВС, возникающих за счет 
вибрации отдельных ее  элементов. 

При проектировании проводятся многочисленные работы по снижению 
уровней вибрации ДВС посредством снижения активности источников вибра-
ции, а также специальных технологических и конструкторских решений на 
стадии технического задания. При этом применение только традиционных 
виброизоляторов не позволяет решить проблему виброизоляции двигателей и 
требуется проведение предварительного  динамического анализа его подсис-
тем и элементов.  

На примере оригинальной конструкции  корпуса  крупногабаритного 
ДВС рис. 1, возможные модификации которого очень различаются и включа-
ют разнообразные конструкционные элементы, проводился анализ  структуры 
корпуса ДВС. Такой анализ позволил выявить взаимосвязь между его отдельны-
ми элементами при изменении их геометрии. Затем проводился предварительный 
динамический анализ корпуса, в результате чего находились решения, позволяю-
щие сместить резонансный пик его амплитудно-частотных характеристик, 
уменьшая амплитуду вынужденных колебаний двигателя (системы) а также раз-
грузки в концентраторах напряжений для предотвращения разрушений в опасных 
областях и повышения динамической прочности системы в целом. 

Метод решения. Использование численного метода МКЭ для динамиче-
ского анализа ДВС, позволяет решать задачи определения собственных частот 
для упрощенных моделей, что может уже на предварительном этапе конст-
руирования дать результаты, которые дадут возможность избежать изначаль-
ных прочностных ошибок проектирования ДВС. При этом следует отметить, 
что часто требуется применение новых, в том числе достаточно оригинальных 
моделей, для нахождения наилучших решений. Введение некоторых упроще-
ний в сложную модель необходимо проводить так, чтобы это существенно не 
отражалось на адекватности реальному объекту.  

Важным этапом выполнения анализа несущей способности конструкции 
(системы или подсистемы) является составление расчетной схемы. Как прави-
ло, на первом этапе вводится расчетная схема для укрупненного анализа и 
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оценки состояния конструкции, в общем. Далее на основе полученных данных 
осуществляется детальное моделирование прогнозируемых опасных зон по 
критериям динамической прочности.  

 

 
Рисунок 1 – Общий вид картера ДВС 

 
В настоящей работе с помощью программы ANSYS на основе МКЭ было 

проведено моделирование корпуса ДВС и решение задачи определения собст-
венных частот. Расчетная модель, имеющая около 90 000 степеней свободы, 
строилась при использовании предварительно подготовленной двухмерной 
модели корпуса в программе AutoCAD. При этом учитывалось, что упрощение 
модели для сокращения  времени на ее подготовку  можно проводить лишь до 
некоторого предела, чтобы точность расчета не повлияла на преимущества ко-
нечно-элементного подхода. Отдельные фрагменты модели характеризовались 
наличием сложной структурой пересечения поверхностей с наличием малых 
поверхностей, образующихся при наложении различных операций при моде-
лировании. Это вызывало трудности генерации конечно-элементной сетки и 
необходимость в «огрублении» модели с удалением несущественных конст-
руктивных элементов. 

Не менее важной задачей подготовительного этапа является формирова-
ние поверхностей для последующего задания на них граничных условий. В 
данном исследовании, учитывая геометрическую сложность и крупные габа-
риты (рис. 1) корпуса, была создана твердая модель, приближенно отвечаю-
щая натурному объекту, не искажая стратегию прочностного анализа и позво-
ляющая прогнозировать опасные либо проблемные зоны. 



6 

 
Рисунок 2 – Конечно-элементная сетка; 6-й гармоника колебаний 

 
На следующем этапе каждый из набора связанных объемов разбивался 

генератором сетки на элементы гексаэдрической формы. После серии расчет-
ных экспериментов в качестве основы была выбрана конечно элементная сетка 
со следующими параметрами: количество элементов – 189381; количество уз-
лов – 373532. Фрагменты разбивки показаны на рис. 2. 

В качестве оценочных параметров динамического поведения системы 
были выбраны частота резонансных колебаний, их модальная форма и вели-
чина максимальных относительных отклонений. При моделировании рассмат-
ривались также различные варианты конструкции подкрепляющих силовых 
элементов на корпусе, предназначенных для перераспределения зон распро-
странения колебаний на другие участки корпуса. 

Анализ результатов. В результате расчетов были построены амплитудно-
частотные характеристики расчетной модели корпуса ДВС. В качестве приме-
ра на рис.2 показаны шестая гармоника колебаний корпуса  со стороны наибо-
лее опасного участка, в котором области развития трещин отмечены стрелкой. 
В указанной области были детально проанализированы вибрационные процес-
сы с использованием локального сгущения конечно-элементной сетки. Резуль-
таты исследования форм колебаний, отвечающих нижней части спектра собст-
венных частот корпуса двигателя, позволило установить совпадение зон по-
вышенного возбуждения вибраций на корпусе для шестой формы колебаний 
(собственная частота 278 Гц) с наиболее выраженной областью трещинообра-
зования в корпусе эксплуатируемого двигателя, что позволило сделать вывод 
о наибольшем риске разрушений  именно при такой частоты 

Полученные результаты затем сравнивались с экспериментальными [2,3] 
данными частотной диаграммы провода вала дизеля типа Д100 (рис. 3), гео-
метрия которого подобна рассматриваемому в работе дизелю. В приведенных 
экспериментальных данных собственные частоты вала соответствуют 3200 
кол/мин. При такой частоте в рабочем диапазоне  частот вращения вала 400-
850 об/мин в резонанс попадают гармоники моментов 4, 5, 6 и 7. В идеальном 
случае гармоника 6-го  порядка не должна иметь пересечений с кривыми соб-
ственных частот (А и Б на рис. 3). Рассчитанная для корпуса ДВС, гармоника 
6-го  порядка собственной частоты – 278 Гц соответствует 278 · 60/2π = 2656 
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кол/мин, пересекает кривую Б собственных частот, что может приводить к 
разрушению узлов ДВС. Для предотвращения таких последствий необходимо 
принятие мер гашения таких колебаний с помощью силиконовых демпферов и 
иных механизмов поглощения колебаний. 

 

 
Рисунок 3 – Зависимость частоты гармонических составляющих  
вращающих моментов от частоты вращения вала дизеля Д100 

 
В частности, альтернативным решением может быть усиление прочности 

в зонах интенсивных колебаний дополнительными механическими элемента-
ми, т.н. «косынками». Анализ такой усовершенствованной конструкции пока-
зал незначительное изменение резонансной частоты – до 284 Гц (рис. 2) при 
существенном сокращении (в 2 раза) относительных перемещений в опасных 
зонах. Это позволяет утверждать, что небольшое конструкционное дополне-
ние снижает риск возникновения разрушений в концентраторах напряжений в 
несколько раз. 

 
Выводы. При проектировании ДВС для снижения уровней вибрации  це-

лесообразно применение специальных технологических и конструкторских 
предложений уже на стадии технического задания. 

Основными критериями анализа таких конструкций принимаются: расчет 
напряжений при статической нагрузке, анализ собственных колебаний и час-
тотный отклик, относительные перемещения. 

Полученные данные должны сравниваться с экспериментально получен-
ными результатами, что позволяет, в дальнейшем, перейти к анализу долго-
вечности. 

Использование конечно-элементной модели показало высокую эффек-
тивность предлагаемой методики анализа динамического поведения корпуса 
ДВС. 
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УДК 621.88 
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О.В.ЩЕПКІН, наук. співр., НТУ «ХПІ» 

 
ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ 
ДЕЯКИХ ТИПІВ ПРОФІЛЬНИХ З’ЄДНАНЬ З НАТЯГОМ 

 
Описана імітаційна модель, призначена для дослідження процесу складання конструкцій, які ма-
ють з'єднання з натягом, забезпечує виконання технологічних і міцностних вимог до конструкції. 
Контактна задача вирішується за допомогою ПК ANSYS. Результати наведені у вигляді таблиці та 
малюнків. 
 
The created simulation model is intended for a research of assembly, ensures execution technological and 
strength of the requirements to a construction. Hertzian problem is solved by the program complex 
ANSYS. Results are given in the form of tables and drawings. 
 

У сучасному машинобудуванні для установки деталей на валах з можли-
вістю передачі крутного моменту застосовуються шліцові та шпоночці 
з’єднання. Такі з’єднання є недостатньо зносостійкими, трудомісткими, нетех-
нологічними в виготовленні. Намагання усунути ці недоліки призвело до по-
яви профільних безшпоночних конструкцій, які використовують вали некруг-
лого поперечного перерізу, які з’єднуються з натягом із втулкою відповідної 
форми. Такі з’єднання застосовуються для виготовлення складних зубчастих, 
черв’ячних та локомотивних коліс, колінчатих валів, з’єднання зубчастих ко-
ліс з валами, для посадки підшипників коливання на вал, роторів електродви-
гунів та ін. З’єднання з натягом відносять до нероз’ємних, хоча вони займають 
проміжне положення між роз’ємними та нероз’ємними. Ці з’єднання можна 
розбирати без зруйнування деталей, однак повторне їх складання не завжди 
забезпечує надійність з’єднання. 

Профільні з’єднання є високонадійними та дозволяють передавати значні 
осьові зусилля та крутячі моменти. Вони прості за конструкцією та технологі-
єю виготовлення (немає проміжних деталей, добре базування у процесі скла-
дання), але потребують високої точності виготовлення. Існують такі основні 
способи складання деталей при посадках з натягом: 1) складання під пресом за 
рахунок його осьового зусилля при нормальній температурі, так зване поздов-
жнє запресування; 2) складання з попереднім розігрівом охоплюючої деталі 
(втулка) і (або) охолодженням охоплюваної деталі (вал) до визначеної темпе-
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ратури (спосіб термічних деформацій, або поперечне запресування). 
Дана робота присвячена дослідженню напружено-деформованого ста-

ну посадки з натягом втулок однакових зовнішніх розмірів на вали різної 
форми. 

Характеристики матеріалу конструкції: модуль пружності E = 2,1 · 105 
МПа; коефіцієнт Пуассона ν = 0,33; коефіцієнт лінійного розширення 
α = 12 · 10−6 град−1; межа пластичності σПС = 350 МПа. Для розрахунків засто-
сований програмний комплекс ANSYS з використанням об’ємних елементів 
SOLID45, цільових TARGE170 і контактних CONTA174. 

З’єднання вала еліптичної форми і круглої втулки з еліптичним отвором 
(див. рис. 1): a = 138 мм; b = 110 мм; r = 110 мм; натяг Δ = 0,12 мм; довжина 
втулки lвт = 100 мм; вала – lвал = 300 мм. Розподіл переміщень uсум і еквівалент-
них напружень σекв у з’єднанні показаний на рис. 3. 

 

 
Рисунок 1 – Вал еліптичної форми  

і кругла втулка з еліптичним отвором

 
Рисунок 2 – Вал квадратної форми і втул-

ка з квадратним отвором 
 

 
а                                                                     б 

Рисунок 3 – Розподіл переміщень uсум (а) і еквівалентних напружень σекв (б) у з’єднанні  
вала еліптичної форми і втулки з еліптичним отвором 
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а                                                                     б 

Рисунок 4 – Розподіл переміщень uсум (а) і еквівалентних напружень σекв (б) у з’єднанні  
вала квадратної форми і втулки з квадратним отвором 

 

 
Рисунок 5 – Схема з’єднання  
вала у вигляді криволінійного 
трикутника і круглої втулки з 

отвором у вигляді криволінійно-
го трикутника 

З’єднання вала квадратної форми і кру-
глої втулки з квадратним отвором (див. рис. 
2): a = 103 мм; r = 110 мм; r1 = 14 мм; натяг 
Δ = 0,12 мм; довжина втулки lвт = 100 мм; 
вала – lвал = 300 мм. Розподіл переміщень 
uсум і еквівалентних напружень σекв у 
з’єднанні показаний на рис. 4. 

Схема з’єднання вала у вигляді криво-
лінійного трикутника і круглої втулки з 
отвором у вигляді криволінійного трикутни-
ка показано на рис. 5: ri = 54 мм; re = 66 мм; 
r = 110 мм; e = 6 мм; натяг Δ = 0,12 мм; дов-
жина втулки lвт = 100 мм; вала – lвал = 300 
мм. Розподіл переміщень uсум і еквівалент-
них напружень σекв у з’єднанні показаний на 
рис. 6. 

 

Форма  
поперечного 
перерізу валу 

Максималь-
ний контакт-
ний тиск Р, 

МПа 

Максимальне  
еквівалентне  
напруження  
у втулці у зоні  

контакту σe, МПа 

Максимальне 
окружне  

напруження  
у втулці у зоні  

контакту σθ, МПа 
Циліндричний  138 356 267 
Еліптичний  172 401 287 
Квадратний 197 442 311 
Трикутний 177 407 289 
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В таблиці приведені дані про напружено-деформований стан досліджених 
профільних з’єднань і з’єднання втулки з валом циліндричної форми з радіу-
сом r = 62 мм; натяг Δ = 0,12 мм. 

 

 
а                                                                     б 

Рисунок 6 – Розподіл переміщень uсум (а) і еквівалентних напружень σекв (б) у з’єднанні  
вала трикутної форми і втулки з трикутним отвором 

 
Отримані результати дають можливість провести порівнювальний аналіз  

переваг та недоліків профільних з’єднань різної форми і можуть бути викорис-
тані при застосуванні подібних видів з’єднань. 

 
Список літератури: 1. Берникер Е.И. Посадки с натягом в машиностроении. – М., Л.: Машино-
строение, 1968. 2. Антипин П.К. Определение посадочных напряжений в деталях при бесшпоноч-
ном соединении некруглых валов с втулками // Вестник машиностроения. – М.: Наука, 1964. – № 
7. – С. 40-42. 3. Борович Л.С. Бесшпоночное соединение деталей машин. – М.: Машгиз, 1961. 4. 
Перин А.П., Андреев А.Г. Расчет посадок с натягом при овальности и эксцентриситете соединенных 
деталей на основе ПК ANSYS // Вісник НТУ «ХПІ». Збірник наукових робіт. Тематичний випуск 
«Динаміка і міцність машин». – 2007. – № 38. – С. 117-123. 5. Балацкий Л.Т. Прочность прессовых 
соединений. – Киев: Техника, 1982. – 151 с. 6. Басов К.А. ANSYS в примерах и задачах. – М.: Ком-
пьютер Пресс, 2002. – 224 с. 7. Чигарев А.В., Кравчук А.С., Смалюк А.Ф. ANSYS для инженеров: 
Справ. пособие. – М.: Машиностроение-1, 2004. – 512 с. 8. Басов К.А. Графический интерфейс 
комплекса ANSYS. – М.: ДМК Пресс, 2006. – 248 с. 
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УДК 536.24 
 

Н.В.БАБКОВА, асп., НТУ «ХПИ»; 
И.В.ГАЛУЩАК, ст. преп., НТУ «ХПИ»; 
В.Я.ГОРБАТЕНКО, канд. техн. наук, проф., НТУ «ХПИ»; 
А.М.НИКИТИН, ст. преп., НТУ «ХПИ» 

 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ГАЗОВОГО ПОТОКА В ОБЛАСТИ 
ОРЕБРЕНИЯ ТРУБЫ 

 
Приведено спосіб комбінованого функціонального моделювання з однім модельним параметром. 
Розроблена і випробувана модельна метода що до вилучення величин модельного параметру у ре-
альних конструкціях на двох паралельних моделях. Показана можливість відсвіжування величини 
модельного параметру та його розбіг на реальних діапазонах конструктивних розмірів елементів  
оребрения. 
 
The mode of combined functional simulation with one parameter is reduced. The procedure of obtaining 
of the model parameter values to actual constructions on two parallel models designed and tested. Possi-
bility of watching of the model value parameter and her dispersion on actual gamut’s of constructive sizes 
of ribbing units is shown. 
 

Разработка теплообменного оборудования паровых котлов связана с ис-
пользованием спирально-оребренных поверхностей нагрева с разрезанными 
ребрами. Существующие рекомендации по выбору конструктивных парамет-
ров  подобного  оребрения не позволяют достигать необходимой эффективно-
сти процесса теплообмена [1]. Это и стало одной из главных причин появле-
ния данной публикации. 

Численное моделирование технологических процессов актуально при 
экспериментальных исследованиях, оптимизации параметров технологических 
элементов и конструкций. В то же время, тщательно обоснованный численный 
эксперимент существенно ускоряет и удешевляет сам процесс разработок. 
Эффективными оказываются модели, построенные таким образом, чтобы дис-
кретная модель отражала состояние наиболее информативных и напряженных 
элементов исследуемого процесса. Адекватность моделирования можно оце-
нивать по результатам нескольких (хотя бы двух) численных моделей или ре-
зультатам численного и физического эксперимента. 

Настоящая публикация представляет авторскую разработку комбинирован-
ной модели процесса передачи тепла от греющих газов к тепловоспринимающим 
поверхностям в элементах теплоэнергетических установок, использующих по-
верхности нагрева с разрезанным спирально-ленточным оребрением. 
 

1 Постановка задачи. Основной задачей выполняемой работы является 
построение модельного пространства на основании двух разнородных моделей 
обтекания и получение характерных величин для эквивалентных потоков 
греющих газов в элементах теплоэнергетических установок. 

В данной работе авторами реализован способ определения расчетных за-
висимостей для получения величины параметра, соответствующего характер-
ному размеру плоского канала, основанный на определении чисел Re = V∞L/v 
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[2] по модельным размерам L задачи. Это позволило моделировать сложное 
течение газа в пространстве между соседними параллельными поверхностями 
оребрения, как течение в плоских каналах и как обтекание плоских пластинча-
тых элементов. Согласно формулировке выделенной задачи можно предло-
жить пошаговую последовательность ее решения. 

 
2 Модель плоского канала. Эскиз трубы со спирально-оребренной по-

верхностью нагрева с разрезанными ребрами приведен на рис. 1, а. Можно 
ожидать, что при тепловом симметричном нагружении производная 

0
0,5

0
rb

z
z s

q
z =

= ⋅

∂
≈

∂
, что соответствует малым тепловым потокам вдоль оси аппли-

кат, тогда расчетная область принимает вид рис. 1, б. 
Для лепестка, как граничного элемента пространства движения газов, 

процесс теплоотдачи от газов к  поверхности лепестка обусловлен состоянием 
некоторого объема в потоке газа [3]. На рис. 1, б этот объем выделен, как 
часть пространства между соседними лепестками. 

 

   
                                            а                                                                       б  

Рисунок 1 – Объем потока между лепестками и его отображение на плоскость YZ 
 
Объем пространства, занимаемого потоком, в щели между соседними ле-

пестками constV H B= ⋅ ⋅Δ = . Проходная площадь в просвете определяется: 
S = V/Bchord. Искомый эквивалентный размер задачи [4]: L = 4S/χ, χ – эквива-
лент смоченного периметра для канала χ = 2(Δ + Bchord). 

В таком случае ( )2
2

,chord chord

VL
B B

=
Δ ⋅ +

Δ  – величина просвета в кон-

трольном газовом объеме, Bchord – размер проекции исследуемого объема на 
ординату, перпендикулярную плоскости, проходящей через ось трубы и на-
правление движения газового потока. 

Очевидно, для произвольного положения выделяемого объема относи-
тельно системы координат ( ) ( )cos sinchordB B Hϕ ϕ= +  – ширина перекрытия 
потока. Считая самым большим размером ,H B Δf , введем параметры выде-
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ляемого объема σΔ = Δ/H  и σB = B/H. 
Тогда величину эквивалентного размера в пределах 0 ≤ φ ≤ π/2, можно 

представить как функцию относительных параметров:  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2

2, , ,
cos sin cos sinB

B B

VL H
H

σ σ ϕ
σ σ ϕ ϕ σ ϕ ϕΔ

Δ

=
⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

 

и далее: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2, , ,

cos sin cos sin
B

B
B B

L σσ σ ϕ
σ σ ϕ ϕ σ ϕ ϕΔ

Δ

ΔΔ =
⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

  (1) 

 

 
Рисунок 2 – Вид функции (1) и эквивалентный диаметр (2) модельного канала для 

оребрения: Δ = 4 мм;  B = 4 мм  и  H = 9,5 мм. *1 3,45срL =  мм 

 
Средний по полувитку оребренного элемента характерный размер в пре-

делах 0 ≤ φ ≤ π определим по теореме о среднем 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

0

2
cos sin cos sin

B
л

B B

dL
πσ ϕ

π σ σ ϕ ϕ σ ϕ ϕΔ

⎧Δ ⎪= +⎨
⎡ ⎤+ + +⎪ ⎣ ⎦⎩

∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 sin cos sin cosB B

d
π

π ϕ
σ ϕ σ ϕ ϕ σ ϕΔ

⎫⎪+ ⎬
⎡ ⎤+ − − ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫  

(2) 

На рис. 2 показаны характерное распределение эквивалентного диаметра 
плоского канала, соответствующего выражению (1), и среднеинтегральное его 
значение согласно (2). Отметим, что в предложенных модельных зависимо-
стях присутствуют все параметры лепестка и оребрения: шаг оребрения – S, 
длина – H, ширина – B, толщина – δ = S − Δ. Кроме того, на данном этапе мо-
делирования остается открытым вопрос о соответствии понятия эквивалентно-
го диаметра в полуоткрытом пространстве выделенного объема потока. По-
этому модель потока в данном исполнении считаем лишь качественной 

 
3 Модель обтекания. Рассмотрим тепловоспринимающую поверхность 

лепестка оребрения. Очевидно, плоскость лепестка играет главную роль в 
этом процессе, и определяется как constS B H= ⋅ =  – величина площади по-
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верхности лепестка. В интервале 0 ≤ φ ≤ π/2 проекция лепестка, зависит от уг-
ла φ в виде трапеции с основаниями: ( ) ( )cos sinchordB B Hϕ ϕ= +  и 

( ) ( )* sin coschordB H Bϕ ϕ= − . Средняя длина линии тока получится при делении 
площади трапеции на длину ее нижнего основания L(φ) = S/Bchord или 
( ) ( ) ( )cos sin ,

SL
B H

=
+⎡ ⎤⎣ ⎦

ϕ
ϕ ϕ

 что во введенных относительных параметрах  

для модели канала. 
( ) ( ) ( )cos sin .B

BL =
+⎡ ⎤⎣ ⎦

ϕ
σ ϕ ϕ

                                       (3) 

Средний по полувитку оребренного элемента характерный размер в пре-
делах 0 ≤ φ ≤ π определим по теореме о среднем  

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2

*

0 cos sin sin cosл
B B

B d dL
π

π

πϕ ϕ
π σ ϕ ϕ ϕ σ ϕ

⎫⎧⎪ ⎪= +⎨ ⎬
+⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫ .               (4) 

Отметим, что в (4) параметрически участвуют  только H и B, вариации 
остальными параметрами оребрения могут оказаться недоступными при даль-
нейшем использовании только модели обтекания. 

 

 
Рисунок 3 – Результаты получены двумя способами для канала Δ = 4 мм;  B = 4 мм  и  

H = 9,5 мм. Средние значения: *1 3, 45срL =  мм, *2 5,39срL =  мм 

На рис. 3 показаны качественные распределения характерных размеров 
для течений по обеим моделям. 

 
4 Тестирование моделей. Настоящий этап располагает двумя качествен-

ными моделями, которые для φ = π/2 показывают возможность локального 
максимума, соответствующего положению лепестка перпендикулярно направ-
лению потока. Вид модельных построений (1 и 3) позволяет предположить для 
модели канала ( )2kL ≈ Δπ , а для модели обтекания L0(π/2) = B. Коррекция 
обеих моделей в указанной точке согласует результаты, по обеим вариантам 
моделирования. 

На рис. 4 показаны результаты моделирования характерных размеров по-
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тока в диапазоне изменения длины лепестка 6,5 ≤ H ≤ 11,5 мм и относитель-
ный разбег модельных значений в пределах тестового диапазона. 
 

 
Рисунок 4 – Моделирование для  Δ = 4 мм;  B = 4 мм  и  6,5 ≤ H ≤ 11,5 мм, пунктир по-

казывает относительный разброс модельных значений в процентах 
 

 
Рисунок 5 – Результат моделирования  для  4,25 ≤ Δ ≤ 5,5 мм;  B = 4 мм и H = 9,5 мм 

 
 
На рис. 5 показаны результаты моделирования характерных размеров по-

тока в диапазоне изменения длины лепестка 4,25 ≤ Δ ≤ 5,5 мм и относитель-
ный разбег модельных значений в пределах тестового диапазона. 

Подтверждение применимости построенных моделей и окончательная 
коррекция возможно следующими способами:  

– проведением экспериментальных исследований, хотя бы в пределах 
приведенных диапазонов параметров оребрения, 

– численным экспериментом для всего процесса передачи тепла от 
греющих газов к рабочему телу и экспериментальной проверкой для 
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нескольких вариантов оребрения, 
– численным экспериментом для передачи тепла от греющих газов к рабо-
чему телу для реализованных типов устройств с опубликованными харак-
теристиками, использующих оребренные поверхности теплообмена. 

 
5 Моделирование процессов конвективного теплообмена. В данной 

работе авторами реализован [1] способ определения расчетных зависимостей 
для коэффициентов теплоотдачи на тепловоспринимающие поверхности ореб-
рения основанный на определении чисел Re по усредненным размерам линий 
тока. Это позволило моделировать сложное течение газа в пространстве между 
соседними ребрами, как течение в плоском канале заданной толщины. 

В связи с этим введены три дополнительные параметра модели, представ-
ляющие собой значения эквивалентных размеров для каждого канала. Подобный 
подход использован в [4], где в качестве определяющего размера эквивалентного 
канала использована длина линии тока на участке исследования. Для этого вари-
анта модели существенно упрощается вычислительный процесс потому, что для 
всех трех эквивалентных течений использовалась один и тот же вид описания 
процесса теплоотдачи со стороны газов, изменялись только значения определяю-
щих размеров Li, i = 1,2,3. Одновременно значения чисел Рейнольдса получаются 

различными на разных участках границ Re g i
gi

g

w L
ν

= , i = 1,2,3. 

Выпишем выражения для коэффициентов теплоотдачи всех границ мо-
дельной области. Так, коэффициент теплоотдачи от газов ко всем поверхно-
стям лепестка оребрения принимается равным α1, к поверхности кольца ореб-
рения – α2, к неоребренной поверхности трубы – α3, при этом: 

0,5 0,330,66 Re Prg
i g g

iL
=

λ
α ,    Re < 40000,                                (5) 

0,8 0,430,037 Re Prg
i g g

iL
=

λ
α ,    Re ≥ 40000,    i = 1,2,3.                     (6) 

 
Выводы 
На приведенных тестах показана возможность применения использован-

ного подхода к задаче моделирования параметров сложного потока на функ-
циональном уровне с одним модельным параметром L. В диапазонах измере-
ния реальных размеров оребрения 4,25 ≤ Δ ≤ 5,5 и 6,5 ≤ H ≤ 11,5 мм модель-
ный разброс не превышал 8 %, а в сравнении со значениями, полученными 
графическим методом – 5 %. 

Можно отметить, что модель канала предоставляет более широкие возмож-
ности для моделирования параметров оребрения, в сравнении с моделью обтека-
ния. Поэтому в большинстве случаев может оказаться предпочтительной. 

Аналогично, применение изложенного подхода реализует моделирование 
потока для неразрезанной части оребрения, с целью привести к использова-
нию однотипных моделей в задачах для обтекания сложных комбинированных 
поверхностей. Граничные условия получают более простые выражения и рас-
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пределения температур в материале трубы не зависят от положения разреза (про-
дольный или поперечный) относительно оси трубы. Такой подход может сущест-
венно упростить реализацию численного решения для задач теплообмена.   

Полученные результаты позволяют сравнивать течение теплоносителя в 
различных конфигурациях оребренных экранов и позволяют использовать их в 
задачах, связанных с теплообменом между потоком и тепловоспринимающей 
поверхностью сложной формы. 

Унифицированные выражения (5,6) существенно упрощают алгоритмы 
вычисления граничных значений для условий теплоотдачи на границе грею-
щие газы – тепловоспринимающие оребренные поверхности. 

 
Список литературы: 1. Филиппов Э.Б., Черепенников Г.Б., Лещенко Т.Г. Метод численного ис-
следования тепловой эффективности трубчатой поверхности нагрева с поперечно-лепестковым 
оребрением // Теплоэнергетика. – 2006. – № 6. – С. 36-40. 2. Лойцянский Л. Г. Механика жидкости 
и газа. – М.: «Наука», 1978. – 736 с. 3. Л. Л. Товажнянский, А.М. Никитин и др. Исследование гид-
родинамики турбулентных потоков в моделях: каналов пластинчатых теплообменников // ХПИ, 
Тез. докл. Всес. конф. «Повышение эффективности, совершенствование процессов и аппаратов 
хим. Производств». – Харьков: 1985. – Т. 3. 4. Теоретические основы теплотехники. Теплотехни-
ческий эксперимент: Справочник / Под общ. ред.чл.-корр. АН СССР В.А. Григорьева, В. М. Зорина. 
– 2-е изд., перераб. – М.: Энергоатомиздат, 1988. – 560 с. 

Поступила в редколлегию 11.11.2010. 
 
 
 
 

УДК 539.3 
 
Е.О.БЕЗДЕТКО, инж. I кат., НТУ «ХПИ»; 
А.А.ОСЕТРОВ, асс., НТУ «ХПИ» 
 
ПРИМЕНЕНИЕ RFM К ЗАДАЧАМ О КОЛЕБАНИЯХ  
ПЛАСТИН С РАЗРЕЗАМИ ПРИ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ И 
СПЛАЙН-АППРОКСИМАЦИИ 
 

Розглядаються задачі про власні коливання тонких пластин, що містять розрізи та мають різні 
види граничних умов. Математична модель задачі уявляє собою диференціальне рівняння 
четвертого порядку відносно прогину. Розв’язок поставленої задачі виконується варіаційно-
структурним методом. Для побудови базисних функцій, які враховують розріз пластини, 
розташований в середині області, використано структури спеціального виду. При цьому 
апроксимація невизначених компонент виконується за допомогою степеневих поліномів, а також 
сплайнів. Отримано чисельні результати для квадратних вільно опертих та жорстко закріплених 
пластин з вертикальним розрізом, які  добре узгоджуються з відомими в літературі. В роботі також 
наведено форми та частоти коливань квадратних пластин з прямолінійним нахиленим розрізом. 
Побудовані структури розвязків можуть бути використані для криволінійних розрізів, будь-якої 
геометрії пластини та різних видів крайових умов. 

 
Eigenfunctions and eigenvalues of thin plates with cuts and different boundary conditions are being in-
vestigated. The governing equations for plates are differential equations of the fourth order constructed 
relatively to deflection. The given problem is solved by variation-structural method. Special types of 
structures are used to build basic functions taking internal cuts in account. Here the approximation of un-
defined components is performed using power polynomials and splines. Obtained numerical results for 
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simply supported and clamped square plates with the vertical cut have a good agreement with known in 
literature. Also results for eigenvalues and eigenforms of square plates with slope cut are presented. The 
constructed solution structures can be used for curvilinear cuts, different geometrical forms and boundary 
conditions of plates. 
 

Задача о колебаниях тонких пластин привлекает внимание многих авто-
ров, поскольку элементы конструкций, моделируемые пластинами, часто ис-
пользуются на практике. Влияние граничных условий на частоту колебаний 
пластины достаточно полно обсуждалось в литературе. Однако задаче о коле-
баниях пластины с разрезом посвящено лишь небольшое количество работ. В 
то же время, решение такой задачи является важным, поскольку разрезы мож-
но рассматривать как первое приближение открытых трещин, которые дейст-
вительно могут появиться в процессе эксплуатации конструкции.  

В настоящей работе предлагается подход к решению задач о колебаниях 
пластин с разрезами, основанный на методе R-функций [2]. 
 

1 Математическая постановка.  Рассмотрим однородную тонкую пластину 
постоянной толщины h. Дифференциальное уравнение движения колеблющейся 
тонкой пластины, полученное в рамках классической теории имеет вид [8]: 

2
4

2 0h WW
D t
ρ ∂

∇ − =
∂

,                                                   (1) 

где ρh – масса пластины, отнесенная к единице поверхности. 
Для защемленной пластины уравнение (1) дополняется следующими гра-

ничными условиями: 
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где n – внешняя нормаль к контуру пластины ∂Ω, а для свободно опертой пла-
стины – граничными условиями: 
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где τ – касательная к контуру пластины ∂Ω, ρ0 – радиус кривизны границы, а v0 
– коэффициент Пуассона. 
 

2 Метод решения. В соответствии с методом Ритца, задача о свободных 
поперечных колебаниях тонкой пластины постоянной толщины h сводится к 
нахождению минимума следующего функционала: 
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на множестве координатных функций [3], удовлетворяющих по крайней мере 
кинематическим граничным условиям. При этом способ построения системы 
базисных функций зависит от вида заделки пластины на границе. Согласно 
методу R-функций [2], структуры решения краевых задач (1)-(2) и (1)-(3) име-
ют следующий вид: 

1. Для защемленной пластины: 
W = ω2Ф;                                                         (5) 

2. Для свободно опертой пластины: 
W = ωФ,                                                          (6) 

где ω = 0 – уравнение границы области, Ф – неопределенная компонента 
структуры решения. 

В случае если пластина содержит разрез l = 0, структуры решения (5) и 
(6) уже не будут обладать свойством полноты [4]. Для учета того факта, что 
аппроксимируемое решение по разные стороны от разреза ведет себя, вообще 
говоря, независимо, в [4] была предложена следующая структура решения 
краевой задачи (1)-(2): 

( ) ( )[ ]2211
2 ,, Φ+Φω= yxqyxqW ,                                    (7) 

где Ф1 и Ф2 – неопределенные компоненты, q1 и q2 – функции, которые при 
подходе к разрезу по нормали с одной его стороны стремятся к нулю, а при 
подходе с другой – к 1: 
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=ω1  [2], l = 0 – уравнение линии, со-

держащей разрез ωr = 0, при этом знак l меняется при переходе через линию l = 0. 
Для задачи (1)-(3) предлагается использовать такую структуру решения: 

( ) ( )[ ]2211 ,, Φ+Φω= yxqyxqW .                                    (9) 
Заметим, что ω = 0 здесь, как и в формулах (5), (6) – это уравнение грани-

цы области без разреза; ωr = 0 – уравнение разреза, которое используется при 
построении функций q1 и q2. В [4] доказана теорема о том, что построенные с 
помощью структур (7), (9) последовательности координатных функций удов-
летворяют главным краевым условиям задачи и образуют полную систему. С 
помощью этих структур в [4] решена задача изгиба тонкой пластины, содер-
жащей разрез. В настоящей работе нами рассматривается задача о колебаниях 
такой пластины. 

 
3 Численные результаты. Рассмотрим тонкую пластину квадратной 

формы, а) жестко защемленную по контуру и б) свободно опертую по контуру. 
Для свободно опертой пластины известно точное решение задачи о колебани-
ях, а для защемленной – приближенные решения, например, решение, полу-
ченное методом рядов [8]. Для сравнения решим эти задачи методом R-
функций, используя полные структуры решений (5) и (6) соответственно. Не-
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определенную компоненту Ф будем аппроксимировать полиномами (степень 
полинома N = 10) и сплайнами (сетка сплайнов 16 × 16). В табл. 1, 2 приведе-
ны значения безразмерного частотного параметра Λi для первых четырех час-
тот квадратной пластины с различными способами заделки. 

( )
2

2
2 112

Eh
a ii

νρλ −
=Λ , 

где λi – i-я частота колебаний пластины, a – характерный размер, ρ – плотность 
материла, из которого сделана пластина, h – ее толщина. 

Проведем исследование свободных колебаний тонкой пластины квадратной 
формы, содержащей разрез, расположенный по центру параллельно одной из сто-
рон (рис. 1). Для такой задачи неизвестно точное решение, однако она решена 
приближенно с помощью МКЭ [1]. Решим эту задачу методом R-функций. 

 
Таблица 1 – Безразмерные частотные параметры квадратной жестко  

защемленной пластины 
Метод решения Λ1  Λ2  Λ3  Λ4  
Метод рядов [8] 35,985 73,40 73,40 108,22 

RFM + pol, N = 10 36,0 73,4 73,4 108 
RFM + spl, сетка 16 × 16 35,98 73,39 73,39 108,2 
 
Таблица 2 – Безразмерные частотные параметры квадратной свободно  

опертой пластины 
Метод решения Λ1  Λ2  Λ3  Λ4  

Точное решение [8] 19,739 49,348 49,348 78,957 
RFM + pol, N = 10 19,7 49,3 49,3 79,0 

RFM + spl, сетка 16 × 16 19,74 49,35 49,35 78,96 
 

 
Рисунок 1 

 
Отношение стороны квадрата к длине разреза принято равным l/a = 0,5. 

Условия закрепления на краях пластины – жесткое защемление, разрез сво-
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бодный. Для этой задачи уравнение линии l, содержащей разрез – это уравне-

ние оси y, то есть l ≡ x. Значит, ( )
x

D r
r

l
∂
ω∂

=ω1  (так как 1=
∂
∂
x
l ; 0=

∂
∂
y
l ). В табл. 

3-6, 8 приведены значения безразмерного частотного параметра Λi для первых 
четырех частот. 

Данная задача решена в работе методом RFM с помощью полиномиаль-
ной и сплайн-аппроксимации неопределенных компонент. Как показал чис-
ленный эксперимент, при использовании полиномиальной аппроксимации, 
стабилизация в третьем знаке начинается с 11 степени полиномов (табл. 3). Ре-
зультаты, представленные в табл. 4 подтверждают, что при сплайн-
аппроксимации достаточно рассмотреть сетку сплайнов 32× 32 и применять 
метод интегрирования, базирующийся на применении семиточечных формул 
Гаусса (7 × 7) на каждом элементарном прямоугольнике сетки. 
 
Таблица 3 – Исследование сходимости значений безразмерного частотного па-

раметра Λi при увеличении количества координатных функций  
(аппроксимация полиномами,  N-степень полинома) 

 Λ1  Λ2  Λ3  Λ4  
N = 6 35,9 69,3 73,4 108 
N = 7 35,6 64,8 73,4 108 
N = 8 34,5 64,2 73,3 107 
N = 9 34,1 64,1 73,2 106 

N = 10 34,0 63,5 72,9 106 
N = 11 33,7 63,2 72,8 106 
N = 12 33,6 62,8 72,7 106 
N = 13 33,5 61,9 72,4 106 
N = 14 33,4 60,2 71,8 106 
N = 15 33,3 59,6 71,5 105 

 
Таблица 4 – Исследование сходимости значений безразмерного частотного па-

раметра Λi при увеличении сетки сплайнов (аппроксимация сплайнами) 
 Λ1  Λ2  Λ3  Λ4  

Sp_8 × 8 34,30 61,89 73,23 106,4 
Sp_16 × 16 33,11 59,47 72,57 105,4 
Sp_24 × 24 32,81 58,97 72,39 105,2 
Sp_32 × 32 32,67 58,61 72,28 105,0 

 
В табл. 5, 6 приведены безразмерные частотные параметры свободных 

колебаний исследуемой пластины при условии жесткого защемления на краях 
(разрез свободный) и при условии свободного опирания, полученные методом 
конечных элементов (J.A. Crossland, S.M. Dickinson [1]) и методом R-функций 
(аппроксимация полиномами и сплайнами). Полиномиальная аппроксимация 
проведена в системе POLE-RL при количестве точек Гаусса k = 5 и степени 
аппроксимационного полинома N = 15. Результаты аппроксимации сплайнами 
получены при сетке сплайнов 32 × 32 и удержании узлов интегрирования Га-
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усса 7 × 7 на каждом элементарном прямоугольнике сетки. Численные экспе-
рименты по аппроксимации сплайнами проведены на базе созданного про-
граммного комплекса, использующего математический пакет Maple [6] и ряд 
разработанных программных модулей, реализующих на C++ сплайн-
аппроксимацию неопределенных компонент в структурных формулах (7), (9). 
 

Таблица 5 – Безразмерные частотные параметры жестко защемленной  
пластины (разрез свободный) 

Метод решения Λ1  Λ2  Λ3  Λ4  
RFM + pol, N = 15 33,3 59,6 71,5 105 

RFM + spl, сетка 32 × 32 32,67 58,61 72,28 105,0 
МКЭ [1] 32,73 58,99 72,28 105,1 

 
Таблица 6 – Безразмерные частотные параметры свободно опертой пластины 

(разрез свободный) 
Метод решения Λ1  Λ2  Λ3  Λ4  

RFM + pol, N = 15 18,4 44,1 48,3 78,0 
RFM + spl, сетка 32 × 32 17,92 43,35 48,78 77,68 

 
Таблица 7 – Формы свободных колебаний и соответствующие им значения Λi 

жестко защемленной и свободно опертой пластины 

 
 

Λ1 = 32,67 Λ2 = 58,61 Λ3 = 72,28 Λ4 = 105,0 

  
Λ1 = 17,92 Λ2 = 43,35 Λ3 = 48,78 Λ4 = 77,68 

 
Анализ результатов табл. 5, 6 показывает, что появление свободного раз-

реза приводит к уменьшению основного частотного параметра Λ1 на 9 % (вне 
зависимости от вида граничного условия на внешнем контуре пластины). На 
параметр Λ2 появление разреза влияет сильнее: в случае жесткой заделки Λ2 
уменьшается на 20 % по сравнению с пластиной без разреза, а в случае сво-
бодного опирания – на 12 %. Наглядно это продемонстрировано в табл. 7. В 
ней приведены первые четыре формы и значения частотного параметра Λi 
свободных колебаний пластины, представленной на рис. 1, полученные с по-
мощью сплайн-аппроксимации при жестко закрепленном контуре (первая 
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строка таблицы) и при свободно опертом контуре. Сравнивая вторые формы 
колебаний, мы видим, что в случае жестко закрепленного контура раскрытие 
разреза больше. 

Таким образом, наличие свободного разреза, который моделирует трещи-
ны в первом приближении, существенно влияет на спектр собственных частот 
колебаний пластин.  

Заметим, что построенные структурные формулы являются универсаль-
ными относительно геометрии трещины. Рассмотрим, например пластину, 
изображенную на рис. 2. Здесь разрез расположен под углом 45 градусов, от-
ношение стороны квадрата к длине разреза по-прежнему l/a = 0,5, пластина 
защемлена по контуру, разрез свободен. 

 

 
Рисунок 2 

 
Благодаря использованию метода R-функций, для вычисления частот 

свободных колебаний этой пластины требуется изменить лишь небольшую 
часть программы, написанной для расчета пластины на рис. 1. Ниже приведе-
но исследование сходимости значений безразмерного частотного параметра Λi 
при увеличении количества координатных функций (табл. 8) и при увеличении 
сетки сплайнов (табл. 9). Сравнение результатов приведено в табл. 10. 

 
Таблица 8 – Исследование сходимости значений безразмерного частотного па-

раметра Λi при увеличении количества координатных функций для  
квадратной жестко защемленной пластины со свободным наклонным  

разрезом (аппроксимация полиномами,  N-степень полинома) 
 Λ1  Λ2  Λ3  Λ4  

N = 10 29,3 57,4 66,1 102 
N = 11 29,0 56,7 65,8 100 
N = 12 28,9 55,6 65,3 99,9 
N = 13 28,8 54,5 65,1 99,4 
N = 14 28,6 53,7 64,4 98,1 
N = 15 28,4 52,7 63,5 96,4 
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Таблица 9 – Исследование сходимости значений безразмерного частотного па-
раметра Λi при увеличении сетки сплайнов для квадратной жестко  

защемленной пластины со свободным наклонным разрезом (аппроксимация 
сплайнами) 

 Λ1  Λ2  Λ3  Λ4  
Sp_8 × 8 34,99 64,80 71,71 105,3 

Sp_16 × 16 33,26 59,24 71,76 102,8 
Sp_24 × 24 32,67 57,77 71,53 101,4 
Sp_32 × 32 32,50 56,95 71,42 101,1 

 
Таблица 10 – Безразмерные частотные параметры жестко защемленной  

пластины с наклонным разрезом (рис. 2) 
Вид аппроксимации неопреде-

ленных компонент Λ1  Λ2  Λ3  Λ4  

Степенные полиномы, N = 15 28,4 52,7 63,5 96,4 
Сплайны, сетка 32 × 32 32,50 56,95 71,42 101,1 

 
Анализ табл. 10 показывает расхождение результатов более чем на 10 % 

между разными аппроксимационными схемами. Данный факт, по нашему 
мнению связан с особенностью интегрирования каждого из аппроксимацион-
ных подходов и не имел места в случае параллельного одной из сторон разреза 
(табл. 5-6). 

Формы свободных колебаний пластины, представленной на рис. 2, полу-
ченные с помощью сплайн-аппроксимации при жестко закрепленном контуре 
(разрез свободный), приведены в табл. 11. 

 
Таблица 11 – Формы свободных колебаний и соответствующие им значения Λi 

жестко защемленной пластины со свободным диагональным разрезом 

  
Λ1 = 32,50 Λ2 = 56,95 Λ3 = 71,42 Λ4 = 101,1 
 
Анализ результатов табл. 5 и 10 показывает, что поворот свободного раз-

реза не оказал существенного влияния на основную частоту жестко закреп-
ленной пластины. При этом 4-я собственная частота изменилась на 4 %, что 
наглядно иллюстрируется «выпучиванием» соответствующей формы колеба-
ний пластины в области свободного выреза. 

При применении полиномиальной аппроксимации с более высокими сте-
пенями аппроксимирующих полиномов наблюдалась нестабильность алгорит-
мов линейной алгебры, таким образом дальнейшее уточнение решения услож-
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нялось. Это обстоятельство и сопоставление сходимости результатов при по-
линомиальной и сплайн-аппроксимации для исследуемых пластин с разрезом, 
приводит к выводу о большей эффективности сплайн-аппроксимации. Однако 
необходимо отметить, что полиномиальная аппроксимация требует значи-
тельно меньше вычислительных затрат, поэтому в случае удовлетворительной 
сходимости результатов стоит отдать предпочтение ей. 

 
Выводы 
В работе предложен эффективный метод анализа влияния свободного 

разреза на спектр собственных колебаний пластин при разных видах гранич-
ных условий. На основе предложенного метода проведено численное исследо-
вание влияния разреза на спектр собственных частот и форм изотропных пла-
тин при жестком защемлении и шарнирном опирании по внешнему контуру с 
использованием двух аппроксимационных подходов. Даны рекомендации по 
применимости приведенных подходов. В работе также приведено сравнение 
полученных результатов с ранее опубликованными, что подтверждает досто-
верность полученных результатов. 

В дальнейшем предполагается, что база алгоритмов и программное обес-
печение будут использованы для исследования пластин сложной формы с кри-
волинейными разрезами, а также для исследования динамического поведения 
оболочек. 
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РАСШИРЕНИЕ ВОЗМОЖНОСТЕЙ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА 
КОНСТРУКТИВНЫХ ДОПОЛНЕНИЙ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ 
ОБРАЗЦОВ-СВИДЕТЕЛЕЙ 
 

Розглянуті особливості застосування методу конструктивних доповнень при використанні зразків-
свідків, а також шляхи розширення його можливостей на основі нового методу оцінки довговічно-
сті агрегатів і конструкцій, в основу якого покладена ідея внесення конструктивних доповнень в 
досліджуваний об'єкт для накопичення експлуатаційних пошкоджень з подальшим проведенням 
стендових випробувань. Результати досліджень можуть бути використані для вироблення констру-
кторських і технологічних рекомендацій з підвищення втомного ресурсу виробів, які експлуату-
ються в умовах динамічного вантаження. 

 
The features of the method of constructive additions to the use of witness samples, as well as ways to 
broaden its capabilities through a new method of assessing durability of components and structures, based 
on the idea of making structural additions to the object of study for the accumulation of operational dam-
age, followed by bench tests. The research results can be used to develop design and technological rec-
ommendations to improve the fatigue life of products, operating in conditions of dynamic loading. 

 
Введение 
Применение образцов-свидетелей связано с задачами контроля и диагно-

стирования состояния оборудования и трубопроводов объектов ядерного топ-
ливного цикла, контроля качества покрытий на изделиях (объектах), контроля 
термической обработки деталей и др. [1-5]. 

По способу применения образцов-свидетелей можно выделить два основ-
ных метода, а именно метод непосредственной замены образцами-
свидетелями объектов контроля (при контроле качества покрытий на изделиях 
(объектах), контроле термической обработки деталей) и метод конструктив-
ных дополнений, когда образцы-свидетели прикрепляются к исследуемому 
объекту и длительное время вместе с ним находятся под действием агрессив-
ной среды (например, оборудование объектов ядерного топливного цикла). 

Применение метода конструктивных дополнений можно показать на 
примере контроля корпусов ядерных реакторов [5].  

Корпуса ядерных реакторов подвержены радиационному охрупчиванию. 
Это создает потенциальную угрозу разрушения всей конструкции. Для кон-
троля за состоянием материалов корпуса атомщики используют так называе-
мые образцы-свидетели, которые устанавливаются в специально выбранных 
местах внутри корпуса. Через определенные интервалы в течение всего време-
ни эксплуатации реактора, часть комплектов образцов извлекается для прове-
дения необходимых анализов. 
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Постановка проблемы 
Стремление многих стран-пользователей атомными электростанциями 

продлить сроки эксплуатации приводит к нехватке образцов-свидетелей. 
Так по сообщению AtomInfo.Ru японские атомные энергоблоки, отрабо-

тавшие 30 и более лет, рискуют столкнуться с нехваткой образцов-свидетелей, 
использующихся для контроля за состоянием корпуса реактора. 

Таким образом, возникла задача создания методов контроля и оценки ре-
сурса объектов длительного пользования на основе кратковременного (по от-
ношению к общей длительности эксплуатации) применения образцов-
свидетелей и по результатам их испытаний делать оценку состояния иссле-
дуемого оборудования. 

Предложенный в работе [6] метод оценки долговечности агрегатов и кон-
струкций на основе комплексного использования внесения конструктивных 
дополнений и виброусталостных испытаний позволяет расширить возможно-
сти применения метода конструктивных дополнений при использовании об-
разцов-свидетелей. 

Суть метода [6] заключается в том, что в зонах возможных поломок агре-
гата или конструкции укрепляется образцы-свидетели заблаговременно перед 
запланированными сроками контроля, осуществляют заданный цикл нагруже-
ния в условиях эксплуатации, а затем по данным экспериментальных исследо-
ваний формируют систему из n уравнений с n неизвестными и по результатам 
их решения делают выводы по оценке надежности контролируемого оборудо-
вания.  

Система из 5 формирующих уравнений будет иметь вид 
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где ni – число циклов данного уровня напряжений; σ – действующие напряже-
ния; m, A – параметры уравнения. 

Из системы уравнений (1) можно определить значения nj1 согласно выра-
жений 
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где 54321 ,,,, BBBBB  – числовые значения параметров 5141312111 ,,,, nnnnn . 
Значение σ1 выбирается в виде максимального значения из σi, получен-

ных расчетным путем с помощью программного комплекса (ПК) ANSYS для 
зоны крепления образцов-свидетелей в данной конструкции или путем пере-
бора на основании кривой усталости материала и определения значений пара-
метров (2). 

Дело в том, что значения ni являются действительными числами от 1 до 
Bi. В случае, если при выбранных значениях ряда σ1,…,σ5 на основании стати-
ческого или вибрационного нагружения образца с наклеенными со смещением 
по длине образца (в точках предполагаемого крепления при усталостных ис-
пытаниях) тензодатчиками (см. рисунок), значения ni, соответствующие мак-
симальным σi будут существенно меньше 1, то необходимо производить пере-
счет системы (1) для следующего значения σi.  

 

 
Образец с наклеенными тензодатчиками 

 
Например, σ2 становится σ'1 и осуществляется повторный расчет значе-

ний B1,…,B5. 
Правомочность ограничения числа уравнений в системе (1) связана с 

принципом построения кривой усталости материала, где минимальное значе-
ние σi определяется величиной предела выносливости σ−1. 

Для учета влияния повышенных температур и других дополнительных 
факторов при проведении стендовых усталостных испытаний образцов-
свидетелей можно использовать специальные испытательные стенды [7]. В та-
ких стендах испытание образцов производят в специальных камерах, в кото-
рых можно задавать требуемые программой испытания параметры. 
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Выводы 
Рассмотренный в работе метод оценки долговечности агрегатов и конст-

рукций позволяет устанавливать образцы-свидетели заблаговременно перед 
запланированными сроками контроля, что может помочь решить задачу ком-
пенсации нехватки изначально заложенных образцов.  

Кроме этого, данный метод можно использовать при решении задачи ка-
чественной и количественной оценки изменения динамической прочности 
усовершенствованных конструкций или подвергнутых ремонту.  

 
Список литературы: 1. ГОСТ 9.406-84. Покрытия органосиликатные. Технические требования и 
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ОСОБЕННОСТИ МОДЕЛИРОВАНИЯ СОСТАВНЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ ОСНАСТКИ НА 
ПРИМЕРЕ МАТРИЦ ДЛЯ ВЫДАВЛИВАНИЯ 

 
У статті розглядається задача міцності щодо складеної бандажованої матриці для видавлювання. 
Об'єктом дослідження є конічна матриця із впиранням на фундамент. Проаналізований вплив різ-
них режимів нагріву на напружений стан матриці. 
 
The firmness analyzing problem of  the composite bandaging die for stamping of materials are considered 
in this work. The conical die with support on fundament is the investigation object. The influence of dif-
ferent components of die heating  on the die stress state was analyzed.  
 

Актуальность и состояние проблемы. При анализе прочности и жест-
кости различных конструкций одним из центральных вопросов является обос-
нованный выбор расчетных схем. Современный уровень развития вычисли-
тельной техники обуславливает широкое применение различных численных 
методов анализа напряженно-деформированного состояния. Использование 
численных методов подразумевает как можно более полный учет реальных 
геометрических параметров конструкции, условий закрепления и нагружения.  

Так, при расчете составных матриц для выдавливания центральными во-
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просами являются: учет контактного взаимодействия между составными час-
тями матрицы и между матрицей и деформируемой заготовкой, учет упруго-
пластического деформирования заготовки, учет неравномерно распределенно-
го температурного поля. При пластическом деформировании заготовки проис-
ходит выделение тепла [1]. Следствием этого является то, что детальный ана-
лиз напряженного состояния различных видов матриц штампов приводит к 
необходимости предварительного решения задачи теплопроводности. Поэтому 
определенный интерес представляет выяснение влияния на напряженное со-
стояние дополнительного теплового воздействия, связанного с пластическим 
деформированием заготовки. 

 
Постановка задачи и метод решения. Для оценки степени влияния до-

полнительного тепловыделения на напряженное состояние матрицы в данной 
работе рассматривается термоупругое деформирование составной бандажиро-
ванной матрицы, одна из возможных расчетных моделей которой приведена 
на рис. 1. Эта расчетная модель получена путем упрощения схем составных 
бандажированных матриц, приведенных в работе [2]. На рис. 1 приведены 
геометрические параметры и параметры температурного нагружения. Следует 
отметить, что расчетная схема, содержит основные конструктивные элементы, 
встречающиеся в конструкциях составных бандажированных матриц: рабочую 
вставку – 1 (материал сталь Х12М, E = 2,2 · 105 МПа; α = 11,2 · 10−6; ν = 0,3 [3]) 
и бандажи – 2,3 (материал сталь 35ХГСА, E = 1,98 · 105 МПа; α = 12,2 · 10−6; 
ν = 0,1 [3]). 
 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема составной матрицы 

 
Специфика силового и теплового нагружений позволяют рассматривать 

эту расчетную схему в рамках осесимметричной задачи. При решении задачи 
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теплопроводности примем следующие допущения. Матрицу будем рассматри-
вать отдельно от заготовки. Ее влияние на поле температур в матрице можно 
представить температурой заготовки, которая неравномерно распределяется 
по участкам внутренней поверхности рабочей вставки. На верхнем цилиндри-
ческом участке полагаем, что температура постоянна и совпадает с температу-
рой окружающей среды T0. В пределах конического участка поверхности  
происходит значительный нагрев заготовки, связанный с тем, что в этой зоне 
находится очаг деформации. На этом участке температура задается также по-
стоянным значением T1. И, наконец, на нижнем цилиндрическом участке ра-
бочей вставки примем линейный закон распределения температуры от темпе-
ратуры нагрева T1 до значения T2 = T1/2. Температуру нагрева в очаге дефор-
мации можно найти при помощи связи выделяющейся тепловой энергией АТ и 
работой пластической деформации Апл, которая устанавливается через коэф-
фициент выхода тепла ηТ. На основании экспериментальных данных установ-
лено [1], что для конструкционных сталей .85,0...75,0=ηT  В результате ока-
зывается, что заготовка нагревается в диапазоне 100°÷200°С. 

Задача нахождения установившегося температурного поля в нагретой 
конструкции в рамках осесимметричной задачи эквивалентна проблеме мини-
мизации функционала следующего вида: 
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Вторая часть функционала в соотношении (1) учитывает конвективный 
теплообмен с внешней средой на наружных поверхностях матрицы. где α – 
коэффициент конвективного теплообмена, T∞ – температура внешней среды, K 
– коэффициент теплопроводности материала. В качестве расчетных примем 
следующие значения указанных параметров: α = 50 Вт/м; T∞ = 25 °С; 
K = 50 Вт/м2. Термоупругая задача решалась без учета механических поверх-
ностных и объемных нагрузок. В этом случае задача сводилась к минимизации 
функционала: 

( ) ( ) ( )[ ]∫∫ γτ+α−εσ+α−εσ+α−εσπ=Π ϕϕ
S

rzrzzzrr rdrdzTTT ,               (2)  

 
Оценки прочности керамического контейнера. При численном анализе 

применялся метод конечных элементов. Конструкция разбивалась на четырех-
узловые косоугольные изопараметрические элементы с билинейной аппрок-
симацией температуры и перемещений. Между составными частями матрицы 
вводились слои специальных контактных элементов.  

Специальным образом подобранные механические и теплофизические 
характеристики материала слоев [4] позволили моделировать условия идеаль-
ного теплового контакта и механический натяг (0,02 мм) между составными 
частями матрицы. Решение задач теплопроводности и термоупругости в трех 
вариантах и заготовки проведено с помощью конечно-элементного программ-
ного комплекса SPACE-T [5]. 
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Геометрические характеристики модели матрицы были приняты следую-
щими: R1 = 13 мм; R2 = 20 мм; R3 = 28 мм; R4 = 44,8 мм; h1 = 20 мм; 
h2 = 26,12 мм; h3 = 100 мм; h4 = 56,12 мм; a = 10 мм. Расчет проводился для 
трех значений температурного воздействия на матрицу T1 = 100 °C; 
T1 = 150 °C; T1 = 200 °C. На рис. 2 приведены графики зависимости температу-
ры от радиальной координаты r в сечении матрицы z = h1. Штриховыми ли-
ниями показаны габаритные радиусы матрицы в этом сечении. 

 

 
Рисунок 2 – Зависимость температуры от радиальной координаты в сечении матрицы 

при различных режимах нагрева 
 

 
Рисунок 3 – Распределение интенсивности напряжений σi в нагретой матрице 
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Анализируя эти графики, можно отметить, что качественно в трех случа-
ях распределение температуры практически идентично. Кроме того, по графи-
кам можно проверить справедливость утверждений об автоматическом вы-
полнении условий идеального теплового контакта при построении конечно-
элементной модели. Графики непрерывные, гладкие монотонно убывающие, 
следовательно, можно утверждать, что в области соприкосновения различных 
частей модели с различными свойствами выполняются условия идеального те-
плового контакта.  

После решения задачи стационарной теплопроводности решалась задача 
термоупругости со всеми упрощениями, оговоренными ранее. Учет влияния  
неравномерного нагрева производился путем введения квазистатических узло-
вых усилий. На рис. 3 представлен графики распределения интенсивности на-
пряжений в нагретой (за счет тепла, выделяющегося при деформировании) 
матрице в радиальном направлении в сечении z = h1, при различных темпера-
турных режимах 

Максимальные значения интенсивность напряжений σi = 0,712 ГПа дос-
тигает в точках зон, прилегающих к поверхности рабочей вставки в очаге де-
формации, которая, как и следовало ожидать, является наиболее нагруженным 
элементом конструкции из-за наибольшего перепада температуры на ней.  

Следует отметить, что в большей части конструкции уровень напряжений 
гораздо (приблизительно в 12-15 раз) меньше чем в той части рабочей вставки, 
которая непосредственно контактирует с заготовкой.  

В то же время известно, что от механического воздействия, которое явля-
ется превалирующим для матриц, интенсивность напряжений достигает зна-
чений порядка 15 ГПа, т.е. воздействие тепловыделения при пластическом де-
формировании заготовки является незначительным и им можно пренебречь в 
дальнейших практических расчетах, что значительно сократит время задания 
исходной информации.  

 
Выводы. Проведено моделирование составной бандажированной матри-

цы для полугорячего выдавливания в рамках осесимметричной постановки. 
Решены задачи теплопроводности и термоупругости. Решение проведено ме-
тодом конечных элементов  средствами программного комплекса SPACE-T  

 
Список литературы: 1. Евстратов В.А. Теория обработки металлов давлением. – Харьков: Вища 
школа. Изд-во при Харьк. ун-те, 1981. – 248 с. 2. Евстратов В.А., Кузьменко В.И. Совершенство-
вание конструкций матриц для выдавливания и условия их крепления в штампах // Кузнечно-
штамповое производство. – № 9. – 1997. 3. Геллер Ю.А. Инструментальные стали : 4-е изд. – М.: 
Металлургия, 1975. 4. Конохов В.И., Лавинский Д.В. // Вісник Національного технічного універси-
тету «Харківський політехнічний інститут».- Харків: НТУ «ХПІ». - 2003. - № 5. - С. 93-98. 5. Бон-
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В.А.ВАНИН, д-р техн. наук, проф. НТУ «ХПИ», 
А.А.ГРИГОРЬЕВ, асп., НТУ «ХПИ» 

 
ВОЛНОВЫЕ ПОЛЯ СИНФАЗНЫХ ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ   
КОЛЕБАНИЙ УПРУГОЙ СРЕДЫ 

 
Показано, що зміни амплітуди поперечних синфазних високочастотних коливань пружного сере-
довища, індукованих однорідним полем коливань тиску, описуються системою рівнянь Максвела  
Вивчені умови, при яких в пружно – пластичному суцільному середовищі виникає однорідне поле 
високочастотних коливань тиску.  
 
It is shown that the changes of the amplitude of the cross-section inphase high-frequency oscillations of 
the elastic medium induced by the homogeneous field of the pressure oscillations are described by the set 
of equations of Maxwell. The conditions which cause an elastic medium of the high-frequency pressure 
oscillations in an elastoplastic field are examined. 
 

Введение и постановка задачи. Колебания среды, которую в современ-
ной науке именуют вакуумом, а 100 лет назад называли эфиром, в гауссовой 
системе физических единиц описываются уравнениями Максвелла [1] 
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где ,E H
r r

– напряженности электрического и магнитного поля, q(M) – плот-

ность электрического заряда в точке M, ( )J M
r

 – плотность тока, созданного 
движением свободных зарядов; c – скорость света. В статье [2] было показано, 
что система (1) является факторизацией известного уравнения для поперечных 
упругих смещений ( , )u M tr  сплошной однородной  среды [3]: 

2 2/u t G rot rot u rot Lρ ⋅∂ ∂ = − ⋅ +
rr r ,                                  (2) 

где t – время; ρ – плотность среды; G – модуль сдвига; L
r

– векторный потен-
циал для поля плотностей f

r
 внешних (массовых) сил. При этом напряженно-

сти ,E H
r r

 получили определенную механическую трактовку: 

E G rot u L= ⋅ −
r rr , ( / ) /H G c u t= ⋅∂ ∂

r r ,                                 (3) 
где /c G ρ=  – скорость распространения поперечных колебаний. 

Но, как уже отмечалось в нашей статье [2], а ранее в книге А.Пуанкаре 
[4], система уравнений Максвелла (1) имеет и другие факторизации, которые 
приводят к иным трактовкам для напряженностей. 

Так, если вычислить от каждой части соотношений (3) ротор, а также 
принять обозначение rot u ψ= rr , то мы придем к равенствам 

E G rot fψ= ⋅ −
rr r , ( / ) /H G c tψ= ⋅∂ ∂

r r . 

Теперь напряженность H
r

 пропорциональна угловой скорости вращения 
среды, и это позволяет трактовать второе слагаемое формулы 
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F Q E Q v H= ⋅ + ⋅ ×
r r rr  

для силы Лоренца, действующей на заряд Q, движущийся со скоростью vr , как 
известный в механике эффект Магнуса [5]. 

Однако, и после указанных изменений, трактовки напряженностей не от-
вечают современным представлениям о природе электромагнитного поля. Как 
и для некоторых полей квантовой механики [6], это поле будем считать волно-
вым, то есть образующимся при синфазных высокочастотных колебаниях. В 
волновом поле напряженности ( , ), ( , )E M t H M t

r r
 описывают не сами эти вели-

чины, а амплитуды их колебаний в точке M для момента времени t.  
Изучая свойства синфазного поля колебаний упругой среды, обладающе-

го дополнительным свойством однородности колебаний, мы получим уравне-
ния для указанных волновых полей, которые, как и следовало ожидать, ока-
жутся уравнениями Максвелла вида (1). После чего мы предложим модель уп-
ругой активной среды, обеспечивающую выполнение этого дополнительного 
свойства, и назовем ее средой Максвелла. 

  
Однородные стоячие волны. Уравнение (2) не учитывает продольные 

колебания упругой среды, которые сопровождаются изменением давления и 
плотности. Если эти скалярные величины изменяются синфазно, то им отве-
чают стоячие волны. Известно, что стоячая волна, как правило, не имеет по-
стоянной амплитуды в пределах всего колеблющегося объема, но из этого 
правила существуют исключения, которые будем называть однородными вол-
нами. В статье [7] указывалось, что однородные стоячие волны существуют у 
винтового стержня, навитого с постоянным углом подъема; очевидно, что та-
кие волны возникают и при колебаниях тонкой сферической оболочки. 

Оказывается, что подобные волны существуют и в упругих объемах, ли-
шенных первоначальной кривизны. Так, в последние годы активно развивает-
ся моментная теория упругости [8, 9], описывающая сплошную среду систе-
мой уравнений Коссера: 

  
2 2

2 2

/ (2 ) ( ) 2 ,

/ (2 ) ( ) 2 4 ,

u t grad divu rot rot u rot f

j t grad div rot rot u rot u g

ρ δ

δ δ δ

⎧ ⋅∂ ∂ = + − + + +⎪
⎨

⋅∂ ∂ = + − + + − +⎪⎩

rrr r r

r r rr r r
μ λ μ α α

γ β γ ε α α
     (4) 

где μ, λ – модули упругости, подобные известным модулям Ламэ [10], α, β, γ, ε 
– дополнительные модули упругости модели Коссера, δ

r
 – угол разворота зер-

на, ,j gr  – плотности моментов инерции и массовых сил. 
У однородной стоячей волны в среде Коссера все пространственные про-

изводные равны 0, и система (4) сводится к уравнению 
2 2/ 4 0j tδ δ⋅∂ ∂ + ⋅ =
r r

α ,                                         (5) 
которому отвечает однородное поле синфазных гармонических колебаний зе-
рен, происходящих с круговой частотой 2 /c jω = α .  

Указанные колебания могут, например, объяснить причину существова-
ния спина у фотона и других элементарных частиц, но для целей данного ис-
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следования они бесполезны. Электромагнитное поле является полем попереч-
ных колебаний, поэтому в качестве несущего (и, одновременно, донорского) 
поля здесь могут выступать только лишь продольные колебания (то есть, ко-
лебания давления и плотности). У среды, обладающей нужными свойствами, 
материал зерна должен иметь коэффициент сжатия, значительно превышаю-
щий такой же коэффициент для остальной среды; пример такой среды будет 
описан в этой статье далее. Но прежде, не сосредотачиваясь здесь на деталях 
решения этой задачи (которая, к тому же, может иметь и другие решения), мы 
выведем уравнения для соответствующих волновых полей.    

 
Усреднение динамических характеристик синфазного поля. Если 

плотность упругой среды переменная, то уравнение ее линейных колебаний 
имеет следующий вид: 

( ) ( ) ( )/ /u t t grad K divu rot G rot uρ∂ ⋅∂ ∂ ∂ = −
r r r ,                      (6) 

где K – модуль объемного сжатия, (2 2 /(1 2 ))K Gμ μ= + − ⋅ ; μ – коэффициент 
Пуассона; остальные обозначения даны ранее. Левая часть уравнения (6) при 
отсутствии скорости переноса определяет изменение импульса, а правая часть 
– упругую силу, являющуюся причиной этого изменения.  

Будем считать, что плотность ρ, а также модули K, G изменяются по син-
фазному гармоническому закону, то есть 

0 sin прtρ ρ ρ ω∗= + ⋅ ,  0 sin прK K K tω∗= + ⋅ ,   0 sin прG G G tω∗= + ⋅ , 
причем коэффициенты, используемые в правых частях этих равенств, одина-
ковы для всего колеблющегося объема и являются медленно изменяющимися 
во времени величинами либо константами. Теперь естественно и решение 
уравнения (6) искать в виде 

sin прu u tω∗= ⋅
r r , 

причем, поскольку амплитуды ρ* и p* изменения плотности и давления про-
порциональны величине divu∗

r , то эта дивергенция не зависит от координат и 
времени, и это означает, что мы моделируем поперечные колебания среды. 
Подставим это решение в левую часть уравнения (6) и получим: 

/ / sin cosпр пр прu t u t t u tω ω ω∗ ∗∂ ∂ = ∂ ∂ ⋅ + ⋅ ⋅
r r r ; 

2 2 2 2 2/ / sin 2 / cos sinпр пр пр пр прu t u t t u t t u tω ω ω ω ω∗ ∗ ∗∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂ ⋅ − ⋅ ⋅
r r r r ; 

( ) 2 2
0/ / cos / ( sin ) /пр пр прu t t t u t t u tρ ρ ω ω ρ ρ ω∗ ∗∂ ⋅∂ ∂ ∂ = ⋅ ⋅ ⋅∂ ∂ + + ⋅ ⋅∂ ∂ =

r r r  

( )cos / sin cosпр пр пр пр прt u t t u tρ ω ω ω ω ω∗ ∗ ∗= ⋅ ⋅ ⋅ ∂ ∂ ⋅ + ⋅ ⋅ +
r r  

( )2 2 2
0( sin ) / sin 2 / cos sinпр пр пр пр пр прt u t t u t t u tρ ρ ω ω ω ω ω ω∗ ∗ ∗ ∗+ + ∂ ∂ + ∂ ∂ ⋅ − ⋅ =

r r r  
2 2 2 2 2

0 0/ ( sin sin ) ( cos 2 sin )пр пр пр пр пр прu t t t u t tρ ω ρ ω ρ ω ω ρ ω ω∗ ∗ ∗ ∗= ∂ ∂ + + ⋅ ⋅ − ⋅ +
r r  

0/ ( 1.5 sin 2 2 cos )пр пр прu t t tω ρ ω ρ ω∗ ∗+ ⋅∂ ∂ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
r . 

Частота ωпр считается очень большой (для электромагнитного поля она, 
например, превосходит частоту покоя электрона, равную 1,2 · 1019 Гц), и 
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следить за подробностями столь быстро изменяющегося процесса не обяза-
тельно. Вместо этого выполним усреднение результата по промежутку време-
ни 02 /T >> π ω , для чего вычислим среднее интегральное значение левой час-
ти уравнения (6) на промежутке [t,t – T]. Несложно видеть, что 

( )21 0,5 0,25sin 1 cos 2 0,5 sin 2 0,5
T T

t
пр пр пр t T

прt T t T

d d
T T T −

− −

= − = − ⋅ ≈
⋅∫ ∫ω τ τ ω τ τ ω τ
ω

, 

а результаты интегрирования остальных слагаемых равны (либо близки) нулю.  
Следовательно, среднее интегральное значение левой части уравнения (6) 

равняется  
2 20,5 /u t∗ ∗⋅ ⋅∂ ∂
rρ . 

Такое же усреднение правой части приводит к следующему очевидному 
результату:  

0,5 0,5
0 0,5

K grad divu G rot rot u
grad divu G rot rot u
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

− =

= = = −

r r

r r . 

То есть, мы снова получили уравнение 
вида (2)  

2 2/u t G rot rot uρ∗ ∗ ∗ ∗⋅∂ ∂ = − ⋅
r r ,           (7) 

но не для поперечных смещений упругой сре-
ды, а для амплитудной функции соответст-
вующих синфазных колебаний. 

Если эта теория действительно описыва-
ет электромагнитное поле, то становится ясно, 
что скорость света c  определяется равенст-
вом 

2 /c G ρ∗ ∗= ,    а не    2
0 0/c G ρ= , 

и, при упруго – пластической деформации ма-
териала, на отдельных участках гистерезис-
ной кривой (см. рис. 1 и его подробное разъ-
яснение в статье [2]) мы получаем совсем 
другой результат, чем дает линейная теория 
Гука. Косвенное подтверждение этого вывода 
можно найти в современной эксперименталь-
ной астрономии. Точные измерения парамет- 

 
Рисунок 1 

ров орбиты Луны, выполненные с использованием лазерных лучей и уголко-
вых отражателей, установленных на ее поверхности, показали, что Луна уда-
ляется от Земли со скоростью 1 мм в год. Такое поведение планет противоре-
чит закону всемирного тяготения Ньютона, но может быть легко объяснено 
соответствующим снижением величины скорости света c, которое, если верить 
принятой модели эфира и рис. 1, продолжается и в наше время. 

Если по тем же правилам, что описаны выше и в работе [2], от уравнений 
(7) перейти к уравнениям Максвелла, то мы получим: 
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1

1

/ ; 4 ;

/ (4 / ) ; 0,

rot E с H t div E q

rot H c E t c J div H

−
∗ ∗ ∗ ∗

−
∗ ∗ ∗ ∗

⎧ = − ∂ ∂ = ⋅⎪
⎨

= ∂ ∂ + =⎪⎩

r r r

r r r r
π

π
 

где величины , ,E H J∗ ∗ ∗

r r r
 определяют амплитуды пульсаций для напряжений 

E
r

, угловой скорости вращения среды H
r

 и плотности токов J
r

.  
Чтобы выполнить усреднение силы Лоренца F Q E Q v H= ⋅ + ⋅ ×

r r rr  учтем 
равенства 

sin ; sinпр прE E t H H t∗ ∗= ⋅ = ⋅
r r r r

ω ω  
и примем, что заряд имеет постоянную массу m0, а его объем изменяется по 
формуле 

0 sin прQ Q Q tω∗= + ⋅ . 
Тогда уравнение движения заряда примет следующий вид: 

0 /m d v dt Q E Q v H⋅ = ⋅ + ⋅ × =
r rr r  

0 0( sin ) sin ( sin ) sinпр пр пр прQ Q t E t Q Q t v H tω ω ω ω∗ ∗ ∗ ∗= + + + ×
r rr , 

и усреднение ее правой части приводит к аналогичной формуле для амплитуд-
ной функции электродинамической силы Лоренца (коэффициент 0,5, как и в 
остальных случаях, здесь вынесен за скобку и сокращен): 

F Q E Q v H∗ ∗ ∗ ∗= ⋅ + ⋅ ×
r r rr . 

При записи уравнений электродинамики индекс «*» в обозначениях ве-
личин отбрасывается, но это обстоятельство не изменяет их физического 
смысла. 
 

Неоднородные поля синфазных колебаний шарового слоя. В работе 
[11], где исследовались колебания цилиндрических стержней, было указано, 
что у таких стержней существует много частот синфазных колебаний. Такая 
же ситуация характерна для упругих тел любой формы, например, шарового 
слоя 

T : { R1 ≤ r ≤ R2 (рис. 2). 
Чтобы получить частоты стоячих волн для продольных колебаний этого 

слоя, будем искать решение уравнения для потенциала 
2 2 2/a tψ ψ− ⋅∂ ∂ = Δ  

в виде ˆ ( ) exp( )r i t= ⋅ψ ψ ω , где /a K ρ=  – ско-
рость распространения сферической волны 
продольных колебаний, 1i = − .  Подстановка 
приводит к известному дифференциальному 
уравнению второго порядка  

2 2ˆ ˆ ˆ" (2 / ) ' / 0a+ ⋅ + ⋅ =ψ ρ ψ ω ψ , 
имеющему общее решение 

1 2ˆ ( ) sin ( / ) / cos ( / ) /С r a r С r a r= ⋅ + ⋅ψ ρ ω ω . 
Следовательно,  

 

 
Рисунок 2
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ˆ( , ) exp( ) ( )u r t t grad r= ⋅ =
r ω ψ  

[ ]1 2exp( ) (sin( / ) / ) (cos( / ) / ) rt С r a r С r a r iω ω ω′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
r

. 
Далее нужно учесть граничные условия на внешней и внутренней по-

верхности слоя, которые для этого случая сводятся к равенству нулю нор-
мального давления 

( )/(1 2 ) 0r rdef u divuμ μ+ − =
r r , 

то есть 
( ) ( )/ /(1 2 ) / (2 / ) 0r r ru r u r r uμ μ∂ ∂ + − ⋅ ∂ ∂ + ⋅ = . 

Чтобы избежать в этом вспомогательном примере громоздких выкладок, 
примем значение коэффициента Пуассона μ = 0. В результате получаем: 

1

2

1 2

1 2

(sin( / ) / ) (cos( / ) / ) 0,

(sin( / ) / ) (cos( / ) / ) 0.
r R

r R

С r a r С r a r

С r a r С r a r

ω ω

ω ω
=

=

′′ ′′⎧ ⋅ + ⋅ =
⎪
⎨ ′′ ′′⋅ + ⋅ =⎪⎩

 

Однородная система для неизвестных коэффициентов C1, C2 имеет нену-
левое решение, если ее определитель равен нулю; это условие сводится к три-
гонометрическому уравнению, имеющему множество решений. 

В частном случае, когда R1 = 0 и шаровой слой превращается в полный 
шар радиуса R, решение, ограниченное в центре шара, имеет вид 

1ˆ( , ) exp( ) ( ) (sin( / ) / ) exp( ) ru r t t grad r С r a r t i′= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
r

ω ψ ω ω , 
а внешнее граничное условие сводится к уравнению  

(sin( / ) / ) 0r Rr a rω =
′′ =       или      2sin / cos /(1 / 2)x x x x= − , 

где выполнена замена /x R aω= . 
Последнее уравнение легко анализируется: оно имеет решение xk на каж-

дом промежутке вида ( ), ( 1)k kπ π + , где k = 0,1,2,…, причем 

1 2 32,09; 5,94; 9,20x x x≈ ≈ ≈ , и так далее. 
Таким образом, многочисленные «параллельные» поля синфазных пуль-

саций возникают и внутри шара. Но с увеличением номера k возрастают гра-
диенты изменения скорости,  что,  после  учета  трения,  приведет  к  быстрому 
угасанию поля. В привилегированном поло-
жении находятся продольные колебания, 
имеющую частоту ω1: они «звучат» дольше, 
и для их поддержания требуется меньше 
энергии.  

И тут необходимо обратить внимание 
на следующее обстоятельство. Для этой час-
тоты во внутренних областях шара относи-
тельная плотность ΔEc энергии синфазных 
колебаний мала и изменяется пропорцио-
нально r2 (рис. 3). Следовательно, «мир по-
перечных колебаний», созданный внутри 
шара, будет устроен таким образом, что мас-

 

 
Рисунок 3 
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сивные частицы, берущие много энергии от 
синфазного поля, соберутся вблизи поверх-
ности шара. Легким частицам (фотонам и 
нейтрино) для поддержания баланса много 
дополнительной энергии не нужно, поэтому 
для них вся внутренность шара будет «про-
зрачной». 

Заметим, что аналогичные закономер-
ности наблюдаются при распределении ма-
терии во Вселенной. Современные астрономы  

 
Рисунок 4 

 

утверждают, что галактики распределены неравномерно, и их скопления обра-
зуют относительно тонкие оболочки (стенки) вокруг межгалактических пу-
зырей (рис. 4). При продольных колебаниях пузырей на их стенках могут воз-
никать синфазные однородные поля, например, электромагнитные. Показа-
тельно, что внутри пузырей светящейся материи нет. 

 
Упругая среда Максвелла. В предыдущем пункте мы рассматривали 

синфазное поле продольных колебаний среды внутри шара; ясно, что эти ко-
лебания будут высокочастотными лишь для шара малого размера. 

Чтобы получить высокочастотное синфазное поле для большого объема 
упругой среды эти колебания нужно изучать не внутри шара, а за его предела-
ми. Простейшей задачей указанного плана является следующая. Пусть в упру-
гой однородной среде равномерно распределены твердые частицы шарообраз-
ной формы; требуется составить уравнения продольных колебаний указанной 
гетерогенной среды и проанализировать его решения. 

Будем считать, что анализируемая среда испытала в прошлом интенсив-
ную упруго – пластическую деформацию и находится в точке M0 гистерезис-
ной кривой (рис. 1). При этом материал твердых частиц соответствует точке 
M1, где модуль сжатия увеличивается на два – три порядка. 

Опишем структуру упругой гетерогенной среды, синфазные колебания 
которой обладают свойством однородности.  

Примем, что примесь состоит из частиц, представляющих собой жесткую 
пустотелую тонкую оболочку сферической формы (рис. 5). Заметим, что в си-
лу высокой жесткости материала, процесс деформирования такой оболочки 
можно считать равномерным, а поле давлений в материале оболочки – одно-
родным. В этой модели будем также считать, что высокочастотные колебания 
давления среды p(t) воздействуют лишь на внешнюю поверхность частицы. 

Пусть радиус частицы, равен R; тогда площадь ее поверхности составляет 
24S Rπ= , а объем –  3(4 / 3)W Rπ= . Толщину оболочки обозначим δR. Рас-

смотрим одну такую частицу (рис. 5), находящуюся в поле внешнего давления 
p; в силу постановки задачи это поле также следует считать однородным. 
Внутреннее давление в материале оболочки обозначим pч, а модуль сжатия – 
Kч. Примем, чтобы не усложнять выкладки, коэффициент Пуассона μ равным 
0. Тогда из уравнения /ч чdivu p K=

r  получаем формулу для радиальной де-
формации 
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( )2( , ) ( ( ) / ) /r ч чu r t p t K r C r= ⋅ + ,    

а неизвестную величину C = const оп-
ределим из однородного граничного 
условия ( ) 0r r r rdef u u ′= =

r  на внутрен-
ней поверхности оболочки:   

( )3 2( , ) ( / ) 0,5 ( ) /

( ) ( ( ) / ) (3/ 2) ,
r ч ч

R ч ч

u r t p K r R r

y t p t K R

= ⋅ + ⋅ − ≈

≈ = ⋅ ⋅

δ

 
где yR – радиальное смещение оболочки. 

На верхней границе оболочки в 
статике имеем условие 

ч rK u p′⋅ = ,   откуда     

( )3 3/ 1 ( ) / /(3 / )чp p R R R p R Rδ δ= − − ≈ ⋅ ; 

 
Рисунок 5 

 
в динамике это условие учитывает силы инерции и принимает другой вид:  

2 2( / ) /ч r ч RK u p M d y dt S′⋅ = − ⋅ . 
Учтем, что  

( )3 3 21 ( ) / 3 / 3 /(1.5 )ч r ч ч R чK u p R R R p R R y K R Rδ δ δ′⋅ = ⋅ − − ≈ ⋅ = ⋅ ⋅ , 

ч чM S Rρ δ= ⋅ ⋅  
и получим 

2 2 22 / /R ч ч Ry K R R p R d y dtδ ρ δ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ , 
то есть 

2 2 2/ 2 ( / ) /( )R ч R чd y dt a R y p Rρ δ+ ⋅ = ⋅ ,                            (8) 

где aч – скорость звука в материале оболочки, /ч ч чa K ρ= . 
Если внешнее давление изменяется по гармоническому закону 

sinp P tω= ⋅ , 
то уравнение (8) имеет очевидное решение 

2 2
/( )

sin
2 ( / )

ч

ч

P R
p t

a R
ρ δ

ω
ω

⋅
= ⋅

⋅ −
. 

Проанализируем это решение, для чего, прежде всего, найдем резонанс-
ную частоту 

2 /ч чa Rω = ⋅ . 
В низкочастотной области, где ч<<ω ω , радиальная деформация yR из-

меняется пропорционально давлению p = P · sin ωt, то есть здесь динамикой 
деформирования частицы можно пренебречь. В результате уравнения про-
дольных колебаний гетерогенной среды принимают следующий вид: 

2
0

1
0

/ , 2 ( / ) / ,

/ ( / ) ( ) /
ч R

R

v t grad p K R y p R

K p t div v S W dy t dt

ρ δ

ε−

⎧ ∂ ∂ = − ⋅ =⎪
⎨

∂ ∂ = − − ⋅ ⋅⎪⎩

r

r , 
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или 

{ 1 1
0 0/ , ( 1.5 ( / ) ) /чv t grad p K K p t div vρ ε δ− −∂ ∂ = − + ⋅ ⋅ ⋅ ∂ ∂ = −
r r ,         (9) 

где ε – объемная доля примеси, δ – относительная толщина оболочки; 
/R Rδ δ= , ρ0, K0 – плотность и модуль объемного сжатия упругой среды (для 

точки M0, см. рис. 1). 
Система уравнений (9) является факторизацией волнового уравнения для 

давления 
2 2 2ˆ /прa p t p− ∂ ∂ = Δ ,                                          (10) 

где 1 1 1
0 0

ˆ ˆˆ / , 1,5 ( / )пр чa K K K K− − −= = + ⋅ ⋅ρ ε δ . 

В высокочастотной области, где ч>>ω ω , ускорение 2 2/Rd y dt  изменя-
ется пропорционально давлению sinp P tω= ⋅ , и здесь фактически можно 
пренебречь внутренним давлением pч. В результате система уравнений для 
продольных колебаний гетерогенной среды принимает следующий вид: 

2 2
0

1
0

/ , / /

/ ( / ) ( ) /
R ч

R

v t grad p d y dt S p M

K p t div v S W dy t dt

ρ

ε−

⎧ ∂ ∂ = − = ⋅⎪
⎨

∂ ∂ = − − ⋅ ⋅⎪⎩

r

r ,                     (11) 

или 
2 2 2 2/ ( / )пр пр прa p t p a pω− ∂ ∂ = −Δ ,                              (12) 

где частота 

03 ( / ) / /пр ч прa Rω ε δ ρ ρ= ⋅ ⋅ ⋅ ,   0 0/прa K ρ= . 
Уравнение Клейна – Гордона (12) имеет искомое решение 

sin прp p tω∗= ⋅ , где p const∗ = . 
Но, чтобы это решение отвечало поставленной задаче, необходимо вы-

полнить условие пр ч>>ω ω , то есть 

0/ 2 /чK K>> ⋅ε δ .                                                (13) 
Поскольку величина ε мала, то, чтобы соблюсти условие (13), величина δ 

должна быть меньше, по крайней мере, еще на три порядка, что создает по-
нятные технические трудности; кроме того, синфазная частота получилась 
слишком большой. Этих трудностей можно избежать, если увеличить массу 
оболочки, не изменяя ее жесткости, что не сложно сделать на практике. На-
пример, если масса заполнит весь объем шара, то уравнение (8) изменится и 
станет таким: 

2 2 2(3 / ) / 2 ( / ) /( )R ч R чd y dt a R y p Rδ ρ δ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ . 

Это означает, что резонансная и синфазная частоты уменьшатся в / 3δ  
раз, а формула для синфазной частоты примет вид 

0 / / /пр ч пр прa R a Rω ε ρ ρ ε= ⋅ ⋅ ≈ ⋅ . 
Например, если принять 
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20 8 1210 1/ , 5 10 / , 10пр прc a м сω ε −= ≈ ⋅ = , 
то мы получим R ≈ 5 · 10−18 м, что соответствует ожидаемому размеру для час-
тицы примеси, возникающей в некоторых моделях квантовой физики.  

 
Надо понимать, что конкретная модель оболочки была проанализирована 

в этой статье только лишь для того, чтобы показать принципиальную реали-
зуемость изучаемого эффекта на основе известных механических свойств ге-
терогенной среды. Природа, если ей действительно понадобилась бы такая 
оболочка для организации синфазного поля равномерных колебаний давления, 
могла бы без особого труда реализовать ее в форме «снежинки» из тонких 
кристаллических нитей, показанной на рис. 6, либо, что еще более вероятно, 
цилиндрической трубки, остающейся в эфире после пролета фотона. В кванто-
вой физике считают (см. [6]), что пространство, обладающее свойствами ва-
куума, формируется траекториями фотонов, и описанная выше теория не про-
тиворечит этому мнению.   

 

 
Рисунок 6 

 
Кроме того, отдельные частицы твердой примеси могут иметь различные 

размеры и характеристики; при этом синфазная частота ωпр и само уравнение 
Клейна – Гордона (12) возникает как результат их усредненного воздействия 
на исследуемые здесь свойства гетерогенной среды.  

 
Диссипация и источник энергии для однородного поля колебаний 

давления. Мы получили искомое поле синфазных колебаний, и осталось по-
нять, откуда оно берет энергию для поддержания этих колебаний на постоян-
ном уровне.  

Заметим, что учет линейного внутреннего трения приводит к изменению 
уравнения (12), которое приобретает следующий вид: 

2 2 2 2/ ( / ) ( / )пр пр прa p t p p t a pϑ ω− ∂ ∂ = + ⋅∂ ∂ −Δ ,                      (14) 
где ϑ  –  коэффициент трения, определяемый с учетом выбора вязкой модели 
трения Кельвина-Фойгхта или гистерезисной модели трения Бока-Шлиппе-
Колара [12]. При однородных колебаниях давления поле производной ∂p/∂t 
также является однородным, и ( / ) 0p tν ∂ ∂ ≡Δ . Следовательно, эти колебания 
не теряют своей энергии по причине действия внутреннего линейного 
трения, и мы получили очень важное, но, к сожалению, не достаточное усло-
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вие для обеспечения их стабильности. Даже из текста предыдущего пункта 
становится понятно, что существуют и другие затраты энергии, которые нуж-
но покрывать за счет некоторого источника.  

Вывод уравнений, описывающих энергетические обмены моделируемых 
полей, составит предмет отдельной публикации; там же мы будем изучать 
прикладные аспекты развиваемой теории. Но уже здесь заметим (и это утвер-
ждение полностью соответствует современным космологическим теориям), 
что источником стабильности однородного синфазного поля является энергия 
расширения среды. Изучаемая среда расширяется, и, как указывалось в статье 
[2], происходящий в этой среде переход части материала из состояния M0 на 
гистерезисной кривой в состояние M1 (см. рис. 1, путь M0M∞M1) сопровожда-
ется выделением кинетической энергии, то есть среда Максвелла является 
активной. Эта дополнительная энергия нивелирует влияние диссипативных 
факторов, не учтенных в уравнении (14).  

Теперь можно установить связь между однородными и неоднородными 
полями синфазных колебаний, рассмотренными в этой статье. Относительно 
медленный процесс расширения шара создает во внешнем шаровом слое не-
обходимые условия для функционирования однородного поля высокочастот-
ных колебаний давления и волнового поля синфазных поперечных колебаний, 
описываемого уравнениями Максвелла.  

  
Выводы. 
Показано, что изменения амплитуды поперечных синфазных высокочас-

тотных колебаний упругой среды, индуцированных однородным полем коле-
баний давления, описываются системой уравнений Максвелла для электро-
магнитного поля. 

Рассмотрены конкретные примеры синфазных неоднородных полей ко-
лебания давления в упругой среде (стоячих волн в шаровом слое и шаре). 

Составлена физическая и математическая модели упруго – пластической 
деформации сплошной среды и изучены условия, при которых в этой среде 
возникает синфазное однородное поле высокочастотных колебаний давления.  
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УДК 539.3 
 
А.В.ВОРОПАЙ, канд. техн. наук, доцент, ХНАДУ, Харьков 
 
УПРАВЛЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫМИ КОЛЕБАНИЯМИ 
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ МАССЫ, ЛЕЖАЩЕЙ НА ПЛАСТИНЕ  
 

Механічна система складається з прямокутної пластини середньої товщини шарнірно-обпертої по 
контуру та зосередженої маси, що лежить на пластині. На пластину діє нестаціонарне навантажен-
ня, що збурює коливання та сила, яка забезпечує керування коливаннями. Викладаються результа-
ти розв’язку оберненої задачі визначення керуючого навантаження. Розрахунки зводяться до ана-
лізу системи інтегральних рівнянь Вольтерра I роду, які розв’язуються чисельно з використанням 
метода регулярізації А. М. Тихонова.  

 
Mechanical system consists of hingedly supported medium-thickness rectangular plate and concentrated 
mass, which is lying on the plate. The non-stationary concentrated load, which initiates vibration, and 
force, which provides controlling of vibration, are acting on the plate. The results of solution for inverse 
problems of controlling force determination are presented. The problems are reduced to the system of 
first-kind Volterra integral equations, which is solved numerically with using of Tikhonov's regularization 
method.  

 
Введение. Существуют различные способы управления нестационарны-

ми колебаниями в механических системах, которые имеют элементы конст-
рукций в виде пластин. Так как эта статья не посвящена анализу систем управ-
ления нестационарными колебаниями и их схемам, отметим лишь некоторые 
работы. В работах [1, 2] применяются элементы конструкций в целом, создан-
ные из так называемых усовершенствованных материалов (smart materials). В 
статьях [3, 4] описано управление колебаниями с помощь специальных уст-
ройств пьезодатчик/пьезопривод (piezosensor/actuator), изготовленных в виде 
накладок, растяжек и т.д., вводимых в механические системы. В случае гаше-
ния колебаний часто используются управляемые и неуправляемые гасители 
колебаний (vibration absorber) [5]. 

Для решения подобных задач удобно использовать следующий подход – 
управление колебаниями осуществляется с помощью введения в механиче-
скую систему дополнительных управляющих нагрузок. Тогда задача управле-
ния сводится к идентификации этих неизвестных нагрузок, которые опреде-
ляются из решения соответствующих обратных нестационарных задач. А вы-
бор конкретной системы управления и механизмов реализации найденных 
управляющих сил осуществляется уже на стадии практических или экспери-
ментальных исследований. 

 
1 Постановка задачи. Механическая система состоит из прямоугольной 

упругой изотропной пластины средней толщины шарнирно-опертой по ее пе-
риметру и сосредоточенной массы, лежащей на ее верхней лицевой поверхно-
сти (рис. 1). Считается, что изменение перемещения во времени сосредото-
ченной массы полностью совпадает с изменением прогиба пластины в точке, 
где находится масса, то есть ),,()( tyxwtw MMM = . 
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Рисунок 1 – Схема нагружения 

 
На пластину в некоторой точке воздействует поперечная импульсная на-

грузка P(t), вызывающая нестационарные колебания пластины и массы. Тре-
буется управлять нестационарными колебаниями сосредоточенной массы. 
Управление осуществляется посредством приложения к пластине дополни-
тельной (управляющей) нагрузки PC(t). Задача управления заключается в 
идентификации закона изменения во времени этой нагрузки PC(t). Таким обра-
зом, для определения закона изменения во времени управляющего воздейст-
вия требуется решить обратную нестационарную задачу для механической 
системы, состоящей из пластины и массы. 

При решении задачи предполагалось, что координаты точек приложения 
нагрузок (возмущающей и управляющей), и координаты сосредоточенной 
массы произвольны (любые точки принадлежащие пластине и не лежащие на 
ее границе). Также считалась известной величина сосредоточенной массы. 

 
2 Решение прямой задачи. В рамках теории пластин С. П. Тимошенко 

представим следующую систему дифференциальных уравнений [6], которая с 
учетом соответствующих начальных и граничных условий определяет реше-
ние, описывающее нестационарные деформационные процессы в пластине с 
учетом сосредоточенной массы М: 
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где h – толщина пластины; G' = k'G; k' – коэффициент сдвига; I = h3/12; w –
перемещение срединной плоскости пластины; ψx, ψy – углы поворота; ρ, E, ν – 

постоянные материала пластины; t – время, 
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Укажем, что: 
P(x,y,t) – возмущающая нагрузка (сосредоточенная или распределенная); 
PC(x,y,t) – управляющее воздействие на пластину (сосредоточенная или рас-
пределенная нагрузка);  

),,()()(),,( tyxRyyxxtyxR MMMM ⋅−⋅−= δδ  – реакция пластины на воздейст-
вие сосредоточенной массы М. 

Систему дифференциальных уравнений (1) в предположении нулевых на-
чальных условий решаем посредством разложения искомых функций w0, ψx, ψy 
в двойные ряды Фурье согласно рассмотренной схеме опирания. Воспользо-
вавшись свойством ортогональности тригонометрических функций, приходим 
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, для которой выпол-
няется прямое интегральное преобразование Лапласа; в пространстве изобра-
жений находятся искомые коэффициенты разложения; производится обратное 
преобразование Лапласа. В результате получаем следующие аналитические 
выражения:  
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где P1(t) = P(t);   P2(t) = –PC(t);    P3(t) = –P(t), 
( )tyxKi ,,  – соответствующие ядра интегралов Дюамеля (сверток): 
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В приведенных соотношениях использованы следующие обозначения: ,'
ρ
Ga =  
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Укажем, что вид коэффициентов Cikn зависит от геометрической формы 
нагрузки, а именно если нагрузка сосредоточенная, то: 
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14 , 

в случае, когда нагрузка равномерно распределена по прямоугольнику со сто-
ронами Δx и Δy соответственно, коэффициенты Cikn будут иметь вид: 
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а если нагрузка равномерно распределена по кругу радиуса r, то: 
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где J1(λknr) – функция Бесселя. 
 
3 Решение обратной задачи. В случае если требуется, чтобы перемеще-

ние сосредоточенной массы во времени изменялось согласно заданному зако-
ну (например, в виде синусоиды), критерий управления примет вид 
( ) )(,, twtyxw cMM = . Тогда для точки (xM, yM), можно записать следующую сис-

тему интегральных уравнений (СИУ): 
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Систему интегральных уравнений (3) после дискретизации можно пред-
ставить в матричном виде: 

,
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где вектор P – соответствует известной функции P(t), матрицы AR, AM, APc и 
AP отвечают соответствующим ядрам системы уравнений (3), R и PC – неиз-
вестные векторы, соответствующие P(t) и PC(t). 

Решение указанной системы уравнений в силу некорректности осуществ-
ляется с использованием регуляризирующего алгоритма А. Н. Тихонова [7] 
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(РА Тихонова). 
При расчетах срединная плоскость пластины была связана с плоскостью 

xOy декартовой системы координат. Считалось, что возмущающая нагрузка 
равномерно распределена по прямоугольной области со сторонами Δx и Δy со-
ответственно и центром (x0, y0), а управляющая нагрузка равномерно распре-
делена по кругу радиуса r с центром (xс, yс). При вычислениях принимались 
следующие значения: E = 2,07·1011 Па; ν = 0,3; ρ = 7890 кг/м3; h = 0,04 м; 
l = 0,6 м; m = 0,4 м; x0 = 0,4 м, y0 = 0,2 м; xс = 0,2 м, yс = 0,15 м; число членов в 
соответствующих двойных рядах Фурье 50×50; xM = 0,15 м, yM = 0,3 м – коор-
динаты сосредоточенной массы. 

Существенное влияние на «качество» управления оказывает, параметр 
регуляризации α, содержащийся в РА Тихонова. Этот параметр определялся на 
основе минимизации α функционала «качества», соответствующего прибли-
жению полученных значений прогиба к требуемым значениям: 

ααα
cPcRpcc PARAPAwPM ++−=][ . 

График изменения функционала в зависимости от параметр регуляриза-
ции α приведен на рис. 2.  

 

 
Рисунок 2 – Определение параметра регуляризации 

 
Из рис. 2 видно, что параметр регуляризации желательно брать меньше 

α = 10−49, а наибольшее «качество» достигается при α = 10−55. 
На рис. 3 показано изменение возмущающей нагрузки P(t) – кривая 1; и 

определенные в результате решения СИУ (3) значения управляющего воздей-
ствия PC(t) и реакции массы P(t) – кривые 2 и 3 соответственно, найденные 
при значении α = 10−55. Укажем, что для удобства анализа результатов величи-
ны возмущающей и управляющей нагрузок, а также реакция сосредоточенной 
массы, приведены в ньютонах (равномерно распределенные нагрузки в паска-
лях были умножены на соответствующие площади контакта). 
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Рисунок 3 – Определение реакции сосредоточенной массы 

 
На рис. 4 показаны три кривые изменения перемещения сосредоточенной 

массы: 
– кривая 1 показывает требуемое перемещение сосредоточенной массы – 
целевая функция для управления; 

– кривая 2 – перемещение сосредоточенной массы и прогиба пластины 
при воздействии только возмущающей нагрузки; 

– кривая 3 – результат управления (перемещение сосредоточенной массы 
при воздействии возмущающей нагрузки и управляющего воздействия). 

 

 
Рисунок 4 – Идентификация неизвестной нагрузки 

 
Как видно из рис. 4 кривые 1 и 3 практически полностью совпадают, что 

свидетельствует о достижение требуемых результатов. Только в конце иссле-
дуемого промежутка времени кривая 3 незначительно отходит от кривой 1, это 
вызвано, по-видимому, накоплением погрешностей при вычислении управ-
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ляющей нагрузки. 
 

Выводы. Показана возможность управления нестационарными колеба-
ниями сосредоточенной массы, лежащей на прямоугольной пластине, с помо-
щью дополнительной (управляющей) нагрузки. На основе представленных ре-
зультатов (рис. 4) можно сделать вывод о том, что предложенная схема управ-
ления и алгоритм определения управляющего воздействия при решении об-
ратной задачи для механической системы являются эффективными и доста-
точно устойчивыми. 
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КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ЗАТВЕРДЕВАНИЯ БИНАРНОГО СПЛАВА НА МЕЗО УРОВНЕ 

 
У статті наведено чисельну процедуру для рішення задачі твердіння бінарного сплаву засновану на 
прямому методі Ейлера в часі та монолітичному лінійному методі скінченних елементів в просто-
рі. Також наведені приклади використання даного методу для моделювання росту дендритів в пе-
реохолодженому розплаві. 
 
In the article numerical procedure for solution of the equiaxial solidification problem which is based on 
the forward Euler method in time and monolithic linear finite element formulation in space is described. 
Numerical examples consist of simulation of the dendritic growth of the initially disk-like solid inclusion 
in the undercooled melt. 
 

1 Введение. Литье и последующее затвердевание материала играет важ-
ную роль в формировании микроструктуры, которая в свою очередь оказывает 
влияние на термомеханические свойства финального изделия, готового для 
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дальнейшей технологической обработки. Поэтому корректное моделирование 
затвердевания и роста дендритов основанное на эффективных численных ме-
тодах требует разработки, анализа и проверки. На данный момент разработано 
большое количество численных методов для задач затвердевания, в основном 
основывающихся на различных вариациях метода конечных разностей с одной 
стороны, и техниках метода поверхностей уровня и метода фазового поля с 
другой. Различные подходы к  моделированию задач затвердевания представ-
лены в нескольких замечательных обзорах [1-6]. В данной работе мы пред-
ставляем наши разработки по применению метода конечных элементов для 
задач затвердевания. Эта работа является в некотором роде продолжением ра-
бот начатых в статьях [7-9]. 

Физическая модель, рассматриваемая в этой работе, была разработана 
Аланом Кармой [10] с использованием метода фазового поля, где интерфейс 
между жидкой и твердой фазами «размазан» в пространстве. Таким образом 
интерфейс не представляет собой скачкообразную (и соответственно не диф-
ференцируемую) функцию, а плавно меняется в пространстве, но по очень уз-
кой ширине и с высокими градиентами. Детали этой модели представлены в 
следующей части статьи. 

 
2 Формулировка модели. Как было сказано во введении, модель А. 

Кармы[10] для двумерного роста дендритов использована в этой работе. Это 
реалистичная модель низколегированного бинарного слава с неравными ли-
ниями ликвидуса и солидуса. Модель также включает в себя кристаллическую 
анизотропию и член «анти-захвата» примеси корректирующий поток массы. 
Эта модель основана на методе фазового поля и использует двухямный потен-
циал.  

Модель состоит из двух уравнений в частных производных: 

 

(1) 

где  – это фазовое поле (  соответствует твердой, а  
жидкой фазе),  – это концентрация определенная как молевая фракция 
B в бинарном сплаве A и B, 

 –  (2) 

это диффузионный поток с дополнительным членом «анти-захвата», 

 –  (3) 

это угол между направлением нормали фазового поля и осью ,  
 –  (4) 

это функция, описывающая кристаллическую анизотропию (предпочтительное 
направление роста – вдоль координатных осей), 

 (5) 
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 (6) 
 – это двухямный потенциал с минимумами при , 

 (7) 

 – (8) 

это безразмерная величина отклонения химического потенциала от равнове-
сия, 

(9) 
(10) 

 (11) 

(12) 

 (13) 

 (14) 

Постановка задачи должна быть дополнена начальными и краевыми ус-
ловиями. Начальные условия будут указаны в следующей части статьи, вместе 
с численными примерами. Краевые же условия приняты однородными усло-
виями Неймана1, то есть 

 (15) 

Слабая формулировка уравнений (1) с учетом краевых условий (15) ведет 
к следующим вариационным уравнениям: 

 

(16) 

где  – это неизвестные функции,  – это тестовые функции и  
– это компоненты внешней нормали к границе области. 

                                                           
1 Также следовало бы рассмотреть периодические краевые условия для этой задачи, но на данной 
стадии это не нужно так как рассматриваемые поля фактически «не дотрагиваются» до границы 
вычислительной области. 
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3 Численные примеры. Решение связанной вариационной задачи (16) 
численно производится с применением прямого метода Эйлера во времени и 
билинейных конечных элементов в пространстве. Эти результаты также срав-
ниваются с результатами полученными методом конечных разностей на более 
густой сетке. 

Производная по времени от фазового поля  входящая в уравнения (12, 
162) (член «анти-захвата») и является той величиной которая делает проблему 
связанной, что в свою очередь ведет к тому что глобальная матрица «масс» 
системы будет несимметричной. Для решения системы линейных алгебраиче-
ских уравнений с несимметричной матрицей специальные решатели должны 
быть использованы. В данной работе использован итерационный BiCGstab (bi-
conjugate gradient stabilized, стабилизированный метод бисопряженных гради-
ентов). Следует отметить, что несимметричные решатели типа BiCGstab рабо-
тают намного медленнее симметричных итерационных решателей типа CG 
(conjugate gradient, метод сопряженных градиентов). По этой причине стоит 
рассмотреть в будущем применение методов расщепления для данной про-
блемы, которые приведут к последовательному решению двух симметричных 
линейных задач. 

 

 
Рисунок 1 – Положение интерфейса в пространстве для  

 (слева) и  (справа) 
 
Следующие численные параметры были приняты для вычислений со-

гласно [10] (данная модель является безразмерной, поэтому все параметры 
приведены в безразмерном виде). Расчетная область , постоянный 
шаг по времени , полное время . Количество конечных 
элементов  (декартова сетка), количество конечно-
разностных ячеек  и соответственно длинна стороны элемента 

, длинна стороны ячейки . Коэффициент распреде-
ления равный отношению концентраций на твердой и жидкой стороне интер-
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фейса , , толщина интерфейса , , параметр анизо-
тропии , коэффициент диффузии , , , нор-
мированное перенасыщение   и . Следующие 
параметры были вычислены: начальная концентрация 

, , микроскопиче-
ская капиллярная длинна  и радиус начального зерна 

. 
 

 
Рисунок 2 – Радиус кривизны (слева) и средняя скорость (справа) вершины дендрита 

для различных дискретизаций 
 

 
Рисунок 3 – Распределение концентрации в пространстве 

для различных сеток на последнем шаге по времени 
 

Положение интерфейса ( ) для двух моментов времени и различных 
сеток показаны на рис. 1. Качественно из рисунка видно что решение посчи-
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танное на самой густой КЭ-сетке очень близко к решению на еще более густой 
КР-сетке. Кроме того, беря во внимание графики для скорости вершины денд-
рита и радиуса его кривизны (рис. 2) можно заключить что КЭ-результат даже 
ближе к точному решению. Однако это требует более строгой проверки. 

 

 
Рисунок 4 – Эволюция во времени вершины дендрита для различных сеток  

 
4 Выводы. В работе представлено численное решение задачи затвердева-

ния бинарного сплава основанное на модели А. Кармы и методе конечных 
элементов. Численные примеры иллюстрируют правильность и сходимость 
метода, а также некоторые преимущества по сравнению с методом конечных 
разностей. 

Замечание: эта статья была переведена с английского на русский язык и 
может ввиду этого содержать неточности. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО  
СОСТОЯНИЯ КРЫШКИ ГИДРОТУРБИНЫ И ВОЗМОЖНОСТЕЙ 
СОВЕРШЕНСТВОВАНИЯ ЕЕ КОНСТРУКЦИИ 

 
Чисельно вивчений напружено-деформований стан кришки гідротурбіни, виявлені зони найбіль-
ших напружень. Оцінена залежність результатів від густоти сітки скінчених елементів. Перевірено 
виконання умов за міцністю. Запропонований метод зниження напружень, що не вимагає збіль-
шення товщини елементів конструкції. 
 
Stress-strain state of the hydroturbine cover was numerically investigated. The greatest stress zones were 
defined. Results dependence of the density of finite element mesh was estimated. Fulfillment of the condi-
tions of strength was verified. A method of reducing stress without increasing the thickness of the struc-
ture elements was proposed. 
 

Создание надежных и долговечных циклически симметричных деталей и 
узлов гидротурбин, к которым можно отнести крышку, требует выполнения 
анализа их прочностных характеристик теоретическими методами на стадии 
проектирования, и особенно важно – при определении объемов реконструкции 
(модернизации) оборудования после истечения нормативного срока эксплуа-
тации. Эта проблема является актуальной как в Украине, так и за рубежом. 
 

1 Постановка задачи. Объект исследования – крышка радиально-осевой 
гидротурбины.  

Целью работы является определение напряженно-деформированного со-
стояния (НДС) крышки гидротурбины в упругой постановке при двух режи-
мах работы: эксплуатационном и аварийном (срыве уплотнения между крыш-
кой турбины и ступицей радиально-осевого колеса), а также изучение путей 
совершенствования конструкции крышки и уменьшения ее массы. 

Требуется разработать математическую модель крышки и методом ко-
нечных элементов (МКЭ) выполнить численное исследование задачи с целью 
определения НДС конструкции.  
 

2 Обзор предыдущих исследований и методов расчета НДС крышек 
гидротурбин. Изучение НДС крышки гидротурбины требует применения чис-
ленных методов механики деформируемого твердого тела, так как получение 
аналитических (точных) решений невозможно в связи со сложностью ее фор-
мы и структуры. Практически во всех известных в этой области исследованиях 
для решения задачи применен МКЭ.  

МКЭ активно используется для решения различных задач механики де-
формируемого твердого тела. Он достаточно широко представлен в литерату-
ре. Можно отметить монографии О. Зенкевича [1, 2], Д. Норри и др. [3], 
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А.С. Сахарова и др. [4], Р. Галлагера [5]. 
В работе [6] задача об определении НДС конструкций крышек гидротур-

бин решена в осесимметричной постановке, причем радиально-осевые ребра 
приведены  к телу вращения эквивалентной жесткости. В работе [7] предло-
жен альтернативный подход, включающий в себя метод подконструкций, раз-
ложения перемещений в ряды Фурье и МКЭ. В публикациях [8, 9] проведен 
анализ конструктивных особенностей крышек гидротурбин и их нагружения, 
который позволил разработать эффективную методику оценки прочностных и 
динамических характеристик конструкции (в вакууме). Это дает возможность 
свести вычисление перемещений к решению независимых задач для каждого 
члена ряда Фурье. Достоверность результатов, полученных по этой методике, 
подтверждена в работах [10, 11]. Приведенный подход был применен в [12] 
для определения НДС крышки, как конструктивно-ортотропного тела при не-
симметричном нагружении. 
 

3 Описание объекта. Крышка гидротурбины является трехмерной цик-
лически симметричной конструкцией, состоящей из тонкостенных оболочек 
вращения, объединенных n-ребрами – меридиональными пластинами сложной 
конфигурации (рис. 1). В ребрах для размещения механизмов и снижения мас-
сы узла предусмотрены вырезы. Габаритные размеры крышки: диаметр 4,76 м, 
высота 1,45 м.  

 
Рисунок 1– Крышка гидротурбины 

 
Конструктивно крышка изготавливается из листового проката стали Ст20 

или его аналога ASTM A516 Gr.60 c толщинами в диапазоне от 20 до 50 мм. 
Механические свойства материала: модуль упругости Е = 2,1⋅105  МПа, коэф-
фициент Пуассона 0,3, плотность 7850 кг/м3, предел текучести σт = 215 МПа, 
временное сопротивление σв = 430 МПа.  

Для решения статической задачи определения НДС при осесимметричной 
нагрузке конструкцию можно рассматривать как циклически симметричную. 
При этом расчетная схема может быть принята в виде сектора крышки с углом 
раствора 360/n с условиями симметрии на краях (рис. 2).  

Крышка крепится к верхнему кольцу направляющего аппарата турбины с 
помощью шпилек. Нижние поверхности облицовки крышки находятся под 
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действием давления воды. Величина и характер распределения давления зави-
сят от режима работы (эксплуатационный или аварийный) и определяются в 
результате гидродинамических расчетов.  
 

 
Рисунок 2 – Сектор крышки гидротурбины 

 
Распределение давлений для обоих режимов работы гидротурбины при-

ведены на рис. 3. В эксплуатационном режиме давление меняется в зависимо-
сти от радиуса крышек радиально-осевых гидротурбин. Резкое изменение дав-
ления характерно для зоны установки верхнего лабиринтного уплотнения ра-
бочего колеса. В аварийном режиме при разрушении уплотнения на участке от 
минимального радиуса до радиуса установки уплотнения происходит значи-
тельное увеличение давления. 
 

4 Моделирование крышки гидротурбины. Поясним основные моменты 
и использованные приемы при моделировании геометрии крышки. При по-
строении модели сектора вначале задаются ключевые точки в плоскости реб-
ра, по которым строятся линии, затем создается модель ребра (поверхность 
пластины). Для получения оболочечных частей конструкции и полной модели 
сектора (см. рис. 2) линии сечений поверхностей оболочек поворачиваются 
по- и против часовой стрелки на угол 360/2n. Далее на нее наносится конечно-
элементная сетка, после чего на гранях сектора вводятся условия циклической 
симметрии. Используются треугольные конечные элементы (КЭ) тонкой обо-
лочки (см. далее). Отношение толщины элементов крышки к характерному 
размеру не превышает 1/10, поэтому применяется теория тонких оболочек. 
Вводятся условия закрепления крышки к фланцу верхнего кольца направляю-
щего аппарата, который считается абсолютно жестким – упрощение в приня-
той расчетной схеме. Сектор закрепляется по окружности, соответствующей 
оси расположения шпилек фланцевого соединения. Затем к днищу приклады-
вается гидравлическое давление и приведенная к эквивалентному давлению 
сила веса установленных на крышку деталей и узлов; учитывается собствен-
ный вес конструкции.  

В расчетной модели кроме гидравлического давления воды учитывались 
весовые нагрузки от установленных на крышку деталей и узлов: направляю-
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щего подшипника (m3 =  7000 кг), регулирующего кольца (m1 = 5300 кг), части 
уплотнения вала (m2 = ½⋅2500 = 1250 кг). Весовые нагрузки имитировались при-
веденным давлением (рис. 4), распределенным по опорным поверхностям, на ко-
торые установлены узлы: направляющий подшипник (P3 = 0,041 МПа), регули-
рующее кольцо (P1 = 0,057 МПа), уплотнения вала (P2 = 0,028 МПа). Сумма масс 
крышки и приложенных к ней сил составляет 27550 кг, q – давление воды. 

 

 
Рисунок 3 – Распределение давления под крышкой турбины 

 

 
Рисунок 4 – Приведенные к давлению весовые нагрузки и давление воды 

 
Равнодействующую сил давления воды на днище крышки можно оценить 

по формуле  
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где q(r) – давление в зависимости от радиуса; g – ускорение свободного паде-
ния; r  – радиус крышки гидротурбины. При эксплутационном режиме N = 297 
т, в аварийном – N = 410 т. 

Для решения задачи используется треугольный упругий оболочечный КЭ 
с тремя узлами. Элемент в каждом узле имеет шесть степеней свободы: пере-
мещения в направлении осей X, Y, Z и повороты вокруг осей X, Y, Z.  

Итоговая конечноэлементная модель крышки гидротурбины (рис. 5) на-
считывает 26481 элементов пэ, 13728 узлов пу и 41184 степеней свободы. 
 

 
Рисунок 5 – Конечноэлементная модель крышки гидротурбины 

 
5 Оценка достоверности результатов. Для оценки точности полученных 

результатов задача была решена с использованием измельченной конечноэле-
ментной сетки и с добавлением сгущений на ребрах.  

Приведем расчетные данные для аварийного режима работы при измене-
нии размера КЭ во всей модели крышки с применением линейного элемента. 

В табл. 1 приведены значения максимальной интенсивности напряжений 
σmax и перемещений umax.  
 

Таблица 1 – Значения интенсивности напряжений и перемещений 
для линейного элемента 

Размер КЭ  
во всей модели, м 

Напряжения σmax, 
МПа 

Перемещения 
umax · 10−3, м 

Количество  
узлов пу  

0,1 62,9 0,632 974 
0,075 72,6 0,652 1526 
0,05 117,9 0,683 3001 
0,03 126,0 0,699 7678 
0,01 154,1 0,710 65520 

0,005 162,0 0,711 260995 
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Как показывают данные таблицы, измельчение размера КЭ во всей моде-
ли не эффективно с точки зрения проверки сходимости, так как требует резко-
го увеличения размерности задачи. Более эффективно сгущение конечноэле-
ментной сетки в области концентрации напряжений, которая возникает в мес-
тах скруглений вырезов в ребрах.  

В табл. 2 приведены расчетные данные для аварийного режима при сгу-
щении КЭ в области скруглений выреза в ребре крышки.  

 
Таблица 2 – Зависимость результатов от размера КЭ на скруглениях 

Размер 
КЭ во 
всей мо-
дели, м 

Количество  
элементов  

на скруглениях 
(сгущение), пэ  

Интенсивность 
напряжений, 

МПа 

Осевые пе-
ремещения, 
м · 10−3  

Количество 
узлов пу  

0,05 сгущения нет 117,9 0,683 3001 
0,025 сгущения нет 123,9 0,701 10894 
0,05 25 164,3 0,691 3464 

0,025 25 167,7 0,705 11746 
0,05 50 172,6 0,691 3888 

0,025 50 171,1 0,705 12336 
0,05 100 172,6 0,692 4838 

0,025 100 173,1 0,705 13728 
 

 
Рисунок 6 – Зависимость интенсивности 
напряжений от количества элементов 

Рисунок 7 – Зависимость осевых 
перемещений от количества элементов 

 
Видно, что метод сгущения сетки в зоне концентрации напряжений тре-

бует существенно меньших вычислительных затрат, так как локальное сгуще-
ние сетки вызывает лишь незначительное увеличение числа узлов. 

Различие в значениях максимальной интенсивности напряжений σmax (см. 
табл. 2 между 7-й и 8-й строками) составляет 0,2 %. 

Относительная погрешность вычисляется по формуле  
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На рис. 6, 7 приведены зависимости интенсивности напряжений σi и пере-
мещений u от количества элементов пэ (сгущения) на скруглениях выреза в ребре.  
 

5 Результаты численного исследования. Проведены расчеты крыши 
гидротурбины для двух режимов работы: эксплуатационного (при расчетном 
напоре) и аварийного (срыва уплотнения).  

В табл. 3. представлены значения максимальной интенсивности напряже-
ний σmax и максимальные осевые перемещения umax, полученные в результате 
численного исследования.  

 
Таблица 3 – Расчетные данные  

Режим работы Максимальная интенсив-
ность напряжений σmax, МПа 

Максимальные осевые 
перемещения umax, м 

эксплуатационный 117,8 0,413⋅10-3 
аварийный 173,1 0,705⋅10-3 
 

 
Рисунок 8 – Интенсивность напряжений 

 

 
Рисунок 9 – Распределение осевых перемещений 
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Распределение интенсивности напряжений σi имеет резко неравномерный 
характер с локальными областями максимальных напряжений σmax в зоне 
скруглений выреза в ребре. Максимальные осевые перемещения крышки umax в 
зоне установки направляющего подшипника турбины, с учетом рекомендаций 
полученных при эксплуатации агрегатов, при эксплуатационном режиме не 
должны превышать значений от 0,5 до 1 мм. Крышка турбины служит основа-
нием для установки направляющего подшипника и ее недостаточная жест-
кость может привести к повышенным вибрациям гидроагрегата. 

Распределения интенсивности напряжений и осевых перемещений в сек-
торе при эксплуатационном режиме показаны на рис. 8, 9. 

С целью уменьшения концентрации напряжений на скруглениях выреза в 
ребре выполнены расчеты по оптимизации геометрии конструкции. В резуль-
тате расчетов, за счет относительно небольших коррекций геометрии выреза, 
удалось снизить уровень максимальных напряжений в крышке без увеличения 
ее массы. 

На рис. 10 приведено совмещение двух контуров отверстия в ребре: ис-
ходного (сплошная линия) и нового (пунктирная линия). 

 

 
Рисунок 10 – Контур исходного и нового отверстия ребра 

 
При изменении геометрии отверстия были внесены следующие корректи-

вы: левое нижнее скругление с прилежащей к нему справа линией заменены 
сплайном; радиус правого верхнего скругления увеличен с 0,05 до 0,2 м; ради-
ус  правого нижнего скругления увеличен с 0,05 до 0,12 м. 

В табл. 4 приведены расчетные данные для новой формы отверстия ребра.  
Распределения интенсивности напряжений в секторе при эксплуатацион-

ном режиме с новым отверстием в ребре показаны на рис. 11.  
 

Таблица 4 – Расчетные данные  

Режим работы Максимальная интенсивность  
напряжений σmax, МПа 

эксплуатационный 87,3 
аварийный 125,8 

 
Выводы. Решена задача определения НДС крышки радиально-осевой 

гидротурбины МКЭ с применением циклически симметричной расчетной схе-
мы. Расчеты выполнены для эксплутационного и аварийного режимов, учиты-
вались весовые и распределенные гидравлические нагрузки. 

Выполнены расчеты по оптимизации крышки гидротурбины и предложен 
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новый конструктивный вариант геометрии выреза в ребре, при котором значе-
ния максимальной интенсивности напряжений снизились на 25% без увеличе-
ния массы крышки.  
 

 
Рисунок 11 – Интенсивность напряжений для новой геометрии ребра 

 
Как уже отмечалось выше, распределение напряжений в исходном вари-

анте конструкции весьма неравномерно. Выполненная работа демонстрирует 
целесообразность проведения оптимизации крышки методами нелинейного 
математического программирования на стадии проектирования с целью улуч-
шения ее прочностных характеристик, снижения материалоемкости без ухуд-
шения эксплутационных и технологических качеств. 
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ДИНАМИЧЕСКАЯ ПРОЧНОСТЬ ГОРИЗОНТАЛЬНОГО СОСУДА 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ СЕЙСМИЧЕСКИХ НАГРУЗОК 

 
Проведено міцнісний розрахунок горизонтального сосуду на сідлових опорах на статичні наван-
таження і сейсмічний вплив. Напружено-деформований стан конструкції досліджується за допомо-
гою програмного комплексу, що реалізує метод кінцевих елементів. Для сейсмічних розрахунків 
застосовується лінійно-спектральна теорія сейсмостійкості. 
 
Strength calculations of seismically excited horizontal vessels are carried out. Stress-strain state is analyzed by 
using software for finite elements calculations. Linear-spectral theory of seismic stability is used. 
 

1 Введение и постановка задачи. Горизонтальные цилиндрические со-
суды широко используются в нефтехимической и нефтеперерабатывающей 
промышлености. Часто такие конструкции устанавливаются в сейсмически ак-
тивных районах, где есть опасность их разрушения, потери устойчивости и 
нарушения эксплуатационных режимов. Химические аппараты являются 
опасными объектами, и аварии на них могут привести к техногенным катаст-
рофам. Поэтому данные конструкции подлежат расчетному анализу, и к ним 
предъявляются жесткие требования по сейсмостойкости. Отметим, что расчет 
горизонтальных сосудов на сейсмическое воздействие в соответствии с мето-
диками, опирающимися на ДБН В.1.1 – 12: 2006 [1] не позволяет получить 
полную картину деформирования, а также учесть большое количество собст-
венных частот конструкции. 

В данной работе предлагается подход к расчету напряженно-деформиро-
ванного состояния аппарата, который базируется на использовании программ-
ного комплекса, реализующего метод конечных элементов. Для сейсмических 
расчетов конструкций применяется линейно-спектральная теория сейсмостой-
кости [2, 3], которая основана на разложении системы дифференциальных 
уравнений колебаний по собственным формам. Согласно этому подходу, ана-
лиз сейсмостойкости включает следующие этапы: 1) по спектрам отклика вы-
числяются инерционные сейсмические нагрузки, соответствующие каждой из 
собственных мод колебаний; 2) данные нагрузки прикладываются как статиче-



68 

ские, при этом определяются модальные отклики (перемещения, поперечные и 
продольные усилия, моменты) конструкции; 3) суммируя модальные отклики 
по формулам среднеквадратичного осреднения, вычисляется суммарный от-
клик, по которому оценивается сейсмостойкость конструкции. 

В качестве исследуемой конструкции рассмотрим камерную печь [4], 
схема которой представлена на рис. 1. Печь представляет собой горизонталь-
ный стальной цилиндрический сосуд – 1, футерованный огнеупорным кирпи-
чом – 2. На торце аппарата установлены горелки 3. Через штуцера 4 произво-
дится ввод кислых газов. Выход дымовых газов осуществляется через шту-
цер 5. Аппарат установлен на седловых опорах – 6. 

 

 
Рисунок 1– Схема печи 

 
В расчетах использовались следующие параметры системы: длинна корпуса 

аппарата h = 7,6 м; внутренний диаметр обечайки D = 2,8 м; толщина обечайки 
S = 0,016 м; масса аппарата в рабочем режиме – 41610 кг; внутреннее давление – 
1,7 МПа; среднее значение температуры корпуса – 200 °С; материал сосуда и сед-
ловых опор – сталь 09Г2С. Высота установки конструкции – 40 м. 

 
2 Математическая модель аппарата. Для создания расчетной модели 

использовались 4х-узловые конечные элементы оболочки имеющие шесть 
степеней свободы в узле: перемещения в направлениях осей X, Y, Z и углы по-
ворота относительно этих осей. Геометрическая модель аппарата с конечно-
элементной сеткой приведена на рис. 2. Аппарат жестко защемлен в точках 
основания седловых опор (см. рис. 2). 

 

 
Рисунок 2 – Модель аппарата и его конечно-элементная сетка 
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3 Статический анализ конструкции. Ниже приведены результаты ста-
тического расчета. В рабочем режиме на сосуд действует давление газа, тем-
пературное поле, весовые нагрузки. На рис. 3, а представлена диаграмма сум-
марных перемещений аппарата. Максимальные прогибы в корпусе составляют 
1.3 мм. На рис. 3, б представлена диаграмма распределения эквивалентных на-
пряжений в конструкции. Максимальные напряжения возникают в области 
примыкания эллиптического днища к цилиндрической части и составляют 
77,8 МПа. 
 

 
а                                                                             б 

Рисунок 3 – Результаты статического расчета: а – диаграмма суммарных перемещений 
(м); б – диаграмма эквивалентных напряжений (Па). 

 
4 Сейсмический анализ системы. Произведем анализ прочности аппа-

рата при действии сейсмической нагрузки. В качестве исходных данных этой 
нагрузки используем обобщенные спектры отклика (рис. 4) [5]. Данный под-
ход позволяет исследовать прочность, как корпуса аппарата, так и его сбороч-
ных единиц, а также позволяет учесть влияние составных частей аппарата (в 
данном случае седловых опор) на общую картину деформирования. 
 

  
а                                                                             б 

Рисунок 4 – Обобщенные спектры отклика колебаний при относительном  
демпфировании K = 0,02 и сейсмичности площадки 9 баллов:  

а – горизонтальных; б – вертикальных. 
 

Длина сейсмической волны по сравнению с протяженностью сооружения 
весьма велика. Поэтому предположим, что при ее проходе фундамент соору-
жения испытывает лишь некоторое поступательное перемещение вдоль коор-
динатных осей (рис. 2). 
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В табл. 1 приведены собственные частоты колебаний конструкции, рас-
положенные в порядке возрастания в диапазоне от 0 до 30 Гц. Этот частотный 
диапазон соответствует сейсмическому нагружению.  

Результаты сейсмического анализа представлены на рис. 5-7. На рис. 5 
представлены диаграммы максимальных суммарных перемещений и макси-
мальных эквивалентных напряжений от сейсмического воздействия при воз-
мущении вдоль оси x. В этом случае наибольший вклад в деформирование со-
суда вносят формы с номерами частот 7,6,4,3,2=i  (табл. 1). Максимальные 
прогибы, возникающие в корпусе аппарата, составляют 2,9 мм. Максимальные 
эквивалентные напряжения в корпусе аппарата составляют 31,3 МПа, напря-
жения на опорах – 69,3 МПа.  
 

Таблица 1 – Собственные частоты колебаний конструкции 
i 1 2 3 4 5 6 7 8 

ωi (Гц) 8,9761 15,928 16,630 19,248 20,783 24,190 24,776 28,284 
 

 
а                                                                             б 

Рисунок 5 – Результаты сейсмического анализа при возмущении в направлении оси x:  
а – диаграмма суммарных перемещений (м); б – диаграмма напряжений (Па) 

 

 
а                                                                             б 

Рисунок 6 – Результаты сейсмического анализа при возмущении в направлении оси y:  
а – диаграмма суммарных перемещений (м); б – диаграмма напряжений (Па) 

 
Рис. 5 соответствует сейсмическому возмущению конструкции вдоль оси 

y. При этом наибольший вклад в деформирование сосуда вносят формы с но-
мерами частот 8,5,3,1=i . Максимальные прогибы составляют 18,8 мм. Макси-
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мальные эквивалентные напряжения в корпусе аппарата составляют 155 МПа, 
на опорах – 463 МПа. 

Рис. 6 представляет результаты сейсмического анализа от возмущений 
вдоль оси z. Наибольший вклад в деформирование сосуда вносят формы с но-
мерами частот 7,6,4,2=i . Максимальные прогибы составляют 0,9 мм. Макси-
мальные эквивалентные напряжения в корпусе аппарата составляют 22,5 МПа, 
на опорах – 101 МПа. 
 

 
а                                                                             б 

Рисунок 7 – Результаты сейсмического анализа при возмущении в направлении оси z: 
а – диаграмма суммарных перемещений (м); б – диаграмма напряжений (Па) 

 
5 Оценка прочности конструкции. Результаты статического расчета (от 

статических нагрузок в рабочем режиме) и сейсмического анализа (от динами-
ческого воздействия при сейсмичности 9 баллов) свидетельствуют о том, что 
максимальные эквивалентные напряжения, возникающие в корпусе аппарата и 
на опорах, не превышают допустимых [6]: 

МПа.495][3МПа463 =<= σσ мах  
 

Выводы. В статье представлен анализ динамической прочности печи, пред-
ставляющей собой горизонтальный цилиндрический сосуд, установленный на 
седловых опорах, при сейсмическом воздействии. Приведенный расчет показыва-
ет, что рассматриваемая конструкция отвечает требованию сейсмостойкости при 
сейсмичности 9 баллов. При этом напряжения от сейсмического воздействия ока-
зываются определяющими. Они в несколько раз превышают статические напря-
жения. Отметим, что для данного сосуда наиболее опасным направлением при 
сейсмическом возмущении является направление вдоль оси y. 
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПНЕВМАТИЧЕСКОЙ 
ШИНЫ С УЧЕТОМ ЕЕ ВНУТРЕННЕЙ МНОГОСЛОЙНОЙ 
СТРУКТУРЫ И ОРТОТРОПИИ МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 

 
У роботі представлено комп'ютерну модель пневматичної шини, яка враховує наявність всіх внут-
рішніх шарів шини з їх індивідуальними властивостями, а також їх ортотропію. Представлено ме-
тодику визначення механічних властивостей композитних шарів. На основі моделі проведений 
аналіз статичного напружено-деформованого стану шини під дією внутрішнього тиску повітря. 
Визначено ступінь напруженості кожного з шарів шини. 
 
In the work the computer model of a pneumatic tire, which takes into account all its internal layers with 
their individual properties, as well as their orthotropy have been given. A method for determining the me-
chanical properties of composite layers is represented. Analysis of the static stress-strain state which ap-
pears under the influence of the internal air pressure has been carried out on the base of developed model. 
The stress level of each tire layer has been determined. 
 

Введение. Надежность, функциональные и эксплуатационные характери-
стики автомобиля во многом определяются параметрами пневматических шин. 
Это приводит к необходимости выдвигать к ним высокие требования, которые 
разделяются на следующие группы: безопасность, экономичность, комфорта-
бельность, низкая стоимость [1,2]. Полностью удовлетворить всем приведен-
ным требованиям практично не возможно. 

Наиболее важной характеристикой качества шин является срок их служ-
бы, который определяется способностью шинных материалов сопротивляться 
различным видам разрушения. Работоспособность шины зависит от физико-
механических свойств материалов,  внешних эксплуатационных факторов и ее 
конструктивных особенностей шины. 

Основные виды разрушения элементов пневматических шин связано с 
явлениями усталости, которые возникают в результате динамических цикли-
ческих деформаций при ее качении по дороге. Полный комплекс загрузок, ко-
торые воздействуют на движущуюся шину, а это и внутреннее давление, и 
вертикальное нагружение от веса автомобиля, и влияние неровностей дорож-
ного покрытия и температурное поле – чрезвычайно многообразен и приводит 
к невероятно сложной математической задачи даже численная симуляция ко-
торой в полной мере невозможна на сегодняшний день. В этой связи инженер-
ные расчеты пневматических шины проводятся поэтапно: статическая поста-
новка, анализ линейных автономных колебаний, анализ вынужденных колеба-
ний, задача определения теплообразования, исследование кинетики роста ус-
талостной повреждаемости и, наконец, определение ресурса шины.  

При этом на каждом следующем этапе шина должна рассматриваться как 
предварительно напряженная конструкция. Особенно это касается вопросов 
связанных с динамическими задачами. Действительно статическое  деформи-
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рованное состояние определяет положение равновесия системы вокруг, кото-
рого рассматриваются колебательные процессы, а начальные напряжения спо-
собны совершать работу на возникающих динамических деформациях, а, зна-
чит, влиять на жесткость конструкции.  

Поэтому, несмотря на то, что надежность пневматической шины в пер-
вую очередь определяется ее динамическим поведением, важнейшим  этапом 
анализу является решение задачи ее статического  деформирования. При этом 
точность соответствующего решения имеет особенную важность, так как оно 
используется в дальнейшем в качестве исходной информации. 
 

1 Объект исследования. В работе рассматривается пневматическая ра-
диальная шина, предназначенная для легковых автомобилей. На рис. 1 приве-
дена геометрическая схема профиля шины и основные определяющие разме-
ры. Исследования проводились для шины украинского производства ОАО 
«Россава» модель БЦ-43.  

Основные параметры шины имеют следующие значения: 
общий диаметр колеса  D =  576 мм; ширина шины  B = 182 мм; 
диаметр диска Drim = 329,4 мм; положение средней линии Hc = 69,93 мм; 
высота шина H = 123,3 мм; длина беговой части L = 122 мм. 

Внутренний контур шины определяется типами и размерами ее слоев. В 
зависимости от типа шины, ее назначения внутренняя структура может иметь 
существенные отличия (в первую очередь в размерах и количестве каждого из 
видов слоев). Вместе с тем, несмотря на такое разнообразие в зависимости от 
назначения и положения существует некоторая унификация структурных эле-
ментов шины (рис. 2). Шина состоит из беговой части, плечевой зоны, боко-
вой стенки и борта [1,2].  
 

     
                                                 а                                                                        б  
Рисунок 1 – Геометрическая модель профиля поперечного сечения пневматической 

шины и его основные размеры: а – профиль шины; б – борт 
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Рисунок 2 – Структурная карта пневматической шины 

 
Так в основании любой шины лежит резинотканевый кордный слой, ко-

торых охватывают всю шину и заворачиваются вокруг бортовых колец, обра-
зуя ее каркас. У бескамерных шин к внутренней стороне каркаса привулкани-
зирован герметизирующий слой (прослойка).  

По периметру каркаса располагается почти нерастяжимый металлический 
пояс (бортовое кольцо). Бортовая зона благодаря своей форме и высокой же-
сткости обеспечивает герметичность и надежность посадки шины на диск. 
Кроме того бортовое кольцо охватывает каркас и трансформирует его перво-
начально круглый профиль в более плоский. 

Беговая часть – это часть шины, которая непосредственно находится во 
взаимодействии с дорожным покрытием, что определяет особенности ее кон-
струкции: ее поверхность должна обеспечивать наибольшую площадь контак-
та шины с дорогой (для надежного сцепления) при наименьшей деформации 
боковой стенки. В связи с этим для увеличения жесткости беговой зоны свер-
ху на каркас накладывается брекер, состоящий из нескольких слоев корда 
(стального или же из другого материала).  

Внутренняя структура шины защищается от воздействия внешней среды 
резиновыми слоями: протектором и боковиной. 

 
Механические свойства основных резиновых смесей применяемых в 

различных слоях шины. В основе каждого из слоев пневматической шины 
лежит некоторая резиновая смесь. В зависимости от функционального назначе-
ния слоя применяются различные резины, при этом их свойства могут иметь су-
щественные отличая. Так в таблице 1 сведены основные механические свойства 
резиновых смесей, используемых в исследуемой пневматической шине (БЦ-43). 

Как отмечалось ранее среди всех слоев, из которых состоит пневматиче-
ская шина слои каркаса и брекера представляют собой резинокордные компо-
зиты. Основные механические и геометрические параметры  матрицы и во-
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локна этих композитов сведены в табл. 2 (некоторые параметры матриц при-
ведены в табл. 1). 
 
Таблица 1 – Механические свойства основных резиновых смесей, используе-

мых в исследуемой пневматической шине (БЦ-43) 
Мо-
дуль 
Юнга, 

Модуль 
сдвига, 

Предел проч-
ности при 
растяжении, 

Относительное 
удлинение при 

разрыве, Назначение  
резиновой смеси E, 

МПа 
G, МПа σв, МПа δ, % 

гермослой 3 1 7,8 350 
каркас 6 2 19,6 400 
наполнительный 
шнур 16 5.3 9.8 150 

бортовое кольцо 16 5.3 11.3 130 
боковина 3,74 1,25 14,7 550-750 
брекер 6 2 19,6 350 
подпротекторный 
слой 3 1 16,7 490-650 

протектор 3 1 15,7 400 
Коэффициент Пуассона резинных материалов     ν = 0,49 
Плотность резинных материалов                            ρ = 1200 кг/м3 

 
Таблица 2 – Параметры композитных слоев шины (БЦ-43) 

 Каркас Брекер 
Жесткость нити корда 1333 Н/нить 24040 Н/нить 
Диаметр корда 0,63 мм 0,64 мм 
Частота укладки волокон 1130 нить/м 600 нить/м 
Угол укладки корда 0 ±70 град 
Толщина «обрезинки» (матрицы) 1,17 мм 1,23 мм 

 
В данной работе исследования проводятся в предположении того, что все 

слои шины можно считать состоящих из сплошного материала с усредненны-
ми свойствами. Композитные слоя шины при этом представляют собой клас-
сический ортотропный материал.  

Для определения усредненных параметров каркаса и брекера в работе 
предлагается воспользоваться трехмерным обобщением Pelc [3,4] для упро-
щенного правила смеси Halpin-Tsai [4,5,6]. 

( )crcc EEE υ−+υ= 11 ;       ( )
( )c

c
rEE

υ−
υ+

=
1

21
2 ;         E3 = E2;                 (1) 

[ ]
crcrc

crcrcr

GGGG
GGGGGG
υ−++
υ−++

=
)(

)(
12 ;       G13 = G23 = 3G12;                  (2) 
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)1(12 crcc υ−ν+υν=ν ;       ν13 = ν12;       ν23 = 0,48 − ν21,                 (3) 
где Ec, Er, Gc, Gr, νc, νr – модули упругости, сдвига и основные коэффициенты 
Пуассона корда и матрицы соответственно; vc – объемная доля волокна в ком-
позите; индексы 1, 2, 3 – соответствуют направлениям: ориентации волокна, 
поперечному направлению и направление из плоскости слоя. Остальные ко-
эффициенты Пуассона определяются исходя из соображений симметрии упру-
гих свойств: 

1

2
1221 E

E
ν=ν ;       

1

3
1331 E

E
ν=ν ;       

2

3
2332 E

E
ν=ν .                      (4) 

 
Исследование статического НДС шины в осесимметричной поста-

новке. В работе проведены исследования статического деформирования 
пневматической шины находящейся под действием внутреннего давления воз-
духа. Нагружение шины при этом происходит в рамках осевой симметрии, что 
дает возможность искать решение задачи также в осесимметричной постанов-
ке. На рис. 3 приведена плоская КЭ модель шины. Модель учитывает наличие 
различных слоев шины, каждый из которых обладает своими механическими 
свойствами. Композитные слоя (каркас и брекер) заданы не в глобальной, а в 
специально созданных локальных системах координат, так чтобы ориентация 
материальных свойств КЭ соответствовала ориентации соответствующих сло-
ев в шине. Кроме осевой симметрии учитывалась также и симметрия попереч-
ного сечения. 

На рис. 4, 5 представлены результаты расчетов статического деформиро-
вания шины. 

 

 
Рисунок 3 – Конечно-элементная модель сечения пневматической шины с учетом ее 

многослойной структуры и граничных условий 



77 

       
                              а                                                                         б   
Рисунок 4 – Деформация пневматической шины нагруженной внутренним давлением 
 

   
                                  а                                                                                 б   

Рисунок 5 –  Распределение напряжений в сечении пневматической шины  
нагруженной внутренним давлением: а – распределение по всему сечению;  

б – распределение в боковине, брекере и протекторе. 
 

Как видно из приведенных результатов напряжения распределяются не 
равномерно, при этом можно выделить некоторые наиболее нагруженные зо-
ны. Наиболее напряженными местами шины являются бортовое кольцо (оно 
же совпадает с местом заделки) и каркас, который и воспринимает основное 
нагружений от внутреннего давления. Исключая из рассмотрения каркас и 
борт (рис. 5, б), можно видеть, что остальные слои также имеют неравномер-
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ное напряженное состояние с наличием концентрации напряжений в районе 
боковины шины, и слоев брекера. Кроме того следует отметить, что наличие 
протектора формирует существенную неоднородность напряженного состоя-
ния в беговой зоне приводя к наличию областей локализации напряжений в 
районе самих канавок протектора. Однако следует отметить, что полученные 
напряжения с точки зрения прочности весьма незначительны. 
 

Выводы. Таким образом, в данной работе представлено компьютерную 
модель пневматической шины, которая учитывает наличие всех внутренних 
слоев шины с их индивидуальными свойствами, а также  ортотропию компо-
зитных слоев (каркаса и брекера). Представлено методику определения меха-
нических свойств ортотропных слоев. На основе модели проведен анализ ста-
тического напряженно-деформированного состояния шины возникающего при 
воздействии внутреннего давления воздуха. Определено степень напряженно-
сти, каждого из слоев шины. 
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МЕТОД ВЫРАЖЕНИЯ СПЕЦИФИЧЕСКИХ И 
НЕСПЕЦИФИЧЕСКИХ ИНГАЛЯЦИОННЫХ РИСКОВ В ЕДИНЫХ 
ПОКАЗАТЕЛЯХ 

 
В роботі обґрунтовується необхідність і спроможність виразу вираження в єдиних показниках специфі-
чних і неспецифічних ризиків для здоров'я людини при інгаляційному шляху надходження забруднюю-
чих речовин. Наводиться метод, який реалізує відповідну можливість і його застосування на прикладі 
ризиків для здоров'я працівників Вільногірського гірничо-металургійного комбінату. 
 
The paper explains the necessity and possibility to express in single indicators the specific and non-
specific risks to human health at inhalation route of pollutants. The method that implements proper possi-
bility is presented as well as its application as an example of risks to health of workers of Volnogorsky 
Mining and metallurgical Combine. 
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Введение 
Неоспоримой является необходимость строгого экологического контроля 

при проектировании и реализации новых, модернизации уже существующих 
промышленных проектов. При оценке их воздействия на окружающую среду и 
здоровье населения важно не просто оценить фактические параметры среды и 
степень изменения ее абсолютного состояния, а определить уровень влияния 
данного изменения на реципиентов или смежные компоненты среды. 

С целью решения данной задачи уже несколько десятилетий развивается 
новое направление, основанное на принципе теории рисков. Конкретные ме-
тодические подходы здесь отличаются в постановке задачи, масштабах, досто-
верности, схеме исследования, типе применяемого математического и анали-
тического аппаратов. Такие различия приводят к несоответствию получаемых 
результатов оценки рисков. 

Целью работы является разработка метода выражения в единых показа-
телях специфических и неспецифических ингаляционных рисков полученных 
на основании так называемой классической методики оценки рисков [1] и ме-
тодологии основанной на принципах гигиенического регламентирования 
вредных факторов ОС [2]. 
 

Оценка риска – отличия и сходства методик 
Оценка риска  – это оценка вида и степени выраженности опасности, соз-

даваемой агентом в результате существующего или возможного воздействия 
на определенную группу людей, а также существующий или потенциальный 
риск для здоровья, связанный с данным агентом [3]. 

Исходя из приведенного определения риска следует, что понятие риск в 
широком смысле, подразумевает под собой две основные составляющие: каче-
ственную и количественную. Качественная - заключается в определении т.н. 
опасности для организма, ее характере и степени выраженности. Количествен-
ный анализ заключается в определении вероятности возникновения или невоз-
никновения отрицательного эффекта [4]. Таким образом, двойственность са-
мого понятия риска обуславливает и разницу в методических подходах его ис-
следования, что особенно выражено при оценке неканцерогенных эффектов 
обладающих т.н. порогом воздействия. В настоящее время уже существуют 
четкие методологические основы оценки перечисленных составляющих риска, 
из которых широко используемыми являются т.н. классическая методология 
оценки риска и методология основанная на принципах гигиенического регла-
ментирования вредных факторов ОС. Основные отличия данных подходов 
представлены в табл. 1. 

Общим для обеих концепций является в основном то, что: 
– гигиенические нормативы по существу служат критериями риска не-
благоприятных эффектов от воздействия физических, химических и 
биологических факторов, поскольку они отражают определенную ве-
роятность возникновения у лиц специфических и неспецифических 
эффектов; 
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– используется пороговый принцип воздействия агентов риска; 
– возможно определение комплексного и комбинированного воздействия 
загрязняющих веществ; 

– шкала приемлемости рисков включает 5 уровней опасности [1, 2, 5]. 
 

 
Таблица 1 – Отличия методических подходов оценки риска  

для здоровья человека 

Принципы оценки Классическая методо-
логия оценки риска 

Методология оценки 
риска основанная на 
принципах гигиениче-

ского регламентирования 
Показатели опасно-
сти агентов риска 
(определение дозо-
зависимых реакций) 

Референтные дозы или 
концентрации (RFD, 
RFС) 

Предельно допустимые 
концентрации (ПДКм.р., 
ПДКс.с) 

Метод оценки риска Кратность превышения 
безопасного уровня 

– модель индивидуаль-
ных порогов (острое 
воздействие); 

– линейно-экспоненци-
альная модель (хро-
ническое воздействие) 

Конечные показате-
ли риска 

Индекс опасности (HQ)  
– характеризует нали-
чие или отсутствие 
опасности для кон-
кретных органов и сис-
тем (качественная со-
ставляющая). 

– вероятность развития 
рефлекторных реак-
ций (Rреф.); 

– вероятность роста об-
щей заболеваемости 
(Rхр.) (количествен-
ная составляющая). 

Оцениваемые эф-
фекты воздействия Специфический Неспецифический 

Шкала приемлемо-
сти 

Базируется на превы-
шении референтного 
уровня 

Учитывает количество 
негативных реакций 

 
Анализ отличий и сходств данных методических подходов оценки риска, 

а так же фактических исследований с их применением, свидетельствует о не-
соответствии получаемых уровней опасности рисков для ряда веществ, но о 
возможности их сопоставления.  Результаты произведенных исследований по-
зволяют сделать вывод о возможности и необходимости разработки метода вы-
ражения специфических и неспецифических рисков в единых показателях, что 
упростит интерпретацию результатов оценки рисков для здоровья человека. 

 



81 

Метод определения единых показателей степени опасности специфи-
ческих и неспецифических рисков 

Метод выражения величин специфических и неспецифических неканце-
рогенных рисков в единых показателях осуществляется в 2 этапа. 

Первый из них заключается в присвоении каждому значению риска одной 
из пяти, так называемых категорий соответствия, отвечающих определенной 
степени опасности данного значения риска. Предлагается разделение на пять 
основных категорий, которые позволяют сопоставлять степени опасности 
имеющие место при оценке отдельно специфических и неспецифических рис-
ков, см. табл. 2 [1, 2, 5]. 

 
Таблица 2 - Категории соответствия 

Категории соот-
ветствия 

Специфический 
риск (HQ) 

Риск рефлектор-
ных реакций 

(Rреф.) 

Риск хрониче-
ской интоксика-

ции (Rхр.) 
A ≤0,1; 0,1 -1 ≤0,02 ≤0,05 
B =1 0,02-0,16 0,05-0,16 
C 1-5 0,16-0,5 0,16-0,5 
D 5-10 0,5-0,84 0,5-0,84 
I ≥10 0,84-1 0,84-1 

 
Таблица 3 – Единые показатели степени опасности рисков 

Сочетание 
категорий 
соответст-

вия 

Единая сте-
пень опас-
ности риска 

Характеристика проявления неблагоприятных 
эффектов 

AA Удовлетво-
рительная 

Отсутствуют неблагоприятные медико-
экологические тенденции 

BB, AB, 
AC 

Относитель-
но напря-
женная 

Недостоверная тенденция роста общей забо-
леваемости у особо чувствительных подгрупп, 
единичные случаи специфической патологии 
(недопустимый для населения, допустимый 
для производственных условий) 

AI, BD, 
CC, BC, 

AD 

Существен-
но напря-
женная 

Достоверный рост общей заболеваемости, по-
явление значительного числа случаев специ-
фической патологии 

DD, CI, 
CD, BI Критическая 

Специфические и неспецифические патологии 
носят массовый характер, тенденция к увели-
чению смертности 

II, DI Катастро-
фическая 

Появление случаев хронического отравления, 
изменение структуры заболеваемости, досто-
верная тенденция к росту смертности и пр. 
(переход в иное качественное состояние) 
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Таблица 4 – Риск для здоровья рабочих металлургического производства 
ВГМК 

Хроническое воздействие Острое воздействие Название веще-
ства HQ Rхр. HQ Rреф. 

Аммиак 12 / I 0.341 / C 19 / I 0.976 / I 
Водород хлорид 20 / I 0.051 / A 1.1 / B 0.768 / D 

Ксилол 65 / I 0.445 / C 7.7 / D 1 / I 
Пыль  

(SiO2 < 20 %) 11.4 / I 0.126 / B - 0.921 / I 

Углерод оксид 0.06 / A 0.002 / A 0.03 / A - 
Серная кислота 99 / I 0.021 / A 5.2/ D 0.992 / I 

Фосген 1124 / I 1 / I 395.7 / I 1 / I 
Хлор 760 / I 0.086 / B 3.6 / C 0.654 / D 
ΣHI 2093 / I 1 / I 432 / I 1 / I 

 
Таблица 5 – Сравнительная характеристика уровней риска 

Уровень опасности Тип риска Хроническое воздействие Острое воздействие 

Специфи-
ческий 

I – фосген, хлор, серная ки-
слота, ксилол, водорода хло-
рид, аммиак, пыль (SiO2 < 20 
%); 
A – углерода оксид 

I – фосген, аммиак; 
D – ксилол, серная кислота; 
C – хлор; 
B – водорода хлорид; 
A – углерода оксид. 

Неспеци-
фический 

I – фосген; 
C – ксилол, аммиак 
B – пыль (SiO2 < 20 %), хлор, 
A – серная кислота, водорода 
хлорид, углерода оксид 

I – фосген, серная кислота, 
ксилол, аммиак, пыль 
(SiO2 < 20%); 
D – водорода хлорид, хлор 
A – углерода оксид 

Единая 
степень 
опасности 

Катастрофическая – фосген; 
Критическая – аммиак, кси-
лол, хлор, пыль (SiO2 < 20 %); 
Существенно напряженная – 
серная кислота, водорода хло-
рид 
Удовлетворительная – угле-
рода оксид 

Катастрофическая – фосген, 
аммиак, ксилол, серная ки-
слота, пыль (SiO2 < 20 %); 
Критическая – хлор; 
Существенно напряженная – 
водорода хлорид 
Удовлетворительная – угле-
рода оксид 

 
На втором этапе производится сравнение присвоенных категорий специ-

фических и неспецифических рисков для каждого вещества при одинаковой 
экспозиции и сценарии воздействия. В зависимости от сочетания категорий 
соответствия предлагается отнесение вещества к одной из пяти единых степе-
ней опасности (табл. 3). Разработка категорий соответствия и  единых степе-
ней опасности производилась на основании существующих градаций степени 
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приемлемости неканцерогенных рисков (таблицы) с учетом принципа воз-
можной переоценки риска. То есть при сочетании менее и более опасных 
уровней риска, не имеющих между собой промежуточного критерия,  данному 
сочетанию присваивалась более высокая степень опасности.   

Таким образом в качестве основных агентов риска для рабочих металлур-
гического производства ВГМК выступают (по мере снижения уровня риска): 
фосген, аммиак, ксилол, серная кислота, пыль ( SiO2 < 20%), хлор, хлористый 
водород. При этом у всех реципиентов будет наблюдаться нарушение дея-
тельности следующих органов и систем: органов дыхания, печени, почек, 
ЦНС, иммунной системы, глаз. 
 

Выводы 
Произведен анализ отличий и сходств методических подходов оценки 

риска для здоровья человека, ориентированных на определение качественной 
и количественной составляющей риска. Разработан метод выражения уровней 
опасности специфических и неспецифических ингаляционных рисков в еди-
ных показателях. Полученный метод реализован при оценке риска здоровья 
рабочих металлургического производства ВГМК. 

Базируясь на разработанном методе, возможно сопоставлять идентифи-
цированную специфическую опасность возникающую при влиянии агента 
риска, со значением вероятности его возникновения, что позволит с большей 
эффективностью планировать меры по снижению риска в экологически небла-
гополучных районах, организации мониторинга окружающей среды и т.д. 
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ОСОБЛИВОСТІ РОЗРОБКИ ПРЕПРОЦЕСОРА ДО 
РОЗВ’ЯЗУВАЧА ЗАДАЧ МІЦНОСТІ ЗА ДОПОМОГОЮ МСЕ 

 
Представлено підхід до розробки спеціалізованого інженерного ПЗ для візуального моделювання 
геометрії та статичного розрахунку міцності стержневих конструкцій. Розроблене ПЗ поєднує у 
собі можливості універсального інженерного ПЗ таких класів, як CAD та CAE. У середовищі про-
грамування Embarcadero RAD Studio розроблено користувацький інтерфейс для створення просто-
рової моделі та задання параметрів розрахунку. При реалізації CAD-модуля 3D моделювання ви-
користано графічну бібліотеку OpenGL. З метою проведення розрахунків конструкцій за допомо-
гою МСЕ впроваджено інтеграцію з розв’язувачем відкритої CAE-системи CalculiX. Проведено 
верифікацію розробленого ПЗ, використовуючи типовий перевірочний розрахунок міцності вело-
сипедної рами. 
 
An approach to development of special-purpose engineering software for visual geometrical modeling 
and static analysis of beam structures is presented. The developed application combines features of gen-
eral-purpose engineering software of such classes as CAD and CAE. Graphical user interface for creating 
of 3D special model and setting the analysis parameters was developed in programming environment Em-
barcadero RAD Studio. The graphical library OpenGL was used to implement the CAD-module for 3D 
modeling. The solver of open-source CAE-system CalculiX was integrated for the purpose of structural 
analysis using FEM. The developed application was verified by employing the typical static strength 
analysis of bicycle frame. 
 

1. Актуальність теми. Система автоматизованого проектування (САПР) 
є основною і невід’ємною частиною у всіх важливих наукоємних сферах про-
мисловості (суднобудування, авіабудування, моторобудування, автомобілебу-
дування та ін.). У вітчизняний термін САПР з початку вкладалось поняття про 
систему автоматизованого проектування (CAD – Computer Aided Design), а 
згодом додалося й поняття про систему автоматизованого аналізу (CAE – 
Computer Aided Engineering) [1]. Важко уявити сучасне місце інженера-
конструктора, а тим більше розраховувача без цих систем. Поява на ринку та-
кого програмного забезпечення, як сучасні комплекси CAD/CAE дозволила 
прискорити процеси проектування та дослідження різноманітних конструкцій, 
насамперед відповідальних. Використання сучасних методів розрахунку, реа-
лізованих в комплексах CAD/CAE, дає можливість проводити дослідження рі-
зних характеристик об’єктів, що проектуються. Це дозволяє гнучко змінювати 
конструкцію цих об’єктів без створення експериментальних зразків та не вда-
ватися до тривалої та коштовної процедури натурних досліджень на випробу-
вальних стендах. 

Останнім часом все більша кількість користувачів вирішують для себе, 
що універсальність багатьох CAD/CAE систем не завжди є перевагою, особли-
во враховуючи їх дуже значну вартість. У погоні за універсальністю, розроб-
ники ПЗ часто забувають про зручність користувацького інтерфейсу. У свою 
чергу цей, здавалося б, незначний (у порівнянні з різноманітністю розрахунків, 
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можливих в ПЗ) недолік робить ускладненою роботу користувачів-
початківців. В CAE-системах ця проблема стоїть особливо гостро, бо головна 
увага там приділяється якості розрахунків. Хоча  пріоритет за розрахунковою 
частиною ПЗ є незаперечним, проте таким чином не вирішується існуюча про-
блема – занадто нелінійний та мало зрозумілий графічний інтерфейс, а інколи і 
його відсутність (у відкритих CAE-системах). 

Нижче наведено приклад вирішення цієї проблеми, тобто створення 
комп’ютерної системи автоматизованої побудови стержневих конструкцій та 
проведення аналізу їх статичної міцності. Клас стержневих конструкцій було 
обрано, як найбільш поширений тип задач в інженерній практиці. 
 

2. Постановка задачі. У статті розглянуто особливості розробки 
комп’ютерної системи автоматизованої побудови стержневих конструкцій з 
метою подальшого розрахунку статичної міцності у відкритому CAE-модулі. 

В рамках даної роботи було необхідно: 
1. Розробити спеціалізовану інтегровану CAD/CAE систему для стержне-

вих конструкцій, що повинна включати у себе: 
– ефективний і простий спосіб представлення інформації про модель; 
– зручний майстер для відображення елементів моделі та її редагування; 
– інтерактивне графічне зображення моделі при створенні та редагуванні. 
2. Провести дослідження щодо вводу/виводу даних та проведення розра-

хунку засобами CAE-модуля CalculiX [2] та реалізувати: 
– підключення CAE-модуля CalculiX для розрахунку статики; 
– препроцесор для CAE-модуля CalculiX. 

 
3. Огляд застосованих програмних засобів. Програма реалізована на 

мові програмування Delphi в середовищі Embarcadero RAD Studio 2009. Вибір 
середовища програмування обумовлений відносною простотою реалізації гра-
фічного інтерфейсу користувача (Graphic User Interface – GUI) для невеликих 
windows-застосунків.  

Для збереження та структуризації даних про стержневу модель було об-
рано розширювану мову розмітки (англ. Extensible Markup Language, скороче-
но XML), що дозволяє структурувати інформацію різного типу, використову-
ючи для цього різний набір інструкцій. Для задання валідності XML докумен-
ту було віддано перевагу моделі XML Schema. Кожний елемент у цій моделі 
асоціюється з певним типом даних, що дозволяє будувати у пам’яті об’єкт, 
який відповідає структурі XML-документа. Мовам об’єктно-орієнтованого 
програмування значно легше мати справу з таким об’єктом, ніж з текстовим 
файлом. Для створення XML Schema використано програму Altova XMLSpy 
2009 [3]. Для обробки XML-документа головною програмою було використа-
но технологію Document Object Model (DOM). DOM – є програмним інтерфей-
сом який дозволяє здійснювати обхід цілого документа так, наче він є дере-
вом, вузли якого є об’єкти, що відтворюють зміст документу. Документ DOM 
може створюватись синтаксичним аналізатором або користувачами (з деякими 
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обмеженнями). Типи даних вузлів DOM-дерев є абстрактними; реалізації ма-
ють власні, специфічні для мов програмування типи даних. Реалізації DOM 
мають тенденцію до інтенсивного використання пам’яті, оскільки, зазвичай, 
перед початком роботи документ має бути повністю завантажений, обробле-
ний, та перетворений на дерево об’єктів [3]. Через те, що структура документа 
представляється у вигляді дерева, повний зміст документа аналізується та збе-
рігається в пам’яті комп’ютера. Тому, DOM підходить для застосувань в про-
грамах, які вимагають багаторазовий доступ до елементів документа в довіль-
ному порядку. 

Бібліотека OpenGL являє собою інтерфейс програмування тривимірної 
графіки. Одиницею інформації є вершина, з яких створюються складніші 
об’єкти. Програміст створює вершини, вказує яким чином їх сполучати (лінія-
ми або багатокутниками), встановлює координати і параметри камери та ламп, 
а бібліотека OpenGL бере на себе роботу по створенню зображення на екрані. 
OpenGL ідеально підходить для програмістів, яким необхідно створити неве-
лику тривимірну сцену і не замислюватися про деталі реалізації алгоритмів 
тривимірної графіки [4]. 

З погляду архітектури, графічна система OpenGL є конвеєром, що скла-
дається з декількох етапів обробки даних: 
1) Апроксимація кривих і поверхонь; 
2) Обробка вершин і збірка примітивів; 
3) Растеризація і обробка фрагментів; 

4) Операції над пікселами; 
5) Підготовка текстури; 
6) Передача даних в буфер кадру. 

Розрахункове ядро CalculiX — відкритий, вільний програмний пакет, 
призначений для вирішення лінійних та нелінійних тривимірних задач механі-
ки твердого деформованого тіла за допомогою метода скінчених елементів 
(МСЕ). CalculiX має явний та неявний розрахунковий модуль. Використовує 
збіжний з ABAQUS формат вхідного файлу. Охоплює широкий спектр задач 
механіки: теплові задачі, термічні напруження та контактні проблеми. Усі 
файли відповідають стандарту ASCII, таким чином вони можуть бути пере-
глянуті та змінені в будь-якому текстовому редакторі [2]. 

 
4. Опис програмного комплексу. Запропонований та створений на базі 

CalculiX програмний комплекс здатен моделювати балочні конструкції на ос-
нові тривимірного підходу та запускати на подальший розрахунок міцності. 

Таким чином, програмний комплекс має наступні можливості: 
– створювати стержневі конструкції будь-якої складності, завдяки функ-
ціям «Додати балку», «Видалити балку» та «Редагувати поперечний 
переріз»; 

– вибирати тип поперечного перерізу, а саме: перпендикулярний або кру-
глий, що задається двома локальними координатами; 

– здійснювати зручний перегляд тривимірного тіла конструкції та повної 
інформації про конструкцію у дереві побудови; 

– створювати СЕ-сітку; 
– задавати граничні умови по шести ступеням свободи: три переміщення 
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та три кути повороту; 
– задавати зосереджену силу за трьома напрямами; 
– автоматичне створення вхідного файлу для подальшої передачі його на 
розрахунок у CAE-модуль (розв’язувач) CalculiX; 

– перегляд результатів засобами постпроцесора Calculix CGX. 
У ядрі будь-якого САПР можна виділити два основні елементи: набір ба-

зових елементів і система інтеграції основних елементів. У реалізованому ПЗ 
САПР важливим і невід’ємним супутником ядра є візуалізація. Тому пропону-
ється представити базову структуру САПР (систему СAD) у вигляді зв’язаної 
роботи трьох підсистем [5]. 

CAD-система також складається з трьох підсистем (рис. 1): 
1) ProGeometric (ПЛП); 2) ProView і TabView (ПВВ); 3) ProDoc (ПЗІ). 
Підсистема логічного представлення (ПЛП) включає опис всіх доступних 

елементів моделі окремої САПР. Уся структура та логіка опису геометрії сте-
ржневої конструкції міститься у XML-схемі, за якою і створено XML файл. 
XML файл у свою чергу передає структуру геометрії у програму через техно-
логію XML DOM. Схема розроблена за допомогою програми Altova XMLSpy 
(рис. 2).  

 

 
Рисунок 1 – Логічна структура програмного забезпечення САПР 

 
Підсистема зберігання інформації (ПЗІ) служить для роботи бази даних 

документу (БДД) конкретної САПР і обміну даними з іншими САПР. Основ-
ною частиною БДД є інформація про модель об’єкту, яка має два типи уявлен-
ня: у ОЗП і ПЗП. 

В даному випадку ПЗІ реалізована за допомогою технології XML DOM. 
Реалізація DOM має на увазі представлення XML-документа у вигляді набору 
вузлів (чи вершин) деревовидної структури. Крім того, згідно специфікації 
DOM, що затверджено W3C, вузлами вважаються усі компоненти структури 
XML: документ, елементи, атрибути, текст елементів, інструкції обробки і т.д. 
Таким чином, дані про конструкцію під час роботи програми зберігаються у 
оперативній пам’яті і у файлі. 

Підсистема візуального відображення (ПВВ) забезпечує працездатність 
інтерфейсу програми. Обов’язковим елементом інтерфейсу САПР є робоча 
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графічна область для побудови моделі та дерево побудови, що дозволяє пере-
глядати інформацію про модель у структурованому вигляді. Основні завдання 
ПВВ: зв'язане реалістичне відображення елементів моделі, відображення і 
працездатність інструментів для роботи з моделлю (меню, панелі інструмен-
тів, командний рядок та ін.). 

 

 
Рисунок 2 – Логічне представлення геометрії за допомогою XML-схеми 

 
Робоча область для побудови моделі і схематичного її відображення реа-

лізована у програмі за допомогою вищеописаної технології OpenGL. 
Уся інформація, що відображається ПВВ передається із ПЗІ. Кожного ра-

зу, коли застосовуються відповідні інструменти для зміни конструкції, уся ін-
формація оновлюється у ПЗІ, далі інформація автоматично оновлюється у 
ПВВ, а саме у дереві побудови та графічній області. Така схема і дає ефект ін-
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терактивного моделювання, коли можливо побачити усі зроблені зміни відразу 
після їх внесення. 

 
5. Розрахунок та відображення результатів. Для того, щоб запустити 

розрахунок міцності для конструкції після її моделювання, необхідно здійсни-
ти інтеграцію розробленого препроцесора та розв’язувача CalculiX. Інтеграція 
реалізується через вхідний (скрипт) файл, який містить дані про СЕ-сітку та 
параметри розрахунку, та генерується препроцесором для розв’язувача 
CalculiX і запускає його на читання (рис. 3). 

 

 
Рисунок 3 – Дані про СЕ-сітку та параметри розрахунку у дереві побудови 

 

  
Рисунок 4 – Огляд результатів у вікні CGX: сумарні переміщення [м] (ліворуч) та 

 еквівалентні напруження [Па] (праворуч) 
 
Отримані результати можна переглянути як у текстовому вигляді у полі 

Results view, так і у графічному вигляді (у вікні постпроцесора Calculix – 
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CGX). Як видно на рис. 4 (ліворуч) у цьому вікні можна переглядати перемі-
щення за трьома напрямками (D1, D2, D3) та абсолютні переміщення (All), які 
і зображено на рис. 4 (ліворуч). А праворуч на рис. 4 зображено еквівалентні 
напруження за фон Мізесом (von Mises). 

У вікні постпроцесора CGX також розміщено інструменти для зручного 
перегляду результатів розрахунку тривимірної моделі: 1) обертання моделі у 
просторі на бажаний кут; 2) наближення-віддалення моделі; 3) переміщення 
моделі відносно вікна перегляду. 

 
6. Висновки. Спроектовано та реалізовано програмний комплекс, голо-

вною задачею якого є автоматизована побудова геометрії стержневих конс-
трукцій та розрахунок їх статичної міцності у вигляді переміщень, деформа-
цій, напружень на основі даних, що вводяться користувачем. 

Розроблена CAD/CAE-система володіє наступними властивостями: 
– «Дерево побудови», яке дає можливість зручного та зрозумілого спо-
собу перегляду даних про геометричну модель та параметри розрахун-
ку; 

– «Графічна область» дає змогу переглядати тривимірну геометричну та 
кінцево-елементну модель завдяки можливості повертати та наближу-
вати/віддаляти її; 

– «Менеджер вкладок», який містить редактори та інструменти для за-
дання параметрів розрахунку; 

– автоматизований запуск розрахункового модуля (розв’язувача) 
CalculiX для аналізу статичної міцності за допомогою МСЕ; 

– автоматизований перегляд результатів скінченно-елементного розраху-
нку засобами постпроцесора Calculix – CGX. 

Доробка ПЗ передбачає підключення інших розрахункових модулів з 
більш широкими можливостями та реалізація інших типів розрахунку. 
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СОЗДАНИЕ ИНТЕГРИРОВАННОГО ПРОГРАММНОГО 
СРЕДСТВА ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ СИЛОВЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК РАДИАЛЬНЫХ АКТИВНЫХ МАГНИТНЫХ 
ПОДШИПНИКОВ С УЧЕТОМ ЗАКОНА УПРАВЛЕНИЯ 

 
У роботі запропоновані методика та програмний засіб розрахунку силових характеристик радіаль-
ного активного магнітного підшипника з восьмиполюсним статором з відомим законом управлін-
ня. Вона заснована на застосуванні методу скінченних елементів. Магнітні сили розраховуються 
по тензору натягу Максвела. Приведено результати розрахункових досліджень за визначенням за-
лежностей магнітних сил від переміщень ротора. 
In work the method and software tool calculate of force characteristics of the radial active magnetic bear-
ing (AMB) with octopole stator are offered. They are based on the application of the finite element 
method. Magnetic forces by Maxwell tension tensor are calculated. The computation results for one of 
construction variant of radial AMB are presented. 

 
Введение. Активные магнитные подшипники (АМП) – это альтернатив-

ный вид упруго-демпферных опор роторов, который по сравнению с другими 
(подшипниками качения, скольжения, газодинамическими) обладает преиму-
ществами, такими как отсутствие смазочных систем, снижение потерь на тре-
ние, сравнительно большой зазор и т.д. [1]. При математическом описании ди-
намического поведения системы «ротор в АМП» немаловажным вопросом яв-
ляется предварительный расчет силовых и жесткостных характеристик АМП. 
Эти характеристики во многом зависят как от геометрических и физических 
параметров статорных и роторных частей, так и от параметров применяемого 
алгоритма управления по которому работает система автоматического регули-
рования положения ротора. Это напряжения подаваемые на обмотки электро-
магнитов, токи в них, их активные сопротивления) [2]. Значения напряжений и 
токов изменяются в соответствии с законом управления и зависят от состоя-
ния системы «ротор в АМП», то есть от отклонения ротора от его номиналь-
ного положения в зазоре подшипника [3]. Физически эти отклонения ограни-
чены зазорами в страховочных подшипниках качения, которые обычно меньше 
номинальных воздушных (магнитных) зазоров между полюсами статора АМП и 
ротором приблизительно в 2 раза [4]. Однако знание силовых характеристик во 
всем диапазоне отклонений в воздушных (магнитных) зазорах позволит повысить 
адекватность математических моделей динамики роторов в АМП. 
 

1 Постановка задачи. Целью данной работы является создание методики 
конечно-элементного расчета силовых характеристик радиальных активных 
магнитных подшипников с восьмиполюсным статором и полюсными катуш-
ками, обмотки которых образуют четыре электромагнита. При расчете зави-
симостей магнитных сил от смещения ротора токи в обмотках должны изме-
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няться в соответствии с принятым законом управления. Для автоматизации 
процесса построения геометрической и конечно-элементной моделей АМП с 
ротором, находящимся в различных положениях по отношению к статору, и 
выполнения расчетов магнитостатики, соответствующих каждому такому по-
ложению, в работе ставится задача по созданию специализированного интег-
рированного программного средства. 
 

2 Конструктивные особенности радиального АМП. Объектом иссле-
дований в работе выбран радиальный активный магнитный подшипник, об-
мотки на полюсных наконечниках которого образуют четыре электромагнита, 
расположенные симметрично по два относительно вертикальной и горизон-
тальной плоскостей [1]. Его вид и структурная схема системы управления 
приведены на рис. 1, где uc – управляющие напряжения, подаваемые системой 
управления на обмотки электромагнитов для удержания ротора вблизи цен-
трального положения; ic – токи в обмотках; rc – активные сопротивления об-
моток; δr – номинальный зазор. 
 

 
Рисунок 1 – Структурная схема системы управления радиального АМП 

 
3 Управление магнитным подвесом. Ротор в АМП как объект управле-

ния является неустойчивым. Для его стабилизации и придания подвесу необ-
ходимых динамических параметров в канал управления вводится система 
управления (СУ), реализующая некоторый закон управления. На вход СУ по-
дается сигнал с датчика положения, а с выхода подается на обмотку электро-
магнита ток или напряжение, которые обеспечивают необходимое для стаби-
лизации значение магнитной силы (рис. 1). Различают два способа управле-
ния: по току, когда управляющим параметром является ток, и по напряжению, 
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когда управляющий параметр – напряжение. 
При управлении по току предполагается, что требуемое значение тока 

управления может быть обеспечено точно в любой момент времени. В этом 
случае не учитывается инерционность электромагнитных процессов, а именно 
индуктивность катушек электромагнитов. Этот подход приемлем для легких 
роторов и при наличии достаточного ресурса напряжения [4]. 

Управление по напряжению предполагает обязательный учет инерции 
процессов и может использоваться для тяжелых роторов. 

В данном случае предполагается использование СУ, реализующей способ 
дискретного управления, описанный в [5], за счет применения импульсного 
режима работы в аналоговой схеме управления [6]. В ней реализуется ключе-
вой режим работы усилителей мощности, питающих электромагниты. 

Тогда закон управления может быть представлен в виде зависимостей 
средних токов в обмотках электромагнитов от смещения ротора. Токи в обеих 
обмотках противоположных электромагнитов при центральном положении 
ротора являются токами смещения. Они создают в подвесе магнитное смеще-
ние и тем самым силовой натяг [4], то есть обеспечивают требуемую жест-
кость магнитного подшипника. Управление силой происходит за счет увели-
чения натяга в одном направлении и уменьшения в противоположном. 

 
4 Методика расчета электромагнитных сил. Электромагнитные силы и 

моменты в АМП как нелинейной магнитной системе могут строго и однознач-
но быть определены только на основании расчета электромагнитного поля [7]. 
Это поле должно быть рассчитано для данного мгновения времени t, когда ро-
тор и статор занимают по отношению друг к другу определенное положение. 
При этом в объеме нелинейной магнитной системы известным должно быть 
распределение плотности токов J , магнитной индукции B , напряженности 
магнитного поля H , а также магнитной проницаемости μa. 

Расчет электромагнитных (пондеромоторных) сил, действующих на вы-
деленный объем V (в данном случае – роторные части АМП) нелинейной маг-
нитной системы может быть выполнен тремя способами. 

Первый способ предполагает определение силы по изменению энергии 
ΔW или коэнергии W

(
Δ  магнитного поля при бесконечно малом перемещении 

выделенного объема на расстояние qnq qΔ=Δ  в направлении единичного век-
тора qn  по координате q: 

q
W

n
q

W
nFnF q

q
q

qqqq Δ

Δ
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Δ

Δ
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.                             (1) 

Причем приращение коэнергии или энергии магнитной нелинейной сис-
темы рассчитывается в условиях постоянства токов или потокосцеплений всех 
возбуждающих контуров (для АМП обмоток управления). 

Полная электромагнитная сила определяется как сумма ее проекций на 
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оси выбранной системы координат, например, декартовой, где q = (x,y,z): 

∑∑ ==
q

qq
q

q FnFF .                                               (2) 

Второй способ предусматривает определение электромагнитной силы по 
натяжению nT  в магнитном поле (тензору натяжений Максвелла): 

dSTF
S

n∫= .                                                       (3) 

где S – поверхность, охватывающая объем V, включая все поверхности разры-
ва магнитной проницаемости Sp, имеющиеся в этом объеме, в том числе и гра-
ничную поверхность. 

Третий способ полагает определение электромагнитной силы по объем-
ной f и поверхностной Sf  плотностям этой силы в магнитном поле: 

dSfdVfF
pS

S

V
∫∫ += .                                               (4) 

Причем доказано, что приращения как энергии, так и коэнергии магнит-
ного поля должны определяться для линейной модели магнитного поля нели-
нейной системы, в которой сохранено распределение плотностей токов, ин-
дукций, а переменные магнитные проницаемости заменены в каждом из эле-
ментов поля на постоянные магнитные проницаемости μa = B/H, соответст-
вующие найденному распределению индукций [7]. Кроме того, натяжения, 
объемная и поверхностная плотности электромагнитных сил должны рассчи-
тываться по формулам Максвелла и только по ним [7]. 

Предлагаемая методика определения силовых характеристик радиального 
АМП аналогична методике расчета этих же характеристик осевого АМП [8], 
но только с учетом возможного смещения ротора не вдоль осевой линии, а в 
плоскости радиального АМП. Она предполагает применение метода конечных 
элементов (МКЭ). Конечно-элементная формулировка анализа электромаг-
нитных полей основана на уравнениях Максвелла и в случае статического 
электромагнитного поля имеет вид [8]: 

JBBJH aμ=⇒== rot0div,rot .                                 (5) 
Трехмерная задача магнитостатики решается с помощью итерационной 

процедуры Ньютона-Рафсона путем минимизации нелинейного функционала 
магнитной энергии, ассоциированного с трехмерным вектором магнитного по-
тенциала. Электромагнитные силы вычисляются как на основе определения 
компонент тензора натяжений Максвелла (3), так и по изменению магнитного 
поля при бесконечно малом перемещении объема (2), то есть по работе на 
возможном перемещении. Такой подход подтвержден сходимостью расчетных 
и экспериментальных данных [8]. 

 
5 Интегрированное программное средство и методика вычислений. 

Геометрическая и конечно-элементные модели радиального АМП с восьмипо-
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люсным статором представлены на рис. 2. Здесь введена неподвижная декар-
товая система координат, центр которой расположен в центре тяжести АМП, с 
ротором, находящимся в центральном положении. 

Для расчета зависимостей проекций магнитных сил на оси координат от 
смещения ротора, то есть проведения серии конечно-элементных анализов 
магнитостатики с автоматизацией построения расчетных моделей радиального 
АМП (рис. 2), соответствующих определенному взаимному положению ро-
торных и статорных частей, была создана программа «Расчет АМП». Она ин-
тегрирована с многоцелевым пакетом проектирования и конечно-элементного 
анализа. Геометрические параметры задаются пользователем в окне «Геомет-
рия», вид которого показан на рис. 3. Передача этих и других исходных дан-
ных из управляющей программы в пакет осуществляется посредством макро-
са, содержащего команды построения геометрической и конечно-элементной 
моделей, задания свойств материалов, граничных условий и нагрузок, запуска 
на счет и сохранения результатов. 

 

 
                          а                                                 б                                                в  
Рисунок 2. Расчетная модель радиального АМП: а – геометрическая в объеме воздуха, 

б – геометрическая статора, ротора и катушек, в – конечно-элементная 
 
Методика расчета зависимостей магнитных сил от смещения ротора, по-

ложенная в основу макроса и программы, заключается в том, что полный но-
минальный зазор (с обеих сторон диска) равномерно разбивается на (2n+1) 
уровень и в вертикальном, и в горизонтальном направлениях так, чтобы каж-
дый (n+1)-ый уровень совпадал с центральным положением ротора между по-
люсами статора. Далее ротор смещается, чтобы центр масс его сечения совпа-
дал с одним из геометрически допустимых уровней, показанных в окне «Ус-
ловия смещения ротора» на рис. 4. При этом взаимном положении проводится 
электромагнитный статический расчет, в результате которого находятся рас-
пределение магнитной индукции, напряженности магнитного поля и вычис-
ляются суммарные магнитные силы в направлениях осей системы координат x 
и y. После этого выполняется аппроксимация магнитных сил,  определенных  в 
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Рисунок 3 – Окно «Геометрия» интерфейса программы «Расчет АМП» 

 

 
Рисунок 4 – Окно «Условия смещения ротора» интерфейса программы «Расчет АМП» 

 
(2n+1)-ой точках методом наименьших квадратов полными полиномами 
третьей степени или выше. Это дает возможность определять и зависимости 
квазиупругих коэффициентов от смещения ротора в зазорах АМП. Нагрузка в 
каждом статическом электромагнитном анализе определяется плотностью то-
ка в обмотках, которая задается в окружном направлении для всех конечных 
элементов, моделирующих их объем. Она показана стрелками на рис. 2, в. Эта 
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плотность для каждого положения вычисляется по значениям средних токов в 
обмотках электромагнитов, которые, в свою очередь, определяются законом 
управления. 

Параметры закона управления задаются на вкладке «Программа управле-
ния», представленной на рис. 5. Здесь реализована возможность выбора диа-
метра медного провода обмоток по максимальной величине силы тока, кото-
рая вычисляется по значению импульса напряжения (U0) [6], подаваемого на 
обмотки управления и активного сопротивления этих обмоток. 

Вкладка «Материалы» позволяет задать свойства материалов отдельных 
частей АМП, таких как ротор, цапфа на роторе, статор, обмотки и зазоры. 

В полях вкладки «Сетка конечных элементов» задается количество ко-
нечных элементов в различных областях модели. 
 

 
Рисунок 5 – Окно «Программа управления» интерфейса программы «Расчет АМП» 

 
Кроме расчета проекций магнитной силы на оси x и y по описанной выше 

методике в программе реализована также возможность расчета силовых ха-
рактеристик при смещенном в осевом направлении (z) роторе. В этом случае 
подсчитывается также проекция силы на ось z , которая при отсутствии такого 
смещения равна 0. 

После выполнения расчета результаты возвращаются в программу с по-
мощью текстовых файлов, содержащих дискретные зависимости проекций 
магнитной силы от смещений ротора. Графически они отображаются в окне 
программы «Результаты» в виде двумерной области, изображающей зазор 
АМП и разделенной на заданное пользователем количество участков в на-
правлениях x и y. Таким образом, зазор заполняется конечным числом квад-
ратных элементов, а цвет заливки каждого элемента определяет значение си-
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лы. Точками отмечены квадраты, для которых выполнен расчет. Значения в 
остальных получены аппроксимацией. 

Верификация программы осуществлялась путем проведения серии чис-
ленных экспериментов для типоразмерного ряда радиальных активных маг-
нитных подшипников с восьмиполюсными статорами, параметры которых 
указаны в [4, стр. 196], и сравнения результатов по несущей способности [4, 
стр. 34]. Расхождение с приведенными данными не превышало 3 %. 
 

6 Численное определение силовых характеристик радиального АМП. 
Объектом исследований был выбран радиальный АМП с зазором 3 мм и дру-
гими параметрами, значения которых указаны на рис. 3-5. Параметры системы 
управления: частота управления – 300 Гц, напряжение U0 = 24 В. Результаты 
расчетов силовых характеристик представлены на рис. 6 и 7. 

Оценка густоты сетки и погрешностей конечно-элементных расчетов вы-
полнялась путем сопоставления усредненных узловых результатов и значений 
в точках интегрирования магнитной индукции и напряженности магнитного 
поля. За счет выбора рационального количества конечных элементов в разных 
областях модели, предполагающего плавный переход от элементов с относи-
тельно малыми размерами граней (в зазоре) к элементам с большими размера-
ми граней (внешние объемы статора), было достигнуто значение погрешности, 
обусловленной дискретизацией, не превышающее 0,5 %. Кроме того, не превы-
шающее 0,3 % различие результатов подсчета проекций магнитных сил, выпол-
ненных по тензору натяжений Максвелла (3) и по работе на возможном переме-
щении (2) также позволяет подтвердить адекватность расчетной модели. 
 

 
                          а                                                                        б   
Рисунок 6 – Зависимость модуля проекции магнитной силы: а – на ось x; б – на ось y 

 
На рис. 6 приведены зависимости модулей проекций полной магнитной 

силы на горизонтальную и вертикальную оси. Эти силы можно считать пози-
ционными, так как они зависят от положения механической системы, то есть 
ее обобщенных координат (проекций полного вектора смещения на оси систе-
мы координат), входящих как параметры в закон управления. Магнитные силы 
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являются восстанавливающими, поскольку их направление противоположно 
смещению ротора, что обеспечивается законом управления. 

На рис. 7 приведена зависимость модуля полной магнитной силы (век-
торной суммы проекций). Его распределение в зазоре свидетельствует о том, 
что отрицательная обратная связь в СУ (см. рис. 1) и параметры закона управ-
ления гарантируют центрирование ротора в зазоре. 

 

 
Рисунок 7 – Зависимость модуля полной магнитной силы 

 
Следует отметить, что большей концентричности изолиний графика си-

ловой характеристики можно добиться подбором параметров управления или 
введением более сложного закона управления. 

Заключение. В работе выполнено конечно-элементное моделирование ра-
диального восьмиполюсного АМП с учетом закона управления. Автоматиза-
ция моделирования и расчетов зависимостей магнитных сил от смещения ро-
тора реализована в программном средстве, интегрированном с пакетом инже-
нерного анализа. Серия расчетных исследований, проведенных с его помо-
щью, позволила определить, что силовые характеристики при примененном 
законе управления являются нелинейными, симметричными и жесткими. 

Разработанное программное средство, реализующее предложенный под-
ход к расчету магнитных сил в радиальном АМП, может использоваться как 
для численного определения силовых характеристик существующих АМП, так 
и для поиска рациональных значений геометрических и физических парамет-
ров АМП, системы и алгоритма управления, обеспечивающих требуемые си-
ловые и жесткостные характеристики этого типа упруго-демпферных опор ро-
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торов. Еще одним применением программного средства является возможность 
его использования в качестве расчетного модуля в пакете оптимизации гео-
метрии радиального восьмиполюсного АМП для поиска параметров, обеспе-
чивающих максимальное тяговое усилие при заданных, например, внешнем 
диаметре и толщине статора, номинальном зазоре, допустимой плотности тока 
и индукции в зазоре. 
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КОЛЕБАНИЯ СКОРОСТИ ПОТОКА СЕПАРИРУЕМОЙ 
ЗЕРНОВОЙ СМЕСИ НА ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ ВИБРОРЕШЕТЕ  
 

Розглянуто гармонічні коливання швидкості потоку зернової суміші, яка рухається по внутрішній 
поверхні вертикального циліндричного решета вібросепаратора. Використовуючи теорію віброро-
зрідження зернового шару, аналітичний розв’язок граничної задачі гідродинаміки представлено за 
допомогою функцій Кельвіна. Побудовано також наближений розв’язок задачі для спрощеного 
розрахунку швидкості потоку сепарованої суміші та продуктивності решета в виробничих умовах. 

 
Harmonically vibrations of velocity of a flow a grain mix are considered, driven on an internal surface of 
a vertical cylindrical sieve of vibroseparator. Using the theory vibroliquefaction of a grain layer, the ana-
lytical solution of a regional problem of hydrodynamics is submitted with the help of Kelvin functions. 
The approximate solution of a problem for the simplified account of velocity of a flow separating of a mix 
and productivity sieve under production conditions is constructed also. 
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Постановка проблемы. Для создания рациональных конструкций решет 
вибросепараторов нужно знать закономерности движения по ним сепарируе-
мых зерновых смесей. Обычно при изучении движения сыпучих зерновых ма-
териалов определяют усредненную за период колебаний решета скорость по-
тока смеси. Такой подход упрощает моделирование, но не дает информации о 
неравномерности потока смеси во времени. Поскольку вибрации интенсифи-
цируют разделение смеси на фракции, желательно знать, как распространяют-
ся они от виброрешета по объему движущегося зернового слоя. Для изучения 
распространения вибраций внутри сыпучего материала приходится решать 
динамические краевые задачи гидродинамики, используя аналогию движений 
вязкой жидкости и сыпучей среды в условиях вибраций. Построение и анализ 
решений таких задач позволяет уточнить существующие математические мо-
дели движения сепарируемых смесей и поэтому относятся к актуальным науч-
но-прикладным проблемам. 

 
Анализ последних исследований и публикаций. Установившееся вер-

тикальное движение кольцевого слоя зерновой смеси по внутренней поверх-
ности вращающегося цилиндрического виброрешета без учета колебаний ско-
рости потока рассматривалось в [1-4]. Математическое моделирование коле-
баний скорости потока слоя, вызванных осевыми вибрациями решета, прово-
дилось в [5], где построено решение краевой задачи гидродинамики в функци-
ях Бесселя и Неймана комплексного аргумента. Но при постановке граничной 
задачи в [5] пренебрегали искривлением поверхности решета. Здесь строится 
решение краевой задачи в цилиндрической системе координат с учетом ис-
кривления поверхности виброрешета. 

 
Целью работы является получение и апробация формул для расчета ско-

рости потока кольцевого слоя зерновой смеси с учетом ее колебаний, вызван-
ных осевыми вибрациями решета. 

 
Постановка и аналитическое решение динамической краевой задачи. 

Как и в работах [1-3], течение виброожиженного зернового слоя описываем 
уравнениями движения вязкой ньютоновской жидкости, которые при наличии 
осевой симметри имеют вид [6, 7] 
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где −
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ 2

2

2

2
2 1

zrrr
 оператор Лапласа; ur, uφ, uz – соответственно ра-

диальная, тангенциальная и осевая проекции скорости потока; r, z – радиаль-
ная и осевая координаты; ρ – плотность зерновой смеси; p – внутреннее избы-
точное давление; ν – эффективная кинематическая вязкость виброожиженной 
зерновой смеси; g – ускорение свободного падения; t – время. 

Ось 0z направлена вертикально вниз по оси цилиндрического виброреше-
та, как показано на рис. 1. 

 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема  

 
Рассматривая установившийся динамический процесс, при решении сис-

темы (1), полуобратным методом с учетом [4], задаем: 

0≡ru ;   ru 1ωϕ = ;    ( )truu zz ,= ;    ( )2
0

22
12

1 Rrp −= ρω .              (2) 

Здесь ω1 = const – угловая скорость вращения решета; R0 – радиус внут-
ренней поверхности движущегося кольцевого слоя зерна.  

Подстановка (2) в (1) обращает первое, второе и четвертое уравнения в 
тождества, а третье уравнение системы принимает вид 

v
g

t
u

vr
u

rr
u zzz −=

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂ 11

2

2
.                                         (3) 

Его следует решать при граничных условиях: 

);cos(),( * tAtRuz ωω=  0
0

=
∂
∂

=Rr

z

r
u ,                               (4) 

где R0 = R − h; R – радиус цилиндрической поверхности решета; h – толщина 
зернового слоя; A*, ω – амплитуда и круговая частота осевых вертикальных 
колебаний решета. 

В общем случае кинематическая вибровязкость смеси зависит от пара-
метров вибраций и частоты вращения решета, а также от механико-техноло-
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гических характеристик зерновой смеси и радиальной координаты r [2, 8]. 
Здесь, с целью упрощения математической модели, используем усредненное 
значение ν = const. 

Отметим, что решение однородного (без правой части) уравнения (3), при 
отличных от (4) граничных условиях, решали в [6, 7], рассматривая течение 
вязкой жидкости в цилиндрической трубе при пульсирующем во времени пе-
репаде давления. 

Здесь решение уравнения (3) ищем в виде суммы 
( ) ( ) ( )trurutruz ,, 21 += ,                                              (5) 

при условии, что 
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2 1 ;                                                 (6) 
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u
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u .                                           (7) 

При таком выборе uz(r, t) она удовлетворяет уравнению (3). 
Согласно (4), слагаемые суммы (5) должны удовлетворять следующим 

граничным условиям: 

;0)(1 =Ru        0
0

1 =
=Rrdr

du ;                                        (8) 

);cos(),( *
2 tAtRu ωω=     0),(

0

2 =
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∂

=Rrr
tru ,                         (9) 

Решение краевой задачи, представленной выражениями (6) и (8), имеет 
вид 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

R
rRrR

v
gru ln2
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)( 2
0

22
1 .                                  (10) 

Оно опубликовано в работах [1, 2, 3]. 
Решение уравнения (7) ищем в виде 

( ) )sin()(Im)cos()(Re)(Re),(2 trwtrwezwtru ti ωωω ⋅−⋅== ,             (11) 

где 1−=i ; w(r) – комплексная функция вещественного аргумента. 
Она должна удовлетворять дифференциальному уравнению 

01
2

2
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∂
+

∂
w

v
i

r
dw

rr
wd ω                                           (12) 

и граничным условиям: 
ω*)(Re ARw = ;        0)(Im =Rw ;                                 (13) 

0)(Im)(Re
00

==
== RrRr

rw
dr
drw

dr
d , 

вытекающим из (9), (11). 
Общим решением уравнения (12) является 
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( ) ( ) ( ) ( )irKiccirIiccrw λλ 043021)( ⋅++⋅+= .                      (14) 

Здесь vωλ = ; I0(x), K0(x) – модифицированная функция Бесселя и 
функция Макдональда нулевого индекса; c1, c2, c3, c4 – вещественные произ-
вольные постоянные. 

Записанные в (14) цилиндрические функции комплексного аргумента вы-
ражаются через функции Кельвина нулевого индекса: )(xber , )(xbei , )(xкer , 

)(xкei  по формулам [9];  

( ) )()(0 xbeiixberixI += ;   ( ) )()(0 xкeiixкerixK += .            (15) 
Поэтому, согласно (14) и (15): 

( ) )()()()(Re 4321 rкeicrкercrbeicrbercrw λλλλ −+−= ;                (16) 
( ) )()()()(Im 4321 rкercrкeicrbercrbeicrw λλλλ +++= . 

Подставив (16) и их производные в (13), получаем систему четырех ал-
гебраических уравнений с неизвестными cj, 4;1=j : 

ωηηηη *
4321 )()()()( Aкeicкercbeicberc =−+− ; 

0)()()()( 4321 =+++ ηηηη кercкeicbercbeic ; 
0)()()()( 4321 =′−′+′−′ ζζζζ iкecrкecibecrbec ;                      (17) 
0)()()()( 4321 =′+′+′+′ ζζζζ rкeciкecrbecibec . 

В ней η = λR; ζ = λR0; штрихом обозначены производные функций Кель-
вина по ζ. 

Заметим, что функции Кельвина и их производные затабулированы в [10]. 
Кроме того, производные можно выразить через функции Кельвина индекса 
единица, таблицы которых опубликованы в [9]. 

Решив систему (17), находим 

[ ])()()( 21
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[ ])()()( 21
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22113 ccc δδ += ; 12214 ccc δδ −= ;                               (18) 
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( ) ( )222 )()(
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ζζ
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iкerкe
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′+′

′⋅′−′⋅′
= . 

Определив константы cj, 4;1=j , после постановки (16) в (11), а затем 
(10) и (11) в (5), получаем формулу скорости потока зернового слоя  
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 [ ] )sin()()()()()cos( 4321 trкercrкeicrbercrbeict ωλλλλω ⋅+++−× .        (19) 
Из нее видно, что колебания скорости потока происходят с той же часто-

той, что и колебания решета, но их амплитуды и фазы зависят от координаты 
r. Расчеты по формуле (19) позволяют выяснить как затухают амплитуды ко-
лебаний внутри движущегося слоя зерна с удалением от поверхности вибро-
решета. 

Используя (19) можно определить изменение производительности решета 
во времени. Решение этой задачи сводится к вычислению интеграла 
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Учитывая известные интегралы [9] 
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после подставки (19) в (20), получаем формулу  
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В ней 

[ ] [ ])()()()( 11112,1 ζζζηηη beiberbeiberF mm ⋅−⋅= ; 
[ ] [ ])()()()( 11114,3 ζζζηηη кeiкerкeiкerF mm ⋅−⋅= . 

Расчет колебаний производительности решета также связан с вычислени-
ем цилиндрических функций. 

 
Построение приближенных формул. В производственных условиях ра-

боты сепараторов значения расчетных параметров таковы, что λr ≥ ζ >> 1. По-
этому без существенных погрешностей в формулах (18), (19) и (21) функции 
Кельвина и их производные можно заменить асимптотическими представле-
ниями: 
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В результате такой замены расчет колебаний скорости потока смеси и 
производительности решета сводится к вычислениям элементарных функций. 

Более существенного упрощения расчетных зависимостей можно дос-
тичь, если пренебречь вторым членом в уравнении (12). Так поступали авторы 
работы [5], используя малое отношение толщины зернового слоя к радиусу 
решета. Для упрощенного указанным образом уравнения (12) краевая задача 
имеет компактное решение 

( )[ ]
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RRi
RriArw

−
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=
λ
λω . 

Используя его, как ранее (14), получаем приближенную формулу скоро-
сти потоком зерновой смеси 
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В ней 
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Проинтегрировав приближенно выражение (22) по толщине слоя опреде-
ляем производительность решета 
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Здесь 
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Для больших значений βh, )(~)( hshhch ββ  и формула (23) принимает бо-
лее компактный вид 
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Из нее следует, что амплитуда колебаний производительности решета воз-
растает с увеличением R, A*, ν и ω, причем колебания смещены по фазе на π/4. 

 

  
Рисунок 2 – Зависимости колебаний  
скорости зерновой смеси пшеницы от 
времени для различных r: 1,2,3,4 – 

;Rr =
2

0R-R+R0 ; ;R-R+R0 4
0

0R . 

Рисунок 3 – Профили скорости  потока 
зерновой смеси пшеницы по толщине 
слоя в различные моменты времени: 

── 
ω
π
2

=t ; · · ·  
ω
π

=t ; – – – 
ω
π

2
3

=t . 

 
Анализ численных результатов. Для проведения расчетов, следуя [5], 

задавали: ρ = 750 кг/м3; h = 0,01 м; A* = 0,0075 м; ω = 52,33 с−1; ρν = 0,66 Па ⋅ с; 
R = 0,3075 м. Вычисленные по формуле (19) скорости вертикального движения 
смеси представлены на рис. 2 и 3. 

Из рис. 2 видно, что по мере удаления от поверхности решета в сторону 
свободной поверхности слоя происходит уменьшение амплитуд колебаний 
скорости, но увеличиваются средние значения скорости, относительно кото-
рых происходят эти колебания. 

На рис. 3 показаны распределения скоростей потока по толщине кольце-
вого слоя в различные моменты времени. Расчеты подтверждают, что профили 
скорости потока смеси существенно меняются с течением времени, вследствие 
колебаний решета. 
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Выводы. Изложенная теория отражает колебательный характер потока 
сепарируемой зерновой смеси внутри цилиндрического виброрешета, совер-
шающего осевые гармонические колебания. Она может применятся при мате-
матическом моделировании процессов зерновых сепараторов. 
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О ЗАВИСИМОСТИ ВИБРАЦИИ ТУРБОГЕНЕРАТОРОВ  
ОТ РЕЖИМНЫХ ПАРАМЕТРОВ 

 
Виконано станційні дослідження залежності вібрації статорів турбогенераторів від активної поту-
жності. Розроблено відповідну математичну модель на основі алгебраїчного полінома. Запропоно-
вано режими експлуатації, що забезпечують вібронадійність турбогенераторів. 
 
We performed station research of dependence between turbogenerator stator vibration and active power. 
We developed corresponding mathematical model based on the algebraic polynom. We suggested operat-
ing conditions, which provide vibration reliability of turbogenerators. 
 

Известно, что вибрация турбогенератора зависит от таких параметров его 
режима, как ток Ist и напряжение Ust статора. Радиальные электродинамиче-
ские усилия и соответствующие амплитуды колебаний статорной обмотки 
пропорциональны 2

stI  [1]. 
Колебания магнитопровода статора, вызванные силами магнитного тяже-
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ния, происходят с удвоенной частотой вращения ротора. При натурных иссле-
дованиях на электростанциях установлено, что амплитуды таких колебаний Am 
зависят от активной мощности турбогенератора P [2]. С ростом P величины Am 
снижаются. Если изгибная жесткость ротора по продольной и поперечной 
осям выравнена, аналогичная закономерность установлена и для колебаний 
корпуса статора Ac(P). 

Сходные результаты получены исследователями на турбогенераторах 
ОАО «Электросила» [3, 4] и других фирм [5]. 

При этом известно, что Am пропорциональна квадрату напряжения стато-
ра 2

stU . 
Указанную закономерность для Am(P) и Ac(P) целесообразно учитывать 

прежде всего для турбогенераторов с длительным сроком эксплуатации. По 
современному стандарту их полный назначенный срок службы составляет 40 
лет [6]. Современные условия, в том числе в СНГ, зачастую вынуждают экс-
плуатировать турбогенераторы еще дольше. 

Между тем, электростанции СНГ начали оснащаться турбогенераторами 
мощностью 200 и 300 МВт, начиная с 1960 г., когда стандартный срок службы 
составлял лишь 20 лет. В результате вибрация статоров зачастую превышает 
стандартные нормы и может привести к тяжелым авариям. 

Среди методов снижения вибрации можно условно выделить такие группы: 
1) конструкционные (в том числе виброизоляцию, отстройку от резонан-

сов); 
2) технологические (в том числе ремонты и балансировку; 
3) эксплуатационные (в том числе рассматриваемые в данной работе). 
В связи с описанными явлениями, наряду с капитальными ремонтами, 

особенно для машин, уже выходивших из строя, целесообразно предусмотреть 
режимные ограничения. В качестве критериев вибронадежности вводятся жест-
костные ограничения – размахи и пиковые значения виброперемещений, а также 
средние квадратические значения виброскоростей в контрольных точках [6, 7]. 

В данной работе следовало дать объяснение физике явления и его мате-
матическую модель, позволяющую определить область допустимых режимов 
эксплуатации турбогенератора. 

Физика явления, согласно статье [2], могла объясняться, например, асим-
метрией магнитного поля или изменением эффективных упругих свойств маг-
нитопровода (сердечника) статора под нагрузкой. В книге [3] предполагается, 
что причина явления состоит в увеличении температуры сердечника с ростом 
нагрузки, а также в прижатии сердечника к ребрам статора (или рамы сердеч-
ника) электромагнитным моментом вращения. 

В статье [4] изучается характер электромагнитных усилий между ротором и 
статором. При холостом ходе с возбуждением магнитные линии в зазоре направ-
лены радиально. При нагружении генератора электромагнитный момент, уравно-
вешиваемый моментом первичного двигателя (например, турбины), создается за 
счет появления системы тангенциальных сил магнитного тяжения. При нагрузке 
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магнитные линии направлены в зазоре нерадиально. В результате радиальная со-
ставляющая магнитного тяжения уменьшается, а с ней понижается и вибрация 
статора. Авторы рассматривают эту модель как упрощенную. 

Далее рассматривается задача математического моделирования. Изуча-
ются зависимости Am и Ac от режимных параметров P, Ust, а также от реактив-
ной мощности Q и от цилиндрических координат l, θ точки измерения вибра-
ции на поверхностях магнитопровода или корпуса статора. Эти зависимости 
представляют собой достаточно гладкие функции, что позволяет применить 
для моделирования вибрации аппарат алгебраических полиномов от n пере-
менных [8, 9]. 

Ограниченная функция переменных { }n
jx

1
, заданная значениями ( ){ }K

iy 1
0 , 

например Am(P,Q,Ust,Ist,l,θ), аппроксимируется полиномом степени r  

∏∑
=

λ

=

=
n

j

s
ij

S
Si

jxby
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,                                                  (1) 
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=  – матрица показателей степеней, число членов полинома 

λ = Cr
r + n; [ ]rs j ,0∈ . Разыскивается наилучший в среднем квадратичном поли-

ном из условия экстремальности квадратичной погрешности 
( )[ ]∑
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λ −=

K

i
ii yyE

1

20 . Вычисляется оценка средней квадратичной погрешности 

( )λ−=Δ λ KE  
и относительная погрешность 

( )0yΔ=κ ,                                                   (2) 

где ( )0y  – среднее значение ( )0
iy  по всей области задания исходной функции в 

точках i = 1…K. 
В данной работе рассматривается ограниченная задача о зависимости Am 

или Ac от активной мощности P. 
Исследованы данные приемо-сдаточных испытаний головного образца 

турбогенератора [2]. Вводится понятие о безразмерной функции снижения 
вибрации 

( ) ( )
( )0=

=α
PA

PA
P

m

m
m ,                                              (3) 

которая рассматривается в качестве исходной. Здесь величина амплитуды ко-
лебаний Am(P = 0) определяется при стандартном режиме испытаний в опыте 
холостого хода с номинальным напряжением статора ( )nom

stU . 
Аппроксимирующая функция выбрана в виде полинома степени r = 3  

( )3
mα  = b0 + b1P + b2P2 + b3P3.                                        (4) 

Результаты аппроксимации представлены на рисунке. 



111 

 
Функция снижения вибрации (▬▬▬▬ – эксперимент, ▬  ▬  ▬ – аппроксимация) 

 
Экспериментальная ( )Pmα  и аппроксимирующая ( ) ( )Pm

3α  функции моно-
тонно убывают, так как 

Δ = 3b1b3 – b2
2 > 0;       b3 < 0.                                     (5) 

Относительная погрешность аппроксимации при r = 3, вычисленная по фор-
муле (2), составляет κ3 = 4,0 %. Полином третьей степени дает кривую, практиче-
ски совпадающую с исходной, если учесть погрешность эксперимента. 

Отсутствие минимума у функции снижения вибрации α(P) в исследован-
ном диапазоне позволяет рекомендовать для данного турбогенератора набор 
активной нагрузки P как средство снижения амплитуды колебаний магнито-
провода Am (если такая необходимость возникнет в ходе длительной эксплуа-
тации). 

Аналогичные результаты получены в последние годы для турбогенерато-
ра мощностью 300 МВт, находившегося в длительной эксплуатации. Ее срок 
превысил требуемое по стандарту время службы. Величина Ac в режиме холо-
стого хода при номинальном напряжении ( )nom

stU  оказалась выше нормы. 
Выполнены виброисследования Ac(P), построена характеристика αc(P). Ее 

аппроксимация по формуле (4) дает погрешность κ3 = 2,1 %. Неравенства (5) 
выполнены, так что функция снижения вибрации монотонно убывает. Реак-
тивная нагрузка Q в процессе виброисследований менялась незначительно. 

В связи с этими данными было рекомендовано продолжить работу энер-
гоблока при P = Pmax (с учетом тепловых и других ограничений по генератору, 
трансформатору, турбине и котлу) так, чтобы величины Am и Ac не превышали 
допустимых. В современных мощных объединенных энергосистемах с элек-
тростанциями блочного типа возможно перераспределение нагрузок между 
энергоблоками так, чтобы отдельные блоки работали при P = Pmax ≤ P(пот). 

Отметим, что пространственная аппроксимация для Ac(l,θ) по формулам (1), 
(2) выполнена в [10], ее равномерная сходимость при [ ]6,1∈r  показана в [9]. 
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Выводы. На базе станционных исследований турбогенераторов установлена 
закономерность снижения вибрации статоров с ростом активной нагрузки. По-
строена соответствующая математическая модель. Выбраны режимы, позволяю-
щие продолжить работу машин на время, превышающее расчетный срок службы. 

Перспективы развития данного направления – построение банка данных о 
зависимости вибрации от параметров режима, включая активную и реактив-
ную нагрузки, напряжение и ток статора, а также от координат точки измере-
ния колебаний. Такой банк данных по типу [8] составляется для серий турбо-
генераторов мощностью 200, 300, 500 и более МВт и моделируется с помо-
щью N-мерных полиномов. 
 
Список литературы: 1. Глебов И.А., Данилевич Я.Б. Научные основы проектирования турбогене-
раторов. – Л.: Наука, 1986. – 184 с. 2. Гаврилов Л.Г., Остерник Э.С. Виброустойчивая работа тур-
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АНАЛИЗ УДАРНОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ КЕРАМИЧЕСКОГО 
КОНТЕЙНЕРА ПРИ ПРОБИВАНИИ МЕТАЛЛИЧЕСКИМ 
СТЕРЖНЕМ И ПУЛЕЙ 

 
Проведено аналіз ударного деформування керамічного контейнера для транспортування й захоро-
нення радіоактивних матеріалів при пробиванні його металевим стержнем та кулею. Аналіз прово-
дився з метою оцінювання міцності й герметичності за умов нормативних вимог щодо проектів та-
ких об’єктів. Задача розв’язувалась методом скінчених елементів у переміщеннях за допомогою 
сучасного програмного комплексу ANSYS. Представлені розподіли максимальних інтенсивностей 
напружень Одержані результати розрахунків дозволяють зробити висновок, що за вказаних видів 
навантаження керамічний контейнер залишається міцним та герметичним.   
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The analysis of impact deformation of a ceramic container for transporting and evaluating of radioactive 
material to the strength and tightness under regulatory requirements to projects such facilities. The analy-
sis was completed for estimations of the strength and tightness of the container project. The problem was 
solved by finite element method in displacement with helping of modern program complex ANSYS. The 
distribution of maximal stress intensity is described.  

 
Актуальность и состояние проблемы. В настоящее время в Украине 

для транспортирования и хранения отходов, возникающих при эксплуатации 
атомных электростанций, традиционно используются бетонные упаковки. Та-
кие упаковки не в полной мере отвечают современным требованиям безопас-
ности. Одним из вариантов повышения прочностных характеристик контейне-
ров является разработка новых защитных материалов и конструкций на их ос-
нове [1,2]. Новые варианты конструкций контейнеров должны удовлетворять 
условиям прочности при стандартных видах нагружения в соответствии с 
разд. 4.5 руководящих материалов ГОСТа 51824 – 2001 «Контейнеры защит-
ные невозвратные для радиоактивных отходов из конструкционных материа-
лов на основе бетона. Общие технические требования». Одним из видов на-
гружения, определяемых ГОСТом, является падение металлического стержня 
из углеродистой стали (масса – 6 кг, диаметр – 32 мм, с полусферическим кон-
цом радиусом 16 мм) с высоты 1 м в направлении центра наименее прочной 
части контейнера. Такой тип нагружения может привести к пробиванию кон-
тейнера. Кроме того, в настоящее время хранилища вредных радиоактивных 
отходов могут стать объектом террористической атаки, при которой весьма 
велика вероятность поражения контейнера пулей стрелкового оружия. Оче-
видно, что новая конструкция контейнера может считаться работоспособной, 
если пробивание корпуса при указанных видах воздействия не произойдет.  
Этим обусловлена актуальность темы работы. 

 
Постановка задачи и метод  решения. В работах [3,4] проведены расче-

ты и анализ прочности контейнера при статическом нагружении и при паде-
нии. В данной работе за основу принималась модель контейнера уже рассмот-
ренная ранее с такими же физико-механическими характеристиками материа-
ла. Особенности нагружения в данном случае (при пробивании стержнем или 
пулей) таковы, что воздействие производится в локальной области поверхно-
сти контейнера и, поэтому задача должна рассматриваться в трехмерной по-
становке. Анализ информационных источников по данной проблеме, а также 
предыдущие результаты расчетов прочности, позволяют сделать вывод, что 
при пробивании наименее прочной может считаться середина (по высоте) 
корпуса и середина крышки. Так же середина корпуса является наиболее веро-
ятной областью попадания пули. На рис. 1 и 2 представлены расчетные схемы 
задач падения металлического стержня на корпус и попадания пули. 

Для двух приведенных расчетных схем должны выполняться следующие 
условия закрепления. Для схемы рис. 1 – жесткое опирание вдоль линии каса-
ния боковой поверхности корпуса и опорой: 



114 

[ ] .0)0,,0,0( ==∈= zhyxU
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                                       (1)  
Для схемы рис.2 – жесткое опирание основания контейнера: 

.0)0,,( ==zyxU
r

                                                  (2) 
Так как, в данном случае металлический стержень совершает поступа-

тельное движение, то его скорость в момент касания боковой поверхности 
может быть получена из теоремы об изменении кинетической энергии по сле-
дующей формуле: 

,2ghv =                                                          (3) 
при h = 1 м скорость составит v = 4,43 м/с. Во втором случае принимаем: масса 
пули – 9 г, диаметр – 7,62 мм, скорость подлета – 900 м/с. 

 

 
Рисунок 1 

 
Рисунок 2 

 
Задача решалась методом конечных элементов (МКЭ) в перемещениях 

средствами модуля программного комплекса ANSYS – LS DYNA. В качестве 
базового выбирался 10-узловой объемный призматический конечный элемент 
с квадратичной аппроксимацией перемещений – SOLID168. 

Материал контейнера считался упругим, свойства которого выбирались 
соответствующими спеченной керамике типа ZrO2 [1]. Содержимое контейне-
ра моделировалось твердым телом с упругими свойствами. Поведение мате-
риала стержня и пули моделировалось в рамках смешанного подхода Лагран-
жа-Эйлера описания сплошной деформируемой среды. Контактные явления, 
имеющие место между крышкой и корпусом, моделировались путем введения 
специального слоя контактных конечных элементов. 

 
Оценки прочности керамического контейнера. Рассмотрим вначале 

результаты, полученные для случая соударения металлического стержня с 
контейнером.  

Следует отметить, что ударное воздействие приводит к возникновению 
значительных напряжений только в области, непосредственно прилегающей к 
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месту соударения. В точках удаленных от места соударения напряжения яв-
ляются незначительными и не приводят к возникновению критических со-
стояний материала. Таким образом можно утверждать, что падение металли-
ческого стержня на середину боковой поверхности корпуса контейнера не 
приведет к нарушению герметизации узла соединения крышки и корпуса.  

В расчетах оценивалась длительность соударения, а также напряженное 
состояние в зависимости от времени соударения. Результаты показали, что 
длительность соударения составляет 0,5 · 10−3 с. Максимальные значения на-
пряжений наблюдаются в момент времени соударения 0,25 · 10−3 с.  

На рис. 3 представлена картина распределения максимальной (во време-
ни) интенсивности напряжений в области соударения. Отметим, что макси-
мальное значение интенсивности наблюдается в точка поверхности корпуса, 
непосредственно контактирующих с падающим стержнем, и составляет 33 
МПа. Если воспользоваться критерием прочности Губера – Хенки – Мизеса и 
сравнить максимальную интенсивность напряжений с пределом прочности ма-
териала ZrO2 – 1400 МПа [1], то можно утверждать, что в результате соударе-
ния контейнер остается прочным. Подобный же вывод можно сделать, если 
воспользоваться критерием Мора и сравнить максимальное значение первого 
главного напряжения с пределом на растяжение [1]. 

  

 
Рисунок 3 – Распределение интенсивности напряжений в области контакта стержня и 

контейнера  
 
Подобные результаты были получены и в результате решения задачи о 
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пробивании боковой поверхности контейнера пулей. На рис. 4 представлена 
геометрическая модель контейнера и пули, созданная средствами программно-
го комплекса  ANSYS. На рис. 5 представлена качественная картина распреде-
ления интенсивности напряжений в момент контакта пули и корпуса. Следует 
отметить, что общая картина распределения напряжений соответствует перво-
му рассмотренному случаю. В точках удаленных от места попадания пули на-
пряжения являются незначительными, а значит и в этом случае разгерметиза-
ция узла соединения крышки и корпуса не наблюдается. Количественные 
оценки также позволяют сделать вывод, что прочность контейнера в месте по-
падания пули также не нарушается (максимальное значение интенсивности 
напряжений составляет 300 МПа). Следует отметить, что пуля претерпевает 
значительное пластическое формоизменение. 

 

 
Рисунок 4 – Модель контейнера и 

пули 

 
Рисунок 5 – Качественное распределение ин-
тенсивности напряжений в области контакта 

пули с боковой поверхностью пули 
 
Выводы. Проведено моделирование двух критических режимов нагру-

жения керамического контейнера для хранения радиоактивных отходов. Мо-
делирование проводилось средствами программного комплекса ANSYS. Осо-
бым образом учтено поведение материала при соударении. Оценки прочности 
контейнера по теории Губера – Хенки – Мизеса и по теории Мора показывают, 
что прочность контейнера не нарушается ни при пробивании его боковой по-
верхности металлическим стержнем , ни при пробивании пулей. 

 
Список литературы: 1. Саенко C.Ю. Технологические подходы для обеспечения безопасности 
при обращении с радиоактивными отходами // Энергетика, экономика, технологии, экология. – 
2007. – № 2 (21). – С. 27-35. 2. Неклюдов И.М., Морачковский О.К., Андреев Ю.М., Саенко С.Ю., 
Бирюков О.В. Динамическое моделирование по испытанию на прочность контейнеров-упаковок 
для высокоактивных отходов атомных станций // Восточно-европейский журнал передовых техно-
логий. – № 6/4 (30) – 2007. – С.4-7. 3. Саенко С.Ю., Морачковский О.К., Лавинский Д.В., Соболь 
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ПОИСК КРИТЕРИЯ ОПТИМИЗАЦИИ ТОРЦЕВОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ РОЛИКА И ВНУТРЕННЕЙ ПОВЕРХНОСТИ 
БОРТОВ КОЛЕЦ ПОДШИПНИКА КАЧЕНИЯ 

 
Запропоновано критерій оптимізації торцевої поверхні ролика та відповідних поверхонь бортів кі-
лець. Встановлено, що критерій може бути обраний на основі аналізу енергії, що витрачається на 
тертя в зоні контакту: чим менше енергія, що витрачається на тертя, тим менше спрацювання та, 
відповідно, вище ресурс. 
 
Criterion for the front surface of the roller and the response surfaces of the rings sides optimization has 
been proposed. Established that the criterion can be chosen based on the friction loss energy analysis in 
the contact zone: the lower the energy spent on friction, the less the wear and therefore higher the re-
source. 
 

Введение. Постоянно увеличивающиеся требования к грузоподъемности, 
ресурсу, межремонтному пробегу и другим критериям технического уровня и 
качества подшипниковых узлов железнодорожного вагонного состава, дикту-
ют необходимость широкого применения теории и численных методов опти-
мизации. Большинство описанных в литературе постановок задач оптимиза-
ции связано с проблемой предельного снижения веса или его аналогов при 
обеспечении статической прочности. Реже в качестве критерия используются 
функционалы прочности и жесткости, собственные частоты, критические па-
раметры устойчивости, характеристики флаттера и дивергенции, комплексные 
характеристики стоимости и надежности.  

 
Анализ литературы. Исследователями ВНИПП проведен ряд работ, на-

правленных на увеличение ресурса снижением трения в зонах торцевого кон-
такта. Оценка  проводится комплексно по составу смазочного материала, тол-
щине пленки, критической вязкости смазочной среды, доле проскальзывания в 
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контакте и другим критериям контактно-гидродинамической теории смазки. 
Исследуются характеристики, определяющие тепловыделение в контакте, ве-
роятность схватывания и заедания. Расчет проводится с использованием эм-
пирических формул и таблиц. Критерии оптимизации задаются косвенно. Оп-
тимальная геометрия находится вариантным методом. 

В статье Шавшишвили А.Д. [1] предложена методика оценки работы ци-
линдрических роликовых подшипников, эксплуатируемых при воздействии на 
них боковых горизонтальных нагрузок, используемая для определения рацио-
нальной формы очертания поверхностей торцов роликов и бортов колец под-
шипников. Рассмотрены четыре исходных схемы контакта: конусный борт – 
конусный торец, конусный борт – сферический торец, конусный борт – пло-
ский торец, который имеет на периферийной части скругление в форме торо-
вого пояса, плоский борт – плоский торец. Установлено, что оптимальным с 
точки зрения минимизации контактных напряжений и максимизации критиче-
ских температур является контакт конусный борт – конусный торец, однако в 
силу ряда факторов для промышленного применения рекомендована схема с 
конусным бортом и плоским торцом ролика, имеющим на периферийной час-
ти скругление, причем точка их касания находится вблизи места сопряжения 
плоской и криволинейной частей поверхности торца. 

Экспериментальные исследования освящены в работе Фелькенинга В. и 
Хойбергера Х. [2]. Исследуется способность подшипников переносить осевые 
силы, описывается эмпирический поиск наилучшего профиля торцевой по-
верхности ролика, приводятся контактные профили изношенных тел качения. 
Установлено, что  профиль конечной формы должен как можно меньше отли-
чаться от профиля износа. Изначально плоские торцевая поверхность ролика и 
поверхность борта под действием осевых сил изнашиваются, переходя в изги-
бы с постоянным радиусом (скругления торца и ролика достаточно малы, их 
практически невозможно заметить без специальных приборов). Наличие же изги-
бов в исходной конфигурации ведет к значительному уменьшению износа. 

 
Нахождение критерия оптимизации. При оптимальном профилирова-

нии поверхностей качения подшипника с короткими цилиндрическими роли-
ками в качестве критерия оптимизации используется минимизации макси-
мальных контактных напряжений, возникающих между боковой поверхно-
стью ролика и поверхностью качения колец под действием непрерывной вер-
тикальной нагрузки [3]. Минимизация же напряжений, появляющихся перио-
дически под действием боковой горизонтальной силы в контакте торцевой по-
верхности ролика и внутренних поверхностей бортов колец, является нецеле-
сообразной – сопутствующим результатом будет максимизация зоны контакта, 
нежелательная при наличии трения скольжения. 

В ходе исследования установлено, что критерий может быть выбран на 
основе анализа энергии, затрачиваемой на трение в зоне контакта: чем меньше 
энергия, затрачиваемая на трение в системе, тем меньше износ и, соответст-
венно, выше ресурс узла. Энергия, затрачиваемая на трение, равна работе сил 
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трения: 
ЕТр = АТр.                                                         (1) 

Для недеформируемого твердого тела работа АТр равна произведению си-
лы трения на путь: 

АТр = FТрL.                                                       (2) 
В случае трения компланарных плоских поверхностей при возвратно-

поступательном движении, сила трения вычисляется как произведение силы, 
действующей на тело в направлении нормальном к поверхности скольжения, 
на коэффициент трения: 

FТр = fFНорм.                                                     (3) 
Соответственно, интенсивность силы трения в точке контакта равна про-

изведению контактного давления на коэффициент трения: 

конт
Трi

f=F σ                                                    (4) 
Интенсивность работы силы трения в точке контакта равна интегралу от 

интенсивности силы трения по пути трения: 

∫∫ dLf=dLF=A конт
ТрiТрi

σ .                                  (5) 
В качестве критерия для оптимизации используется интеграл интенсив-

ности работы силы трения по высоте внутренней поверхности борта кольца. 

∫ dhA=G Трi
. 

 

 
Рисунок 1 – Расчетный путь трения точки борта кольца 

 
Несложно заметить, что для отыскания интенсивности работы силы тре-

ния необходимо заранее определить напряжения в зоне контакта и пути тре-
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ния, которые проходят по ролику точки ответных поверхностей бортов колец. 
Учитывая, что при оптимальном проектировании узла вычисление контактных 
напряжений должно проводиться десятки и даже сотни раз (по одному для ка-
ждого конструктивного варианта) нахождение их осуществляется расчетно. 

 

 
Рисунок 2 – Путь трения точки борта кольца, полученный эмпирически 

 

 
Рисунок 3 – Распределение интенсивности работы сил трения 
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Путь точки трения в силу малости предполагаемых вариаций геометрии 
определяется только один раз для каждой принципиальной схемы исполнения, 
расчетно либо эмпирически. На рис. 1 приведена расчетная траектория точки, 
на рис. 2 – полученная эмпирически.  

На рис. 3 приведено распределение интенсивности работы сил трения по 
высоте внутренней поверхности бортов колец для исходной геометрии  узла. 
 

Выводы. Решена задача поиска критерия оптимизации торцевой поверх-
ности ролика и внутренней поверхности бортов колец подшипника качения. В 
качестве критерия предложен интеграл интенсивности работы силы трения по 
высоте внутренней поверхности борта кольца. Изучены пути трения по ролику 
точки ответных поверхностей бортов колец и распределение интенсивности 
работы сил трения по высоте внутренних поверхностей бортов колец.  
 
Список литературы: 1. Шавшишвили А.Д., Работа цилиндрических роликовых подшипников в 
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СРАВНЕНИЕ ВИБРОЗАЩИТНЫХ СВОЙСТВ МЕХАНИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ С ПРОЩЕЛКИВАНИЕМ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ НА 
ТРАНСПОРТНЫХ СРЕДСТВАХ 

 
Проведений порівняльний аналіз віброзахисних якостей і властивостей механічних систем з про-
клацуванням з лінійною або нелінійною характеристикою несучого зв'язку при використанні їх як 
додатковий віброізолятор, встановлюваний на транспортний засіб для захисту небезпечного ван-
тажу. Показано, що системам з лінійною характеристикою несучого зв'язку слід надавати перевагу 
у використанні з погляду забезпечення якіснішої віброізоляції небезпечного вантажу. 
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A comparative analysis vibroprotection qualities and properties of mechanical systems with flipping with 
linear or nonlinear characteristics of the carrier connection when using them as an extra shock absorbers 
installed on the vehicle for the protection of dangerous goods. It is shown that a system with linear char-
acteristic carrier connection is preferable to use in terms of ensuring better vibration control of dangerous 
cargo. 

 
Одной из основных причин выхода из строя различных механизмов и 

приборов, которые расположены в движущихся объектах, является вредное 
воздействие вибрации, которая вызывается работой двигателя транспортного 
средства, влиянием микропрофиля дорожного покрытия, различных дополни-
тельных механизмов и т.д. В связи с этим актуальной проблемой является соз-
дание виброзащитной системы и оценка ее эффективности. Настоящая работа 
является продолжением исследований, опубликованных в работах [1, 2, 3]. 

 

 
Рисунок 1 – Расчетная  схема механической системы с прощелкиванием 

 
В отличие от предыдущих работ здесь исследовалось поведение механи-

ческой системы с прощелкиванием приведенной на рис. 1, в качестве вибро-
защитной системы с квазинулевой жесткостью (ВСКЖ), при установке ее на 
пружину, имеющую нелинейную характеристику или серийный виброизоля-
тор с нелинейной характеристикой. В работе также проводилось сревнение с 
характеристиками ВСКЖ при использовании в качестве несущей связи пру-
жины с линейной характеристикой. 

При расчетах рассматривалась кубическая  нелинейная характеристика, 
как наиболее часто встречающаяся при использовании серийных виброизоля-
торов. Для оценки виброзащитных свойств системы будем использовать то ее 
свойство, что она является эффективной при работе в зарезонансной области 
амплитудно-частотной характеристики (АЧХ).  

При построении АЧХ исходим из уравнения движения механической 
системы с прощелкиванием в безразмерных координатах. Для ВСКЖ с линей-
ной несущей связью имеем уравнение: 
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Для ВСКЖ с нелинейной несущей связью имеем уравнение: 
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2
0ω= , остальные обозначения такие же как и в уравнении (1). 

Разложив корень в степенной ряд получим:  
для уравнения (1): 

( ) ( ) ( ),~sinq ~1q2C~q ~q 3 θ+τω=εα++α−+′β+′′                           (3) 
где θ – некоторый неизвестный фазовый угол. 

Для уравнения (2): 
( ) ( )( ) ( ),~sinq ~C~k~1q2C~q ~q 3

1 θ+τω=ε+εα++α−+′β+′′                      (4) 
которое отличается от уравнения (3) только коэффициентом при q3. 

При построении АЧХ системы воспользуемся методом прямой линеари-
зации [4] и будем искать решение уравнения в виде τω= ~sinqq1 . 

В результате получим алгебраическое уравнение, связывающее частоту 
колебаний с амплитудой на этой частоте  

для уравнения (3): 
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где ,2C~C0 α−= ( ) .~10 εα+=ε  
Для уравнения (4): 

( ) ( ) ,0
q
1q75,0C~q5,1C2~~

2
1

22
100

22
100

24 =−ε++ωε−−β+ω                      (6) 

где ε0= ( )( )1
~C~k~1 ε+εα+ , .2C~C0 α−=   

Используя выражение (6) построим АЧХ системы при гармоническом 
возбуждении основания и различных значениях коэффициента α, описываю-
щего геометрические параметры пружин–корректоров исследуемой виброза-
щитной системы. Эти графики приведены на рис. 2. Там же приведены и ске-
летные кривые рассматриваемой системы. При этом принимались такие пара-
метры: α = 0,1; 0,25 и 0,5 (кривая 3, 2 и 1 соответственно). 

При анализе графиков АЧХ виброзащитной системы с нелинейной упру-
гой характеристикой несущей связи можно отметить, что при увеличении па-
раметра α происходит ухудшение виброизолирующих свойств виброзащитной 
системы. Это объясняется тем, что эффективная виброизоляция обеспечивается 
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только в том частотном диапазоне, где реализуется единственный периодический 
режим с малыми амплитудами колебаний (зарезонансная область АЧХ).  
 

 
Рисунок 2 – АЧХ ВСКЖ при различных значениях коэффициента α 

 
Можно отметить, что с увеличением параметра α происходит ухудшение 

виброзащитных свойств системы. Однако, при малых значениях α происходит 
сужение области существования квазинулевой жесткости в системе с прощел-
киванием [1], и правильное задание этого коэффициента очень важно для 
обеспечения эффективной работы предлагаемой системы.   
 

 
Рисунок 3 – Анализ влияния демпфирования на виброзащитные свойства  

исследуемой системы 
 

В продолжение исследований рассмотрим влияние демпфирования на виб-
розащитные свойства ВЗС. Для этого были построены АЧХ системы при различ-
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ном значении демпфирования β~ = 0,055 (кривая 1), β~ = 0,078 – (кривая 2) и  β~ = 
0,124 (кривая 3), приведенные на рис. 3. 

Можно отметить, что правильное задание значения коэффициента демп-
фирования очень важно. С увеличением коэффициента демпфирования систе-
ма становится более жесткой, что приводит к увеличению частотного диапа-
зона возмущающих сил, на котором возможно возникновение колебаний с 
большой амплитудой. 

В заключение рассмотрим влияние параметра ε~  на вид АЧХ исследуе-
мой системы. Были проведены расчеты, результаты которых приведены на 
рис. 4. Здесь при неизменности остальных параметров менялось значение ко-
эффициента ε~ . Так, на этом рисунке кривая 1 соответствует значению 
ε~ = 5,055; кривая 2 – 36,87 и кривая 3 – 188,25. 

 

 
Рисунок 4 – АЧХ системы при различных значениях ε~  

 
Отметим, что при увеличении параметра ε~  происходит ужесточение сис-

темы, и как следствие, уменьшение максимальных резонансных амплитуд ко-
лебаний и увеличение области частот, в которых возможны бифуркации ре-
шения.  

Поэтому, можно сделать вывод о ухудшении виброзащитных свойств 
системы при увеличении амплитуды возмущающей силы. В связи с этим зна-
ние рабочих режимов проектируемой ВЗС представляется очень важным, т.к. 
в этом случае можно повлиять на характер АЧХ с помощью изменения гео-
метрических или же статических характеристик проектируемой системы. 

Представляет интерес также сравнение АЧХ исследуемой системы при 
линейной и нелинейной упругих характеристиках несущей связи. АЧХ систе-
мы с линейной характеристикой приведена на кривой 1, а АЧХ с нелинейной 
— на кривой 2 рис. 5. 
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Рисунок 5 – Сравнение АЧХ системы при линейной и нелинейной упругой  

характеристике несущей связи. 
 
Сравнивая графики, приведенные на рис. 5 можно отметить, что при про-

чих одинаковых условиях АЧХ ВЗС с нелинейной упругой связью являются 
более жесткими, что приводит к увеличению минимальной частоты внешнего 
воздействия, для которой данная ВЗС будет эффективно работать, поскольку в 
области возможных бифуркаций решения случайный толчок или изменение 
начальных условий может вывести систему на устойчивый режим работы с 
большой амплитудой колебаний. 

В результате проведенного анализа можно отметить, что при замене ли-
нейной упругой несущей связи на нелинейную происходит снижение эффек-
тивности виброизоляции из за ужесточения системы, поэтому при возможно-
сти выбора для установки устройства с линейной или нелинейной характери-
стиками следует предпочитать устройство с линейной упругой характеристи-
кой несущей связи. При невозможности использования указанного устройства 
следует по возможности использовать более мягкую систему, т.е. выбрать па-
раметр α по возможности минимальным. Однако в этом случае происходит 
сближение положений устойчивого равновесия к началу отсчета, что может 
повлечь за собой переход системы к колебаниям с большими амплитудам око-
ло одного из устойчивых положений равновесия вследствие случайных воз-
действий на систему. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ЛОПАТОЧНОГО АППАРАТА С ДВУХЪЯРУСНЫМ РАЗЪЕМНЫМ 
БАНДАЖИРОВАНИЕМ 

 
У роботі проведене дослідження динамічних характеристик лопаток парових турбін великої дов-
жини з роз’ємним двохярусним поличним міжлопатковим бандажем. При цьому варіювалося по-
ложення проміжного зв'язку по висоті лопатки. На основі скінчено-елементного моделювання 
проведено порівняльний аналіз динамічних характеристик лопаткових апаратів і оцінка впливу ви-
соти проміжного бандажа. 
 
In the given paper investigation of the dynamic characteristics of the steam turbines extra long has been 
carried out. This bladings has a peculiarity which consists of the detachable double-leveled inter-blade 
conjunction. Two variants of intermediate bandage joint as a shelf and a pipe is analyzed. A comparative 
analysis of the dynamic characteristics of the bladings with different types of intermediate bandage has 
been carried out on the base of FEM. 
 

1 Введение. Одной из главных проблем при создании новых типов паро-
вых турбин является проблема проектирования лопаток последних ступеней 
цилиндра низкого давления (ЦНД). Увеличение единичной мощности паровой 
турбины требует увеличения площади выхлопа ЦНД и, как следствие, – уве-
личения длины лопаток его последней ступени. Конструктивно лопатка сверх-
большой длинны имеют сложный профиль переменного сечения и большой 
угол предварительной закрутки. Такая геометрия определяет ее большую из-
гибно-крутильную податливость, что способно привести к высоким уровням 
вибраций. С целью увеличения жесткости лопаточного аппарата соответст-
вующих ступеней применяются межлопаточные связи. При этом получение 
приемлемых прочностных и вибрационных характеристик соответствующих 
аппаратов требует введения не только периферийного бандажа, но и дополни-
тельной промежуточной связи, в качестве которой в современной практике 
получает все большее распространение цельнофрезерованная полочная связь. 
Особенностями данного типа связи являются следующие: он не искажает тео-
ретический профиль, обеспечивает большую жесткость связей между лопат-
ками, однако вследствие трудностей при изготовлении и сборки, до последне-
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го времени распространен был мало. Одной из главных проблем, при проекти-
ровании данного типа связи является выбор оптимального положения связи по 
высоте лопатки. Выбор высоты связи определяется для каждого лопаточного 
аппарата индивидуально с учетом его влияния на прочностные и вибрацион-
ные характеристики. Таким образом, анализ влияния высоты установки про-
межуточных бандажей для рабочих лопаточных аппаратов большой и сверх-
большой длины представляет собой актуальную научно-практическую задачу. 
Данная работа посвящена исследованию динамики и прочности перспектив-
ных лопаток последней ступени сверхбольшой длинны. 
 

2 Построение математической модели. Конструкции лопаток с полоч-
ным промежуточным бандажом были разработаны, используя приближенные 
оценки прочности, выполненные на основе стержневой модели [1]. Для иссле-
дования влияние высоты установки промежуточного бандажа на динамиче-
ские характеристики были разработаны КЭ модели лопаток (рис. 1).  

 

 
Рисунок 1 – Конечно-элементные модели лопаток с двухъярусным бандажированием (a 
– полочный промежуточный бандаж в сечении 0,6 L лопатки; б – полочный промежу-

точный бандаж в сечении 0,67 L лопатки.) 
 
Лопатки разбивались на изопараметрические 8-узловые конечные эле-

менты с тремя степенями свободы в каждом узле. Модель одной лопатки-
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сектора содержит примерно 75 тысяч КЭ. Данные модели учитывают основ-
ные конструктивные особенности: елочный хвост, прикорневую галтель. В 
лопатке с полочным бандажом в сечении 0,6 L лопатки конструкция полки от-
личается от варианта с полочным бандажом в сечении 0,67 L лопатки. Это свя-
зано с тем, что в этом варианте конструкция полочного бандажа была дорабо-
тана, чтобы улучшить напряженно-деформированное состояние в районе пол-
ки. При моделировании рассматривается только лопаточный аппарат ступени, 
а влиянием диска пренебрегается. Лопатка закрепляется по опорным поверх-
ностям зубьев хвостовика, то есть запрещение всех степеней свободы соответ-
ствующих узлов КЭ сетки. 

При моделировании лопаточного венца учитывалась циклическая сим-
метрия системы. В этом случае задача анализа его колебаний сводится к рас-
смотрению только одной периодической части системы с соответствующими 
граничными условиями (1). В качестве периодической части был взят сектор с 
лопаткой и частью бандажной связи. При этом разделение осуществлялось та-
ким образом, чтобы контактирующая часть бандажной связи вошла внутрь 
сектора, как это показано на рис. 2. Аналогичные операции проведены и для 
промежуточного бандажа. 

 

        
                                       а                                                                  б  
Рисунок 2 – Моделирование разъемного соединения для циклически симметричного 

лопаточного аппарата (a – исходная геометрия бандажа; б – сектор циклически  
симметричной системы) 

 
На разработанные КЭ модели сектора накладывались соответствующие 

краевые условия циклической симметрии: 
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где ξ – вектор амплитуд перемещений,  f – внутренние  силы прикладываемые 
на границы сектора (лопатки) и моделирующие влияние отброшенной части 
полной системы; h – число волн деформации в определяемой форме прогиба 
(индекс цикличности): 2/,0 Nh = ; N – количество лопаток; 1−=i . Индек-
сами L и R  обозначены соответственно левая и правая поверхности опреде-
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ляющие края сектора (рис. 2, б). 
Условия (1), позволяют построить N/2 + 1 модели лишь для одного (базо-

вого) сектора. Каждая из этих моделей определяется  индексом цикличности h 
и позволяет получить набор частных решений, пространственная форма про-
гибов которых имеет фиксированное число волн деформаций (узловых диа-
метров для собственных форм колебаний). Их совокупность представляет со-
бой полный набор всех возможных решений для полного циклически симмет-
ричного лопаточного аппарата. А отклик для каждого сектора полной системы 
ξj легко может быть выражен из решений, полученных для базового сектора ξS 

)1(2
)( −
=

jh
N

i
S

h
j e

π

ξξ .                                                 (2) 

Одна из важных особенностей данного лопаточного аппарата заключает-
ся в том, что имеющиеся межлопаточные связи являются разъемными соеди-
нениями. Очевидно, что при нестационарном нагружении таких систем в об-
щем случае необходимо проводить анализ нелинейных колебаний [2, 3]. Од-
нако для большого числа номинальных режимов лопаточного аппарата дина-
мическая составляющая внешнего воздействия значительно меньше статиче-
ской нагрузки. При этом, в поле центробежных сил, наблюдается достаточно 
плотное замыкание в бандажных разъемных соединениях и переменные кон-
тактные области практически отсутствуют [4].  

Таким образом, исследование динамики лопаточного аппарата в этом 
случае правомерно проводить в линейной постановке. Для этого необходимо 
построить адекватную линеаризованную модель, следуя методике предложен-
ной в работах [3, 4]. Предполагается, что контакт в бандажных соединениях 
данного лопаточного аппарата будет иметь характер аналогичный тому, кото-
рый наблюдался в конструктивно подобном бандаже рабочего аппарата пред-
последней ступени с лопатками меньшей длинны [2, 4].  

Таким образом, моделирование контактного взаимодействия в разъемных 
соединениях осуществлялось путем наложения условия совместности пере-
мещений на контактные поверхности разъемных соединений соседних тел. 
Так, для лопаток с полочным промежуточным бандажом эти дополнительные 
краевые условия представляются в следующем виде: 

MB
SS ΩΩ

= ξξ ;       
MB

SS ΩΩ
= ξξ ,                                   (3) 

где ΩB, ΩM контактные поверхности зубьев основной и перенесенной части 
периферийного бандажа (см. рис. 2); BΩ , MΩ  – аналогичные поверхности на 
частях промежуточного бандажа. 

 
3 Анализ собственных частот и форм лопаточного аппарата. Предва-

рительное статическое НДС оказывает существенное влияние на динамиче-
ские характеристики лопаточного аппарата. Поэтому предварительно была 
решена задача статического деформирования лопаточного аппарата в поле 
центробежных сил. 
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Разработанная КЭ модель (рис. 1) с учетом краевых условий и условий 
(1) и (3), позволяют получить разрешающую систему уравнений для прочно-
стного анализа 

[ ] [ ] [ ]( ) 00
2

0 rMdiagIK S ⋅⋅⋅=⋅ ωωξ ,                                    (4) 
где [K0], [M0] – матрицы жесткости и масс сектора (из всех возможных систем 
уравнений определяемых условиями (1) для симметричного статического на-
гружения имеют физический смысл только системы с h = 0); ω – частота вра-
щения диска; [Iω] – диагональная матрица индексов приложения квадратов 
частот вращения (состоит из 0 и 1 причем 1 расположены только в тех строч-
ках, которые соответствуют радиальным степеням свободы лопатки); r0 – ра-
диус вектор геометрического положения узлов КЭ сетки модели (система ко-
ординат совпадает с осью вращения диска). 

В работе проведены расчеты статического НДС возникающего в лопа-
точных аппаратах с различной высотой установки промежуточной межбан-
дажной связи. Распределения интенсивности напряжений по перу лопатки для 
обоих типов связи подобны. Зоны концентраций напряжений наблюдаются: на 
нижней части выходной кромки, в районе промежуточной связи, на первой 
паре опорных зубьев хвостовика, а также на верхней части выходной кромки 
под периферийным бандажом (рис. 3).  
 

 
Рисунок 3 – Распределение интенсивности напряжений  

 
Система уравнений для решения задачи собственных колебаний лопаточ-

ного аппарата имеет вид: 
[ ] [ ]( ) 0)(2 =⋅⋅− h

hhh MpK ξ ,                                    (5) 
где [Mh], [Kh] – матрицы масс и жесткости, p – собственная частота колебаний, 
ξ – вектор амплитуд перемещений (собственные формы).  

Наличие в конструкции предварительного НДС приводит к увеличению 
потенциальной энергии в системе за счет работы начальных напряжений на 
действительных деформациях. В рамках КЭ формулировки это приводит к по-
явлению дополнительной составляющей в матрице жесткости конструкции 

[ ] ( )[ ] [ ]( ) 0)(2
0 =⋅⋅−+ h

hhhh MpKK ξσ ,                             (6) 
где [ ]hK  – матрица добавочной жесткости (которая определяется предвари-
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тельным статическим напряженным состоянием), σ0 – вектор предварительных 
статических напряжений в конструкции. 
 

 

  
                                    а                                                                       б  

Рисунок 4 – Кэмбелл диаграмма для рабочей лопатки 
(а – полка 0,6 высоты лопатки; б – полка 0,67 высоты лопатки) 

 
В результате численных исследований были получены собственные час-

тоты и формы колебаний лопаточного венца для моделей с различной высотой 
установки промежуточного полочного бандажа при различных оборотах тур-
бины и построены Кэмпбелл диаграммы (рис. 4). На рисунках введены сле-
дующие обозначения: h – индекс цикличности решения (определяет принад-
лежность частот к группе формы которых имеют h  узловых диаметров); p – 
собственная частота, p1 – первая частота в спектре собственных колебаний; n 
– частота вращения ротора (основная частота внешних сил); n0 – рабочая час-
тота вращения ротора. Радиальными лучами на графиках показаны кратности 
частот нагрузки. Их пересечения с кривыми изменения собственных частот 
дает возможность определить потенциально опасные резонансные значения.  

Как видно на приведенных диаграммах в обеих конструкциях имеет ме-
сто две зоны с высокой плотностью спектра собственных частот. Следует от-
метить, что в районе рабочего значения частоты вращения ротора имеет место 
целый спектр потенциально опасных резонансных режимов (см. таблицу).  
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В таблице введены следующие обозначения: phm – собственные частоты, h 
– индекс цикличности, m – номер формы в группе с фиксированным значени-
ем h ( (m-1) – количество узловых окружностей), в скобках указаны частоты, 
не попадающие на резонанс, но находящиеся в непосредственной близости от 
пределов отстройки от него. 

Следует отметить, что из всего спектра резонансных режимов критиче-
скими можно считать только те, число узловых диаметров собственных форм 
которых совпадает с номером кратности гармоники нагружения. Таким обра-
зом, в данном лопаточном аппарате можно выделить только одну критиче-
скую собственную частоту p31. Это наблюдается для лопаток с обеими вариан-
тами установки полочного промежуточного бандажа. 

 

   
p01 p21 p31 

Рисунок 5 – Формы колебаний лопаточного аппарата  
 
Сравнительный анализ влияния  высоты установки промежуточной связи 

на собственные формы колебаний показал, что для двух моделей формы с 
m = 1 практически совпадают. На рис. 5 показаны собственные формы колеба-
ний для опасных частот (на примере одной лопатки). 

 
Спектр резонансных режимов 

номер гармоники нагрузки 
1 2 3 4 5 6 7 

 

лопаточный аппарат с полочным промежуточным бандажом 0,6 L 
лопатки 

– – p21,p31    – p22 p32, p03, p13, p52 – 
лопаточный аппарат с полочным промежуточным бандажом 0,67 L 

лопатки phm 

– – p21, p31, p41 – – p03, p13, p23 – 
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Выводы 
1 Изменение по высоте промежуточной полочной связи при двухъярус-

ном бандажированом лопаточном аппарате оказывает значительное влияние 
на вторую и третью гармоники собственных частот и незначительное влияние 
на первую гармонику. 

2 Имеется опасная частота соответствующая p31 и эффективным путем 
решения этой проблемы может быть проведение оптимизации при варьирова-
нии не только положением промежуточного бандажа на пере лопатки, но и его 
формой. 
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В.Г.СУКИАСОВ, канд. техн. наук, НТУ «ХПИ»; 
В.П.ЧАПЛИНСКИЙ, МОЗ Украины, Харьков 

 
АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ КОНСТРУКТИВНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ 
ФИКСАТОРА И ФОРМЫ ПЕРЕЛОМА НА МЕХАНИЧЕСКИЕ 
АСПЕКТЫ ПЛАСТИНЧАТОГО ОСТЕОСИНТЕЗА  

 
На основі скінченноелементного аналізу виконане зіставлення різних варіантів фіксації прямого й 
косого переломів великої гомілкової кістки з позицій жорсткості й напруженого стану під дією фі-
зіологічного навантаження.  
 
The comparison of various options fixing the direct and oblique fractures of tibia based on finite element 
analysis is performed from the standpoint of stiffness and stress state under the action of physiological 
load. 
 

При выборе способа фиксации переломов конечностей хирургам в основ-
ном приходится полагаться на имеющийся клинический опыт и интуитивные 
представления о возможных положительных и отрицательных эффектах. Вме-
сте с тем современные средства компьютерного моделирования и анализа да-
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ют возможность для обоснованного решения о наиболее рациональном вари-
анте на основе теоретического прогнозирования последствий операции.  

В настоящее время одним из наиболее эффективных способов фиксации 
считается пластинчатый остеосинтез с несущим элементом в виде металличе-
ской планки [1]. В данной работе ставится задача сопоставления различных 
вариантов конструктивного исполнения ортопедических фиксаторов пластин-
чатого типа с точки зрения механических аспектов восприятия синтезирован-
ной костью физиологических нагрузок в ходе восстановительного периода. 
При этом рассматривается фиксация прямого и косого (под 45° к осевой ли-
нии) переломов в центральной части большой берцовой кости. В обоих случа-
ях осевой зазор между торцами фрагментов кости составляет 1,5 мм.  

Основу исследования составляет конечноэлементный анализ статическо-
го деформирования объемной модели сломанной кости с установленным на 
ней фиксатором. При этом возможна полноконтактная фиксация путем креп-
ления планки непосредственно к кости с помощью расположенных в один ряд 
шурупов, либо многоплоскостная, при которой шурупы находятся в разных 
плоскостях. Для обоих способов рассматривались варианты крепления  фикса-
тора к кости посредством 6 либо 8 шурупов, – соответственно по 3 либо по 4 с 
каждой стороны от перелома. Кроме того, исследована также фиксация косого 
перелома с применением 7 шурупов, когда устанавливается добавочный шу-
руп для непосредственного соединения фрагментов кости в месте перелома. 
Необходимые геометрические объекты были созданы средствами твердотель-
ного моделирования. Некоторые из них показаны на рис. 1 и 2. 
 

  
 а  

 
б  

Рисунок 1 – Модели фиксаторов (a – многоплоскостного,  б – полноконтактного) с ис-
пользованием 6-и крепежных шурупов 

 
Дискретизация объемов выполнена 10-узловыми тетраэдральными эле-

ментами. Количественные данные о разбиении изучаемых моделей приведены 
в табл. 1 и свидетельствуют о сопоставимости густоты конечноэлементных се-
ток. Достоверность полученных решений обоснована сопоставлением резуль-
татов, полученных с применением сеток различной густоты. 

Рассматриваемые модели рассчитывались при действии осевого сжатия, 
имитирующего физиологическую нагрузку на синтезированную кость. Коли-
чественно оценивалась подвижность фрагментов сломанной кости, а также 
уровень напряженного состояния фиксатора и кости. 
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Рисунок 2 – Модель многоплоскостной фиксации косого перелома семью шурупами 

  
Таблица 1 

Многоплоскостная  
фиксация 

Полноконтактная  
фиксация Вид пе-

релома 

Число 
шуру-
пов Число  

элементов 
Число  
узлов 

Число  
элементов 

Число  
узлов 

прямой 6 143765 221166 128360 196929 
прямой 8 177977 268328 148975 225624 
косой 6 150556 231764 140861 215357 
косой 8 165920 253710 148419 226257 
косой 7 159508 243965 148424 226897 

 

 
 а  

 
 б  

Рисунок 3 – контактные пары (а – прямой перелом; б – косой перелом) 
 
Материал фиксатора и крепежных деталей – сталь с модулем упругости 

E = 2 · 1011 Па и коэффициентом Пуассона ν = 0,3. Для упругих характеристик 
кости приняты значения E = 1 · 1010 Па и ν = 0,36 в центральной части, а в об-
ласти суставов – E = 9 · 109 Па, ν = 0,38 [2–4]. Величина сжимающей силы со-
ставляет 800 Н. При такой нагрузке фрагменты кости вступают  в  соприкосно- 
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многоплоскостная фиксация 

 
полноконтактная фиксация 

 
Рисунок 4 – исходные и деформированные конфигурации для случая косого перелома 
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вение, что означает необходимость постановки и решения нелинейной кон-
тактной задачи. Для ее численного решения применяется итерационная проце-
дура расширенного метода множителей Лагранжа, представляющего собой 
модификацию метода штрафных функций [5]. Контактные пары на торцах 
фрагментов для случаев прямого и косого переломов показаны на рис. 3. 

Участок модели в зоне косого перелома и его деформированное состоя-
ние при действии осевого сжатия для двух способов фиксации с использова-
нием различного числа шурупов показаны на рис. 4 (вид сбоку). 

Для оценки подвижности зафиксированной кости в месте перелома под-
считываются разности соответствующих компонент перемещений, найденных 
в характерных точках верхнего и нижнего торцов:   

)()( низ
x

верх
xx uuu −=Δ ;  

)()( низ
y

верх
yy uuu −=Δ ;                                            (1) 

)()( низ
z

верх
zz uuu −=Δ . 

Расположение упомянутых точек показано на рис. 5.  
Относительные перемещения торцов для случая прямого перелома пред-

ставлены в табл. 2 и 3, а для косого перелома – в табл. 4-6. 
 

 
Рисунок 5 – Контрольные точки в месте перелома 

 
Таблица 2 

 многоплоскостная фиксация 
6-ю шурупами 

полноконтактная фиксация 
6-ю шурупами 

точка Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм 
a 0,8471 0,1524 0,0216 0,7842 0,1329 0,0218 
b 1,5409 0,1327 0,0322 1,5421 0,1089 0,0348 
c 0,8967 0,1390 0,0230 0,8360 0,1141 0,0230 
d 0,2648 0,1422 0,0153 0,1571 0,1182 0,0127 
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Таблица 3 
 многоплоскостная фиксация 

8-ю шурупами 
полноконтактная фиксация 

8-ю шурупами 
точка Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм 

a 0,8293 0,1984 0,0260 0,7623 0,1879 0,0285 
b 1,5368 0,1772 0,0368 1,5338 0,1638 0,0427 
c 0,8616 0,1800 0,0265 0,7971 0,1639 0,0289 
d 0,2355 0,1831 0,0177 0,1303 0,1684 0,0173 

 
Таблица 4 

 многоплоскостная фиксация 6-ю 
шурупами 

полноконтактная фиксация 6-ю 
шурупами 

точка Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм 
a 1,2017 0,7905 0,0324 1,0331 0,6278 0,0326 
b 2,1327 -0,0169 0,0007 1,9583 -0,1874 0,0009 
c 1,4119 0,6485 0,0261 1,2425 0,4860 0,0268 
d 0,2949 1,7364 0,0591 0,1366 1,5657 0,0610 

 
Таблица 5 

 многоплоскостная фиксация 8-ю 
шурупами 

полноконтактная фиксация 8-ю 
шурупами 

точка Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм 
a 0,9893 0,3302 0,0324 0,8675 0,2884 0,0333 
b 1,7671 -0,3852 0,0190 1,6658 -0,4808 0,0227 
c 1,1441 0,2078 0,0330 1,0233 0,1566 0,0348 
d 0,2393 1,0949 0,0500 0,1119 1,0600 0,0482 

 
Таблица 6 

 многоплоскостная фиксация 7-ю 
шурупами 

полноконтактная фиксация 7-ю 
шурупами 

точка Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм Δux, мм Δuy, мм Δuz, мм 
a 0,0328 0,0831 0,0233 0,0348 0,0821 0,0230 
b 0,1650 -0,0232 0,0081 0,1647 -0,0308 0,0077 
c 0,0830 0,0511 0,0194 0,0846 0,0500 0,0185 
d 0,0140 0,1163 0,0379 0,0062 0,1223 0,0369 

 
Таблица 7 

расчетная характеристика σi max , Па 
способ фиксации  многоплоскостной  полноконтактный  

планка 0,41673·109 0,51532·109  6 шурупов 
кость 0,12037·109 0,14053·109  
планка 0,77796·109  0,85187·109  8 шурупов 
кость 0,73003·108  0,55981·108  
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Таблица 8 
расчетная характеристика σi max , Па 

способ фиксации  многоплоскостной  полноконтактный  
планка 0,70959·109 0,87372·109  6 шурупов 
кость 0,15951·109 0,15017·109  
планка 0,91490·109 0,10389·1010  8 шурупов 
кость 0,73930·108  0,50674·108  
планка 0,12063·109 0,99619·108  7 шурупов 
кость 0,13071·109 0,13835·109  

 
Сравнительный анализ показывает, что при осевом сжатии полнокон-

тактный способ в основном обеспечивает большую жесткость фиксации по 
сравнению с многоплоскостным. Непосредственное скрепление частей кости 
добавочным шурупом в месте косого перелома (фиксация 7-ю шурупами) су-
щественно увеличивает жесткость соединения, при этом фрагменты не всту-
пают в контакт под действием осевого сжатия. 

Уровень напряженного состояния изучаемых объектов оценивался по ве-
личине интенсивности напряжений σi . Данные о наибольших напряжениях в 
табл. 7 и 8 соответствуют случаям прямого и косого переломов.  

При сопоставлении двух способов фиксации, с точки зрения нагруженности 
несущей планки более выгодным представляется многоплоскостной способ, ис-
ключая вариант крепления 7-ю шурупами. С позиций напряженного состояния 
кости ни один из способов не обнаруживает однозначного преимущества. 
 

 
Рисунок 6 – Напряженное состояние планки при использовании 6-и шурупов 

 
Если сравнивать варианты использования шести и восьми крепежных 

шурупов, то большее их число, естественно, повышает жесткость фиксации, 
однако в случае прямого перелома этот эффект едва заметен. В то же время, 
применение восьми шурупов вместо шести увеличивает нагрузку на планку, 



141 

одновременно разгружая кость. При этом напряженное состояние планки ста-
новится более неоднородным, что иллюстрируют рис. 6 и 7, где показаны поля 
интенсивности напряжений для случая многоплоскостной фиксации косого 
перелома.  

Вблизи контуров свободных отверстий планки наблюдается наибольший 
уровень напряженного состояния, поэтому с целью его снижения представля-
ется целесообразным закрывать эти отверстия заглушками либо предусмот-
реть набор конструкций планки с различным расположением отверстий, чтобы 
при установке на кость не оставалось свободных отверстий в нагруженной зо-
не. Эффект от подобной модернизации виден на рис. 8, который  соответству-
ет модели многоплоскостной фиксации косого перелома с закрытым свобод-
ным отверстием планки. Наличие заглушки снижает уровень наибольших на-
пряжений, обеспечивая более однородное напряженное состояние в централь-
ной части планки. 

 

 
Рисунок 7 – Напряженное состояние планки при использовании 8-и шурупов 
 

 
Рисунок 8 – Напряженное состояние планки с заглушкой при использовании  

8-и шурупов 



142 

По сравнению с полноконтактным способом многоплоскостной выглядит 
предпочтительнее в отношении напряженного состояния фиксатора и микропод-
вижности в зоне перелома. Основное же его преимущество состоит в бóльшей 
надежности фиксации в ходе восстановительного периода, когда проявляется эф-
фект проскальзывания между костной тканью и крепежными деталями. В такой 
ситуации может произойти отход планки, установленной посредством параллель-
ных шурупов, вплоть до полной потери фиксации. Многоплоскостной фиксатор 
исключает подобную опасность за счет шурупов разных направлений. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ФОТОУПРУГИХ 
ЭЛЕМЕНТОВ К ИССЛЕДОВАНИЮ ОСТАТОЧНЫХ 
НАПРЯЖЕНИЙ В МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ПЛАСТИНАХ, 
ОБЛУЧЕННЫХ ИК-ЛАЗЕРОМ. 

 
У роботі розглядається застосування методу кінцевих фотопружних елементів до дослідження за-
лишкових напружень у кристалах опромінених ІК-лазером. Визначені залишкові напруження та 
помилка в їх значеннях. Доведено, що в припущенні двовимірних напружень величина помилки 
припустима , а сам метод визначення коректний. 
  
Application of photoelasticity finite elements method is investigated for research of residual stresses in 
the crystals that radiation-exposed infra-red laser. Residual stresses and mistakes are obtained. In supposi-
tion of two-dimensional stresses, the error is small, and the method is correct. 
 

1 Введение. В настоящее время наблюдается повышение интереса к ме-
тоду фотоупругости. Разрабатываемые методологии и устройства находят 
применение, например, при производстве стекол для TFT мониторов. Имеется 
два направления развития метода фотоупругости. Первое – развитие методо-
логии и автоматизации измерений поляризационных параметров, второе – раз-
витие методов интерпретации измерений. В данной статье представлено вто-
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рое направление. В работах [1-8] методами имитационного моделирования ак-
тивно изучались измерительные методы в рамках метода фотоупругости. Изу-
чению были подвергнуты отдельные измерительные схемы. Доказана их состоя-
тельность. В данной работе результаты этих исследований применяются.  
 

2 Актуальность рассматриваемой проблемы. В предлагаемой работе 
применяются результаты исследований интерпретации измерений проведен-
ные в [1-8]. Отличительной чертой предлагаемого подхода является тот факт, 
что не делается никаких предположений о распределении напряжений или 
симметрии свойств среды. То есть все соотношения записываются для общего 
случая анизотропной задачи. Работа продолжает исследование, представлен-
ное в [1 ,2, 5]. В рамках этого подхода результат ищется в виде решения зада-
чи метода конечных элементов. Это дает возможность учесть граничные усло-
вия и условия равновесия напряжений с помощью метода конечных элементов 
(МКЭ). Будем называть этот способ решения задачи фотоупругости методом 
конечных фотоупругих элементов (МКФЭ). В работах [1-8] были разработаны 
подходы к реализации устойчивых к неточности исходных данных методов 
пьезооптических измерений и обработки результатов, использующих МКФЭ.  
 

3 Метод конечных фотоупругих элементов. С точки зрения МКЭ, ме-
тод конечных фотоупругих элементов - новая модификация метода, в которой 
элементы обладают не только упругими, но и пьезооптическими свойствами. 
Непосредственно наработки МКЭ переносить в метод фотоупругости нецеле-
сообразно, так как МКЭ в теории упругости твердого деформируемого тела 
развивался для задач с совместными деформациями (выполняются дифферен-
циальные условия совместности деформаций [1, 5]). Главным достоинством 
метода фотоупругости является его способность определять остаточные на-
пряжения. Условие совместности деформаций в присутствии остаточных на-
пряжений не выполняется. В работах [1, 2] описываются основы подхода к по-
ляризационно-оптической томографии с использованием метода конечных 
элементов. Подход состоит в учете граничных условий и условий равновесия 
напряжений с помощью метода конечных элементов (МКЭ). Традиционные 
вариационные постановки МКЭ содержат это условие и в этом случае непри-
менимы. В данной работе использовано условие равенства нулю дивергенции:  

0)( =∗idiv σ
r

,                                                    (1) 
где ∗iσ

r
 – вектор силы с координатами   (σi1,σi2,σi3); σij – тензор напряжений. 

Для любой области внутри тела выполняется соотношение: 

∫∫∫ =∗
V

i dVdiv 0)(σ
r

.                                               (2) 

Разобьем тело на области (конечные элементы) [6]. Для каждого конечно-
го элемента будет выполняться условие (2). σij в произвольной точке тела бу-
дет представлено интерполяционной формулой для соответствующего конеч-
ного элемента [6]. 
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где Nℓ – функции формы элемента; l
ijσ  – искомые величины напряжений в уз-

лах конечных элементов, m – количество узлов в элементе, ℓ – номер узла в 
элементе. Соотношение (2) тогда будет записано в виде 
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Узловые напряжения l
ijσ  для всех узлов могут определяться решением 

системы уравнений (4), записанных для всех элементов и уравнений фотоуп-
ругости 
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определенных для направления n

r
 в узле ℓ. Уравнения (6) представляют собой 

уравнения, связывающие напряжения и измеряемые параметры описанные, 
например, в [3]. В формуле (6): n

r

δ  – оптическая разность хода; φn – оптиче-
ский параметр угла изоклины; n

ijA
r

 – коэффициенты, являющиеся функцией 
пьезооптических коэффициентов, показателя преломления, толщины просве-
чиваемого слоя, ориентации направления просвечивания и ориентации систе-
мы координат, в которой определяются напряжения. Решением систем линей-
ных уравнений (5,6), а так же граничных условий, получены искомые узловые 
напряжения l

ijσ  в этой статье. 
 

 
Рисунок 1 – Разбиение квадратной пластины на прямоугольные четырехузловые изопа-

раметрические элементы 
 
4 Эксперимент. Пластина кристалла калий хлор (KCl- кристалл с куби-

ческой симметрией кристаллической решетки) была облучена мощным, про-
мышленным ИК-лазером. Пластина имела размеры 60х60х10 см. Лазерный 
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луч мощностью 1 киловатт был направлен в центр пластины перпендикулярно. 
Лазерный луч был сфокусирован в пятно диаметром 2 мм и действовал 2 ми-
нуты. Вследствие термических перегрузок в пластине возникли остаточные 
напряжения. Были произведены пьезооптические измерения и определены ос-
таточные напряжения. Предварительно плоский кристалл был размечен квад-
ратной сеткой, соответствующей конечно-элементному разбиению пластины 
(рис. 1). Таким образом, разбиение пластины производилось на прямоуголь-
ные четырехузловые изопараметрические элементы, описанные в [9]. 

Измерения производились в местах, соответствующих узлам элементов. 
Таким образом, измерения давали данные для соотношений фотоупругости, 
связывающие напряжения в отдельном узле с пьезооптическими параметрами. 
Результаты расчетов показаны на рис. 2, 3. 
 

 
Рисунок 2 – Распределение σ11 (кГ/см2) 

 
Рисунок 3 – Распределение σ11 (кГ/см2) 

 
5 Обсуждение результатов. Полученные результаты несколько похожи 

на результаты полученные в [1] методами моделирования. По полученному 
распределению напряжений была построена имитационная модель методами 
находящимися в точном соответствии с методами в [5]. В точном соответст-
вии с [5] были определены погрешности в определении напряжений. В сред-
нем они оказались на уровне 2-7%. Это очень маленькая ошибка. Оценивая ее, 
надо помнить, что она сделана для имитационной модели в которой не учиты-
вается некоторая трехмерность в распределении напряжений. 
 

6 Выводы. На основе имитационной модели восстановлен внешний вид 
монокристаллической пластины между скрещенными поляроидами. В [10] 
размещен анимированный вариант внешнего вида монокристаллической пла-
стины, показывающий ее вращение между скрещенными поляроидами. Эта 
анимация практически точно совпадает с видом реального кристалла между 
скрещенными поляроидами, если его поворачивать. Это есть не точный, но 
надежный способ верификации полученного результата. Из всего этого можно 
сделать вывод, что напряжения определены корректно. 
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КОЛЕБАНИЯ И УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТЫХ МНОГОСЛОЙНЫХ 
ПЛАСТИН СЛОЖНОЙ ФОРМЫ 

 
У статті запропоновано метод дослідження статичної стійкості багатошарових пластин 
симетричної структури під дією стичкаючих зусиль в серединній площині пластини. В основу 
методу покладено використання теорії R-функцій та варіаційного методу Рітця. Математична 
постановка виконана в рамках класичної та уточненої теорії першого порядку. Запропонований 
метод враховує неоднорідний докритичний стан пластини. Метод проіллюстровано на  конкретних 
задачах. З метою аналізу вірогідності та точності розробленого підходу виконано порівняння 
отриманих результатів з відомими в літературі. Також були одержані нові результати для деяких 
багатошарових пластин симетричної структури зі складною формою плану. 
 
The problem of stability analysis of the symmetric laminated plates with complex shape is considered. 
The method is based on the application of the R-functions theory and variation Ritz’s method. The pro-
posed method takes into account heterogeneous subcritical state of plates. Mathematical problem state-
ment is carried by using the classic theory and the refined first order plate theory like theory by Ti-
moshenko. Some numerical results of the concrete problems are presented and compared with those exist-
ing in order to demonstrate the correctness and the accuracy of the present method. New results are ob-
tained for some cross-ply laminated plates with complex shape.  
 

Многослойные пластины широко используются для моделирования ком-
позитных элементов многих современных конструкций. Поэтому их исследо-
вание на прочность и устойчивость является актуальной проблемой [1, 2, 11]. 
В настоящей работе предложен метод решения этой проблемы для много-
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слойных пластин симметричного строения с произвольной формой плана, на-
ходящихся под действием статической нагрузки в срединной плоскости. По-
добные задачи для прямоугольных пластин при однородном докритическом 
состоянии были решены ранее [1-2]. Число публикаций, в которых учитывает-
ся неоднородное докритическое состояние весьма ограничено.  

Предлагаемый ниже метод позволяет находить собственные частоты и 
критическую нагрузку при неоднородном докритическом состоянии. Метод 
разработан для исследования математических моделей, полученных как в рам-
ках классической теории, так и уточненной теории первого порядка. Благодаря 
применению теории R – функций [3] и вариационных методов [6] предлагае-
мый подход позволяет исследовать многослойные пластины различной гео-
метрической формы и вида граничных условий. Ранее данный подход приме-
нялся для однослойных изотропных и ортотропных пластин [7-10]. 

 
1 Математическая постановка. В современной инженерной практике 

для исследования многослойных пластин часто используется классическая 
теория, так как с ее помощью удается получить удовлетворительные результа-
ты, обеспечивающие необходимую практическую точность. Постановка зада-
чи в рамках классической теории основывается на следующих гипотезах: 

1) пластина нагружена в своей плоскости контурными усилиями, попе-
речные нагрузки отсутствуют; 

2) докритическое напряженное состояние описывается соотношениями 
линейной теории упругости, при этом изменением размеров пластины 
до потери устойчивости пренебрегаем; 

3) изгиб пластины моделируется с помощью гипотез Кирхгофа-Лява; 
4) все внешние нагрузки изменяются пропорционально некоторому  па-

раметру P1
0. 

Однако, для пластин средней толщины использование классической тео-
рии является недостаточным, так как в этом случае необходимо также учиты-
вать сдвиговые деформации. Одной из более распространенных теорий явля-
ется уточненная теория первого порядка, которая основывается на гипотезе 
прямой линии. Суть этой гипотезы в том, что изначально нормальный к коор-
динатной поверхности элемент после деформирования остается прямолиней-
ным, но не обязательно перпендикулярным к деформированной поверхности. 

В соответствии с выше указанными гипотезами, перемещения произ-
вольной точки u, v, w определяются следующим образом: 

,

;
;

0

0

0

ww

zvv
zuu

y

x

=

⋅⋅Δ+=
⋅⋅Δ+=
ψ
ψ

                                                    (1) 

где u0, v0, w0 – перемещения точек координатной поверхности в направлениях 
Ox, Oy и Oz соответственно; ψx, ψy – углы поворота прямолинейного элемента.  

Выражения для углов поворота имеют вид: 



148 

,; ,, yyyxxx ww −=−= βψβψ  
где βx, βy – «интегральные» углы поворота отрезка нормали. 

Здесь и далее параметр Δ принимает значение 1 для уточненной теории и 
0 – для классической. 

Компоненты деформаций могут быть представлены как [11] 

xxx zκεε += 0 ;    yyy zκεε += 0 ;    εz = 0; 

xyxyxy zκεε += 0 ;    ( )xxxz w ψε +⋅Δ= ,0 ;    ( )yxyz w ψε +⋅Δ= ,0 , 
где  

2/2
,0,0

0
xxx wu +=ε ;    2/2

,0,0
0

yyy wu +=ε ;     yxxyxy wwvu ,0,0,0,0
0 ++=ε ; 

xxxxx w ,0, )1( Δ−−Δ= ψκ ;    yyyyy w ,0, )1( Δ−−Δ= ψκ ; 

xyxyyxxy w ,0,, )1(2)( Δ−−+Δ= ψψκ . 
Зависимости усилий и моментов от перемещений и углов поворота опре-

деляются следующими выражениями: 
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где Nx, Ny, Nxy – нормальные и касательные усилия в срединной плоскости; Mx, 
My, Mxy – изгибающие и крутящий моменты.  

Приведенные жесткостные характеристики Cij, Dij (ij = 11,22,12,16,26,66) 
определяются следующим образом: 
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где Kij
2 – корректирующий сдвиговой множитель, величину которого чаще 

всего принимают равной 5/6. В общем случае, когда оси анизотропии не сов-
падают с направлениями осей Ox и Oy упругие константы s-того слоя 

( )6,2,1,)( =jiB s
ij  выражаются через упругие постоянные исходной системы 
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( )6,2,1,~ )( =jiB s
ij  по известным формулам [5]. 

Будем предполагать, что все слои работают совместно. Условия равнове-
сия пластины в рамках классической теории [4, 5], выражаются в виде систе-
мы уравнений:  
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В рамках уточненной теории первого порядка уравнения равновесия бу-
дут иметь вид: 
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ρ ; ρs – плотность материала. 

 
2 Метод решения. Для решения задачи о колебаниях пластины, сжимае-

мой контурными силами, действующими в срединной плоскости, представим 
функцию прогиба следующим образом: 

),sincos(),(),,,( tbtayxwtyxw Λ+Λ⋅=                                (6) 
здесь Λ – частота собственных колебаний пластины.  

Для решения данной задачи вначале определяются усилия Nx
0, Ny

0, Nxy
0, 

распределенные внутри пластины. Заметим, что эта задача соответствует пло-
ской задаче теории упругости, решение которой будем отыскивать с помощью 
метода R-функций (RFM). С этой целью сформулируем вариационную поста-
новку задачи. Согласно принципу Лагранжа она сводится к нахождению ми-
нимума функционала: 

∫∫∫
Ω∂Ω

+Ω++=

1

0
1)(

2
1),( dsuPdNNNvuI nxyxyyyxx εεε ,                 (7) 

где ,vmulun +=  P1
0 – интенсивность внешнего сжимающего усилия, ∂Ω1 – 

часть границы области, на которую действуют внешние усилия. 
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Минимум функционала будем отыскивать на множестве функций, удов-
летворяющих главным (кинематическим) граничным условиям. 

.0, == nn SPN  
Последовательность координатных функций в случае областей произ-

вольной формы строится с помощью теории R-функций.  
Заметим, что иногда докритическое состояние является однородным и 

тогда этап решения задачи теории упругости можно исключить. В остальных 
случаях задача теории упругости решается для P1

0 = 1 в силу линейности. 
Изменение значений параметра P1

0 приводит к изменению интенсивности 
приложенной контурной нагрузки. Для каждого P1

0 вычисляются соответст-
вующие значения собственных частот сжатой многослойной пластины.  

Частота колебаний пластины может быть найдена с помощью метода 
Ритца [7] в результате минимизации следующего функционала: 

,maxmax ТПI −=                                                  (8) 
где Tmax – кинетическая энергия пластины: 
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а Пmax – полная потенциальная энергия пластины, которая в рамках классиче-
ской теории определяется следующим образом: 
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а в рамках уточненной теории первого порядка соответственно: 
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Решая динамическую задачу, одновременно с частотами можно найти 
также и критическую нагрузку. Этот подход к нахождению критической на-
грузки назван динамическим [4]. В этом случае P1

0 будет варьируемым пара-
метром. Изменяя значения этого параметра, получим совокупность собствен-
ных частот, соответствующих различным сжимающим нагрузкам. До тех пор, 
пока все частоты получаются вещественными, пластина колеблется около по-
ложения равновесия, то есть состояние равновесия устойчиво. С увеличением 
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P1
0 могут быть получены нулевые или мнимые значения собственной частоты. 

В таком случае, положение равновесия является неустойчивым. Значение па-
раметра P1

0, соответствующее наименьшему неотрицательному значению соб-
ственной частоты, и будет критическим. 
 

3 Численные результаты. Механические свойства материала для всех 
рассматриваемых ниже задач приняты следующими:  

25,0;5,0 12 == νEG . 
При этом будем рассматривать различную степень ортотропии материа-

ла, то есть  
.40;30;20;10;321 =EE  

Основные геометрические параметры пластины приняты следующими: 
,1,02;1 == bhba  

где h – это общая толщина пластинки при равных толщинах всех слоев, а 2b – 
характерный размер пластинки. 

Критическая нагрузка определяется как  

,
4 2

3
2

b
hEP кркр ⋅= λ   

где λкр – безразмерный параметр.   
Решение задач выполняется с помощью двух описанных выше методов 

(энергетического и динамического).  
 

Задача 1. Для тестирования предложенного метода рассмотрим квадрат-
ную ортогонально армированную многослойную пластину симметричного 
строения (рис. 1). Предполагается, что пластина свободно оперта и сжимается 
усилиями направленными параллельно оси Оx. 

        
Рисунок 1 

 
В табл. 1 представлены значения безразмерного частотного параметра 

для трехслойной, пятислойной и девятислойной пластинки, полученные в 
рамках классической и уточненной теорий при изменении степени ортотропии 
материала. 

Как следует из таблицы, отклонения полученных результатов в рамках клас-
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сической теории от результатов, представленных в работе [1] не превышает 0,13 
%. Однако, при этом значение критической нагрузки является одинаковым для 
разного количества слоев. Нахождение решения в рамках классической теории 
может быть получено с определенной допустимой точностью. 
 

Таблица 1 
λкр  

Кол-во 
слоев Метод решения 3

2

1 =
E
E  10

2

1 =
E
E 20

2

1 =
E
E 30

2

1 =
E
E 40

2

1 =
E
E  

RFM 5,72 11,49 19,72 27,94 36,17 Классиче-
ская теория [1] 5,75 11,49 19,71 27,94 36,16 

RFM 5,39 9,87 14,98 19,02 22,31 
[1] 5,40 9,96 15,35 19,76 23,45 

3 Уточненная 
теория 

[2] 5,30 9,76 15,02 19,30 22,88 
RFM 5,72 11,49 19,72 27,94 36,17 Классиче-

ская теория [1] 5,75 11,49 19,71 27,94 36,16 
RFM 5,41 10,07 15,73 20,48 24,54 
[1] 5,41 10,14 15,96 20,91 25,19 

5 Уточненная 
теория 

[2] 5,32 9,96 15,65 20,47 24,59 
RFM 5,72 11,49 19,72 27,94 36,17 Классиче-

ская теория [1] 5,75 11,49 19,71 27,94 36,16 
RFM 5,41 10,07 16,06 21,11 25,49 
[1] 5,42 10,19 16,15 21,26 25,71 

9 Уточненная 
теория 

[2] 5,34 10,04 15,92 20,96 25,34 
 

Результаты исследований в рамках уточненной теории сравнивались с ре-
зультатами работ [1] и [2]. Значение критической нагрузки, полученное с по-
мощью RFM, практически всегда находится между значениями, представлен-
ными в работах [1] и [2]. Отличие полученных результатов от результатов, 
приведенных в статье [2] не превышает 1,1 %. 

Как общую тенденцию поведения критической нагрузки, следует отме-
тить ее рост в зависимости от роста степени ортотропии материала. 
 

Задача 2. Рассмотрим трехслойную прямоугольную ортотропную сво-
бодно опертую пластину симметричного строения с формой укладки слоев 
0°/90°/0° (рис. 2), изготовленную из материала с такими же жесткостными 
свойствами, как и в тестовом примере. Геометрические характеристики при-
няты следующими: a/b = 1. Толщина всей пластины h/2b = 0,1.  

Пластина сжимается усилиями параллельно оси Ox и действующими 
вдоль сторон BC и GF. Граничные условия на ∂Ω имеют вид  
вдоль BC и GF:  

Nn = P;     Sn = 0; 
w = 0;    Mn = 0. 
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А вдоль остального контура (CDEF∪GHAB):  
Nn = 0;     Sn = 0; 
w = 0;    Mn = 0. 

 

 
Рисунок 2 

 
В рамках уточненной теории первого порядка на всей границе ∂Ω добав-

ляется условие Qn = 0. Структура решения [3], соответствующая данной ком-
бинации граничных условий и удовлетворяется главным граничным условиям 
имеет вид: 

u = P1;   v = P2;   w = ωP3, – в рамках классической теории; 
u = P1;   v = P2;  w = ωP3;   φx = P4;   φe = P5 – в рамках уточненной теории. 
Используя теорию R-функций, построим уравнение границы области рас-

сматриваемой пластины:  
( ) ( )60504030201 FFFFFF ∨∨∨∧∧=ω , 
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F σ  – горизонтальная полоса между прямыми y = ±b; 

( ) ( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≥

−−+−
== 0

2

222

33 R
Rbyax

F σ  – область, которая расположена внутри 

окружности радиуса R с центром в точке (a; b); 
( ) ( )

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≥

−++−
== 0

2

222

44 R
Rbyax

F σ  – область, которая расположена внутри 

окружности радиуса R с центром в точке (a; −b); 
( ) ( )

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≥

−−++
== 0

2

222

55 R
Rbyax

F σ  – область, которая расположена внутри 

окружности радиуса R с центром в точке (−a; b); 
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( ) ( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≥

−+++
== 0

2

222

66 R
Rbyax

F σ  – область, которая расположена внутри 

окружности радиуса R с центром в точке (−a; −b). 
В табл. 2 приведены результаты исследования влияния глубины вреза на 

величину безразмерного параметра критической нагрузки λкр в рамках уточ-
ненной теории.  
 

Таблица 2 
λкр  

R/2b 3
2

1 =
E
E  10

2

1 =
E
E  20

2

1 =
E
E  30

2

1 =
E
E  40

2

1 =
E
E  

0,05 5,55 10,10 15,26 19,33 22,63 
0,075 5,74 10,31 15,50 19,58 22,88 

0,1 5,83 10,41 15,68 19,80 23,13 
0,125 6,14 10,89 16,23 20,41 23,78 
0,15 6,38 11,31 16,68 21,08 24,53 

 
Заметим, что если ,0→R  то форма плана рассматриваемой пластины 

стремится к квадратной. Поэтому полученные значения должны стремиться к 
соответствующим значениям квадратной пластины. Этот факт использован 
для контроля достоверности полученных результатов. 

При увеличении размеров врезов пластинки наблюдается тенденция к 
росту безразмерного параметра критической нагрузки λкр. Однако, скорость 
роста λкр для пластинки, изготовленной из материала с большей степенью ор-
тотропии, меньше, чем для пластинки, изготовленной из материала с меньшей 
степенью ортотропии. Так, при изменении R/2b от 0,05 до 0,15, в случае, когда 
степень ортотропии материала E1/E2 = 3, критическая нагрузка увеличилась на 
15,5 %, а в случае, когда E1/E2 = 40, λкр увеличилось на 8,4 %. 
 

Выводы. В работе предложены подходы для исследования устойчивости 
многослойных пластин симметричного строения с произвольной формой пла-
на для разного вида краевых условий. Метод базируется на теории R-функций 
и вариационных методах, и разработан для уравнений движения, полученных 
в рамках классической и уточненной теории первого порядка. Алгоритм реализо-
ван в рамках системы POLE-RL. При помощи созданного программного обеспе-
чения проведено тестирование и  решены новые задачи устойчивости и колеба-
ний многослойных пластин сложной формы при разных способах закрепления. 
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С.В.УГРИМОВ, канд. техн. наук, ИПМаш НАН Украины, Харьков; 
А.Н.ШУПИКОВ, д-р техн. наук, ИПМаш НАН Украины, Харьков 

 
МОДЕЛИРОВАНИЕ НИЗКОСКОРОСТНОГО УДАРА  
ПО СЛОИСТЫМ ОРТОТРОПНЫМ ПЛАСТИНАМ. 
ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРИЯ 

 
У роботі запропонована узагальнена теорія еластодинаміки ортотропних шаруватих пластин. На її 
основі розроблено аналітико-чисельний метод розв'язання задачі про низькошвидкісний удар по 
шаруватим ортотропним пластинам. Можливості та вірогідність запропонованого методу ілюст-
руються на тестових прикладах. Обговорюються питання щодо застосування різних двовимірних 
теорій для аналізу напружено-деформованого стану шаруватих пластин при ударі. 
 
The generalized theory of elastodynamics orthotropic laminated plates is proposed in paper. On its basis 
the analytical-numerical method for solving the problem of low-velocity impact on orthotropic laminated 
plates by ball are developed. Capabilities and reliability of the proposed method are illustrated by test ex-
amples. The applicability of different two-dimensional theories for analysis of stress-strain state of lami-
nated plates under impact are discussed.  
 

Введение. Композиты достаточно часто эксплуатируются в условиях 
действия нестационарных нагрузок. Такие же нагрузки возникают при некото-
рых аварийных ситуациях, характеризующихся кратковременным воздействи-
ем интенсивных импульсных и ударных нагрузок. Особую опасность для ком-
позитов представляет поперечный удар твердым телом, который может при-
вести к разрушению его матрицы и расслаиванию. Для оценки прочности ком-
позита и влияния различных факторов (структуры композита, геометрических 
размеров, характеристик нагружения) на напряженно-деформированное со-
стояние (НДС) необходимо наличие высокоэффективных методов их расчета. 
Поэтому, разработка методов анализа НДС композитов при импульсном и 
ударном нагружениях является актуальной задачей.  
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В силу анизотропии свойств и слоистой структуры композита рассматри-
ваемая динамическая задача является математически сложной и требует при-
менения уточненных моделей. Этим объясняется ограниченное количество ра-
бот в этой области, большинство из которых посвящено исследованию час-
тотных характеристик. Отдельные вопросы по моделированию отклика ком-
позитов на низкоскоростной удар твердым телом были рассмотрены в работах 
[1-4]. При этом в работах [1-3] для моделирования поведения композита исполь-
зовались уточненные теории первого порядка (теории типа С.П.Тимошенко), не 
учитывающие обжатие и нелинейный характер распределения напряжений по 
толщине композита. В работе [2] решение получено аналитическим методом, а в 
работах [3-4] – с помощью метода конечного элемента. 

В этой работе предлагается численно-аналитический подход к расчету 
слоистых ортотропных пластин при импульсном и ударном нагружениях. Этот 
подход базируется на гипотезах обобщенной теории пластин [5, 6], в основе 
которой лежит метод степенных рядов. Обобщенная теория относится к клас-
су дискретно-структурных и позволяет регулировать точность описания НДС 
в зависимости от исследуемого объекта. 

 
Постановка задачи. Слоистая ортотропная пластина находится под дей-

ствием поперечной импульсной нагрузки ),,( 2133 txxqq =  (рис. 1), приложен-
ной к наружной поверхности первого слоя. Материал каждого слоя является 
ортотропным (главные направления ортотропии совпадают с направлениями 
осей). Предполагается, что контакт между слоями исключает их расслаивание 
и взаимное проскальзывание.  

 

 
Рисунок 1– Слоистая ортотропная пластина 

 
Поведение слоистой пластины описывается гипотезами обобщенной тео-

рии многослойных пластин [5, 6]: 
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точки i -го слоя в направлении координатной оси αOx ; i
ku,u αα  − коэффици-

енты разложений перемещений в степенные ряды, представляющие функции 
аргументов x1, x2, t; hi – толщина i-го слоя; I – количество слоев в пакете; Kα 

)3,1( =α  − количество удерживаемых членов в степенных рядах для переме-
щений. При этом в разложениях (1) для плоскостных перемещений удержива-
ется одно и тоже число членов степенного ряда, то есть параметры 

KKK == 21 . В дальнейшем, будем обозначать обобщенную теорию по коли-
честву удерживаемых членов в рядах для перемещений – теория {K,K3}.  

Деформации в каждом слое пластины предполагаются малыми и описы-
ваются линейными соотношениями 

( )iii uu αββααβ +=ε ,,2
1 , 3,1, =βα , I,i 1= . 

Связь между компонентами тензоров деформаций и напряжений для рас-
сматриваемого случая имеет вид [7] 
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где ii ,E αβα ν  – модули Юнга и коэффициенты Пуассона для i-го слоя, 
iii G,G,G 231312 – модули сдвига для i-го слоя. 

Усилия и моменты в i-м слое определяются по формулам 
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Уравнения движения. Уравнения движения и граничные условия полу-

чены с помощью вариационного принципа Остроградского-Гамильтона и в 
усилиях и моментах имеют следующий вид: 
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Таким образом, динамический отклик пластины описывается 
3)2( 3 ++ IKK  дифференциальными уравнениями.  

Уравнения движения (2) могут быть записаны в перемещениях 
,, QUЛUЩ tt =⋅−⋅                                                 (3) 

где U  – вектор, компонентами которого являются искомые функции  
( )i

kuuU
ααα= ,T ,  ;3,1=α ;,1 Ii = ,,1 αα = Kk  

Λ, Ω – симметричные квадратные матрицы порядка 3)2( 3 ++ IKK ; Q  – век-
тор, компоненты которого зависят от внешней силы, приложенной к наружной 
поверхности многослойной пластины 

( )0,,0, Kα= qTQ . 
Элементы матриц Λ, Ω не приводятся в силу их громоздкости.  
Вид граничных условий на контуре опирания для прямоугольной свобод-

но опертой пластины приведен ниже: 
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Уравнения движения (3) и граничные условия (4) дополняются началь-
ными условиями. Начальные условия принимаются нулевыми: 

0==
ααα

i
kuu ;    0,, ==

ααα
i

tkt uu   при    t = 0.                        (5) 
Таким образом, динамика свободно опертой слоистой пластины описыва-

ется системой уравнений движения (3), граничными (4) и начальными (5) ус-
ловиями.  
 

Метод решения. Метод решения нестационарной задачи основывается 
на разложении искомых функций i

kuu
ααα ,  и нагрузки qα в ряды по функци-

ям Bαmn(x1,x3), удовлетворяющим  условиям на контуре опирания 
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Для прямоугольной многослойной пластины, свободно опертой по краям, 
функции ),( 21 xxB mnα  имеют вид 

B
xn

A
xmB mn

21
1 sincos ππ

= ; 
B
xn

A
xmB mn

21
2 cossin ππ

= ; 
B

xn
A

xmB mn
21

3 sinsin ππ
= . 



159 

В результате задача о нестационарных колебаниях многослойной пласти-
ны для каждой пары значений m и n сводится к интегрированию системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными 
коэффициентами. Для интегрирования полученной системы используется ори-
гинальный метод интегрирования, основанный на методе разложения решения 
в ряд Тейлора [5]. 
 

Задача об ударе шаром. Исследуется отклик слоистых свободно опер-
тых пластин при поперечном ударном воздействии. Удар наносится шаром ра-
диуса R и массой M посередине наружной поверхности первого слоя пласти-
ны. В момент столкновения с пластиной шар имеет скорость V0.  

Предполагается, что область взаимодействия индентора и пластины явля-
ется кругом радиуса r(t), а контактное давление распределено по площадке на-
гружения в соответствии с законом 
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где x10,  x20 − координаты точки соприкосновения индентора и пластины в на-
чальный момент времени.   

Уравнение движения центра масс шара и начальные условия имеют вид 
;, Pgz tt −Μ=Μ    z(0) = 0;    0, )0( Vz t = , 

где z = z(t) − координаты центра масс шара, P − контактная сила, g − ускорение 
свободного падения. 

Контактная сила, с учетом (7), равна 
2

0
S

3 3
2=dS)( aPqtP π= ∫∫ , 

где S − площадка контактного взаимодействия. 
Условие совместности перемещений шара и пластины имеет вид 

0)()(),0,,( 2010
1
3 ≥−+ tztatxxu ,                                  (8) 

где a(t) – контактное сближение.  
Контактное сближение a определяется по закону Герца [1, 5, 8, 9] 

.Pka 32=  
Коэффициент k, зависящий от материала и формы взаимодействующих 

тел, и должен выбираться на основе эксперимента [1].  
Радиус области контакта r(t) вычисляется по формуле [5, 8] 

;)()(
16
3)(

31

1 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ θ+θ⋅⋅= RtPtr  

EE
)1(4;)1(4 2

1

2
1

1
ν−

=θ
ν−

=θ , 

где  E, ν − модуль Юнга и коэффициент Пуассона для материала из которого 
изготовлен шар, E1, ν1 − усредненные значения  модуля Юнга и коэффициента 
Пуассона для первого слоя [1]. 
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Решение задачи об ударе подробно изложено в работе [5]. Используя инте-
гральное преобразование Лапласа, решение уравнения движения шара записыва-
ется в виде реккурентной формы для малых отрезков времени. Значение контакт-
ной силы на каждом временном интервале определяется из равенства (8). 

 
Численное исследование. Для проверки эффективности предлагаемой 

теории были проведены расчеты отклика трехслойных и десятислойных ком-
позитов на удар шаром. 

Рассмотрен отклик трехслойного композита (00/900/00) на удар стальным 
шаром диаметром 12,7 мм и массой 8,4 гр. с начальной скоростью 2,54 м/с [1]. 
Удар наносится посередине верхнего слоя. Геометрические размеры компози-
та 254,0== BA  м, 635,0=δ I  см. Упругие характеристики композита: 

058,17311 =E  ГПа, 095,3322 =E  ГПа, 171,53 =E  ГПа, 377,912 =G  ГПа, 
274,813 =G  ГПа, 241,323 =G  ГПа, 036,012 =ν , 25,013 =ν , 171,023 =ν , 

1568=ρ  кг/м3. Коэффициент k в законе Герца выбирался таким же, как и в ра-

боте [1]: 3
26 Нм104736,0 −⋅=k . 

В таблице приведены максимальные значения контактной силы, прогиба 
и напряжений, полученные по обобщенной теории, при различном числе удер-
живаемых членов в степенных рядах (1). При этом в разложениях (6) учитыва-
лось по 100 гармоник в каждом направлении и исследовался интервал времени 
от 0 до 80 мс. Значения прогиба приведены в точке удара, а значения напря-
жений – под точкой удара посередине внешних поверхностей композита. 

 
Отклик трехслойной пластины на удар 

Теория Сила 
P, Н 

Прогиб 
43

3 10⋅u , см 
Напряжение 

1
11

1
11 p/p , МПа 

Теория {1,0} 692 70,54 - 84,896 / 84,896 
Теория {3,2} 579 74,17 -350,560 / 42,090 
Теория {5,4} 576 74,18 -380,412 / 41,394 
Теория {7,6} 576 74,18 -381,952 / 41,261 

 
Из таблицы видно, что при увеличении параметров K, K3 лучше всего 

сходятся значения силы и перемещений, а значения напряжений, особенно под 
точкой удара, сходятся хуже. Обобщенная теория {3,2} и теории более высо-
кого порядка, учитывающие обжатие по толщине и нелинейный характер рас-
пределения перемещений по толщине, дают близкие значения как для силы и 
прогибов, так и для напряжений на тыльной стороне.   

На рис. 2, 3 приведено изменение во времени контактной силы и переме-
щений при ударе. Результаты расчета по предложенному методу (пунктир – 
теория {7,6}, штрихпунктир – теория {1,0}) сопоставляются с данными, при-
веденными в работе [1] (сплошная линия) Из рисунка видно, что результаты 
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расчета по обобщенной теории согласуются с данными, полученными 
A.Nosier, R.K.Kapania, J.N.Reddy по двумерной теории LWPT [1].   

 

 
Рисунок 2 – Контактная сила 

 
Изменение напряжений ip11  по толщине композита дано на рис. 4. Рас-

пределение приведено для момента времени, когда напряжения достигают 
максимального значения под точкой удара. Здесь пунктирной линией показа-
ны результаты расчета по теории {7,6}, штрихпунктиром – теории {1,0}, точ-
ками – теории {3,2}. Наблюдается существенное отличие результатов, полу-
ченных по приведенным теориям. Это объясняется тем, что в исследуемых за-
дачах  имеет место локализованное в пространстве нагружение, при котором 
характер распределения напряжений по толщине является нелинейным  [5, 6]. 

 

 
Рисунок 3 – Прогиб 

 
Из рис. 2-4 и таблицы видно, что для анализа напряжений при ударе не-

обходимо использовать теории высокого порядка, а теория {1,0} может быть 
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использована при приближенном расчете силы и перемещений. Характер рас-
пределения напряжений по толщине имеет нелинейный характер даже для 
рассматриваемого случая относительно тонкого композита.  

 

 
Рисунок 4 – Изменение напряжений ip11  по толщине 

 
Рассмотрен отклик десятислойного композита симметричного строения 

s//// )0900900( 00000  на удар стальным шаром диаметром 12,7 мм и массой 
8,5 гр. с начальной скоростью 3 м/с [1, 2, 4]. Геометрические размеры компо-
зита 2,0== BA  м, 69,2=δ I  мм. Свойства материала 12011 =E  ГПа, 

9,73322 == EE  ГПа, 5,5132312 === GGG  ГПа, 3,0231312 =ν=ν=ν , 
1580=ρ  кг/м3. Коэффициент k  в законе Герца выбирался таким же, как и в 

работе [1] для этой задачи: 3
26 Нм101238,1 −⋅=k . 

На рис. 5 показано изменение контактной силы во времени. Сплошной 
линией показано аналитическое решение двумерной задачи [2], точками – ре-
шение методом конечного элемента [2, 4], пунктиром – решение по обобщен-
ной теории {7,6}. Из рисунка видно, что на исследуемом интервале наблюда-
ется повторное соударение после отскока. 

Изменение во времени прогибов под точкой удара приведено на рис. 6. 
Из рис. 5, 6 видно, что результаты расчета по предлагаемой теории  хо-

рошо согласуются с известными решениями. 
 
Выводы. На основе обобщенной теории разработан аналитико-

численный метод решения задачи о низкоскоростном ударе по ортотропным 
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многослойным пластинам. Обобщенная теория базируется на кинематических 
гипотезах в виде разложений перемещений в степенные ряды по поперечной 
координате (1). Решение задачи об ударе основывается на гипотезах Герца.  
 

 
Рисунок 5 – Контактная сила 

 

 
Рисунок 6 – Перемещения 

 
На примерах показаны возможности предложенного подхода. Достовер-

ность полученных результатов иллюстрируется сравнением их с данными рас-
четов по другим двумерным теориям (рис. 2, 3, 5, 6). Установлено, что силы и 
перемещения пластин при ударе, найденные по этим теориям,  хорошо согла-
суются между собой.  

Также, рассмотрены вопросы применимости различных двумерных ап-
проксимаций, построенных на основе обобщенной теории, для расчета откли-
ка ортотропных пластин при низкоскоростном ударе. Показано, что, изменяя 
количество удерживаемых членов в разложениях (1), удается получать ап-
проксимации разного порядка точности (таблица; рис. 4). Установлено, что 
характер распределения напряжений по толщине композита под точкой удара 
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является существенно нелинейным (рис. 4). Поэтому, теории, основанные на 
гипотезах типа С.П.Тимошенко (теория {1,0}), могут применяться только для 
расчета перемещений и величины силы. Для анализа напряжений необходимо 
применение теорий более высокого порядка точности, например, обобщенной 
теории {5,4} или {7,6}. В дальнейшем следует более точно оценить границы 
применимости обобщенной теории в зависимости от размеров области нагру-
жения и характеристик слоистой пластины. 
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ДО УМОВИ ОРТОГОНАЛЬНОСТІ ФОРМ КОЛИВАНЬ  
МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ «ПІДРЕСОРЕНА МАСА ВАГОНА – 
КОЛЕСО – РЕЙКА» 

 
Досліджено динамічну ударну взаємодію контактуючої пари «вагон-колесо-рейка» з урахуванням 
конструктивної швидкості руху і завантаження вагона, а також геометричних параметрів стику 
шляху. Розв’язано задачу визначення умов ортогональності форм коливань з метою отримання не-
відомих констант загального рішення рівнянь руху механічної дискретно-континуальної системи. 
 
Dynamic shock interaction of contacting pair «carriage-wheel-rail» is treated taking into account struc-
tural velocity of movement and load of carriage and also geometrical parameters of way joint. Estimation 
of orthogonality conditions of vibrations forms is pursued for the purpose of definition of unknown con-
stants of common decision of mechanical discrete-continuum system equations. 
 

Постановка проблеми. Залізниці України в даний час усе гостріше від-
чувають дефіцит у рухомому складі і матеріалах верхньої будови колії. З огля-
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ду на важливість проблеми, виникає необхідність зниження взаємовпливу ва-
гона і колії, особливо в зоні стиків, удосконалення конструкції вагона і верх-
ньої будови колії, переходу до більш надійних, довговічних і високошвидкіс-
них засобів транспорту, а також упровадження ресурсозберігаючих техноло-
гій. Практика показує, що істотно слабким місцем в процесах динамічної вза-
ємодії вагона з верхньою будовою колії є ізольовані стикові нерівності колії, 
що відносяться до рейкових стиків. При цьому найбільш інформативним пока-
зником взаємодії в системі «вагон – рейка» є осадка баластового шару в місцях 
стикових нерівностей під шпалами рейки, оскільки в цих місцях рейка, як пра-
вило, випробовує найбільші динамічні навантаження ударного типу. Найбіль-
ше осідання баластового шару відбувається в місцях стикових нерівностей під 
шпалами приймаючої рейки. Це пов’язано з тим, що в цих місцях рейка, як 
правило, випробує найбільші силові динамічні навантаження ударного типу. 
Динамічна взаємодія вагона і приймаючої рейки в зоні стику викликає додат-
кові дії ударів на агрегати вагона, а також призводить до дефектів колії, що 
обумовлюють її загальний технічний стан і ресурс. Також залишкова і пружна 
деформація баластового шару в цій зоні служить причиною виникаючих осі-
дань, перекосів, виплесків, що, у свою чергу, ще більш збільшують рівень ди-
намічного впливу з боку колії на вагон. Досвід експлуатації свідчить, що про-
блему взаємодії транспортного засобу і колії необхідно розв’язувати комплек-
сно, а саме, з позицій взаємодії в системі «вагон, як багатомірна дискретна ме-
ханічна система – верхня будова колії, як континуальна система». 

В роботі дослідження побудовані на базі розрахункової схеми на рис. 1, що і 
описує нестаціонарні процеси ударної взаємодії колісної пари, яка включає підре-
сорену масу вагона, із приймаючою рейкою. Рейка встановлена на баластовому 
шарі колії через опори, що моделюють його пружні характеристики.  
 

Метою роботи є розв’язання задачі визначення умов ортогональності 
форм коливань задля отримання невідомих констант загального розв’язку ру-
ху механічної дискретно-континуальної системи, що розглядається. Прийняті 
наступні припущення, що не суперечать результатам робіт [1-3]: після фази 
балістичного руху коливання колісної пари і головки рейки відбуваються в 
безвідривному режимі; прогини рейки реалізуються без порушення суцільно-
сті баластового шару; демпфіруючи властивості баластового шару не врахо-
вуються, оскільки прогин рейки розглядається лише на першій за часом фазі 
його зростання. 
 

Аналіз останніх досліджень і публікацій, у яких започатковано 
розв’язання даної проблеми. У роботах [4,5], присвячених питанням взаємо-
дії транспортного засобу і балкових конструкцій на пружній основі, показано, 
що дослідження процесів прогинів зазначених «нескінченних» рейок вимагає 
урахування декількох форм коливань. При цьому, однак, не вказується їхня кі-
лькість, а також не враховуються комплексно питання впливу на прогини при-
ймаючої рейки жорсткості накладок стикового зазору і найважливіша характе-
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ристика стикового зазору – жорсткість приймаючої рейки. Тому отримані в 
роботах [4,5] результати досліджень, будучи аналітичними, не можуть бути 
використані для розв’язання поставленої в даній роботі конкретної задачі до-
слідження прогинів приймаючої рейки під першою шпалою з урахуванням 
експлуатаційних, конструктивних і механічних параметрів транспортного за-
собу, рейкової колії і функціонуючих накладок в обсязі перших п’яти форм 
коливань приймаючої рейки. 

Підресорена маса вагона представлена двомасовою дискретною механіч-
ною системою «колісна пара-вагон» на фазі балістичного руху, а ділянка рей-
кової колії – у вигляді стику типу «зазор-ступінь вниз». Даний тип нерівності 
на практиці зустрічається досить часто [1], співвідношення її параметрів (ши-
рина стику і його висота) варіюється в широких межах, а особливості їхнього 
виникнення розглянуті в роботах [1,2].  
 

 
Рисунок 1 – Модель системи «підресорена маса вагона-колесо-рейка» 

 

 
Рисунок 2 – Система «вагон – рейка на проміжних пружних опорах» 

 
У роботі [6] досліджується умова ортогональності форм коливань для ба-
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гатопрогінних балок та її застосування для вимушених механічних коливань 
двопрогінної балки.  
 

Виклад основного матеріалу дослідження. У момент зіткнення колеса з 
рейкою на відстані l* від краю рейки колесо має вертикальну швидкість V01. 
Тут уведені наступні позначення: m1, m2 – приведені маси колеса і вагона від-
повідно; с – жорсткість ресорної підвіски, с1, с2,…сn – жорсткість баластового 
шару під шпалами, приймаємо с1 = с2 = … = сn, l1, l24 – відстані від краю рейки 
до першої і останньої шпали, l – відстань між шпалами.  

Схема механічної дискретно-континуальної системи для дослідження 
процесів післяударних прогинів системи «вагон-колесо-рейка» в координатах 
x -w, з урахуванням граничних умов закріплення приймаючої рейки, приведена 
на рис. 2. Тут у2 – переміщення приведеної маси вагона m2; с – жорсткість ре-
сори; с1 – жорсткості баластового шару з урахуванням геометричних парамет-
рів шпали; li – координати пружних елементів рейки. 

Диференціальні рівняння руху даної механічної системи [1,3]: 
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де w – прогин рейки; 
l* – відстань від краю рейки до колеса в момент зіткнення;  
ρ, Е – щільність і модуль пружності матеріалу рейки; 
J – момент інерції перерізу рейки відносно нейтральної осі;  
δ(х – х0) – імпульсна функція. 
Рішення системи (1) знайдемо з застосуванням методу Фур’є поділу пе-

ремінних, а також методів теорії операційного числення Лапласа-Карсона 
[1,3]: 
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де ω – власна частота системи;  
z(x) – власна форма прогину рейки;  
λ2 – власна форма для координати у2. 
Задача про коливання механічної системи, що розглядається, зводиться 

до суперпозиції власних форм. Для перших п’яти форм коливань рішення оде-
ржимо у вигляді: 
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де λ1 = z(l*). 
Невідомі константи в (2) визначимо з початкових умов: w(0,x) = 0; 

( ) *10,0 ≠= xxw& ; ( ) 1*1,0 Vw =& ; y2(0) = 0; 022 )0( Vy =& , де початкові швидкості V1, 
V02 мас m1, m2 визначаються з загального рішення руху двовимірної дискретної 
системи на фазі балістичного руху. 

Для j-тої частоти диференціальні рівняння власних форм коливань систе-
ми мають вид: 
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де 24
1 ωρ

EI
Fк = , 214

2 ω
EJ
mк = .  

Необхідною умовою розв’язання систем рівнянь (1), (3) є умови ортого-
нальності власних форм коливань [1,3]. Отримаємо його. 

Візьмемо тому перше рівняння системи (3) для j-тої частоти і помножимо 
його на s-ту форму коливань. Далі це ж рівняння системи для s-тої частоти 
помножимо на j-ту форму коливань. Необхідною умовою ортогональності є 
нульове значення інтеграла по довжині рейки для отриманих добутків: 
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Зробимо перетворення і введемо наступні позначення: 
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ss z= . 
Віднявши з другого рівняння системи (4) перше, одержимо умову орто-

гональності у виді: 
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Аналогічним чином зробимо з другим рівнянням системи (4): 
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Склавши рівняння (5) і (6), одержимо умову ортогональності у виді 
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чи остаточно: 
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Визначимо далі початкові умови системи з урахуванням розв’язку (2): 
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Склавши в (7) рівняння перше, третє і п’яте, потім друге, четверте і шосте 
одержимо наступні формули для визначення невідомих констант: 
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які з урахуванням умови ортогональності приймуть вид: 
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З урахуванням початкових умов при х ≠ l* і j = s перетворимо останні рів-
няння до виду 
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При х = l* і j = s виконується 
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Звідси отримаємо 
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Ms = 0; 
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У результаті прогин рейки з урахуванням підресореної маси вагона і не-
нульових початкових умов визначиться вираженням: 
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Висновки з даного дослідження. Результати досліджень використову-

ються на практиці при дослідженні параметрів динамічної ударної взаємодії 
контактуючої пари «вагон-колесо-рейка» з урахуванням конструктивної 
швидкості руху і завантаження  вагона, а також геометричних параметрів сти-
ку. На їхній основі розв’язується задача впливу механічних і конструктивних 
параметрів транспортного засобу на прогини віддаючої і приймаючої рейок. 
Також використовуються при дослідженні і аналізі залежності пружного осі-
дання першої шпали приймаючої рейки для різних типів взаємодії і граничних 
умов її закріплення.  

 
Список літератури: 1. Стикова динаміка трамвая / Шпачук В.П., Далека В.Х., Коваленко А.В. – 
Харків: ХНАМГ, 2008. – 205 с. 2. Вериго М.Ф., Коган А.Я. Взаимодействие пути и подвижного со-
става / Под ред. М.Ф. Вериго. – М.: Транспорт, 1986. – 559 с. 3. Бабаков И.М. Теория колебаний. – 
М.: Наука, 1968. – 691 с. 4. Дмитриев А.С. Вопросы взаимодействия балочных конструкций с дви-
жущейся сосредоточенной нагрузкой // Проблемы машиностроения. – 1986. – № 25. – С. 43-50. 5. 
Филиппов А.П., Кохманюк С.С., Воробьев Ю.С. Воздействие динамических нагрузок на элементы 
конструкций. − К.: Наукова думка, 1978. − 176 с. 6. Yozo Mikata Orthogonality condition for a multi-
span beam, and its application to transient vibration of a two-span beam // Journal of Sound and Vibra-
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ПОРЯДОК ПОДАЧІ СТАТЕЙ ДЛЯ ОПУБЛІКУВАННЯ  
У ВІСНИКУ НТУ «ХПІ» 

 
Для опублікування статті у Віснику НТУ «ХПІ» необхідно подати у тема-

тичну редколегію такі документи: 
1 Заявку підписану всіма авторами: 
«Прошу прийняти статтю ..... [прізвища авторів, назва статті] на ... сторі-

нках [указати кількість сторінок] для опублікування у Віснику НТУ «ХПІ». 
Оплату гарантуємо. Відомості про авторів: [прізвище, ім'я, по-батькові кожно-
го автора, наукове звання, посада, місце роботи, контактний телефон]. 

Підписи авторів.» 
2 Текст статті на аркушах формату А4. 
3 Акт експертизи про можливість опублікування матеріалів у відкритому 

друку. 
4 Рецензію на статтю з місця роботи, підписану доктором або кандидатом наук. 
5 Рецензію на статтю від одного з членів редколегії. 
6 Електронну версію статті на дискеті 3,5", лазерному диску, USB- диску 

або іншому носії інформації. 
 
ПРАВИЛА ОФОРМЛЕННЯ СТАТЕЙ, ПОДАВАНИХ  
ДЛЯ ОПУБЛІКУВАННЯ У ВІСНИКУ НТУ «ХПІ» 

 
Стаття повинна бути виконана з використанням редактора Word без ну-

мерації сторінок. Переноси допускаються лише автоматичні або «м'які» (кла-
віша Ctrl+«-»). Розмір паперу: А4; орієнтація – альбомна; усі поля по 1,5 см; по 
2 сторінки на аркуші [у термінології Word – 2 колонки на аркуші], поле між 
ними 3 см. Інтервал між рядками по всій статті – одинарний, шрифт Times 
New Roman (для текстів комп’ютерних програм – шрифт Arial або Courier), 
розмір (там, де не зазначено інакше) – 10 пт, звичайний. 
 

Заголовок статті містить: 
1 Код УДК. Друкується без відступу, вирівнювання по лівому краю. 
2 Ініціали і прізвища авторів. Друкується через один порожній рядок піс-

ля УДК. Вирівнювання по лівому краю, відступ 0,75 см. Ініціали й прізвища 
пишуться великими літерами; шрифт курсив напівжирний. Слідом за прізви-
щем через кому вказується наукове звання, (канд. техн. наук; д-р фіз.-мат. на-
ук; академік та ін.); посада (студент, асп., наук. співр., доц., проф.); назва орга-
нізації (НТУ «ХПІ»; ІПМаш НАН України, Харків; ЗАТ НІІгідропривод, Хар-
ків; БелгТАСМ, Бєлгород, Росія) шрифт звичайний; дані на кожного автора 
закінчуються знаком «;». Назву міста не треба вказувати для НТУ «ХПІ» або 
якщо вона міститься у назві організації (Сумське НВО ім. Фрунзе). Кожне прі-
звище пишеться з нового рядка. 

3 Назва статті. Друкується великими літерами через один порожній рядок 
після інформації про авторів. Шрифт – прямий, напівжирний; відступ 0,75 см; 
вирівнювання по лівому краю. 



173 

4 Анотація українською мовою довжиною 4…10 рядків. Друкується через 
один порожній рядок після назви статті. Шрифт – 8 пт; без відступу; вирівню-
вання по ширині. 

5. Анотація англійською мовою. Друкується через один порожній рядок 
після анотації на українському, оформлення аналогічне. 

Основний текст починається через один порожній рядок після заголовка. 
Вирівнювання по ширині, відступ нового рядка 0,75 см. Посилання в тексті на 
малюнки, таблиці, формули, літературу мають вигляд: див. рис. 1, а; у табл. 2; 
у (3); у рівнянні (4); див. формули (5)-(7) або див. формули (5)…(7); у [14, 16]; 
[11, с. 5]. У тексті рекомендується використовувати тире середньої довжини 
(клавіша «Ctrl + Gray−»). Текст може бути розділений на розділи з заголовка-
ми вигляду: 

1 Математична модель. Використовується метод … 
Висновки. У результаті отримано... 
Перед заголовком пропускається один рядок. 

 
Формули створюються у вигляді об'єктів редактором формул Equation, 

центруються. Нумерація, якщо вона необхідна, ставиться праворуч у дужках; 
вирівнюється по правому краю. Невеликі формули можна розміщати не в ок-
ремому рядку, а прямо в тексті. Після формул потрібно ставити розділові зна-
ки, якщо цього вимагає орфографія; одна від іншої формули відокремлюються 
точкою з комою. Якщо формула міститься у середині речення, то продовжен-
ня речення у наступному за формулою рядку не має відступу. 

Не рекомендується використовувати в редакторі формул літери кирилиці. 
Нескладні формули можна набирати в Word без використання редактора фор-
мул, наприклад: R = β · r; a2 + b1/c. Розміри шрифту в Equation слід встановлю-
вати такі: звичайний – 10 пт, великий індекс – 6 пт, малий – 5 пт, великий сим-
вол – 15 пт, малий – 10 пт. Шрифти: Times New Roman і Symbol, стиль прямий 
або курсив. 

Латинські літери набирають курсивом, прямим шрифтом – функції (sin, tg 
та ін.), числа подібності (Bi, Pr та ін.), математичні скорочення (max, lim, exp 
та ін.), хімічні формули (Cl, H2O та ін.). Прямим шрифтом набирають у фор-
мулах літери кирилиці, одиниці вимірювання (МПа, кДж/м2 та ін.). Не можна 
застосовувати у тексті знаки (+, >, =, №, %, 0, °С, Ø [діаметр], sin та ін.) окре-
мо без числових або літерних значень.  

Грецькі літери рекомендується набирати прямим шрифтом. 
 

Рисунок повинен бути оформлений як окремий об'єкт у тексті статті, роз-
ташування поверх тексту не допускається; рисунок відокремлюється від текс-
ту зверху і знизу порожнім рядком. Рекомендуються використовувати чорно-
білу палітру, якість відтворення рисунків кольорової палітри не гарантується. 
Якщо рисунків декілька, то вони нумеруються. В підрисуночних підписах: Ри-
сунок 1; Рисунок 2 – … ; назва (якщо є) ставиться після тире, центрується, 
шрифт – 9 пт. Для растрових малюнків шириною на всю сторінку рекомендо-
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вана кількість пикселів по горизонталі від 1000 до 3000.  
Символи на рисунку повинні бути близькими за розміром до основного 

тексту. Частини рисунка позначаються під рисунком літерами а, б без дужки. 
Написи на рисунку, позначення елементів на рисунку (1, 2, 3) пишуть курси-
вом. Посилання у тексті, у підрисуночних підписах на частини рисунків (див. 
рис. 1, а, б), на його елементи (1, 2, 3) пишуть курсивом. 
 

Таблиця відокремлюється від тексту зверху і знизу порожнім рядком; ви-
користовується шрифт – 9 пт. Якщо таблиць декілька, вони нумеруються. За-
головок містить номер таблиці та назву (якщо вона є) і може бути оформлений 
у вигляді складової частини таблиці з невидимою сіткою. Заголовок має ви-
гляд: Таблиця 1; Продовження таблиці 1; Таблиця 2 – [назва]. Заголовок вирі-
внюється вліво з відступом 0,75 см; якщо таблиця має назву – заголовок 
центрується. Назва (якщо є) ставиться після тире. 
 

Через один порожній рядок після основного тексту статті друкується спи-
сок літератури. Розмір шрифту – 8 пт; без відступу; вирівнювання по ширині. 
Список літератури починається з набраних напівжирним шрифтом слів «Спи-
сок літератури:», слідом за якими ставиться двокрапка. Сам список літерату-
ри набирається суцільним текстом з виділенням прізвищ і ініціалів авторів ку-
рсивом, номер позиції виділяється жирним шрифтом. Якщо авторів більше 
трьох, то після прізвищ перших трьох авторів можна вказувати «і ін.». Ініціали 
і прізвище не повинні бути у різних рядках, їх можна з’єднати «нерозривним 
пробілом» (клавіша «Ctrl + Shift + Space»).  

Розділові знаки в списку – відповідно до вимог ВАК України. Розділові 
знаки «:», «;», «–», «/» та «//» відокремлені від тексту пробілами як зліва, так і 
справа; знаки «.», «,» не відокремлюються від тексту пробілом зліва. 

 
Після списку літератури у наступному рядку указується дата надходжен-

ня статті в редколегію. Після слів «Надійшла до редколегії» ставиться число, 
місяць і рік через крапку у форматі 00.00.0000. Розмір шрифту – 8 пт; курсив; 
вирівнювання по правому краю. 
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УДК 658.012 
 

Л.В.СОКОЛОВ, д-р техн. наук, проф., АО «Телеком», Киев; 
В.С.КОВАЛЕНКО, канд. физ.-мат. наук, науч. сотр., НТУ «ХПИ»; 
В.Т.ШЕВЧЕНКО, студент, ХНУРЭ, Харьков 

 
ВЫДЕЛЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ ГРУПП В ЗАДАЧАХ 
ОБРАБОТКИ ДАННЫХ СОЦИАЛЬНОГО ОПРОСА НАСЕЛЕНИЯ 

 
В статті пропонуються методи обробки даних, здобутих у результаті соціологічного опиту насе-
лення про його відношення до тих чи інших партій у Харківській області. Зроблені висновки про 
верстви населення, на які спираються різні партії. 

 
[Анотація англійською] 

 
В ноябре-декабре 1997 года был проведен опрос населения, целью кото-

рого являлось выяснение отношения различных его слоев к тем или иным пар-
тиям, зарегистрированным и имеющим более или менее сильные позиции в 
Харьковской области. Применение математических методов... 

 
Таблица 2 – Результат опроса населения по… 

Сокращен-
ное название Полное название организации Популярность, % 

ААА Альянс за… 3,5 
БББ Блок сторонников… 6,5 
ВВВ Все не так… 7,1 
 
Полученные результаты доказывают адекватность модели и могут быть 

использованы при анализе социально-экономических данных. 
 

Список литературы: 1 Иванов Л. И. Факторный анализ в социальных исследованиях / Л. И. Ива-
нов, В. Т. Смирнов. – М. : Наука, 1996. – 352 с. 2 Петров В. С. Применение методов кластерного 
анализа при обработке данных экспертного опроса / В. С. Петров // Автоматика. – 1995. – № 3. – 
С. 15-18. 3 Тишков В. Т. Кластерный анализ в социальных исследованиях / В. Т .Тишков  // Вестн. 
Харьк. политехн. ин-та. – 1990. – № 260 : Техн. кибернетика и ее прил. Вып. 10. – С. 5-7. 4 Иванов 
Л. В. Применение методов статистического анализа при обработке данных опроса населения / Л. В. 
Иванов, В. С. Петров // Статистический анализ социально-экономических данных ; под ред. 
Р.В.Сидорова. – К. : Наук. думка, 1997. – С. 57-65. 
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